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Úv o d

Mec hanik a je pøirozen ým základem fyziky , neb o» p o dá v á obraz o relativním

klidu a p oh ybu fyzik álníc h tìles. P okud se budeme zab ýv at p o dmínk ami ro v-

no v áh y tìles, p ou¾ijeme meto d, které nám dá v á statik a . T a b yla pøedmìtem

studijního textu [11]. Bude-li nás za jímat p opis p oh ybu tìles, ani¾ b yc hom se

zab ýv ali pøíèinami jeho zmìn, p ou¾ijeme meto d kinematiky . T a p opisuje p o-

loh u, ryc hlost a zryc hlení tìles. Králo vnou mec haniky je dynamik a , p omo cí

ní¾ vy¹etøíme souvislost mezi p oh yb em tìles a silami a jejic h momen t y , které

na tìlesa p ùsobí.

V pøedlo¾eném textu se soustøedíme na kinematiku a dynamiku tuhého

tìlesa. Mec hanik a ob ecného prostoro v ého p oh ybu tìles je v elmi slo¾itá, a proto

se budeme p o drobnìji zab ýv at jen obe cným r ovinným pohybem tuhého tìlesa.

Na úv o d prob ereme zvlá¹tní pøípady p oh ybu - translaèní p oh yb a rotaèní p oh yb

k olem neh ybné osy . Tím se fyzik ální a matematic ký aparát zjedno du¹í do té

míry , ¾e bude zvládn uteln ý vysp ìlými studen t y støedníc h ¹k ol.

V textu se vyu¾ív á v ektoro v é algebry , jedno duc h ýc h meto d diferenciálního a

in tegrálního p o ètu. Pøi øe¹ení úloh narazíme i na jedno duc hé diferenciální ro v-

nice, které se da jí øe¹it separací promìnn ýc h. T o je tak o v á úpra v a diferenciální

ro vnice, pøi ní¾ se na opaèné stran y ro vnice o d seb e o ddìlí (separují) nezá visle

promìnná a zá vislé promìnná v elièina a jejic h diferenciály . T ak o v ou ro vnici ji¾

pak lze zpra vidla in tegro v at.

P okud b yc hom se c h tìli zab ýv at ob ecn ým prostoro vým p oh yb em tuhého

tìlesa, narazili b yc hom na tenzoro v é v elièin y , na tenzoro v ou algebru a analýzu

a na sousta vy diferenciálníc h ro vnic. Tím b yc hom v¹ak výraznì pøekro èili rámec

støedo¹k olskýc h mo¾ností.

V pøedlo¾eném textu jsme se sna¾ili o rigorozní ob ecn ý výklad, který b ì¾né

støedo¹k olsk é uèebnice p ostráda jí. P ou¾ití ob ecn ýc h zák onitostí je ilustro v áno

na jedenácti øe¹en ýc h pøíkladec h. Urèitou zb ìhlost pro øe¹ení úloh, napø. v e

fyzik ální olympiádì, získ á studující a¾ p o samostatném øe¹ení pøedlo¾en ýc h

úloh, kterýc h je v textu èt yøicet. Pro k on trolu sprá vnosti jsou na zá v ìr textu

uv eden y výsledky úloh.
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1 Kinematik a tuhého tìlesa

1.1 P oloha tuhého tìlesa pøi p oh ybu

V e studijním textu [11] jsme se zab ýv ali vy¹etøo v áním p o dmínek ro vno v áh y tu-

hého tìlesa. Nyní se budeme v ìno v at p oh ybu tuhého tìlesa a m usíme pøedev¹ím

znát, k olik a nezá vislými souøadnicemi bude urèena p oloha tuhého tìlesa, tedy

k olik stupòù volnosti má tuhé tìleso. T en to problém b yl vysv ìtlen ji¾ v úv o dním

textu [11], a proto si výsledky úv ah jen pøip omeneme.

V olné tuhé tìleso k ona jící ob ecn ý prostoro vý p oh yb má ¹est stupòù volnosti .

K urèení jeho p oloh y je tedy tøeba udat ¹est nezá vislýc h sk alárníc h souøadnic, za

které je z dynamic k ého hledisk a výho dné v olit tøi souøadnice (napø. k artézsk é)

udá v a jící p oloh u hmotného støedu tìlesa (resp. jeho tì¾i¹tì) a dal¹í tøi úhlo v é

souøadnice, které urèují orien taci tìlesa vzhledem k e vzta¾né sousta v ì p evnì

sp o jené s tìlesem a pro c házející hmotn ým støedem.

Dùle¾it ým zvlá¹tním pøípadem p oh ybu tuhého tìlesa je tr anslaèní (posuvný)

pohyb . Pøi tom to p oh ybu lib o v olná pøímk a sp o jená s tìlesem zùstá v á stále ro v-

nob ì¾ná s kterouk oli sv ou pøedc hozí p olohou. Proto k p opisu p oloh y tìlesa pøi

translaèním p oh ybu staèí udat p oloh u jediného jeho b o du | napø. hmotného

støedu. T ìleso pøi tranlaèním p oh ybu má tøi stupnì volnosti .

Zamezíme-li p oh ybu jednoho b o du tìlesa, o deb ereme m u tøi stupnì v ol-

nosti. T ìlesu zùstanou tøi stupnì volnosti a bude vyk oná v at pr ostor ovou r otaci

kolem okam¾ité osy r otace , která pro c hází p evn ým b o dem. Pøíkladem je p oh yb

setrv aèníku.

Zamezíme-li p oh ybu dv ou b o dù tìlesa, urèíme tím nehybnou osu r otace ,

k olem ní¾ bude tìleso vyk oná v at rotaèní (otáèivý) p oh yb. T yto dv a b o dy jsou

urèen y ¹esti souøadnicemi, a v¹ak mezi nimi je jeden vztah, vyjadøující stálou

vzdálenost mezi tìmito b o dy . Proto je p oh yb tìlesa omezen p ìti p o dmínk ami a

tìlesu tudí¾ zùstane je den stupeò volnosti . P oloh u tìlesa nejlép e urèíme úhlem

' oto èení k olem p evné osy .

Dùle¾it ým zvlá¹tním pøípadem p oh ybu tìlesa je jeho r ovinný pohyb , pøi

kterém b o dy tìlesa opisují ro vinné tra jektorie, které le¾í v e vzá jemnì ro vno-

b ì¾n ýc h ro vinác h. K p opisu p oloh y tìlesa pak staèí p opsat p oloh u jediné úseè ky

v ro vinì. T ato p oloha je zøejmì urèena tøemi nezá vislými souøadnicemi, napø.

dv ìma k artézskými souøadnicemi jednoho b o du úseè ky a úhlem, který úseè k a

svírá s lib o v olnou pøímk ou v ro vinì p oh ybu. T uhé tìleso konající r ovinný pohyb

má tøi stupnì volnosti.

Obe cný pohyb tuhého tìlesa v prostoru lze rozlo¾it na dv a nezá vislé p oh yb y:

na tr anslaèní pohyb urèitého b o du tìlesa, tzv. vzta¾ného (referenèního) b o du, a

na sled ok am¾it ýc h r otaèních pohybù k olem tohoto b o du, pøièem¾ ten to rozklad

zá visí na v olb ì vzta¾ného b o du. Ob ecn ý dùk az tohoto tvrzení p o dal r. 1830
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fancouzský matematik M. Chasles [èti ©ál] a uv ádí se jak o Chasleso v a v ìta

(viz napø. [9]).

Vzhledem k tom u, ¾e v olné tuhé tìleso v prostoru má ¹est stupò ù v olnosti, je

k úplném u p opisu jeho p oh ybu tøeba øe¹it ¹est slo¾k o výc h p oh yb o výc h ro vnic.

T yto ro vnice obsah ují jak o neznámé ¹est v elièin, které p opisují p oh yb o vý sta v

tìlesa. P oh yb o v é ro vnice dostaneme aplik ací impulsových vìt , pøièem¾ I. impul-

so v á v ìta dá v á p opis translace tìlesa a I I. impulso v á v ìta p opis rotace tìlesa.

V pøípadì ob ecného ro vinného p oh ybu øe¹íme tøi slo¾k o v é ro vnice, pøièem¾ dv ì

p opisují translaci a tøetí rotaci tìlesa.

1.2 T ranslaèní p oh yb tuhého tìlesa

Jak jsme si uv edli, zùstá v á pøi translaèním p oh ybu úseè k a sp o jující lib o v olné

dv a b o dy tìlesa stále ro vnob ì¾ná se sv ou výc hozí p olohou. Proto ma jí tra-

jektorie v¹ec h b o dù tìlesa pøi jeho translaci sho dn ý tv ar a stejnou délku |

tra jektorie jsou sho dné, vzá jemnì p osun uté køivky . Pøi translaèním p oh ybu

lib o v olná pøímk a sp o jená s tìlesem nemìní svùj smìr.

O

A

0

B

0

A

B

r

B

r

A

r

0

Obr. 1

�

Uv a¾ujme dv a b o dy A , B tìlesa pøi

translaèním p oh ybu (obr. 1). Pro

jejic h p oloho v é v ektory platí

r

A

= r

A

( t ) ;

r

B

= r

B

( t ) = r

A

+ r

0

;

kde v ektor r

0

je k onstan tní. Proto

pro ryc hlost a zryc hlení dv ou lib o-

v oln ýc h b o dù tìlesa dostaneme

v

B

=

d r

B

d t

=

d r

A

d t

= v

A

; (1)

a

B

=

d v

B

d t

=

d v

A

d t

= a

A

: (2)

V¹ec hn y b o dy tuhého tìlesa se tedy pøi translaèním p oh ybu p oh ybují stej-

nou rychlostí a se stejným zrychlením . P oh yb o vý sta v tuhého tìlesa je pøi

translaèním p oh ybu jednoznaènì urèen p oh yb em jediného b o du, za který zpra-

vidla v olíme hmotn ý støed tìlesa. K øe¹ení translaèního p oh ybu tedy p ou¾ijeme

p oznatkù pro p oh yb jednoho hmotného b o du.
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1.3 Rotaèní p oh yb tuhého tìlesa k olem neh ybné osy

Pøi rotaci tuhého tìlesa k olem osy neh ybné v tìlese i v e vzta¾né sousta v ì vyk o-

ná v a jí v¹ec hn y b o dy tìlesa (s výjimk ou b o dù osy) tra jektorie v e tv aru kru¾nic

le¾ícíc h v ro vinì k olmé k ose se støedem na ose. V e zv olené inerciální vzta¾né

sousta v ì je p oh yb o vý sta v tìlesa p opsán jedinou souøadnicí | úhlem otoèení

¡ = ¡ ( t ), který de�n ujeme jak o v ektor le¾ící v ose rotace (obr. 2). Jeho smìr

urèíme nejsnáze pr avid lem pr avé ruky : uk azují-li prst y pra v é ruky smìr orien-

to v ané tra jektorie b o dù tìlesa, uk á¾e palec smìr v ektoru ¡ : Ryc hlost zmìn y

úhlu oto èení p opisuje v ektor úhlová rychlost — ; který de�n ujeme výrazem

— = lim

� t ! 0

� ¡

� t

=

d ¡

d t

�

_

¡ :

Ryc hlost zmìn y úhlo v é ryc hlosti p opisuje v ektor úhlové zrychlení ™ , který de-

�n ujeme výrazem

™ = lim

� t ! 0

� —

� t

=

d —

d t

=

d

2

¡

d t

2

�

•

¡ :

Oba v ektory — ; ™ le¾í v ose rotace (obr. 2).

—

¡

™

'

Obr. 2

�

O

A

—

�

'

s

r

0r

v

a

t

a

n

Obr. 3

�

Nyní m ù¾eme urèit ryc hlost a zryc hlení b o du A tìlesa rotujícího k olem ne-

h ybné osy (obr. 3), která pro c hází p o èátk em O vzta¾né sousta vy . Je zøejmé, ¾e

pro dráh u s a v elik ost ryc hlosti v b o du A platí

s = r

0

' = j r j ' sin � ;

j v j � v =

d s

d t

= r

0

d '

d t

= r

0

! = j — jj r j sin � ;

kde r je p oloho vý v ektor b o du A . Druh ý ze vztah ù nás v ede k výp o ètu úhlo v é

ryc hlosti — jak o v ektoru p o dle Eulero v a vztah u

v = — � r : (3)
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Jeho deriv ací p o dle èasu p o dle vzorce pro deriv aci souèin u dv ou funk cí pøi za-

c ho v ání p oøadí funk cí (pro v ektoro vý souèin dv ou v ektorù v e vztah u (3) neplatí

k om utativní zák on) dostaneme pro zryc hlení b o du A p ostupnì výrazy

a =

d v

d t

=

d

d t

( — � r ) =

d —

d t

� r + — �

d r

d t

= ™ � r + — � ( — � r ) : (4)

První slo¾k a zryc hlení v (4) má zøejmì smìr teèn y k e kru¾nici v b o dì A a je tedy

te èným zrychlením a

t

b o du A . Druhá slo¾k a zryc hlení v (4) má zøejmì smìr

normály k e kru¾nici v b o dì A a je tedy normálovým zrychlením a

n

b o du A .

Neb oli

a

t

= ™ � r ; (5)

a

n

= — � v = — � ( — � r ) : (6)

1.4 Ro vinn ý p oh yb tuhého tìlesa

a) P opis p oh ybu

Jak jsme uv edli, b o dy tìlesa pøi ro vinném p oh ybu opisují ro vinné tra jektorie,

které le¾í v e vzá jemnì ro vnob ì¾n ýc h ro vinnác h. Proto pro p opis ro vinného

p oh ybu p ostaèí p opiso v at prùmìt ( S ) tìlesa do jedné z tìc h to ro vin, kterou

v olíme za základní (obr. 4). T ak místo tro jrozmìrného tìlesa vy¹etøujeme p oh yb

plo¹ného útv aru v ro vinì.

O

A

B

x

A

y

A

x

y

( S )

'

Obr. 4

�

P oloha tìlesa pøi ro vinném p oh ybu bude

jednoznaènì urèena p olohou úseè ky AB

v e vzta¾né sousta v ì v základní ro vinì,

tedy p olohou referenèního (vzta¾ného)

b o du (napø. A ) a smìrem úseè ky AB . P o-

h yb budou p opiso v at ro vnice

x

A

= x

A

( t ) ;

y

A

= y

A

( t ) ; (7)

' = ' ( t ) ;

v souladu s p oznatk em, ¾e tìleso vyk oná v a jící ro vinn ý p oh yb má tøi stupnì

v olnosti.

S ohledem na p opis p oh ybu ro vnicemi (7) lze ro vinn ý p oh yb tìlesa rozlo¾it

na tr anslaèní pohyb referenèního b o du ( A ) a na r otaèní pohyb k olem referenè-

ního b o du ( A ) | viz obr. 5. Pøitom lze uk ázat, ¾e rotaèní slo¾k a ro vinného

p oh ybu nezá visí na v olb ì referenèního b o du. Na obr. 6 je znázornìn rozklad

p oh ybu pro pøípad, ¾e referenèním b o dem je b o d B .
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O

A

1

B

1

A

2

B

2

B'

2

x

y

'

(1)

(2)

Obr. 5

�

O

A

1

B

1

A

2

B

2

A'

2

x

y

'

(1)

(2)

Obr. 6

�

b) Ryc hlost a zryc hlení b o dù tìlesa pøi ro vinném p oh ybu

P oloh u lib o v olného b o du B tìlesa, p opsanou p oloho vým v ektorem r

B

= r

B

( t ) ;

lze vyjádøit v e tv aru

r

B

= r

A

+ r

B A

;

kde r

A

= r

A

( t ) je p oloho vý v ektor b o du A a r

B A

= r

B A

( t ) je p oloho vý v ektor

b o du B vzhledem k b o du A v e vzta¾né sousta v ì, její¾ p o èátek je v b o dì A .

Deriv ací tohoto vztah u p o dle èasu dostaneme vztah pro ryc hlost b o du B :

v

B

= v

A

+ v

B A

= v

A

+ — � r

B A

; kde

j v

B A

j = ! � AB ; ( v

B A

? AB ) :

Proto¾e p oh yb em b o du B v sousta v ì

A x

0

y

0

je rotace ok olo b o du A , je ryc h-

lost v

B A

k olmá k úseèce AB . P ak je

zøejmé, ¾e pøi r ovinném pohybu prù-

mìty rychlostí dvou libovolných bodù

tìlesa na pøímku, kter á je spojuje, jsou

si r ovny | v ìta o prùmìtec h ryc h-

lostí.

Pro zryc hlení b o du B analogic ky platí

(sro vnej s výrazem (4)):

A

B

O

r

A

r

B

r

B A

v

B A

v

B

v

A

v

A

!

x

x

0

y

y

0

Obr. 7�

a

B

= a

A

+ a

B A

= a

A

+ ™ � r

B A

+ — � ( — � r

B A

) :

Z výrazù pro ryc hlost a zryc hlení b o du B je zøejm ý rozklad ro vinného p oh ybu

tìlesa na translaèní p oh yb referenèního b o du ( A ) a na rotaèní p oh yb k olem

tohoto b o du.
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Pøíklad 1

T yè se p oh ybuje tak, ¾e její k onco v é b o dy A , B se trv ale nac házejí na osác h

x ; y : Urèete ryc hlost b o du B , je-li dána ok am¾itá ryc hlost v

A

b o du A a úhel

' (obr. 8).

O

B

A

y

x

v

B

v

A

'

Obr. 8

�

Øe¹ení:

P o dle v ìt y o prùmìtec h ryc hlostí

platí

v

A

sin ' = v

B

cos ' ; ' 2 h 0 ;

�

2

) :

Neb oli

v

B

= v

A

sin '

cos '

= v

A

tg ' :

c) P ól ro vinného p oh ybu tìlesa

Ryc hlosti b o dù tìlesa pøi jeho ro vinném p oh ybu lze jedno du¹e urèit u¾itím

p ólu p oh ybu. Pólem pohybu neb oli okam¾itým stø e dem otáèení se nazýv á b o d

P prùmìtu tìlesa do ro vin y p oh ybu, jeho¾ ryc hlost je v daném ok am¾iku n ulo v á:

v

P

= 0 | viz obr. 9.

P

A

C

B

v

C

v

B

v

A

!

b

a

Obr. 9

	

A

A

1

B

B

1

M

'

Obr. 10




Nyní je otázk ou, zda p ól p oh ybu m ù¾eme pro k a¾dý ok am¾ik lib o v olného

ro vinného p oh ybu nalézt. Uk á¾eme, ¾e ano. Uv a¾ujme lib o v olnou úseè ku AB

v prùmìtu tìlesa do ro vin y p oh ybu (obr. 10), která pøi p oh ybu pøejde do p oloh y

jiného smìru A

1

B

1

. Prùseèík M symetrál úseèek AA

1

, BB

1

je toti¾ b o d, k olem

nìho¾ se úseè k a AB oto èí o úhel ' do no v é p oloh y A

1

B

1

, neb o» tro júhelníky

ABM , A

1

B

1

M jsou sho dné a p oh yb lze p o v a¾o v at za oto èení tro júhelníku ABM ,

k nìm u¾ nále¾í i úseè k a AB , k olem b o du M � P o úhel ' : P okud nastane zvlá¹tní
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pøípad, ¾e osy úseèek AA

1

; BB

1

splynou (obr. 11) bude b o d M pøímo prùseèík em

úseèek AB , A

1

B

1

.

Obr. 10 a 11 uk azuje, ¾e k a¾dé pøemístìní úseè ky AB do no v é p oloh y A

1

B

1

,

které není p osun utím (pak b y úseè ky AB , A

1

B

1

b yly ro vnob ì¾né) je oto èením

ok olo nìjak ého b o du M , který v limitì j AA

1

j ! 0 ; j BB

1

j ! 0 nazýv áme p ól

p oh ybu P .

Úseè ky AA

1

; BB

1

na obr. 10 a 11 jsou seènami tra jektorií pøíslu¹n ýc h b o dù.

V limitì pro k a¾dý èaso vý in terv al t yto seèn y pøejdou v teèn y (viz obr. 12) a osy

úseèek AA

1

; BB

1

pøejdou v normály tra jektorií. Jejic h prùseèík je p ól p oh ybu

P .

A

A

1

B

B

1

M

'

Obr. 11

�

A

B

v

A

v

B

M � P

Obr. 12

�

V ra»me se n yní k p opisu ob ecného ro vinného p oh ybu p o dle obr. 9. Zv olme

si b o dy A , B , jejic h¾ ryc hlosti v

A

; v

B

nejsou paralelní. P ak p ól P je prùseèík em

pøímky a ; která pro c hází b o dem A k olmo k v

A

; a pøímky b ; která pro c hází

b o dem B k olmo k v

B

: P ak v

P

= 0 : Kdyb yc hom pøedp okládali v

P

6= 0 m usel

b y p o dle v ìt y o prùmìtec h ryc hlostí b ýt v ektor v

P

souèasnì k olm ý k a i b ; co¾

není mo¾né.

Pro v elik osti ryc hlostí b o dù A , B platí

v

A

= ! � P A ;

v

B

= ! � P B ;

neb oli

v

A

P A

=

v

B

P B

= ! : (8)

V elikosti rychlostí bodù tìlesa pøi r ovinném pohybu jsou úmìrné jejich vzdále-

nosti od pólu pohybu.
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Je-li znám p ól, lze urèit ryc hlost lib o v olného b o du C :

v

C

= ! � P C ; kde ! =

v

A

P A

:

P ól nejlép e urèíme gr a�cky (viz pøíklad 2) ze znalosti neparalelníc h ryc hlostí

dv ou lib o v oln ýc h b o dù tìlesa.

d) Zvlá¹tní pøípady p oloh y p ólu p oh ybu

1. Jestli¾e se tìleso pøi ro vinném p oh ybu odvaluje b ez skluzu, je p ólem p oh ybu

b o d dot yku tìlesa s p o dlo¾k ou (obr. 13). V daném ok am¾iku je v

P

= 0 ; jinak

b y se b o d P m usel sm yk at. P oloha b o du P je v¹ak ok am¾itá | b o d P se

pøesouv á jistou ryc hlostí p o p o dlo¾ce. Bude-li se o dv alo v at k oule neb o v álec p o

ro vné p o dlo¾ce, bude ryc hlost pøemis»o v ání p ólu ro vna ryc hlosti v støedu tìlesa.

V jin ýc h pøípadec h, napøíklad pøi v alení o v álu, budou t yto ryc hlosti rùzné.

P

!

v

Obr. 13




2. Jsou-li ryc hlosti v

A

; v

B

b o dù A , B

tìlesa pøi ro vinném p oh ybu vzá jemnì

r ovnobì¾né a k olmé na úseè ku AB a

ma jí-li rùzné velikosti , le¾í p ól P v prù-

seèíku pøímky sp o jující b o dy A , B a

pøímky sp o jující k onco v é b o dy v ektorù

v

A

; v

B

(obr. 14a, b).

3. Budou-li mít souhlasnì ro vnob ì¾né v ektory v

A

; v

B

; na rozdíl o d pøípadu

ad2, stejnou velikost a stejný smìr jde o limitní pøípad p oloh y p ólu p oh ybu,

který zøejmì le¾í v nek oneèn u (obr. 15).

4. Jsou-li ryc hlosti v

A

; v

B

; b o dù A , B tìlesa pøi ro vinném p oh ybu souhlasnì

ro vnob ì¾né v ektory a nejsou-li k olmé k úseèce AB (obr. 16), tak pøedev¹ím

p o dle v ìt y o prùmìtec h ryc hlostí m usí b ýt v

A

cos � = v

B

cos � ; neb oli v

A

= v

B

:

Z toho je pak zøejmé, ¾e p ól P ! 1 :

P

B

A

v

B

v

A

!

a)

P

B

A

v

B

v

A

!

b)

Obr. 14

�

P ! 1

B

A

v

B

v

A

Obr. 15

�

�

�

B

A

v

B

v

A

Obr. 16

�
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Pøíklad 2

Je dáno p evné k olo o støedu O

1

a p olomìru

r ; p o nìm¾ se b ez skluzu o dv aluje druhé k olo

o støedu O a p olomìru R tak, ¾e una¹eè,

který sp o juje støedy O

1

, O se otáèí úhlo v ou

ryc hlostí —

0

(obr. 17). Urèete smìr a v elik osti

ryc hlostí b o dù O , A , B , C p oh ybliv ého k ola.

B

A

C

O

O

1

R

r

!

0

Obr. 17

�

Øe¹ení

Problém øe¹íme p omo cí p ólu p oh ybu P , kterým je zøejmì b o d dot yku ob ou

k ol, k olem nìho¾ se p oh ybliv é k olo otáèí ok am¾itou úhlo v ou ryc hlostí — : Její

v elik ost urèíme z úv ah y , ¾e b o d O je sp oleèn ý una¹eèi i k olu. Proto

B

A

C

O

P

O

1

R

r

!

0

!

v

B

v

A

v

C

v

0

Obr. 18

�

v

0

= !

0

( R + r ) = ! R :

Z toho

! = (1 +

r

R

) !

0

:

P ak

v

A

= 2 R ! = 2( R + r ) !

0

;

v

B

= v

C

=

p

2 R ! =

p

2 ( R + r ) !

0

:

Smìry v ektorù ryc hlostí jsou zøejmé z obr. 18. Problém lze øe¹it ro vnì¾ pøímo

(b ez výp o ètu ! ) u¾itím vztah u (8), pøièem¾ výc hozí bude ryc hlost v

0

:

e) P olo die neh ybná a p olo die h ybná

Pøi ro vinném p oh ybu tìlesa se p oloha p ólu ob ecnì mìní s èasem. Proto se

urèují køivky , které jsou mno¾inami p oloh tìc h to b o dù pøi p oh ybu a nazýv a jí

se polodie . Rozli¹ujeme p olo dii neh ybnou a p olo dii h ybnou p o dle toho, v jak é

vzta¾né sousta v ì p oloh u p ólu pøi p oh ybu urèujeme.

P

p

n

p

h

Obr. 19

�

Polodie nehybná (p

n

) je mno¾ina p oloh p ólù

urèen ýc h v e vzta¾né sousta v ì neh ybnì sp o-

jené s ro vinou, v ní¾ se p oh yb tìlesa usku-

teèò uje. Polodie hybná (p

h

) je mno¾ina p o-

loh p ólù urèen ýc h v e vzta¾né sousta v ì p evnì

sp o jené s tìlesem. Ok am¾itou p olohou p ólu

je pak b o d P , v e kterém se ob ì p olo die do-
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t ýk a jí (obr. 19). Pøi ro vinném p oh ybu tìlesa se p olo die h ybná o dv aluje p o

p olo dii neh ybné.

Zvlá¹» jedno duc hé je urèení p olo dií u valení válce nebo koule (obr. 13). P o-

lo dií h ybnou je zøejmì ob v o do v á kru¾nice v álce (hla vní kru¾nice k oule), p olo dií

neh ybnou je prùseènice plo c h y , p o ní¾ se v álec (k oule) v alí, s ro vinou p oh ybu.

Pøíklad 3

T yè délky l klou¾e p o v edení, které se skládá ze

ètvrtkruho v é èásti o p olomìru a < l a z pøímé

èásti p o dle obr. 20. Výc hozí p oloha t yèe je

naznaèena na obrázku. Urèete neh ybnou p olo-

dii:

a) gra�c ky ,

b) analytic ky .

�

0

a

a

l

O

Obr. 20

�

Øe¹ení

a) Gr a�cky (viz obr. 21)

Pøi gra�c k é k onstruk ci hledáme prùseèík k olmic vzt yèen ýc h v k onco výc h

b o dec h A , B t yèe k olmo k teènám tra jektorie tìc h to b o dù (obr. 21). Pro

b o d A t yto k olmice pro c házejí støedem O , pro b o d B jsou to ro vnob ì¾ky .

Pro � ! 0 neh ybná p olo die zøejmì asymptotic ky ubíhá k nek oneèn u.

b) A nalyticky

P o èátek k artézk é vzta¾né sousta vy p olo¾íme do b o du O , osa x bude ro vno-

b ì¾ná s pøímou èástí v edení (obr. 21). Ro vnici neh ybné p olo die vyjádøíme

v p olárníc h souøadnicíc h. Zøejmì platí

r ( ' ) =

C B

cos '

;

kde

C B = l cos � � a cos ' ;

pøièem¾

cos � =

p

1 � sin

2

� =

s

1 �

a

2

l

2

(1 � sin ' )

2

:

P ak

r ( ' ) = l

cos �

cos '

� a =

l

cos '

s

1 �

a

2

l

2

(1 � sin ' )

2

� a :

P o èáteèní b o d P (0) má p oloh u

r (0) =

p

l

2

� a

2

� a :
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A

C

B

O P (0)

P ( ' )

l

l

r (0)

r ( ' )

'

'

�

a

a

x

y

asymptota

' 2 h 0;

�

2

)

� 2 h �

0

; 0)

Ò�

Obr. 21
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Pøíklad 4

T enk á t yè k a délky l klou¾e svými k onci A,

B p o osác h x; y k artézsk é sousta vy souøad-

nic (obr. 22). Gra�c ky na jdìte neh ybnou

p olo dii a h ybnou p olo dii.

l

y

x

A

B

O

Obr. 22�

Øe¹ení (obr. 23)

Polodie nehybná je ètvrtkru¾nice o p o-

lomìru l se støedem v p o èátku O .

Polodie hybná je p ùlkru¾nice o p olo-

mìru l = 2 se støedem S v e støedu t yè ky .

Ok am¾it ý pól pohybu P je b o d dot yku

ob ou kru¾nic.

P oznámk a: Bo dy t yè ky , s výjimk ou b o dù

A, B a S , opisují eliptic k é tra jektorie.

Bo d S se p oh ybuje p o kru¾nici.

O

A

B

P

S

l = 2

l = 2

l

x

y

p

n

p

h

Obr. 23

�
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2 Dynamik a tuhého tìlesa

2.1 Úv o d

Mo del tuhého tìlesa neuv a¾uje slo¾itou mikrostrukturu reáln ýc h tìles a pøed-

p okládá, ¾e jeho hmotnost je rozlo¾ena sp o jitì s hustotou , kterou de�n ujeme

limitní ho dnotou p omìru hmotnosti � m ; obsa¾ené v ob jem u � V ; a tohoto

ob jem u pro � V ! 0 ; tj.

% = lim

� V ! 0

� m

� V

=

d m

d V

:

Pøec ho dem na nek oneènì malé elemen t y a jejic h následnou in tegrací se u v eli-

èin makrosk opic kýc h tìles dop ou¹tíme jen nepatrné zcela zanedbatelné c h yb y ,

neb o» prùmìr molekuly má v elik ost øádu 10

� 10

m. Hustota je ob ecnì sp o jitou

funk cí p oloh y b o du tìlesa % = % ( x; y ; z ) : Pøi øe¹ení na¹ic h úloh z dynamiky

budeme pøedp okládat % = k onst:

Pøi o dv ozo v ání p oh yb o výc h ro vnic tuhého tìlesa budeme vyc házet z Newto-

no výc h p oh yb o výc h zák on ù pro hmotn ý b o d. Z meto dic k ého hledisk a budeme

tuhé tìleso p o v a¾o v at za sousta vu n ! + 1 hmotn ýc h b o dù, které jsou p o dro-

b en y tuh ým v azbám. Koneèné souèt y pak pøec házejí v nek oneèné øady , tj.

n

X

i =1

! lim

n ! + 1

n

X

i =1

� pro jedno duc host oznaèíme

X

i

:

Pro zac ho v ání lep¹í souvislosti a názornosti výkladu tedy p onec háme oznaèení

v e tv aru sumaèníc h znamének, a v¹ak b ez uv edení in terv alu, v nìm¾ le¾í ho d-

not y indexu n : Budeme v¾dy pøedp okládat, ¾e sumace, resp. in tegrace, probíhá

pøes celé tìleso. Ro vnì¾ pro hmotnosti hmotn ýc h b o dù, resp. elemen tù tìlesa,

p onec háme oznaèení m

i

; které ma jí hmotnost mnohem men¹í ne¾ je hmotnost

celého tìlesa. V matematic k ém vyjádøení pøedsta vují elemen t y hmotnosti d m :

Pøi praktic kýc h výp o ètec h nahradíme sumace nek oneèn ýc h øad pøímo urèit ými

(Riemanno vými) in tegrály .

V úv ahác h o dynamice tuhého tìlesa se nejprv e zamìøíme na translaèní p o-

h yb | pøíslu¹ná ob ecná p oh yb o v á ro vnice se nazýv á první impulsová vìta | a

p oté na rotaèní p oh yb | pøíslu¹ná ob ecná p oh yb o v á ro vnice se nazýv á druhá

impulsová vìta . P oté pøejdeme na dynamiku ro vinného p oh ybu, o kterém víme,

¾e jej lze rozlo¾it na translaèní p oh yb (aplik ace I. impulso v é v ìt y) a na rotaèní

p oh yb k olem ok am¾ité osy (aplik ace I I. impulso v é v ìt y). Dynamic ký p opis tì-

lesa v této k apitole budeme pro v ádìt zásadnì v inerciální vzta¾né sousta v ì.
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2.2 První impulso v á v ìta

a) Vnìj¹í a vnitøní síly

Na sousta vu hmotn ýc h b o dù a tedy i na tuhé tìleso ob ecnì p ùsobí dv ì sousta vy

sil | síly vnìj¹í a síly vnitøní.

Vnìj¹í síly souvisejí s p ùsob ením jin ýc h b o dù neb o tìles, které k dané sou-

sta v ì nep o èítáme. Výslednici vnìj¹íc h sil, p ùsobící na i -t ý b o d, oznaèíme F

i

:

P atøí sem napø. tího v á síla, kterou p ùsobí Zemì na uv a¾o v ané tìleso na jejím

p o vrc h u. Vnìj¹ími silami jsou i síly vzá jemného p ùsob ení pøi b ezprostøedním

dot yku tìlesa s jin ými tìlesy , dále síly elektric k é a síly magnetic k é.

Vnitøní síly souvisejí se vzá jemn ým p ùsob ením b o dù uv a¾o v ané sousta vy .

O

r

j

r

i

s

m

j

m

i

F

ij

F

j i

Obr. 24

�

U tuhého tìlesa jsou to napø. v azb o v é síly ,

které uskuteèò ují soudr¾nost tìlesa. Proto¾e

vnitøní síly jsou silami vzá jemného p ùsob ení,

platí pro nì Newton ùv princip ak ce a reak ce.

Oznaèíme-li F

ij

sílu, kterou p ùsobí j -t ý b o d na

i -t ý b o d, a F

j i

sílu, kterou naopak p ùsobí i -t ý

b o d na j -t ý b o d (obr. 24), bude

F

ij

+ F

j i

= 0 :

Z toho plyne, ¾e souèet vnitøních sil pro celou sousta vu hmotn ýc h b o dù (resp.

pro tìleso) je nulový .

Pro momen t y uv eden ýc h sil vzhledem k lib o v olném u momen to v ém u b o du

O p o dobnì platí

r

i

� F

ij

+ r

j

� F

j i

= 0 ;

neb o» ob ì síly ma jí stejné rameno s a jsou vzá jemnì opaèného smìru (obr. 24).

T edy i souèet momentù vnitøních sil k lib o v olném u b o du je nulový . Pøi vy-

¹etøo v ání dynamic kýc h úèinkù sil na tuhé tìleso jak o celek tedy staèí zkoumat

jen úèinek vnìj¹ích sil . K tom u je tøeba p oznamenat, ¾e i vnitøní síly mohou

mít vliv na p oh yb sousta vy hmotn ýc h b o dù, mohou zp ùsob o v at pøeskup o v ání

b o dù uvnitø dané sousta vy . U tuhého tìlesa k tom u v¹ak do jít nem ù¾e, proto¾e

u nìj je vzdálenost mezi b o dy p o dle de�nice stále k onstan tní (tv ar tìlesa je

k onstan tní).

b) Hybnost sousta vy , hmotn ý støed

Jednou z dùle¾it ýc h dynamic kýc h c harakteristik sousta vy hmotn ýc h b o dù je

hybnost soustavy , de�no v aná jak o v ektoro vý souèet h ybností jednotlivýc h b o dù

sousta vy:

p =

n

X

i =1

m

i

v

i

=

n

X

i =1

m

i

d r

i

d t

=

d

d t

 

n

X

i =1

m

i

r

i

!

: (9)
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Zde jsme mohli pro v ést naznaèenou úpra vu deriv ace p o dle èasu, neb o» p o dle

klasic k é mec haniky m ù¾eme brát m

i

= k onst:

Nyní výraz (9) upra víme u¾itím p o jm u hmotný stø e d . Je to b o d, p omo cí nì-

ho¾ zjedno du¹íme výp o èet h ybnosti sousta vy tím, ¾e do nìj umístíme celk o v ou

hmotnost m sousta vy , tj.

m =

n

X

i =1

m

i

:

P oloha r

S

hmotného støedu se de�n uje ze vztah u

m r

S

=

n

X

i =1

m

i

r

i

; (10)

neb oli

r

S

=

1

m

n

X

i =1

m

i

r

i

: (11)

Pro sousta vu hmotn ýc h b o dù neb o pro tuhé tìleso, které se nac házejí v homo-

genním tího v ém p oli, je hmotný stø e d zø ejmì toto¾ný s tì¾i¹tìm .

Hmotn ý støed nem usí b ýt reáln ým b o dem sousta vy hmotn ýc h b o dù neb o tuhého

tìlesa (je tom u napø. u an uloidu neb o u dutého v álce). Je to �ktivní b o d o hmotnosti

ro vné hmotnosti celé sousta vy hmotn ýc h b o dù neb o tuhého tìlesa, který umístíme

do tak o v é p oloh y (11) v prostoru, ¾e p omo cí nìj m ù¾eme dynamic ky p opsat p oh yb

sousta vy b o dù neb o tuhého tìlesa zp ùsob en ý výslednicí vnìj¹íc h sil (nik oli v¹ak mo-

men tem výslednice vnìj¹íc h sil). Budeme-li v dal¹ím textu ho v oøit o p oh ybu hmotného

støedu, budeme tím mít na m ysli vý¹e p opsanou dynamic k ou ekviv alenci tuhého tì-

lesa.

Za v edeme-li vztah (10) do (9), m ù¾eme pro h ybnost sousta vy psát

p =

d

d t

( m r

S

) = m

d r

S

d t

= m v

S

; (12)

kde v

S

je ryc hlost hmotného støedu. Neb oli hybnost soustavy hmotných bodù

je r ovna hybnosti je diného hmotného bodu, který by se pohyboval jako hmotný

stø e d tìlesa a ve kter ém by byla soustø e dìna celá hmotnost soustavy .

Pøi výp o ètu h ybnosti tuhého tìlesa vyk oná v a jícího v e zvlá¹tním pøípadì

p osuvn ý p oh yb není ani n utné praco v at s hmotn ým støedem, neb o» p o dle (1)

jsou ryc hlosti v¹ec h b o dù stejné a tudí¾ je mo¾né v e vztah u (9) v

i

vytknout

pøed sum u. P ak je h ybnost tìlesa ro vna souèin u hmotnosti a ryc hlosti lib o v ol-

ného b o du tìlesa pøi jeho translaèním p oh ybu. Z hledisk a univ erzálnosti p o jm u

hmotn ý støed pro ob ecné pøípady sousta vy hmotn ýc h b o dù, napø. u ro vinného
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p oh ybu tuhého tìlesa, se s tím to p o jmem pracuje i u translaèního p oh ybu tu-

hého tìlesa.

c) F orm ulace první impulso v é v ìt y

Uv a¾ujme tuhé tìleso, které se p oh ybuje v inerciální vzta¾né sousta v ì. Bude-li

na i -t ý b o d tohoto tìlesa p ùsobit vnìj¹í síla F

i

a výslednice vnitøníc h sil

P

j

F

ij

o d ostatníc h b o dù tìlesa, bude pro èaso v ou zmìn u jeho h ybnosti p

i

platit

d p

i

d t

= F

i

+

X

j

F

ij

: (13)

Sumací pøes celé tìleso pro lev ou stran u ro vnice (13) dostaneme

X

i

d p

i

d t

=

d

d t

X

i

p

i

=

d

d t

( m v

S

) ; (14)

tedy èaso v ou zmìn u h ybnosti tìlesa, vyjádøenou i vztahem (12). P o dobnì su-

mací pro pra v ou stran u ro vnice (13) dostaneme

X

i

0

@

F

i

+

X

j

F

ij

1

A

=

X

i

F

i

= F ;

tedy výslednou vnìj¹í sílu p ùsobící na tìleso, neb o» výslednice v¹ec h vnitøníc h

sil je n ulo v á. Zmìn u h ybnosti tìlesa tudí¾ zp ùsobuje výslednice p ùsobícíc h sil

p o dle ro vnice

d p

d t

= F : (15)

Je formálnì sho dná s p oh yb o v ou ro vnicí jediného hmotného b o du a je pohybo-

vou r ovnicí tr anslaèního pohybu tuhého tìlesa . Ro vnice (15) se oznaèuje jak o

první impulso v á v ìta pro tuhé tìleso.

Èaso v á zmìna h ybnosti tìlesa je ro vna výsledné síle p ùsobící

na tìleso.

Proto¾e p o dle klasic k é mec haniky neuv a¾ujeme zá vislost hmotnosti tìlesa

na jeho ryc hlosti v e vzta¾né sousta v ì a proto¾e hmotnost tuhého tìlesa se i

jinak s èasem nemìní (jinak je tom u napø. u rak et), m ù¾eme ro vnici (15) pøepsat

s vyu¾itím vztah u (12) do tv aru

m

d v

S

d t

= m a

S

= F ; (16)
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kde a

S

je zryc hlení hmotného støedu.

Je-li výslednice vnìj¹íc h sil F n ulo v á, je

d p

d t

= 0 a tedy p = k onst . Neb o-li

h ybnost tìlesa je k onstan tní. Dospív áme tak k zák on u zac ho v ání h ybnosti .

Dílèí platnost tohoto zák ona dostaneme i pro prùmìt y . Je-li prùmìt výsledné

síly do urèité osy inerciální sousta vy n ulo vý , je v e smìru této osy h ybnost tìlesa

k onstan tní. Napø. pro F

x

= 0 je m v

S x

= k onst :

2.3 Druhá impulso v á v ìta

a) Ob ecná form ulace druhé impulso v é v ìt y

Analogic ky momen tu síly vzhledem k daném u p evném u b o du O

M = r � F (viz napø. [11])

de�n ujeme moment hybnosti napø.

i -tého b o du sousta vy b o dù vzhle-

dem k daném u p evném u b o du O

jak o v ektoro vý souèin p oloho v ého

v ektoru r

i

a h ybnosti p

i

= m

i

v

i

; tj.

L

i

= r

i

� p

i

: (17)

Má v elik ost L

i

= r

i

p

i

sin � ; jeho

smìr je zøejm ý z obr. 25.

O r

i

p

i

L

i

m

i

�

Obr. 25

�

Budeme n yní hledat souvislost mezi èaso v ou zmìnou momen tu h ybnosti a

výsledn ým momen tem síly , který p ùsobí na tuhé tìleso pøi rotaci k olem ok am-

¾ité osy rotace v inerciální vzta¾né sousta v ì. P oté budeme výp o èet sp ecializo v at

na rotaci k olem neh ybné osy . Pro momen t h ybnosti i -tého b o du platí vztah (17).

Jeho deriv ací p o dle èasu (jak o souèin u dv ou funk cí) dostaneme

d L

i

d t

=

d r

i

d t

� p

i

+ r

i

�

d p

i

d t

:

První souèin na pra v é stranì je n ulo vý neb o» v ektor h ybnosti má stejn ý smìr

jak o v ektor ryc hlosti. V e druhém souèin u dosadíme sílu p o dle vztah u (13). T edy

d L

i

d t

= r

i

�

0

@

F

i

+

X

j

F

ij

1

A

:

Pro v edeme-li sumaci tìc h to pøísp ìvkù vzhledem k ok am¾ité ose pro celé tìleso,
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dostaneme p oh yb o v ou ro vnici, její¾ lev á strana bude mít tv ar

X

i

d L

i

d t

=

d

d t

X

i

L

i

=

d L

d t

:

Jde tedy o èaso v ou zmìn u momen tu h ybnosti tuhého tìlesa. Pra v á strana ro v-

nice bude mít p o sumaci tv ar

X

i

2

4

r

i

�

0

@

F

i

+

X

j

F

ij

1

A

3

5

=

X

i

r

i

� F

i

=

X

i

M

i

= M ;

p ùjde tedy o výsledn ý momen t vnìj¹íc h sil p ùsobící na tuhé tìleso, neb o» vý-

sledn ý momen t v¹ec h vnitøníc h sil je n ulo vý . T en to momen t má smìr ok am¾ité

osy rotace. Ob ecná p oh yb o v á ro vnice rotaèního p oh ybu tedy zní

d L

d t

= M : (18)

Výsledek (18) se oznaèuje jak o druhá impulso v á v ìta.

Èaso v á zmìna momen tu h ybnosti tìlesa vzhledem k lib o v olném u

p evném u b o du je ro vna výsledném u momen tu vnìj¹íc h sil vzhle-

dem k tém u¾ b o du .

Aplik ace druhé impulso v é v ìt y (18) na tìleso k ona jící ob ecn ý prostoro vý

p oh yb je náro èná, neb o» v ede k sousta v ì diferenciálníc h ro vnic s tenzoro vými

v elièinami. Proto se n yní soustøedíme jen na øe¹ení jedno du¹¹íc h úloh a to na

rotaci tuhého tìlesa k olem neh ybné osy a p oté na ob ecn ý ro vinn ý p oh yb tuhého

tìlesa.

b) Momen t h ybnosti tuhého tìlesa vzhledem k neh ybné ose

Výrazem (17) je de�no v án momen t h ybnosti i -tého b o du tìles vzhledem k bodu

( O ). Bude-li tìleso roto v at k olem neh ybné osy , bude n utné p o èítat jeho momen t

h ybnosti vzhledem k ose (analogic ky momen tu síly vzhledem k ose | viz èl.

1.3 v [11]). Ab yc hom zjedno du¹ili oznaèení v elièin a výp o èet momen tu h ybnosti

tìlesa k neh ybné ose, uv ìdomíme si, ¾e b o dy tìlesa opisují pøi tom to p oh ybu

kruho v é tra jektorie se støedem na neh ybné ose.
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Pro výp o èet pøísp ìvku i -tého b o du tìlesa

k jeho celk o v ém u momen tu h ybnosti zv olíme

p o èátek O

i

v e støedu této kru¾nice (obr. 26).

P ak bude v elik ost jeho p oloho v ého v ektoru r

i

toto¾ná s p olomìrem pøíslu¹né kruho v é tra-

jektorie. Proto¾e v edle toho ryc hlost v

i

i -tého

b o du je k olmá k prùv o dièi r

i

; m ù¾eme pro v e-

lik ost momen tu h ybnosti i -tého b o du psát

L

i

= r

i

p

i

sin 90

�

= r

i

m

i

v

i

= ! m

i

r

2

i

;

kde ! je úhlo v á ryc hlost rotace. Proto¾e takto

vyp o ètené pøísp ìvky o d jednotlivýc h b o dù

ma jí stejn ý smìr | smìr neh ybné osy rotace

| bude mít momen t h ybnosti celého tìlesa

v elik ost

o

m

i

v

ir

i

O

i

L

i

M

—

Obr. 26

�

L =

X

i

L

i

= !

X

i

m

i

r

2

i

= ! J ; (19)

kde

J =

P

i

m

i

r

2

i

(20)

je momen t setrv aènosti tuhého tìlesa vzhledem k neh ybné ose o : O této

v elièinì p o jednáme samostatnì v èlánku 2.4. Jelik o¾ úhlo v á ryc hlost — je v ektor

le¾ící v ose rotace, je momen t h ybnosti tuhého tìlesa rotujícího k olem neh ybné

osy v ektor

L = J — ; (21)

le¾ící ro vnì¾ v neh ybné ose rotace.

c) F orm ulace druhé impulso v é v ìt y pro rotaci k olem neh ybné osy

Vyjádøíme-li momen t h ybnosti tuhého tìlesa rotujícího k olem neh ybné osy

p omo cí vztah u (21) a uv á¾íme-li, ¾e pro dané rozlo¾ení hmotnosti tuhého tìlesa

vzhledem k neh ybné ose rotace je J = k onst: ; m ù¾eme výsledek (18) pøepsat

do jedno duc hého tv aru

d

d t

( J — ) = J

d —

d t

= J ™ = M ; (22)

kde ™ je v ektor úhlo v ého zryc hlení, který ro vnì¾ le¾í v ose rotace.

Je-li výsledn ý momen t sil M n ulo vý , je

d L

d t

= 0 a tedy L = k onst : (23)
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Tím jsme dosp ìli k zákonu zachování momentu hybnosti . Proto¾e J = k onst: ;

dostá v áme vzhledem k (21) souèasnì i výsledek

— = k onst : : (24)

Pøíklad 5

Na høídel s nasazen ým setrv aèník em o p olomìru r a o celk o v ém momen tu se-

trv aènosti J vzhledem k ose høídele p ùsobí hnací momen t síly o v elik osti

M = M

0

� k ! ;

N

r

M ( ! )

Obr. 27

�

kde M

0

a k jsou k onstan t y a ! je ok a-

m¾itá úhlo v á ryc hlost. Na ob v o d strv aè-

níku (obr. 27) souèasnì p ùsobí èelist brzdy ,

pøièem¾ pøítlaèná síla je N a souèinitel

sm yk o v ého tøení f . Høídel se rozbíhá z kli-

do v ého sta vu. Urèete

a) Maximální úhlo v ou ryc hlost !

m

høí-

dele.

b) Zá vislost ! = ! ( t ) a èas t

m

; kdy høídel

dosáhne úhlo v é ryc hlosti !

m

:

Øe¹ení

a) Proto¾e hnací momen t síly je zá vislý na úhlo v é ryc hlosti a brzdn ý momen t

síly N f r je k onstan tní, dosáhne høídel maximální úhlo v é ryc hlosti !

m

pøi

vyro vnání v elik osti tìc h to momen tù sil, tedy kdy¾

M

0

� k !

m

= N f r ;

o dtud

!

m

=

M

0

� N f r

k

:

b) P oh yb o v á ro vnice p o dle (22) v e sk alárním tv aru bude

J

d !

d t

= M

0

� k ! � N f r :

Ab y se høídel vùb ec rozto èila, m usí b ýt

M

0

� N f r = M

0

0

> 0 :
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Ro vnici upra víme do tv aru vho dného k in tegraci tím, ¾e o ddìlíme (separu-

jeme) promìnné ! a t :

J

d !

M

0

0

� k !

= d t :

In tegrujeme v mezíc h o d ! = 0 do ! a o d t = 0 do t :

�

J

k

Z

!

0

� k d !

M

0

0

� k !

=

Z

t

0

d t :

In tegrací

�

J

k

h

ln ( M

0

0

� k ! )

i

!

0

=

J

k

ln

M

0

0

M

0

0

� k !

= t :

Odtud

! =

M

0

� N f r

k

 

1 � e

�

k

J

t

!

:

Z èaso v ého prùb ìh u ! vidíme, ¾e høídel dosáhne maxima !

m

a¾ v limitním

pøípadì t

m

! 1 :

2.4 Momen t setrv aènosti tuhého tìlesa vzhledem k ne-

h ybné ose

a) Výp o èet momen tu setv aènosti

Momen t setrv aènosti tìlesa vzhledem k neh ybné ose de�n ujeme výrazem (20):

J =

X

i

m

i

r

2

i

:

Je to v elièina, která je mírou setrv aèn ýc h úèinkù tìlesa pøi rotaèním p oh ybu.

T ato v elèina zøejmì zá visí nejen na hmotnostec h elemen tù tìlesa, ale pøede-

v¹ím na jejic h rozlo¾ení vzhledem k rotaèní ose. Pøitom setrv aènost hmotn ýc h

elemen tù se uplatò uje s druhou mo cninou jejic h vzdáleností o d osy rotace. Jed-

notk ou momen tu setrv aènosti v sousta v ì SI je kg � m

2

:

Pøi výp o ètu momen tu setrv aènosti tìles pøedp okládáme sp o jitì rozlo¾enou

hmotnost. P ak sumace nek oneèné øady (20) pøejde na urèit ý in tegrál

J =

R

( m )

r

2

d m ; (25)

kde in tergraci pro v ádíme pøes celou hmotnost m tìlesa. Je-li tìleso homogenní ,

tak d m = % d V ; % = k onst: a d V je elemen t ob jem u. P ak se in tegrál (25)

zjedno du¹í do tv aru

J = %

R

( V )

r

2

d V (26)
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a in tegraci pro v ádíme pøes celý ob jem V tìlesa.

Pro c hází-li osa hmotn ým støedem, nazýv á se momen t setrv aènosti cen trální

momen t setrv aènosti. Je-li u homogenního tìlesa tato osa osou symetrie jde

o hlavní centr ální moment setrvaènosti . Elemen t d V v olíme tak, ab y in tegrace

b yla co nejjedno du¹¹í, jak to bude uk ázáno na následujícíc h pøíkladec h. Máme-

li p o èítat momen t setrv aènosti k urèité ose a známe-li momen t setrv aènosti

k ose ro vnob ì¾né s touto osou, která pro c hází hmotn ým støedem, p ou¾ijeme

k výp o ètu s výho dou Steiner ovu vìtu (viz následující o dsta v ec ad b).

Momen t setrv aènosti je zøejmì aditivní v elièina. T oho lze výho dnì vyu¾ít

pøi výp o ètu momen tu setrv aènosti tìles slo¾en ýc h z n èástí, jejic h¾ momen t y

J

i

známe. P ak

J =

n

X

i =1

J

i

: (27)

T en to p ostup se vyu¾ív á napø. pøi øe¹ení úloh è. 18 a 20. Má-li homogenní

tìleso dutin u neb o otv or, o deèteme o d celku momen t setrv aènosti tìlesa, které

b y vyplòo v alo dutin u neb o otv or. T ohoto p ostupu se vyu¾ije napø. pøi øe¹ení

úloh y è. 22.

Aditivnosti momen tu setrv aènosti vyu¾ijeme i pøi výp o ètu momen tu setr-

v aènosti homogenního tìlesa, které si pøedsta víme slo¾ené z nek oneèného p o ètu

èástí, jejic h¾ elemen tární momen t y d J známe. P ak øada (27) pøejde v in tegrál

J =

Z

( J )

d J : (28)

T ohoto p ostupu je vyu¾ito napø. v pøíkladì 7 a v úloze 14 d), e), kdy si tìlesa

pøedsta víme slo¾ena z elemen tárníc h desek promìnného p olomìru.

Pøíklad 6

Vyp o ètìte momen t setrv aènosti homogenního kruho v ého v álce k jeho rotaèní

ose. V álec má p olomìr R a hmotnost m .

Øe¹ení

K øe¹ení u¾ijeme vzorce (26). Z v álce vyjmeme

elemen t soumìrn ý k ose. Jeho prùøez má tv ar

mezikru¾í (obr. 28) o p olomìru r a tlou¹»ce d r :

Oznaèíme-li vý¹ku v álce l , bude

d V = 2 � l r d r :

In tegrujeme v mezíc h o d r = 0 do r = R : P ak

R

r

d r

Obr. 28

�

J = %

Z

R

0

r

2

d V = 2 � %l

Z

R

0

r

3

d r =

1

2

� %l R

4

=

1

2

mR

2

; (29)
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kde m = � R

2

l % je hmotnost v álce.

Momen t setrv aènosti v álce pro urèitou hmotnost zøejmì nezá visí na jeho

vý¹ce. Stejn ý vzorec tedy platí i pro tenk ou kruho v ou desku stejného p olomìru

a stejné hmotnosti.

Pøíklad 7

Vyp o ètìte momen t setrv aènosti homogenní k oule o hmotnosti m a p olomìru

R vzhledem k ose, která pro c hází jejím støedem.

Øe¹ení

První zpùsob

y

d y

O

r

R

Obr. 29

�

K øe¹ení p ou¾ijeme nejprv e vzorec (28). Kouli

si pøedsta víme slo¾enou z elemen tárníc h desek

(vrstev) o p olomìru r a tlou¹»ce d y (obr. 29).

Desk a má v souladu s (29) elemen tární momen t

setrv aènosti

d J =

1

2

r

2

d m ;

kde

d m = � r

2

% d y ; r

2

= R

2

� y

2

:

P ak p o in tegraci v mezíc h o d y = � R ; y = R dostaneme

J =

� %

2

Z

R

� R

( R

2

� y

2

)

2

d y =

8

15

� %R

5

=

2

5

mR

2

; (30)

kde m =

4

3

� R

3

% je hmotnost k oule.

Druhý zpùsob

x

y

z

x

y

z

r

R

d m

O

Obr. 30

�

Pro momen t y setrv aènosti vzhledem k osám

x ; y ; z ; které pro c házejí b o dem O , platí

J

x

=

Z

( m )

( y

2

+ z

2

)d m ;

J

y

=

Z

( m )

( x

2

+ z

2

)d m ;

J

z

=

Z

( m )

( x

2

+ y

2

)d m :

U k oule vzhledem k její symetrii p o dle støedu O , platí

J

x

= J

y

= J

z

= J :
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T ak¾e seètením vý¹e uv eden ýc h vztah ù dostaneme

3 J = 2

Z

( m )

( x

2

+ y

2

+ z

2

)d m = 2

Z

( m )

r

2

d m ;

kde r je vzdálenost elemen tu o d b o du O (nik oliv o d osy jak o v e vztah u (25)).

Proto uv eden ý in tegrál má význam polárního momentu strvaènosti . Pro výp o-

èet tohoto in tegrálu m ù¾eme zv olit hmotn ý elemen t, jeho¾ b o dy ma jí stejnou

vzdálenost o d b o du O , tedy elemen t tv aru kulo v é sk oøepin y o p olomìru r a

tlou¹»ce d r : Její hmotnost je

d m = 4 � %r

2

d r :

T ak¾e pøi in tegraci o d r = 0 do r = R dostaneme

3 J = 8 � %

Z

R

0

r

4

d r =

8

5

� %R

5

=

6

5

mR

2

:

Odtud ji¾ dostaneme výsledek (30).

T ø etí zpùsob

Pro výp o èet momen tu setrv aènosti k oule máme je¹tì jedn u mo¾nost v olb y

elemen tu | v e tv aru tenk é v álco v é sk oøepin y promìnného prùmìru 2 r ; tlou¹»ky

d r a vý¹ky 2 y (obr. 31). U¾ijeme vzorce (26), kde

y

y

r

R d r

O

Obr. 31

�

d V = 2 � r � 2 y d r :

P ak pøi in tegraci o d r = 0 do r = R dostaneme

J = 4 � %

Z

R

0

y r

3

d r :

Souøadnice r ; y ; elemen tu jsou v ázán y Pytha-

goro v ou v ìtou, kterou budeme je¹tì diferenco-

v at:

r

2

= R

2

� y

2

; 2 r d r = � 2 y d y :

Jelik o¾ pøejdeme na promìnnou y ; m usíme transformo v at i meze | u¾itím

vztah u y =

p

R

2

� r

2

: T ak pro sp o dní mez dostaneme y = R a pro horní mez

y = 0 : P ak

J = � 4 � %

Z

0

R

y

2

( R

2

� y

2

)d y = 4 � %

Z

R

0

( R

2

y

2

� y

4

)d y =

= 4 � %

�

R

2

y

3

3

�

y

5

5

�

R

0

=

8

15

� %R

5

=

2

5

mR

2

:
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b) Steinero v a v ìta

Nyní o dv o díme v ìtu, která umo¾ní vyp o èíst momen t setrv aènosti J tìlesa

vzhledem k lib o v olné ose, známe-li momen t setrv aènosti J

S

vzhledem k ro v-

nob ì¾né ose, která pro c hází hmotn ým støedem.

Pro výp o èet p olo¾íme p o èátek O

0

èár-

k o v ané vzta¾né sousta vy do hmotného

støedu S (obr. 32). Neèárk o v aná sou-

sta v a má osy ro vnob ì¾né se sousta v ou

èárk o v anou, pøièem¾ osy x; x

0

splý-

v a jí. Pùjde nám o to na jít vztah mezi

momen tem J k ose z a momen tem

J

S

k ose z

0

; která pro c hází hmotn ým

støedem S . Osy z ; z

0

ma jí vzá jemnou

vzdálenost d . P o dle de�nièního vztah u

(20) platí pro t yto momen t y setrv aè-

nosti vztah y

O

z

O

0

� S

z

0

r

r

0

x

i

d

x

0

i

x � x

0

y

i

= y

0

i

m

i

y y

0

Obr. 32

�

J =

X

i

m

i

( x

2

i

+ y

2

i

) ;

J

S

=

X

i

m

i

( x

0 2

i

+ y

0 2

i

) :

Z obr. 32 je zøejmé, ¾e

x

2

i

= ( x

0

i

+ d )

2

; y

i

= y

0

i

:

P o dosazení do výrazu pro J dostaneme

J =

X

i

m

i

( x

0 2

i

+ y

0 2

i

) + 2 d

X

i

m

i

x

0

i

+ d

2

X

i

m

i

= J

S

+ md

2

;

proto¾e zaèátek èárk o v ané sousta vy le¾í v hmotné støedu tìlesa (pro jeho p oloh u

v této sousta v ì platí x

0

S

= 0 ) a tudí¾ p o dle (11) je

X

i

m

i

x

0

i

= 0 :

Dostali jsme tak dùle¾it ý vztah

J = J

S

+ md

2

; (31)
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který se nazýv á Steinero v a v ìta :

Momen t setrv aènosti J tuhého tìlesa vzhledem k lib o v olné ose je

ro v en souètu momen tu setrv aènosti J

S

vzhledem k ose pro c háze-

jící hmotn ým støedem S ro vnob ì¾nì s uv a¾o v anou osou a souèin u

hmotnosti m tìlesa se druhou mo cninou vzdálenosti d ob ou os.

Pøíklad 8

Vyp o ètìte momen t setrv aènosti sousta vy dv ou do-

t ýk a jícíc h se p evnì sp o jen ýc h stejn ýc h homogenníc h

k oulí p o dle obr. 33 k ose o : Ka¾dá z k oulí má hmot-

nost m a p olomìr r :

Øe¹ení

U¾itím Steinero vy v ìt y a výsledku (30) dostaneme

J = 2( J

S

+ mr

2

) = 2(

2

5

mr

2

+ mr

2

) =

14

5

mr

2

:

m m

r r

o

Obr. 33

�

c) Momen t y setrv aènosti homogenníc h tìles jedno duc hého geomet-

ric k ého tv aru o hmotnosti m

V následující tabulce uv edeme momen t y nìkterýc h homogenníc h tìles jed-

no duc hého tv aru. Jedná se v esmìs o hla vní cen trální momen t y setrv aènosti

(s výjimk ou momen tu J

1

v prvním pøípadì). Odv ození v ìt¹in y uv eden ýc h vzor-

cù je pøedmìtem úloh v e tøetí èásti této publik ace.

T enk á t yè

Kolm ý v álec

Kruho v á desk a

J

0

=

1

12

ml

2

; J

1

=

1

3

ml

2

J

1

=

1

2

mr

2

J

2

= J

3

=

m

4

�

r

2

+

l

2

3

�

1 0

l

l

r

1

23
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Dut ý kruho vý

k olm ý v álec

T enk ostìnná

v álco v á trubk a

Koule

T enk ostìnná

kulo v á sk oøepina

Kolm ý ku¾el

Komolý k olm ý

ku¾el

T enký kruho vý

prstenec

Kryc hle

Hranol

Elipsoid

J

3

=

m

5

( a

2

+ b

2

)

J

2

=

m

5

( a

2

+ c

2

)

J

1

=

m

5

( b

2

+ c

2

)

J

3

=

m

12

( a

2

+ b

2

)

J

2

=

m

12

( a

2

+ c

2

)

J

1

=

m

12

( b

2

+ c

2

)

J

1

= J

2

= J

3

=

m

6

a

2

J

1

= J

2

=

1

2

mr

2

J

3

= mr

2

J

1

=

3

10

m

r

5

1

� r

5

2

r

3

1

� r

3

2

J

1

=

3

10

mr

2

J

1

= J

2

= J

3

=

2

3

mr

2

J

1

= J

2

= J

3

=

2

5

mr

2

J

1

= mr

2

J

1

=

m

2

( r

2

1

+ r

2

2

)

r

2

r

1

1

r

1

1

2

3

r

1

2

3

r

r

1

r

1

r

2

1

1

23

r

1

23

a

1

2

3

a

b

c

1

2

3

a

b

c

é

…

!
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2.5 Dynamik a ob ecného ro vinného p oh ybu tuhého tìlesa

a) P oh yb o v é ro vnice

Pøi ob ecném ro vinném p oh ybu tìlesa le¾í tra jektorie, ryc hlosti a zryc hlení jed-

notlivýc h b o dù tìlesa v na vzá jem ro vnob ì¾n ýc h ro vinác h ro vnob ì¾n ýc h se zv o-

lenou základní ro vinou. Za tuto ro vin u zv olíme ro vin u ( x; y ) k artézk é sousta vy .

P ak p oloha, ryc hlost a zryc hlení i -tého b o du a vnìj¹í síla p ùsobící na i -t ý b o d

tìlesa budou mít souøadnice

r

i

= f x

i

; y

i

; 0 g ; v

i

= f v

ix

; v

iy

; 0 g ;

a

i

= f a

ix

; a

iy

; 0 g ; F

i

= f F

ix

; F

iy

; 0 g :

Osa ok am¾ité rotace bude mít smìr osy z ; a proto úhlo v á ryc hlost, úhlo v é

zryc hlení a momen t vnìj¹í síly p ùsobící na i -t ý b o d budou mít souøadnice

— = f 0 ; 0 ; ! g ; ™ = f 0 ; 0 ; " g ; M

i

= f 0 ; 0 ; M

i

g :

Pro p oh yb tìlesa budou platit impulso v é v ìt y , které ma jí ob ecn ý tv ar (14)

a (18):

d p

d t

= F ; (32)

d L

d t

= M ; (33)

kde

p =

X

i

m

i

v

i

= m v

S

;

L =

X

i

r

i

� m

i

v

i

(34)

je h ybnost a momen t h ybnosti tìlesa pøi ro vinném p oh ybu. V tìc h to vyjádøeníc h

je osa, vzhledem k ní¾ p o èítáme momen to v é v elièin y ( L , M ), v olena ob ecnì jak o

osa z vzta¾né sousta vy x ; y ; z : Výho dné je ten to výp o èet zjedno du¹it v olb ou

dv ou zvlá¹tníc h p oloh momen to v é osy , která bude pro c házet

1. hmotn ým støedem,

2. p ólem p oh ybu.

1. Momentová osa pr ochází hmotným stø e dem

S hmotn ým b o dem S sp o jíme p o èátek vzta¾né sousta vy O' (obr. 34). P ak

pro p oloho vý v ektor i -tého b o du mìøen ý v p ùv o dní sousta v ì a pro jeho ryc hlost

platí

r

i

= r

S

+ r

0

i

; v

i

= v

S

+ v

0

i

;
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O

a) b)

y

y

0

x

0

x

S � O '

m

i

r

S

r

i

r

0

i

v

i

v

0

i

v

S

Obr. 34

 

kde r

S

je p oloho vý v ektor hmotného støedu a v

S

jeho ryc hlost. Nejprv e

vyp o ètìme moment hybnosti tìlesa vzhledem k ose z dosazením tìc h to vztah ù

do výrazu (34):

L =

X

i

( r

S

+ r

0

i

) � m

i

( v

S

+ v

0

i

) = r

S

� v

S

X

i

m

i

+

X

i

m

i

r

0

i

� v

S

+

+ r

S

�

X

i

m

i

v

0

i

+

X

i

r

0

i

� m

i

v

0

i

= r

S

� m v

S

+

X

i

r

0

i

� m

i

v

0

i

; (35)

neb o»

X

i

m

i

r

0

i

= m r

0

S

= 0 ;

X

i

m

i

v

0

i

= m v

0

S

= 0 ;

proto¾e r

0

S

= 0 ; v

0

S

= 0 je p oloha a ryc hlost hmotného støedu vzhledem

k e vzta¾né sousta v ì x

0

; y

0

p evnì sp o jené s hmotn ým støedem (viz obr. 34a).

Výraz (35) m ù¾e b ýt formálnì pøepsán do tv aru

L = L

S

+ L

0

; (36)

kde

L

S

= r

S

� p

S

(37)

je momen t h ybnosti hmotného støedu tìlesa vzhledem k ose z ; nazýv an ý

té¾ orbitální moment hybnosti a

L

0

=

X

i

r

0

i

� m

i

v

0

i

(38)
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je momen t h ybnosti tìlesa vzhledem k ose z

0

pro c házející hmotn ým støedem,

nazýv an ý té¾ spinový moment hybnosti. Oznaèení þorbitálníÿ a þspino výÿ ma jí

p ùv o d v atomistice, kde se za v ádí napø. orbitální momen t h ybnosti elektron u

a spino vý momen t h ybnosti elektron u, zv an ý spin.

Èaso v ou zmìn u momen tu h ybnosti dostaneme souètem deriv o v an ýc h vztah ù

(37) a (38):

d L

dt

= v

S

� p

S

| {z }

0

+ r

S

� m a

S

+

X

i

v

0

i

� m

i

v

0

i

| {z }

0

+

X

i

r

0

i

� m

i

a

0

i

: (39)

První a tøetí èlen je zøejmì n ulo vý (jde o v ektoro vý souèin ro vnob ì¾n ýc h v ek-

torù). Upra víme n yní ètvrt ý èlen, kdy¾ si uv ìdomíme, ¾e vzhledem k (5) a (6)

platí:

a

0

i

= a

0

it

+ a

0

in

= ™ � r

0

i

+ — � v

0

i

; a

0

it

? r

0

i

; a

0

in

k r

0

i

:

Vzá jemnou p oloh u v ektorù vidíme na obr. 35. Z uv eden ýc h vztah ù plyne:

1

)

r

0

i

� m

i

a

0

i

= r

0

i

� m

i

a

0

it

+ r

0

i

� m

i

a

0

in

| {z }

0

= m

i

r

0

i

� ( ™ � r

0

i

) = ™ � m

i

r

2

i

;

X

i

r

0

i

� m

i

a

0

i

= ™

X

i

m

i

r

0 2

i

= ™ J

S

;

S

z

0

™

r

0

i

v

0

i

a

0

it

a

0

in

m

i

r

i

� a

0

it

Obr. 35"

kde J

S

je momen t setrv aènosti vzhle-

dem k ose z

0

, která pro c hází hmotn ým

støedem S .

T ak m ù¾eme vztah (39) pøepsat do

tv aru

d L

d t

= r

S

� m a

S

+ J

S

™ : (40)

Výsledn ý momen t sil, který je ro v en

výsledném u momen tu vnìj¹íc h sil, m ù-

¾eme analogic ky rozlo¾it na dv a èlen y

M =

X

i

r

i

� F

i

=

X

i

( r

S

+ r

0

i

) � F

i

= r

S

� F + M

S

; (41)

1

) K rigoróznìj¹í (a v¹ak zdlouha v ìj¹í) úpra v ì b yc hom p ou¾ili vzorec pro rozpis dv o jného

v ektoro v ého souèin u: a � ( b � c )= b ( a � c )- c ( b � a ) .
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kde M

S

je výsledn ý momen t vnìj¹íc h sil vzhledem k ose z

0

pro c házející hmot-

n ým støedem. P oro vnáme-li lev é a pra v é stran y vztah u (40), (41) dostaneme I I.

impulso v ou v ìtu, ze které vyplýv a jí p oh yb o v é ro vnice tuhého tìlesa k ona jícího

ob ecn ý ro vinn ý p oh yb:

m a

S

= F ; J

S

™ = M

S

:

Pøi vyjádøení v e slo¾k ác h dostaneme

m

d

2

x

S

d t

2

= F

x

; (42)

m

d

2

y

S

d t

2

= F

y

; (43)

J

S

d

2

'

d t

2

= M

S

; (44)

kde x

S

; y

S

jsou souøadnice tra jektorie hmotného støedu, F

x

; F

y

souøadnice vý-

slednice vnìj¹íc h sil, J

S

momen t setrv aènosti tìlesa k ose pro c házející hmotn ým

støedem a M

S

v elik ost výsledného momen tu vnìj¹íc h sil k té¾e ose.

2. Momentová osa pr ochází pólem pohybu

S tìlesem vyk oná v a jícím ob ecn ý ro vinn ý p oh yb sp o jíme vzta¾nou sousta vu

x ; y ; z tak, ¾e její p o èátek O p olo¾íme do p ólu p oh ybu (obr. 36). Momen to v ou

osou tedy bude osa z .

O � P

x

y

!

m

i

r

i

v

i

Obr. 36

!

Z vlastností p ólu vyplýv á, ¾e ryc hlosti

v¹ec h b o dù jsou k olmé k prùv o dièùm, ne-

b oli

v

i

= — � r

i

:

P ak momen t h ybnosti (34) tìlesa k ose z je

L =

X

i

r

i

� m

i

( — � r

i

)

a pro jeho deriv aci p o dle èasu platí

d L

d t

=

X

i

v

i

� m

i

v

i

| {z }

0

+

X

i

r

i

� ( m

i

™ � r

i

) +

X

i

r

i

� ( m

i

— � v

i

)

| {z }

0

:
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V ektor v kulaté zá v orce v e tøetím èlen u je ro vnob ì¾n ý s v ektorem r

i

; ro vnì¾

v ektory v e v ektoro v ém souèin u prvního èlen u jsou vzá jemnì ro vnob ì¾né, proto

jsou oba èlen y n ulo v é. Nyní upra víme druh ý èlen. V ektory r

i

; ™ a v ektoro vý

souèin ™ � r

i

jsou vzá jemnì k olmé. Proto

r

i

� m

i

( ™ � r

i

) = ™ � m

i

r

2

i

;

X

i

r

i

� ( m

i

™ � r

i

) = ™

X

i

m

i

r

2

i

= ™ J

P

:

2

)

V elièina J

P

je momen t setrv aènosti k ose z pro c házející p ólem p oh ybu. Momen t

vnìj¹íc h sil p o èítáme ro vnì¾ k ose pro c házející p ólem:

X

i

r

i

� F

i

= M

P

:

Druhá impulso v á v ìta tedy dá v á p oh yb o v ou ro vnici v e tv aru

J

P

™ = M

P

;

kterou lze psát sk alárnì

J

P

" = J

P

d

2

'

d t

2

= M

P

: (45)

Pøi øe¹ení úloh, p o dle disp ozice zadání, lze výho dnì u¾ít jeden neb o druh ý

zp ùsob sesta v ení p oh yb o v é ro vnice. Nìkdy lze jedno du¹e u¾ít p ostup y oba, jak

si uk á¾eme na následujícím pøíkladì.

Pøíklad 9

g

1 2

l

m

F

1

Obr. 37

"

Homogenní tenk á t yè o hmotnosti m a

délce l je za v ì¹ena na dv ou stejn ýc h ro v-

nob ì¾n ýc h vláknec h 1, 2 p o dle obr. 37.

Pro ok am¾ik, kdy bude vlákno 2 pøe-

støihn uto, urèete:

a) T aho v ou sílu F

1

v e vláknì 1.

b) Zryc hlení hmotného støedu S a úh-

lo v é zryc hlení t yèe.

Øe¹ení

Výsledná tího v á síla m g p ùsobí v tì¾i¹ti T toto¾ném s hmotn ým støedem

S (obr. 38), vzhledem k nìm u¾ budeme psát pøíslu¹né momen t y .

2

) Úpra vu lze pøímo pro v ést u¾itím døív e zmínìného vzorce pro rozpis dv o jného v ektoro-

v ého souèin u.
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P O S

J

S

m g

x

y

l = 2

F

1

'; !

Obr. 38

#

P oh yb o v é ro vnice (42) a¾ (44) ma jí tv ar

m •x

S

= 0 ;

m •y

S

= F

1

� mg ; (46)

J

S

•' = � F

1

l

2

;

kde J

S

=

1

12

ml

2

:

Na k onci t yèe, v b o dì P , je ok am¾it ý p ól p oh ybu a tudí¾ mezi y -o v ou slo¾k ou

ok am¾itého zryc hlení hmotného støedu a úhlo vým zryc hlením platí

•y

S

=

l

2

•' : (47)

P o dosazení do (46) za J

S

a •y

S

øe¹ením dostaneme

a) F

1

=

mg

4

;

b) •x

S

= 0 ; •y

S

= �

3

4

g ; •' = �

3 g

2 l

:

T aho v á síla v e vláknì je zøejmì p olo vièní ne¾ v e static k ém pøípadì, kdy jsou

v èinnosti ob ì vlákna.

Nyní je¹tì uk á¾eme druh ý zp ùsob, kdy momen to v á osa bude pro c házet p ó-

lem P , který je na lev ém k onci t yèe. P ak p o dle p oh yb o v é ro vnice (45) bude

platit:

1

3

ml

2

•' = � mg

l

2

:

Odtud

•' = �

3 g

2 l

v souladu s pøedc hozím øe¹ním. Zryc hlení hmotného støedu vyp o èteme z v az-

b o v é p o dmínky (47). Tím to p ostup em o v¹em nem ù¾eme vyp o èítat sílu F

1

;

proto¾e její momen t k P je zøejmì n ulo vý .

b) V alivý p oh yb tìlesa p o naklonìné ro vinì

Budeme zk oumat v alivý p oh yb tuhého rotaèního tìlesa p o naklonìné ro vinì.

Ab y toto tìleso k onalo ro vinn ý p oh yb, m usí mít s naklonìnou ro vinou buï b o-

do vý dot yk (jde napø. o k ouli, rotaèní elipsoid neb o an uloid), neb o dv o jb o do vý

dot yk, pøièem¾ pøímk a sp o jující t yto b o dy m usí b ýt ro vnob ì¾ná s rotaèní osou
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(napø. sousta v a dv ou stejn ýc h sp o jen ýc h k oulí aneb o rùzná rotaèní tìlesa spl-

ò ující tuto p o dmínku) neb o tìlesa dot ýk a jící se ro vin y p o vrc ho v ou pøímk ou

ro vnob ì¾nou s rotaèní osou (napø. v álec, nik oli v¹ak ku¾el).

Ab y tìleso b ylo sc hopno se o dv alo v at, m usí b ýt naklonìná ro vina drsná a

mezi tìlesem a ro vinou m usí p ùsobit tøení. V dosa v adníc h úlohác h jsme pøed-

p okládali, ¾e tìleso se o dv aluje dok onale, b ez prokluzu. Ne v¾dy budou splnìn y

p o dmínky pro ten to pøedp oklad. Na¹ím úk olem je t yto p o dmínky stano vit.

Uv a¾ujme homogenní rotaèní tìleso o hmotnosti m a momen tu setrv aènosti

J

S

vzhledem k rotaèní ose, které se na p olomìru r dot ýk á naklonìné ro vin y se

sklonem � (obr. 39). Mezi tìlesem a ro vinou p ùsobí sm yk o v é tøení, jeho¾ k o e-

�cien t je f : Sousta vu souøadnic zv olíme tak, ¾e osa x bude mít smìr spádnice

naklonìné ro vin y . Ro vina p ùsobí na tìleso reak cí, která má normálo v ou ( N ) a

teènou ( T ) slo¾ku.

Sk alární p oh yb o v é ro vnice (42) a¾

(44) pro uv a¾o v ané tìleso jsou

m •x

S

= mg sin � � T ; (48)

m •y

S

= N � mg cos � ; (49)

J

S

•' = T r : (50)

V tìc h to tøec h ro vnicíc h je p ìt ne-

znám ýc h: N ; T ; x

S

; y

S

; ' : Ab y

sousta v a b yla øe¹itelná, m usíme

pøip o jit je¹tì dv ì ro vnice (resp.

p o dmínky). Jednou z nic h je p o d-

mínk a v azb y , p o dle ní¾ se hmotn ý

støed p oh ybuje p o pøímce ro vno-

b ì¾né s osou x ; neb oli

O

A

0

A

0

0

S

0

A

S

m g

N

T

�

x

y

x

0

'

m; J

S

r

Obr. 39

$

y

S

= r = k onst: ; resp. •y

S

= 0 : (51)

P ak z ro vnice (39) pro normálo v ou slo¾ku reak ce plyne

N = mg cos � : (52)

Dal¹í doplòk o v é ro vnice zá visí na tom, zda tìleso pøi o dv alo v ání prokluzuje

neb o ne. Mohou nastat t yto pøípady:

1. T ìleso se dokonale odvaluje, tedy b ez prokluzu. P ak mezi b o dem dot yku

tìlesa a naklonìnou ro vinou je n ulo v á relativní ryc hlost a b o d dot yku A je

ok am¾it ým p ólem p oh ybu ( A � P ). Odtud dostaneme v azb o v ou ro vnici

x

S

= r ' ; resp. •x

S

= r •' : (53)
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2. T ìleso se odvaluje a souèasnì smýká, tedy mezi tìlesem a naklonìnou ro vinou

je prokluz a teèná slo¾k a reak ce dosah uje ho dnot y síly sm yk o v ého tøení

T = F

t

= f N = f mg cos � : (54)

ad 1) Ø e¹ení pr o dokonalé odvalování

Dosazením z (53) za •' do (50) dostaneme

T =

J

S

r

2

•x

S

: (55)

P o dosazení (55) do (48) dostaneme pro x -o v ou slo¾ku zryc hlení hmotného

støedu výraz

•x

S

=

mr

2

J

S

+ mr

2

g sin � : (56)

Zp ìtn ým dosazením (56) do (55) vyc hází pro teènou slo¾ku reak ce výraz

T =

J

S

J

S

+ mr

2

mg sin � =

J

S

J

P

mg sin � ; (57)

kde J

P

= J

S

+ mr

2

je, v souladu se Steinero v ou v ìtou, momen t setrv aènosti

k ose, která pro c hází ok am¾it ým p ólem p oh ybu P .

Dv o jí in tegrací ro vnice (56) pøi uv á¾ení p o èáteèníc h p o dmínek x

S

(0) = x

0

;

v

S

(0) = 0 je

x

S

= x

0

+

1

2

mr

2

J

S

+ mr

2

g t

2

sin � : (58)

Ab y pøi o dv alo v ání nedo¹lo k prokluzu m usí b ýt teèné slo¾ky reak ce (57) men¹í

ne¾ síla sm yk o v ého tøení, neb oli T < f N : Musí tedy b ýt splnìna p o dmínk a

J

S

J

P

mg sin � < f mg cos � ;

neb oli pro úhel � sklon u naklonìné ro vin y m usí platit

tg � <

J

P

J

S

f : (59)

Nyní budeme dosa¾ené výsledky (56) a¾ (59) k onkretizo v at pro nejdùle¾itìj¹í

homogenní tìlesa: pro v álec a pro k ouli.
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� ) V ále c

J

S

=

1

2

mr

2

; J

P

=

3

2

mr

2

;

J

P

J

S

= 3 ;

•x

S

=

2

3

g sin � ;

T =

1

3

mg sin � ;

x

S

= x

0

+

1

3

g t

2

sin � ;

tg � < 3 f ; tj. � < 16 ; 7

�

pro f = 0 ; 10 ; � < 36 ; 9

�

pro f = 0 ; 25 :

� ) Koule

J

S

=

2

5

mr

2

; J

P

=

7

5

mr

2

;

J

P

J

S

=

7

2

;

•x

S

=

5

7

g sin � ;

T =

2

7

mg sin � ;

x

S

= x

0

+

5

14

g t

2

sin � ;

tg � <

7

2

f ; tj. � < 19 ; 3

�

pro f = 0 ; 10 ; � < 41 ; 2

�

pro f = 0 ; 25 ;

ad 2) Ø e¹ení pr o odvalování pr ovázené smykáním

Normálo v á i teèná slo¾k a reak ce je pro ten to pøípad známa: viz výrazy (52) a

(54). Dosazením za T do ro vnic (48) a (50) dostaneme

•x

S

= g (sin � � f cos � ) ; (60)

•' = f

mg r

J

S

cos � : (61)

P o in tegraci s ohledem na in tegraèní p o dmínku x

S

(0) = x

0

dostá v áme souøad-

nice p oh ybujícího se tìlesa

x

S

= x

0

+

1

2

g t

2

(sin � � f cos � ) ; (62)
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' = f

mg r

2 J

S

t

2

cos � : (63)

Ab y øe¹ení (60) a (62) mìlo sm ysl, m usí b ýt výraz v zá v orce kladn ý , tj. m usí

platit

sin � > f cos � ;

tj.

tg � > f : (64)

Proto¾e vy¹etøo v an ý pøípad ad 2) nastá v á a¾ pøi nesplnìní p o dmínky (59), tj.

pro

tg � �

J

P

J

S

f

a proto¾e v¾dy je

J

P

J

S

> 1 ; je p o dmínk a (64) v¾dy splnìna.

2.6 Kinetic k á energie tuhého tìlesa

a) Kinetic k á energie pøi translaèním p oh ybu

Na tìleso nec h » p ùsobí vnìj¹í síly , které ma jí výslednici F pro c házející hmot-

n ým støedem. V¹ec hn y b o dy tìlesa opisují stejné tra jektorie; budeme sledo v at

tra jektorii hmotného støedu, do kterého pøi translaèním p oh ybu soustøeïujeme

celk o v ou hmotnost tìlesa. Hmotn ý støed nec h » se v èase t nac hází v b o dì A

(obr. 40a), kde p ùsobí výsledná síla F :

a) b)

tra jektorie

A

A

0

d r

�

’

n

�

v

F

’

’

0

d ’

n

Obr. 40

%

T ato síla pøi pøemístìní hmotného støedu do soumezné p oloh y A' vyk oná ele-

men tární práci

d W = F � d r = F d r cos � : (65)

Jestli¾e se pøemístìní do A' vyk oná za èaso vý in terv al d t ; je p ùsobící okam¾itý

výkon

P =

d W

d t

= F �

d r

d t

= F � v : (66)

40



Vyk onaná práce d W se pro jeví vzrùstem kinetic k é energie tìlesa v uv a¾o-

v ané inerciální vzta¾né sousta v ì: d W = d E

k

: Dosadíme-li za sílu do (65) z I.

impulso v é v ìt y (14), dostaneme

d E

k

= F � d r = m

d v

d t

� d r = m

d r

d t

� d v = m v � d v : (67)

Pro výp o èet sk alárního souèin u ryc hlosti v a jejího pøírùstku d v si uv ìdomíme,

¾e v = v ’ ; kde ’ je jednotk o vý v ektor v e smìru teèn y � k tra jektorii (obr. 40a).

P ak

v � d v = v ’ � d( v ’ ) = v ’ � ( ’ d v + v d ’ ) = v d v ( ’ � ’ ) + v

2

’ � d ’ = v d v ;

neb o» ’ � ’ = 1 a ’ � d ’ = 0 ( ’ je k olmé k d ’ a má smìr normály n | viz obr.

40b). P ak

d E

k

= mv d v :

Pro v edme-li in tegraci mezi dv ìma p olohami r

1

; r

2

hmotného støedu, v nic h¾ má

tìleso ryc hlosti v

1

; v

2

; dostaneme pro práci a pro pøírùstek kinetic k é energie:

W

12

=

Z

r

2

r

1

F � d r =

Z

v

2

v

1

mv d v =

1

2

mv

2

2

�

1

2

mv

2

1

= E

k2

� E

k

1

: (68)

Kinetická ener gie tìlesa pøi tr anslaèním pohybu v uv a¾o v ané inerciální vzta¾né

sousta v ì, v ní¾ má ryc hlost v , je

E

k

=

1

2

mv

2

: (69)

b) Kinetic k á energie pøi rotaèním p oh ybu k olem neh ybné osy

Pøi rotaci tuhého tìlesa k olem neh ybné osy má v ektor elemen tu úhlo v é dráh y

d ¡ ; v ektor úhlo v é ryc hlosti — i v ektor M momen tu síly (resp. silo v é dv o jice)

smìr osy otáèení (viz napø. obr. 26). P ak pro elemen t práce, kterou vyk oná

momen t M pøi elemen tárním p o oto èení d ' =

d s

r

m ù¾eme vzhledem k (65)

p ostupnì psát

d W = F � d r = F d s = F r d ' = M d ' : (70)

Jestli¾e se tato elemen tární práce vyk onala v elemen tárním èaso v ém in terv alu

d t ; bude okam¾itý výkon

P =

d W

d t

= M

d '

d t

= M ! = M � — : (71)
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Práce (70) se op ìt pro jeví elemen tárním pøírùstk em kinetic k é energie rotaè-

ního p oh ybu tìlesa v uv a¾o v ané inerciální vzta¾né sousta v ì, v ní¾ je osa otáèení

neh ybná: d W = d E

k

: Dosadíme-li do (70) ze I I. impulso v é v ìt y (22) dostaneme

d E

k

= J

d !

d t

d ' = J

d '

d t

d ! = J ! d ! :

Jestli¾e tìleso mìlo v e výc hozí p oloze '

1

úhlo v ou ryc hlost !

1

a v k oneèné

p oloze '

2

úhlo v ou ryc hlostí !

2

; bude vyk onaná práce ro vna pøírùstku kinetic k é

energie:

W

12

=

Z

'

2

'

1

M d ' =

Z

!

2

!

1

J ! d ! =

1

2

J !

2

2

�

1

2

J !

2

1

= E

k2

� E

k1

: (72)

Kinetická ener gie tìlesa pøi jeho r otaèním pohybu kolem nehybné osy v uv a¾o-

v ané inerciální vzta¾né sousta v ì, v ní¾ má úhlo v ou ryc hlost — ; je

E

k

=

1

2

J !

2

: (73)

c) Kinetic k á energie pøi ro vinném p oh ybu

T uhé tìleso nec h » k oná v uv a¾o v ané inerciální vzta¾né sousta v ì ro vinn ý p oh yb.

Pro jeho kinetic k ou energii platí

E

k

=

X

i

1

2

m

i

v

2

i

=

1

2

X

i

m

i

( v

i

� v

i

) : (74)

Ryc hlost i -tého b o du v

i

n yní vyjádøíme p omo cí ryc hlosti v

S

hmotného støedu

v uv a¾o v ané vzta¾né sousta v ì. Zøejmì platí (viz obr. 34b)

v

i

= v

S

+ v

0

i

;

kde v

0

i

je ryc hlost i -tého b o du vzhledem k hmotném u støedu. P o dosazení do

(74) dostaneme

E

k

=

1

2

X

i

m

i

( v

S

+ v

0

i

) � ( v

S

+ v

0

i

) =

1

2

v

2

S

X

i

m

i

+ v

S

�

X

i

m

i

v

0

i

+

1

2

X

i

m

i

v

0 2

i

:

(75)

Suma v e druhém èlen u výrazu (75) pøedsta vuje h ybnost tìlesa v e vzta¾né sou-

sta v ì sp o jené hmotn ým støedem. Sro vnáme-li výrazy (9) a (12) m ù¾eme ana-

logic ky psát

X

i

m

i

v

0

i

= m v

0

S

; (76)
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kde v

0

S

je ryc hlost hmotného støedu v sousta v ì s ním p evnì sp o jené | zøejmì

je v

0

S

= 0 a èlen (76) je n ulo vý . P ak pøijde vztah (75) pro kinetic k ou energii do

tv aru

E

k

=

1

2

mv

2

S

+

1

2

P

i

m

i

v

0 2

i

=

1

2

mv

2

S

+

1

2

!

2

P

i

m

i

r

2

i

=

1

2

mv

2

S

+

1

2

J

S

!

2

;

(77)

kde J

S

je momen t setrv aènosti tìlesa k ose pro c házející hmotn ým støedem.

Vztah (77) vyjadøuje Königo vu v ìtu:

Kinetic k á energie tuhého tìlesa pøi jeho ob ecném ro vinném p o-

h ybu je ro vna souètu kinetic k é energie hmotného støedu (o dp o-

vídá translaèní slo¾ce p oh ybu) a kinetic k é energie p oh ybu tìlesa

vzhledem k hmotném u støedu (o dp o vídá rotaèní slo¾ce p oh ybu).

2.7 Zák on zac ho v ání mec hanic k é energie

Uv a¾ujme p oh yb tìlesa v silo v ém p oli, které je konzervativní. Pøitom k onzer-

v ativní p ole je tak o v é p ole, u nìho¾ práce p ùsobící síly vyk onaná p o uza vøené

tra jektorii tìlesa v tom to p oli je n ulo v á. T o m ù¾e b ýt jen, kdy¾ práce mezi

dv ìma b o dy tra jektorie závisí pouze na výchozí a kone èné poloze tìlesa, nikoli

na tvaru tr ajektorie. V tak o v ém p oli m ù¾eme de�no v at potenciální (polohovou)

ener gii E

p

: Pøíkladem k onzerv ativníc h p olí v mec hanice je p ole gra vitaèní a

p ole pru¾n ýc h sil, v elektromagnetism u je to p ole elektrostatic k é.

P o dle vý¹e uv edené de�nice, tedy práce, kterou k onzerv ativní p ole vyk oná

pøi pøemístìní z p oloh y 1 do p oloh y 2 je

W

12

= E

p1

� E

p2

: (78)

Z toho je zøejmé, ¾e p otenciální energie je de�no v ána a¾ na k onstan tu | ta

se pøi výp o ètu práce p o dle (78) vyru¹í. Proto je n utné p o dle c harakteru úloh y

v olit nulovou hladinu p otenciální energie.

Jak jsme p oznali v èl. 2.6, pro jeví se práce vyk onaná na tìlese vzrùstem jeho

kinetic k é energie v uv a¾o v ané inerciální vzta¾né sousta v ì | sro vnej s výrazy

(68) a (72). T edy

W

12

= E

p1

� E

p2

= E

k2

� E

k1

;

neb oli

E

k1

+ E

p1

= E

k2

+ E

p2

:
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Ob ecnì tedy platí

E

k

+ E

p

= k onst: (79)

T en to vztah vyjadøuje zák on zac ho v ání mec hanic k é energie:

Celk o v á mec hanic k á energie tìlesa v k onzerv ativním p oli v uv a-

¾o v ané inerciální vzta¾né sousta v ì je k onstan tní.

Zák on zac ho v ání energie(79) sp olu s výrazy (69), (73) a (77) pro kinetic k ou

energii m ù¾eme s výho dou vyu¾ít pøi øe¹ení mnoh ýc h úloh z mec haniky tìlesa.

Pøitom napø. pøi výp o ètu ryc hlosti neb o úhlo v é ryc hlosti nem usíme øe¹it dife-

renciální p oh yb o v ou ro vnici, jak si uk á¾eme na následujícíc h dv ou pøíkladec h.

Pøíklad 10

T enk á tuhá homogenní t yè o délce l = 2 a

a hmotnosti m klou¾e k onco vým b o dem

B p o dok onale hladk é v o doro vné plo¹e

(obr. 41). T yè se zaèala p oh yb o v at z kli-

do v é, témìø svislé p oloh y ( ' � � = 2).

Urèete v elik ost úhlo v é ryc hlosti — jak o

funk ci úhlu ' :

A

B'

m; l = 2 a

Obr. 41

&

Øe¹ení

K øe¹ení vyu¾ijeme zák ona zac ho v ání mec hanic k é energie (79). V op ìrném b o dì

B p ùsobí na t yè reak ce R

B

v o doro vné plo c h y , která v¹ak v pøípadì neexistence

tøení je k olmá k plo¹e, a tudí¾ pøi p oh ybu t yèe nek oná práci (obr. 42). Jedinou

silou, která zp ùsobuje zmìn u kinetic k é energie v sousta v ì sp o jené s v o doro vnou

plo c hou je tího v á síla m g :

Proto¾e p o èáteèní ryc hlost t yèe b yla n u-

lo v á a tího v á síla je svislá, p oh ybuje se

hmotn ý støed p o svislé pøímce. Mec hanic k á

energie v p o èáteèní p oloze má slo¾ky

E

k0

= 0 ; E

p0

= mg a ;

v ob ecné p oloze p o dle (77) je

E

k

=

1

2

mv

2

S

+

1

2

J

S

!

2

; E

p

= mg a sin ' :

A

B'

S

m g

v

S

R

B

v

B

P

a

r

!

!

Obr. 42

'
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Pro výp o èet ryc hlosti v

S

hmotného støedu S m ù¾eme s výho dou p ou¾ít p ólu

p oh ybu P (obr. 42). Platí v

S

= ! r = ! a cos ' : Uv á¾íme-li, ¾e J

S

= m (2 a )

2

= 12

dostaneme p o dosazení do vztah u (79) pro zák on zac ho v ání energie ro vnici

mg a =

1

2

ma

2

!

2

cos

2

' +

1

2

�

1

3

ma

2

!

2

+ mg a sin ' ;

neb oli

g (1 � sin ' ) =

a!

2

6

(1 + 3 cos

2

' ) :

Odtud dostaneme hledané øe¹ení

! =

s

6 g

a

�

1 � sin '

1 + 3 cos

2

'

:

Pøíklad 11

T enk á tuhá homogenní t yè o hmotnosti m a délce l je ze sta vu klidu, kdy je

o dklonìna o d svislice o úhel '

0

; v olnì pu¹tìna (obr. 43).

O

y

'

0

l

m

x

R

k

x

Obr. 43(

a) Vyp o ètìte ryc hlost jejího k onco v ého

b o du pøi dopadu na v o doro vnou ro-

vin u.

b) Do jak é vzdálenosti x

R

o d osy O je

n utné v e v o doro vné ro vinì umístit

nárazník o tuhosti k ; ab y zac h ytil ce-

lou sílu nárazu, tj. ab y reak ce v zá-

v ìsu osy t yèe nezá visela na síle ná-

razu.

c) Vyp o ètìte v elik ost síly nárazu pøi

umístìní nárazníku p o dle b o du ad b).

Øe¹ení

a) Øe¹íme u¾itím zák ona zac ho v ání mec hanic k é energie. Nulo v ou hladin u p o-

tenciální energie v olíme v e v o doro vné ro vinì. Celk o v á energie v e výc hozí

p oloze je

E

0

= E

p max

= mg

l

2

cos '

0

: (80)
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Celk o v á energie v e v o doro vné ro vinì je

E

v

= E

k max

=

1

2

J !

2

=

1

2

�

1

3

ml

2

�

v

l

�

2

=

1

6

mv

2

:

Z ro vností celk o výc h energií v ob ou p olohác h dostaneme pro ryc hlost k on-

co v ého b o du t yèe výraz

v =

p

3 g l cos '

0

:

b) Pøi dopadu tuhé t yèe na pru¾n ý nárazník o k onstan tní tuhosti k do jde k e

zp omaleném u oto èném u zabrzdìní t yèe; úhlo v é zryc hlení oznaèíme " :

O

x

x

R

d x nárazník

d F

F

q ( x )

Obr. 44

)

Na elemen t d x t yèe p ùsobí elemen t

síly (obr. 44)

d F = a d m = "x

m

l

d x :

Délk o v á h ustota síly tedy je

q ( x ) =

d F

d x

=

"m

l

x :

Síla tedy narùstá lineárnì o d osy O (viz obr. 44). Výsledná síla má v elik ost

F =

Z

l

0

g ( x ) d x =

"m

l

Z

l

0

x d x = "

ml

2

: (81)

Ab y nárazník zcela zac h ytil nárazo v ou sílu, m usíme jej umístit tak, ab y

le¾el na nositelce výslednice (81). Její p oloh u x

R

urèíme z p o dmínky , ¾e

momen t výslednice je ro v en souètu momen tù slo¾k o výc h sil. Slo¾k o v é síly

jsou rozlo¾en y sp o jitì, proto ten to souèet pøejde v in tegrál. T edy

F x

R

=

Z

l

0

g ( x ) � x d x ;

neb oli

"

ml

2

x

R

=

"m

l

Z

l

0

x

2

d x = "

ml

2

3

:

Z prvního a tøetího èlen u dostaneme pro p oloh u výslednice a tím i pro p oloh u

nárazníku výraz

x

R

=

2

3

l : (82)

T ato p oloha se v dynamice nazýv á stø e d r ázu neb o stø e d perkuze.
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c) Vý¹e vyp o ètená v elik ost výslednice setrv aèn ýc h sil, která je dynamic k ou si-

lou nárazu, je p o dmínìna znalostí úhlo v ého zryc hlení " : T o zá visí na tuhosti

nárazníku a jeho v elik ost b ìhem nárazu vzrùstá. Výp o èet k oneèné v elik osti

síly F m ù¾eme v¹ak udìlat pøímo úv ahou o energii. Celk o v á mec hanic k á

energie E

0

vyp o ètená v b o dì ad a) se p o nárazu pøemìní na p otenciální

pru¾nou energii E

pr

nárazníku p o dle vztah u

E

0

= E

pr

=

1

2

k y

2

max

=

1

2

k

�

F

k

�

2

=

F

2

2 k

;

kde y

max

=

F

k

je dynamic k á slo¾k a deformace pøi nárazu. P o dosazení za

E

0

z výrazu (80) dostaneme pro k oneènou v elik ost síly nárazu výraz

F =

p

mg l k cos '

0

: (83)

P o dosazení tohoto výrazu do (81) b yc hom mohli vyp o èítat v elik ost pøíslu¹-

ného úhlo v ého zryc hlení pøi nejv ìt¹í deformaci nárazníku.

Celk o v á síla, p ùsobící pøi nárazu na nárazník, bude kromì dynamic k é slo¾ky

(83) zahrno v at je¹tì static k ou tího v ou slo¾ku, která zá visí na p oloze x

R

p o dle

(82). Celk o v á síla má v elik ost

F

c

=

3

4

mg +

p

mg l k cos '

0

:
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2.8 Sro vnání rotaèního p oh ybu s translaèním p oh yb em

Ze za v eden ýc h v elièin a o dv ozen ýc h vztah ù mezi v elièinami pro translaèní p o-

h yb tuhého tìlesa a pro rotaèní p oh yb tuhého tìlesa k olem neh ybné osy je

mo¾né sledo v at analogie, které ma jí hlub¹í fyzik ální souvislost. Pro získ ání lep¹í

orien tace mezi tìmito v elièinami a vztah y je vho dné si udìlat jejic h shrn utí a

vzá jemné sro vnání.

translaèní p oh yb rotaèní p oh yb

elemen t dráh y d r ; d s elemen t úhlo v é dráh y d ¡

ryc hlost v =

d r

d t

úhlo v á ryc hlost — =

d ¡

d t

zryc hlení a =

d v

d t

úhlo v é zryc hlení ™ =

d —

d t

hmotnost m momen t setrv aènosti J

síla F momen t síly M = r � F

h ybnost p = m v momen t h ybnosti L = J —

I. impulso v á v ìta F =

d p

d t

I I. impulso v á v ìta M =

d L

d t

p oh yb o v á ro vnice m a = F p oh yb o v á ro vnice J ™ = M

elemen t práce d W = F � d s elemen t práce d W = M � d ¡

výk on P = F � v výk on P = M � —

kinetic k á energie E

k

=

1

2

mv

2

kinetic k á energie E

k

=

1

2

J !

2
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3 Úloh y

1. Klik a AB èt yøkloub o v ého mec hanism u (obr. 45), jeho¾ èlen y tv oøí parale-

logram se otáèí p o dle ro vnice p oh ybu ' = k t

3

; kde k > 0 je k onstan ta.

Urèete ryc hlost a zryc hlení b o du E o jnice v èase t

1

: Dáno AB = C D = r =

= 0 ; 10 m ; AD = B C ; k = 0 ; 10 s

� 3

; t

1

= 10 s :

A D

B C

E

r

'

Obr. 45

*

A � O

S

x

y

r

v

0

Obr. 46

+

2. Motor se roztáèí tak, ¾e souèin úhlo v é ryc hlosti a úhlo v ého zryc hlení jeho ro-

toru je stálý , tj. ! " = k ; kde k > 0 : Otáè ky motoru na p o èátku jsou n

0

: Vy-

p o ètìte otáè ky n

1

motoru v èase t

1

: Je dáno: k = 20 s

� 3

; n

0

= 190 min

� 1

;

t

1

= 30 s :

3. Odv o ïte parametric k é ro vnice tra jektorie b o du A , který le¾í na p o vrc h u

v álce o p olomìru r ; z jeho p o èáteèní p oloh y naznaèené na obr. 46. V álec se

dok onale o dv aluje p o ro vinì. Za parametr v olte úhel ' oto èení v álce k olem

osy pro c házející støedem S . Urèete souøadnice b o du A v tìc h to zvlá¹tníc h

p olohác h: ' = 0 ;

�

2

; � ;

3 �

2

; 2 � a vyp o ètìte v tìc h to p olohác h i v elik ost

ryc hlosti b o du A , má-li støed S ryc hlost v

0

:

a) b)

A

C

B

O

O

A

B

l

r

x

y y

l

'

' 2 h 0 ;

�

2

i

x

Obr. 47

,
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4. T enk á t yè k a AB délky l se klou¾e p o v edení v e tv aru

a) p ùlkru¾nice (obr. 47a) tak, ¾e b o d B pøejde do b o du C ,

b) dv ou vzá jemnì k olm ýc h stìn (obr. 47b).

Odv o ïte ro vnici neh ybné p olo die v souøadnicíc h k artézskýc h sousta v na-

znaèen ýc h na obr. 47.

5. Je dán klik o vý mec hanism us p o dle obr. 48, u nìho¾ r : l = 1 : 3 : Gra�c k ou

meto dou na jdìte neh ybnou p olo dii o jnice AB pro ' 2 h 0 ; 2 � i :

A

O

B

l

r

'

Obr. 48

-

g

J

r

s

m

Obr. 49

.

6. P ara¹utista o hmotnosti m = 90 kg sesk o èí padák em z balón u, který je

v relativním klidu vùèi p o vrc h u Zemì. Odp oro v á síla vzduc h u je úmìrná

druhé mo cninì ryc hlosti p o dle vztah u F

0

= k v

2

; kde pro dan ý padák je

k = 35 ; 3 : Vyp o ètìte, jak é maximální ryc hlosti m ù¾e para¹utista dosáhnout.

7. Jaký je momen t setrv aènosti k otouèe kladky o p olomìru r = 180 mm ;

jestli¾e zá v a¾í o hmotnosti m = 4 ; 0 kg prob ìhne dráh u s = 1 ; 2 m za dobu

t = 1 ; 3 s : Na p o èátku je zá v a¾í v klidu (obr. 49).

8. Vyp o ètìte momen t setrv aènosti J rotaèního tìlesa ze sousta vy na obr. 50,

jestli¾e zá v a¾í o hmotnostec h m

1

; m

2

se p oh ybují p o drsn ýc h plo c hác h a

urazí dráh u s ze sta vu klidu za dobu t

0

: Je dáno m

1

; m

2

; r ; s ; t

0

; �

1

; �

2

a souèinitel sm yk o v ého tøení f : Stano vte p o dmínku pro to, ab y se sousta v a

vùb ec p oh yb o v ala.

9. Je dána sousta v a s dv o jitou kladk ou p o dle obr. 51, u ní¾ známe r ; R ; J ; m

1

;

m

2

: Urèete:

a) Úhlo v é zryc hlení kladky .

b) Úhlo v ou ryc hlost kladky v èase t ; je-li v t

0

= 0 ! = !

0

:
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�

1

�

2

m

1

m

2

s

rJ

Obr. 50

/

g

r

R

J

kladná

orien tace

m

2

m

1

Obr. 51

0

10. Rotor o momen tu setrv aènosti J = 2 ; 25 � 10

� 5

kg � m

2

; je p ohánìn krok o vým

impulsním motorem. Momen t setrv aènosti motoru zanedbá v áme. Hnací mo-

men t má k onstan tní v elik ost M

h

= 1 ; 25 � 10

� 4

N � m a udìlí rotoru jeden

impuls p o dobu t

0

= 0 ; 220 s : P oh yb rotoru je souèasnì brzdìn pasivními

o dp ory , jejic h¾ výsledn ý momen t má v elik ost M

p

= 2 ; 3 � 10

� 6

N � m : Vy-

p o ètìte:

a) Jak é maximální úhlo v é ryc hlosti rotor dosáhne.

b) Za jak dlouho o d p o èátku impulsu se rotor zasta ví.

c) Jaký úhel rotor opí¹e o d p o èátku impulsu do sv ého zasta v ení.

11. Rotor turbín y o momen tu setrv aènosti J v olnì dobíhá z p o èáteèní úhlo v é

ryc hlosti !

0

p o d p ùsob ením o dp oro výc h sil, které ma jí momen t o v elik osti

M = k !

2

; kde ! je ok am¾itá úhlo v á ryc hlost a k > 0 je k onstan ta. Ur-

èete:

a) Zá vislost ! = ! ( t ) :

b) Dobu t

1

; za ní¾ se !

0

zmen¹í na !

0

= 10 :

12. Stejnosmìrn ý elektromotor je pøi úhlo v é ryc hlosti !

0

pøepn ut do dynamo-

v ého c ho du, pøièem¾ na jeho rotor zaène p ùsobit brzdicí momen t síly o v e-

lik osti M

b

= k ! ; kde k > 0 je k onstan ta. Rotor má momen t setrv aènosti J .

Vyp o ètìte, za jak ou dobu t

1

a p o k olik a obrátk ác h z

1

klesne úhlo v á ryc hlost

rotoru na p olo vin u.

13. Motor o k onstan tním výk on u P roztáèí setrv aèník ze sta vu, kdy má p o èá-

teèní úhlo v ou ryc hlost !

0

: Sousta v a motoru se setrv aèník em má momen t

setrv aènosti J . Vyp o ètìte, jak ou úhlo v ou ryc hlost získ á setrv aèník za èas t

a p o èet z otáèek, které p otom vyk oná.
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14. Odv o ïte vztah pro momen t setrv aènosti J vzhledem k ose geometric k é sou-

mìrnosti tìc h to homogenníc h rotaèníc h tìles o hmotnosti m :

a) T enk ostìnná trubk a o støedním p olomìru r :

b) Tlustostìnná trubk a o vnìj¹ím p olomìru r

1

a o vnitøním p olomìru r

2

:

c) T enk ostìnná kulo v á sk oøepina o støedním p olomìru r :

d) Kolm ý ku¾el o kruho v é základnì s p olomìrem r :

e) Kolm ý k omolý ku¾el o kruho výc h základnác h s p olomìry r

1

; r

2

< r

1

:

15. a) Odv o ïte vztah pro momen t setrv aènosti J tenk é homogenní t yèe délky

l k ose o ; s ní¾ t yè svírá úhel � a která pro c hází jejím k oncem (obr. 52).

Hmotnost t yèe je m :

b) Jaký bude momen t setrv aènosti J

1

; kdy¾ na vnìj¹í k onec t yèe pøidáme

hmotn ý b o d o té¾e hmotnosti m ?

�

o

m

l

Obr. 52

1

m

x

y

z

r

S

Obr. 53

2

16. Odv o ïte vztah pro momen t setrv aènosti tenk ého homogenního prstence

o hmotnosti m a støedním p olomìru r :

a) k ose z pro c házející hmotn ým støedem S k olmo k jeho ro vinì (obr. 53),

b) k osám x ; y ; které le¾í v ro vinì prstence a pro c hází b o dem S .

17. Odv o ïte vztah pro momen t setrv aènosti J homogenní kryc hle o délce hran y

a vzhledem k ose, která pro c hází jejím geometric kým støedem k olmo k e stìnì

kryc hle. Hmotnost kryc hle je m :

18. Vyp o ètìte momen t setrv aènosti J vzhledem k ose symetrie homogenního

rotaèního tìlesa, které sestá v á z v álco v é èásti a dv ou p olokulo výc h èástí

p o dle obr. 54. Je dáno: rozmìr r a hmotnost m celého tìlesa.

19. Odv o ïte vztah pro momen t setrv aènosti tenk é homogenní t yè ky o hmotnosti

m a o délce l :
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a) K ose pro c házející jedním z k oncù k olmo na t yè ku.

b) K ose pro c házející støedem t yè ky k olmo na její osu.

c) Z výsledkù ad a), b) o v ìøte platnost Steinero vy v ìt y .

r

r

2 r

m

Obr. 54

3

r r

m m

m

6 r

o

Obr. 55

4

20. Vyp o ètìte momen t setrv aènosti homogenní èinky p o dle obr. 55 k ose o :

Sp o jo v ací t yè ku p o v a¾ujte za tenk ou. Je dán rozmìr r ; hmotnost m k a¾dé

z k oulí a stejná hmotnost m sp o jo v ací t yè ky .

21. Vyp o ètìte momen t setrv aènosti tìc h to homogenníc h tìles, jejic h¾ hmotnost

je m a p olomìr r :

a) v álce k jeho p o vrc ho v é pøímce,

b) k oule k teènì její hla vní kru¾nice.

22. Je dána homogenní kruho v á desk a o p olomìru r s otv orem p o dle obr. 56.

Desk a má h ustotu % a tlou¹»ku a : Vyp o ètìte momen t setrv aènosti J vzhle-

dem k ose pro c házející støedem O k olmo na desku.

r

r

2

O

Obr. 56

5

g

m

m

m

a

a

aO

Obr. 57

6

23. Kyv adlo sestá v á ze tøí hmotn ýc h b o dù, k a¾dý o hmotnosti m ; rozmístìn ýc h

p o dle obr. 57 s rozteèí a . Vyp o ètìte momen t setrv aènosti kyv adla a dobu

T malýc h kmitù v tìc h to pøípadec h:
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a) Hmotnost sp o jo v ací t yè ky je zanedbatelná.

b) Hmotnost sp o jo v ací t yè ky je m :

Stano vte p omìr T

a

=T

b

o dp o vída jícíc h p erio d.

24. V álec o hmotnosti m a p olomìru r se otáèí k olem sv é rotaèní osy úhlo v ou

ryc hlostí !

0

: Jak ou b y m usel mít úhlo v ou ryc hlost ! pøi rotaci k olem sv é

p o vrc ho v é pøímky , ab y se nezmìnila jeho kinetic k á energie?

25. Setrv aèník (obr. 58) m ù¾eme rozto èit tak, ¾e na jeho p ouzdro o p olomìru r

na vineme ¹ò ùrku a za její v oln ý k onec táhneme silou a¾ do jejího o dvin utí.

Vyp o ètìte úhlo v ou ryc hlost setrv aèníku o momen tu setrv aènosti J o dvin ula-

li se ze sta vu klidu délk a l ¹ò ùrky b ez prokluzu pøi p ùsob ení síly F = k onst .

J

r

Obr. 58

7

O

h

m

R

2 r

g

Obr. 59

8

26. Je dáno Maxw ello v o kyv adlo jak o sousta v a dv ou blízk o seb e umístìnn ýc h

v álco výc h k otouèù o p olomìru R a o celk o v é hmotnosti m ; které jsou sp o-

jen y èep em o p olomìru r ; jeho¾ hmotnost zanedbáme (obr. 59). Na èepu je

jedním k oncem pøip evnìno a na vin uto nerozta¾itelné vlákno, které je dru-

h ým k oncem pøip evnìno k zá v ìsu. P o na vin utí vlákna a p o uv olnìní k otouèù

z horní klido v é p oloh y se vlákno o dvijí b ez prokluzu. Vyp o ètìte:

a) Ryc hlost støedu k otouèù pøi jejic h pøemístìní do vzdálenosti h o d klido v é

p oloh y .

b) Zryc hlení støedu k otouèù.
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27. Vyp o ètìte kinetic k ou energii støely v ok am¾iku, kdy op ou¹tí hla v eò zbranì

(je to tzv. ús»o v á energie). Je dáno: rá¾e d ; úhel � vývrtu hla vnì (viz

obr. 60), p o èáteèní ryc hlost v

0

; hmotnost støely m a její momen t setrv aè-

nosti J

0

:

d

�

�

v

v

0

Obr. 60

9

h

m

r

A

B

C

R

g

!

1

h

1

Obr. 61

:

28. Kuliè k a o hmotnosti m a p olomìru r se z klido v ého sta vu v b o dì A v alí b ez

klouzání p o dráze p o dle obr. 61 a v b o dì C ji opustí. Je-li dána vý¹k a h a

p olomìr R ; vyp o ètìte:

a) Sílu, která bude na kuliè ku p ùsobit, kdy¾ bude pro c házet nejni¾¹ím b o-

dem B .

b) Nejv ìt¹í vý¹ku h

1

; do které vystoupí a úhlo v ou ryc hlost !

1

; kterou zde

bude mít.

h

m

r

�

g

B

A

Obr. 62

;

O

l

1

k

�

1 x

l

m

�

0

y

g

Obr. 63

<

29. Na drsné naklonìné ro vinì se sklonem � se p o vypu¹tìní ze sta vu klidu

v b o dì A (viz. obr. 62) dok onale o dv aluje jednak kuliè k a, jednak v áleèek.
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Ob ì tìlesa ma jí stejnou hmotnost m a stejn ý p olomìr r : Vyp o ètìte:

a) Zryc hlení a

k

hmotného støedu kuliè ky , a

v

v áleè ku.

b) Dobu t

k

; resp. t

v

; za kterou tìlesa pro jdou b o dem B , který je v e vý¹ce

h p o d b o dem A . Jak ou pøi tom dosáhnou p ostupnou ryc hlost hmotné

støedy tìles?

Stano vte p omìr v elik osti jednotlivýc h vyp o èten ýc h v elièin pro kuliè ku a

v áleèek.

30. Homogenní tenk á t yè k onstan tního prùøezu je v e sta vu klidu o dklonìna o d

svislice o úhel �

0

: T yè má hmotnost m a délku l :

a) Urèete její úhlo v ou ryc hlost !

1

v ok am¾iku dopadu na pru¾ino vý náraz-

ník, jeho¾ horní k onec se nac hází v e v o doro vné ro vinì, která pro c hází

èep em O t yèe (obr. 63).

b) Jak á bude nejv ìt¹í úhlo v á o dc h ylk a �

1

t yèe o d v o doro vné ro vin y p o

jejím dopadu na nárazník, jeho¾ tuhost je k a vzdálenost o d èepu O je

l

1

: Pøi øe¹ení pøedp okládejte, ¾e tuhost nárazníku je tak v elk á, ¾e není

n utné p o èítat se zmìnou gra vitaèní p otenciální energie t yèe, zp ùsob enou

její o dc h ylk ou o malý úhel �

1

:

31. Homogenní tenk á t yè k onstan tního prùøezu o délce l je na jednom sv ém

k onci oto ènì za v ì¹ena (obr. 64). Jak á ryc hlost v

1

m usí b ýt udìlena v olném u

k onci t yèe, ab y se t yè dostala ze svislé p oloh y do p oloh y v o doro vné?

l

� ' =

�

2

g

O

v

1

Obr. 64

=

O

l

1

l

T

'

1

T

m

1

m; J

g

v

1

Obr. 65

>

32. Do balistic k ého kyv adla pro urèo v ání ryc hlostí støel pronikne støela o hmot-

nosti m

1

neznámou ryc hlostí v

1

(obr. 65), pøièem¾ støela zùstane v tìlese

kyv adla. Pùsob ením støely se p o délná osa kyv adla vyc h ýlí o d svislice o úhel

'

1

: Je známa hmotnost m kyv adla, p oloha l

T

tì¾i¹tì a momen t setrv aè-

nosti J kyv adla k ose O . Urèete ryc hlost støely , je-li známa vzdálenost l

1

její tra jektorie o d osy O .
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33. Døev ìná t yè se otáèí úhlo v ou ryc hlostí !

0

k olem neh ybné svislé osy O a má

vzhledem k ní momen t setrv aènosti J

0

: Kolmo na t yè, v e vzdálenosti r

0

,

narazí støela o hmotnosti m

0

ryc hlostí v

0

proti p oh ybu t yèe (obr. 66).

a) Urèete úhlo v ou ryc hlost !

1

otáèení t yèe, jestli¾e støela v t yèi uv ázne.

b) Zmìní se úhlo v á ryc hlost !

1

; jestli¾e støela p o nìk olik a otáè k ác h z t yèe

vypadne (pøedp okládáme n ulo v ou relativní ryc hlostí)?

m

0

r

0

J

0

!

0

v

0

O

Obr. 66

?

O

r

r

m

J

Obr. 67

@

O

l

'

(1)

Obr. 68

A

34. V o doro vná kruho v á desk a je dok onale oto èná k olem svislé osy pro c háze-

jící jejím støedem O ; vzhledem k této ose má momen t setrv aènosti J : Na

desce, která je vzhledem k uv a¾o v ané inerciální sousta v ì v klidu, sto jí v e

vzdálenosti r èlo v ìk o hmotnosti m (budeme jej p o v a¾o v at za hmotn ý b o d).

O jaký úhel '

0

se k otouè p o oto èí, ob ìhne-li èlo v ìk desku v kladném smìru

p o kru¾nici o p olomìru r jednou dok ola (obr. 67)?

35. T enk á homogenní t yè o délce l je v olnì pu¹tìna ze svislé p oloh y (1) (obr. 68)

a se zanedbateln ým tøením se otáèí ok olo èepu O .

a) U¾itím p oh yb o v é ro vnice urèete zá vislost úhlo v ého zryc hlení " t yèe na

úhlu oto èení.

b) U¾itím zák ona zac ho v ání energie urèete zá vislost úhlo v é ryc hlosti ! t yèe

na úhlu oto èení. Deriv ací výsledku o v ìøte øe¹ení v b o dì ad a).

36. Svisle sto jící tenk á homogenní t yè o délce l je oto ènì ulo¾ená v èepu O

(obr. 69). Uv olníme ji ze svislé p oloh y (1). T yè zaène vliv em tí¾e padat,

tj. otáèet se k olem osy z pro c házející b o dem O . Pøi prùc ho du v o doro vnou

ro vinou (2) t yè uv olníme v lo¾isku (napø. vyta¾ením èepu) a t yè se zaène

v olnì p oh yb o v at prostorem. Odv o ïte ro vnice pro p oh yb v olnì se p oh ybující

t yèe, tj. funk ce x

S

= x

S

( t ) ; y

S

= y

S

( t ) ; ' = ' ( t ) :

37. T enk á tuhá homogenní t yè o délce l a hmotnosti m se ro vnomìrnì otáèí

úhlo v ou ryc hlostí ! k olem svislé osy o (obr. 70). T yè je v b o dì A klou-
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b o v ì pøip o jena k e svisle rotujícím u høídeli, v b o dì B je k e høídeli pøip o jena

prostøednictvím lana tak, ¾e osa t yèe svírá s osou høídele úhel � : Urèete

v elik ost taho v é síly v lanì.

l

(1)

(2)

y

x

'

g

O

S

Obr. 69

B

A

o

B

F

l

�

!

Obr. 70

C

38. T enk á tuhá homogenní t yè o délce l = 2 a klou¾e v k onco výc h b o dec h A, B

p o dv ou dok onale hladkýc h stìnác h, z nic h¾ jedna je svislá, druhá v o doro vná

(obr. 71). T yè je na svislé stìnì v edena tak, ab y b o d A b yl neustále v dot yku

se stìnou.

T yè se zaèala p oh yb o v at z klido v é, témìø svislé p oloh y ( ' � 90

�

) : Urèete

v elik ost úhlo v é ryc hlosti — t yèe jak o funk ci úhlu ' :

l = 2 a

A

B

'

Obr. 71

D

O � P

A (0 ; y

A

)

S ( x

S

; 0) B ( x

B

; 0)

C

x

y

m g

F

1

1 2

Obr. 72

E

39. T ìleso ob ecného tv aru je za v ì¹eno na dv ou ro vnob ì¾n ýc h vláknec h 1, 2

uc h ycen ýc h v b o dec h A, C p o dle obr. 72. T ìleso má hmotnost m a momen t
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setrv aènosti J

S

vzhledem k ose, která pro c hází hmotn ým støedem S ro vno-

b ì¾nì s osou z zv olené vzta¾né sousta vy . Bo d A má souøadnice x

A

= 0 ; y

A

;

p oloha hmotného støedu S je ro vnì¾ známa: x

S

; y

S

= 0 : Pro ok am¾ik,

kdy bude pøeru¹eno vlákno 2, urèete:

a) Sílu F

1

napína jící vlákno 1.

b) Zryc hlení hmotného støedu a úhlo v é zryc hlení rotaèního p oh ybu tìlesa.

c) Zryc hlení b o du B o souøadnicíc h x

B

; y

B

= 0 ; pøièem¾ vyu¾ijte jednak

vlastnosti p ólu P p oh ybu, jednak rozkladu p oh ybu s referenèním b o dem

p olo¾en ým do hmotného støedu.

40. Homogenní rotaèní v álec o hmotnosti m a p olomìru r se dot ýk á drsné v o-

doro vné ro vin y s k o e�cien tem sm yk o v ého tøení f : V álec je prostøednictvím

nerozta¾itelného vlákna zanedbatelné hmotnosti ta¾en pøes kladku ro vnì¾

se zanedbatelnou hmotností zá v a¾ím o hmotnosti m

1

(obr. 73).

a) Napi¹te p oh yb o v é ro vnice v álce a zá v a¾í.

b) Øe¹te p oh yb o v é ro vnice pro pøípad, kdy se v álec dok onale o dv aluje.

Stano vte p o dmínku pro k o e�cien t sm yk o v ého tøení, ab y ten to pøípad

nastal.

c) Pro v eïte øe¹ení pro o dv alo v ání pro v ázené sm yk áním. Pøíslu¹né v elièin y

oznaète èárk ou.

S

m

r

m

1

g

Obr. 73

F
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Výsledky úloh

1. T yè BC vyk oná v á translaèní p oh yb, proto v

E

= v

B

; a

E

= a

B

: P ak

v

E

= 3 k r t

2

1

= 3 ; 0 m � s

� 1

;

a

E t

= 6 k r t

1

= 0 ; 60 m � s

� 2

; a

E n

=

v

2

E

r

= 9 k

2

r t

4

1

= 90 m � s

� 2

:

2. Diferenciální ro vnice se separo v an ými promìnn ými: ! d ! = k d t ;

n

1

=

30

�

s

�

� n

0

30

�

2

+ 2 k t

1

= 381 min

� 1

:

3. x = r ( ' � sin ' ) ; y = r (1 � cos ' ) : : : cykloida.

' = 0 : x = 0 ; y = 0 ; v = 0 ;

' =

�

2

: x = r (

�

2

� 1) ; y = r ; v =

p

2 v

0

;

' = � : x = � r ; y = 2 r ; v = 2 v

0

;

' =

3 �

2

: x = r (

3 �

2

+ 1) ; y = r ; v =

p

2 v

0

;

' = 2 � : x = 2 � r ; y = 0 ; v = 0

4. a) x = y = 0 . . . b o d O .

b) x

2

+ y

2

= l

2

; pro x � 0 ; y � 0 . . . ètvrtkru¾nice o p olomìru l se støedem

v O .

5. viz obr. 74

6. P ara¹utista k oná translaèní p oh yb; jeho max. ryc hlost bude v

max

=

r

mg

k

=

= 5 ; 0 m � s

� 1

:

7. J = mr

2

�

g t

2

2 s

� 1

�

= 0 ; 76 kg � m

2

8. Ab y se sousta v a vùb ec p oh yb o v ala, m usí b ýt

m

2

sin �

2

> m

1

(sin �

1

+ f cos �

1

) + m

2

f cos �

2

neb o
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m

1

sin �

1

> m

2

(sin �

2

+ f cos �

2

) + m

1

f cos �

1

:

Pøedp okládáme-li platnost první p o dmínky , budou se zá v a¾í p oh yb o v at se

zryc hlením

a =

m

2

(sin �

2

� f cos �

2

) � m

1

(sin �

1

+ f cos �

1

)

J + ( m

1

+ m

2

) r

2

r

2

g = k onst:

Momen t setrv aènosti kladky pak bude

J = m

2

r

2

�

(sin �

2

� f cos �

2

)

g t

2

0

2 s

� 1

�

� m

1

r

2

�

(sin �

1

+ f cos �

1

)

g t

2

0

2 s

� 1

�

:

O

B

A

P

l

r

p

l

2

� r

2

v

A

v

B

'

' = �

' !

�

�

2

�

+

' !

�

�

2

�

�

' !

�

3 �

2

�

�

' !

�

3 �

2

�

+

Obr. 74

G

9. a) " =

m

1

R � m

2

r

m

1

R

2

+ m

2

r

2

+ J

g ; b) ! = !

0

+ "t :

10. a) !

max

=

M

h

� M

p

J

t

0

= 1 ; 20 rad � s

� 1

:
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b) t

0

+ t

1

=

M

h

M

p

t

0

= 11 ; 96 s :

O t

t

0

t

0

+ t

1

!

!

max

J

c) ' =

M

h

� M

p

2 J

M

h

M

p

t

2

0

= 7 ; 18 rad :

11. P oh yb o v á ro vnice pøi separaci promìnn ýc h:

d !

!

2

= �

k

J

d t :

a) ! =

J !

0

J + k !

0

t

; b) t

1

=

9 J

k !

0

:

12. t

1

=

J

k

ln 2 ; z

1

=

J !

0

4 � k

:

13. ! =

r

!

2

0

+

2 P

J

t ; z =

J

6 � P

�

r

( !

2

0

+

2 P

J

t )

3

� !

3

0

�

:

14. a) J = mr

2

; b) J =

1

2

m ( r

2

1

+ r

2

2

) ; c) J =

3

2

mr

2

;

d) J =

3

10

mr

2

; e) J =

3

10

m

r

5

1

� r

5

2

r

3

1

� r

3

2

:

15. a) J =

1

3

ml

2

sin

2

� ; b) J =

4

3

ml

2

sin

2

� :

16. a) J

z

= mr

2

; b) J

x

= J

y

=

1

2

mr

2

:

17. J =

1

6

ma

2

: Dá se dok ázat, ¾e ten to momen t setrv aènosti nezá visí na smìru

osy , která pro c hází støedem kryc hle.

18. J =

23

50

mr

2

:

19. a) J =

1

3

ml

2

; b) J

0

=

1

12

ml

2

; c)

1

3

ml

2

=

1

12

ml

2

+ m

l

2

4

:
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20. J =

179

5

mr

2

:

21. a) J =

3

2

mr

2

; b) J =

7

5

mr

2

:

22. J =

13

32

� %ar

4

:

23. a) J

a

= 14 ma

2

; T

a

= 2 �

r

7 a

3 g

;

b) J

b

= 17 ma

2

; T

b

= 2 �

r

34 a

15 g

;

T

a

T

b

=

s

35

34

:

= 1 ; 015 (o dc h ylk a 1 ; 5%) :

24. ! =

!

0

p

3

:

25. ! =

r

2 F l

J

:

26. a) v =

v

u

u

t

2 g h

1 +

R

2

2 r

2

; b) a =

2 r

2

g

2 r

2

+ R

2

:

27. E

k

=

1

2

�

m +

2 J

0

tg

2

�

d

2

�

v

2

0

:

28. a) F

B

= mg

�

1 +

10( h � r )

7( R � r )

�

;

b) h

1

=

5 h + 2 R

7

; !

1

=

r

10 g ( h � R )

7 r

2

:

29. a) a

k

=

5

7

g sin � ; a

v

=

2

3

g sin � ;

a

k

a

v

=

15

14

;

b) t

k

=

1

sin �

r

14 h

5 g

; t

v

=

1

sin �

r

3 h

g

;

t

k

t

v

=

r

14

15

;

v

k

=

r

10

7

g h ; v

v

=

r

4

3

g h ;

v

k

v

v

=

r

15

14

:

63



30. a) !

1

=

r

3 g cos �

0

l

;

b) �

1

=

mg l

l

1

k

�

1

2 l

1

+

r

k cos �

0

mg l

�

(zahrn uje static k ou a dynamic k ou slo¾ku).

31. v

1

=

p

3 g l :

32. Aplikujeme zák on zac ho v ání momen tu h ybnosti a zák on zac ho v ání energie.

v

1

=

1

m

1

l

1

q

2 g (1 � cos '

1

)( ml

T

+ m

1

l

1

)( J + m

1

l

2

1

) :

33. a) !

1

=

J

0

!

0

� r

0

m

0

v

0

J

0

+ m

0

r

2

0

:

P o dle vztah u mezi momen tem h ybnosti t yèe J

0

!

0

a momen tem h ybnosti

r

0

m

0

v

0

støely se t yè buï p ouze zp omalí ( !

1

> 0) ; zasta ví ( !

1

= 0) neb o

se rozto èí v opaèném smìru ( !

1

< 0) :

b) Úhlo v á ryc hlost !

1

se nezmìní.

34. '

0

= �

2 � mr

2

J

(Desk a se oto èí v opaèném smìru, ne¾ je smìr ob ìh u èlo v ìk a.)

35. a) " =

3 g

2 l

sin ' ; b) ! =

r

3 g

l

(1 � cos ' ) :

36. x

S

=

l

2

= k onst: ; y

S

=

1

2

g t

2

+

1

2

t

p

3 g l ; ' = t

r

3 g

l

:

37. Vyp o èteme výslednici sp o jitì rozlo¾en ýc h o dstøedivýc h sil a napí¹eme mo-

men to v ou p o dmínku ro vno v áh y k b o du A . pak

F = mg

�

1

2

tg � +

l !

2

3 g

sin �

�

:

38. Øe¹íme u¾itím zák ona zac ho v ání energie, pøièem¾ pro výp o èet ryc hlosti

hmotného støedu u¾ijeme p ólu p oh ybu P (obr. 75).

! =

s

3 g

2 a

(1 � sin ' ) :
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39. a) F

1

=

J

S

J

S

+ mx

2

S

mg ;

b) •x

S

= 0 ; •y

S

= �

mx

2

S

g

J

S

+ mx

2

S

; •' = �

mx

S

g

J

S

+ mx

2

S

;

c) U¾itím p ólu p oh ybu

•x

B

= 0 ; •y

B

= x

B

•' = �

mx

S

x

B

g

J

S

+ mx

2

S

;

U¾itím hmotného støedu

•x

B

= •x

S

= 0 ; •y

B

= •y

S

+ ( x

B

� x

S

) • ' = �

mx

S

x

B

g

J

S

+ mx

2

S

:

A

B

'

P

S

v

A

v

B

v

S

m g

R

A

R

B

a

a

a

!

Obr. 75

H

A

B

O

S

F

1

F

1

T

N

m g

m

1

g

m

1

a

1

x

0

x

y

m

r

Obr. 76

I

40. a) Zá v a¾í:

m

1

a

1

= m

1

g � F

1

:

V álec (ro vinn ý p oh yb):

m •x

S

= F

1

+ T ;

m •y

S

= N � mg ;

J

0

•' = F

1

r � T r ; J

0

=

1

2

mr

2

;

kde N ; T jsou v elik osti normálo v é a teèné slo¾ky reak ce, kterou p ùsobí

ro vina na v álec a F

1

je v elik ost síly napína jící vlákno (obr. 76). Proto¾e

y

S

= r = k onst: ; je •y

S

= 0 a zryc hlení hmotného støedu a

S

= •x

S

:

Souèasnì N = mg :

b) Bo d A je p ól p oh ybu a pro zryc hlení b o du B a tím i zá v a¾í platí

a

1

= 2 • x

S

= 2 a

S
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a dále x

S

= r ' ; neb oli " = •' =

a

S

r

: P ak p oh yb o v é ro vnice jsou

F

1

= m

1

( g � 2 a

S

) ;

( m + 2 m

1

) a

S

= m

1

g + T ;

(

m

2

+ 2 m

1

) a

S

= m

1

g � T :

Øe¹ením

a

S

=

4 m

1

3 m + 8 m

1

g ; x

S

= x

0

+

2 m

1

g t

2

3 m + 8 m

1

;

" =

4 m

1

3 m + 8 m

1

g

r

; ' =

2 m

1

g t

2

(3 m + 8 m

1

) r

;

T =

m

3 m + 8 m

1

m

1

g ; F

1

=

3 m

3 m + 8 m

1

m

1

g :

Ab y o dv alo v ání b ylo dok onalé, m usí b ýt

T < N f a proto f >

m

1

3 m + 8 m

1

:

c) Pøi prokluzu T

0

= f mg : Bo d A není p ólem p oh ybu a pro zryc hlení

zá v a¾í platí a

0

1

= a

0

S

+ "

0

r : P oh yb o v é ro vnice pak jsou

F

0

1

= m

1

( g � a

0

S

� "

0

r ) ;

( m + m

1

) a

0

S

+ m

1

r "

0

= ( m

1

+ f m ) g ;

(

m

2

+ m

1

) r "

0

+ m

1

a

0

S

= ( m

1

� f m ) g :

Øe¹ením

a

0

S

=

m

1

+ f ( m + 4 m

1

)

m + 3 m

1

g ;

"

0

=

m

1

� f ( m + 2 m

1

)

m + 3 m

1

2 g

r

;

F

0

=

(1 + f ) m

m + 3 m

1

m

1

g :
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