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Úv o d

Skuteèná tìlesa p evného skup enství, neb oli pevná tìlesa , se vyznaèují tím, ¾e

vzdálenosti mezi èásticemi, z nic h¾ jsou slo¾ena, nejsou stálé. Pùsob ením sil se

t yto vzdálenosti mìní, vznik á deformace p evného tìlesa. T yto zmìn y vzdále-

ností jsou u øady úloh z mec haniky zanedbatelné, a p okud nedo jde p ùsob ením

sil k p oru¹ení soudr¾nosti tìlesa, není n utné k nim pøihlí¾et.

Proto za v ádíme p o jem tuhé tìleso . Je to mo del skuteèného p evného tìlesa,

u kterého se de�n uje, ¾e vzdálenosti mezi jednotlivými b o dy tìlesa jsou nepro-

mìnné pøi lib o v oln ýc h p ùsobícíc h silác h. Dále se de�n uje, ¾e tv ar tuhého tìlesa a

rozlo¾ení hmotnosti v nìm je stejné jak o u skuteèného tìlesa, pøièem¾ rozlo¾ení

hmotnosti se pøedp okládá sp o jité. T ohoto mo delu nelze p ou¾ít v pøípadec h,

kdy se napø. uplatò ují pru¾né vlastnosti skuteèného tìlesa.

Uv a¾ujme o tøec h b o dec h tuhého tìlesa, které nele¾í na jedné pøímce, p ùjde

napø. o b o dy 1, 2, 3 na obr. 1. Up evníme-li n yní tuhé tìleso tak, ¾e jeden jeho

1

3

2

Obr. 1

�

b o d, napø. 1, bude v e vzta¾né sousta v ì

nep oh yblivý , mohou ostatní b o dy opiso v at

tra jektorie, které budou le¾et na kulo výc h

plo c hác h se støedem v b o dì 1. Budou-

li v e vzta¾né sousta v ì dv a b o dy nep oh yb-

liv é, napø. 1, 2, budou ostatní b o dy tìlesa

opiso v at kruho v é tra jektorie, jejic h¾ sp oleè-

nou osou je pøímk a, na ní¾ le¾í b o dy 1,

2. Zamezíme-li v uv a¾o v ané vzta¾né sou-

sta v ì i p oh ybu b o du 3, bude tìleso v této

vzta¾né sousta v ì nep oh ybliv é. Z této úv ah y

vyplýv á, ¾e poloha tuhého tìlesa v pr ostoru je je dnoznaènì ur èena polohou jeho

tøí bodù, kter é nele¾í na té¾e pøímce . Proto¾e t yto b o dy m ù¾eme p o v a¾o v at

za vrc hly ro vinného tro júhelník a, je p oloha tuhého tìlesa ro vnì¾ jednoznaènì

urèena p olohou lib o v olného tro júhelník a spøa¾eného s tìlesem.

P oloha k a¾dého z uv a¾o v an ýc h b o dù 1, 2, 3 je v e vzta¾né sousta v ì urèena

tøemi souøadnicemi, tak¾e pro urèení p oloh y tìlesa máme celk em dev ìt èísel.

V¹ec h tìc h to dev ìt èísel v¹ak nelze nezá visle mìnit, proto¾e tím b yc hom mohli

tøi b o dy tuhého tìlesa umístit k amk oli do prostoru, co¾ není vzhledem k tuhosti

tìlesa mo¾né. Proto¾e tedy j 12 j =k onst, j 23 j =k onst, j 31 j =k onst, lze pøi p oh ybu

v olit nanejvý¹ 3 � 3 � 3 = 6 nezá vislýc h souøadnic tuhého tìlesa. Øík áme, ¾e

volné tuhé tìleso konající obe cný pr ostor ový pohyb má ¹est stupòù volnosti .

T oto zji¹tìní je rozho dující pro celou mec haniku tuhého tìlesa. Napø. k jed-

noznaèném u øe¹ení prostoro v ého p oh ybu tuhého tìlesa je tøeba øe¹it ¹est sk a-

lárníc h p oh yb o výc h ro vnic a k urèení ro vno v áh y tuhého tìlesa v prostoru je
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tøeba øe¹it ¹est sk alárníc h p o dmínek ro vno v áh y .

V mec hanice tuh ýc h tìles èasto øe¹íme tzv. r ovinné úlohy . P atøí sem na-

pøíklad vy¹etøo v ání p oh ybu tìlesa, jeho¾ b o dy opisují tra jektorie, které jsou

ro vinn ými køivk ami. Neb o p ùjde o vy¹etøo v ání ro vno v áh y tìlesa, kdy sousta v a

sil p ùsobícíc h na tìleso je ro vinná.

P o dmínky øe¹itelnosti ro vinn ýc h úloh jsou p o dstatnì jedno du¹¹í ne¾ u ob ec-

n ýc h prostoro výc h úloh. Vyplýv á to i z p o ètu stupò ù v olnosti v olného tuhého

tìlesa vyk oná v a jícího r ovinný pohyb . T en to p o èet urèíme op ìt z úv ah y o p oh ybu

tuhé sousta vy tøí b o dù z obr. 1. Ob ecnì v olené b o dy 1, 2, 3 opisují pøi ro vin-

ném p oh ybu tra jektorie, které le¾í v e tøec h vzá jemnì ro vnob ì¾n ýc h ro vinác h.

T yto tøi b o dy , které vymezují tro júhelník, m ù¾eme b ez újm y ob ecnosti v olit

tak, ab y le¾ely jen v jedné z tìc h to ro vnob ì¾n ýc h ro vin. P ak je o v¹em zøejmé,

¾e k jednoznaènosti urèení p oloh y tìlesa pøi ro vinném p oh ybu staèí uv a¾o v at

jen o jedné ze stran tohoto tro júhelník a, napøíklad o úseèce 12 . Její p oloha

v ro vinì je urèena tøemi nezá vislými souøadnicemi, napø. dv ìma k artézskými

souøadnicemi b o du 1 a úhlem, který svírá úseè k a 12 s lib o v olnou pøímk ou v této

ro vinì. T edy volné tuhé tìleso konající r ovinný pohyb má tøi stupnì volnosti .

P o dle druh ù øe¹en ýc h úloh se mec hanik a tuhého tìlesa èlení na:

1. statiku | øe¹í p o dmínky ro vno v áh y tìlesa,

2. kinematiku | zab ýv á se p oh yb em tìlesa b ez zøetele k jeho pøíèinám,

3. dynamiku | vy¹etøuje souvislost mezi p oh yb em tìlesa a silami

a jejic h momen t y p ùsobícími na teleso.

V na¹em textu se omezíme jen na statiku tuhého tìlesa.
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1 Sousta vy sil p ùsobícíc h na tìleso

1.1 Síla

V e statice vy¹etøujeme sousta vy sil, které sestá v a jí z jednotlivýc h sil. Síla se v e

fyzice za v ádí jak o v elièina, která je mírou dynamických úèinkù na tìleso (síla

jak o pøíèina zmìn y p oh yb o v ého sta vu tìlesa) aneb o je mírou statických úèinkù

na tìleso (napø. tah na zá v ìs, tlak na p o dlo¾ku, míra vzá jemného p ùsob ení

mezi tìlesy , síla jak o pøíèina deformace pru¾n ýc h tìles).

A

F

p

Obr. 2

�

Z exp erimen tù je zøejmé, ¾e síla je vektor ová ve-

lièina . Pøi p ùsob ení na skuteèná tìlesa je jed-

noznaènì urèena velikostí, smìr em a pùsobi¹tìm .

U tuh ýc h tìles není v azba síly na p ùsobi¹tì ( A )

n utná, neb o» úèinek síly na tuhé tìleso se jejím

p osun utím p o pøímce nositelce ( p ) nezmìní | v tu-

hém tìlese je síla vázaná na pøímku | viz. obr. 2.

T uto v ektoro v ou pøímku síly budeme nazýv at nosi-

telka síly . Sílu gra�c ky znázorò ujeme orien to v anou

úseè k ou a p ou¾ív áme pro ni znaè ku F , pøípadnì v e

sp eciálníc h pøípadec h je¹tì znaè ky R , N , S . Dùle-

¾it ým pøípadem síly pro statiku je tíhová síla F

G

.

Je to výslednice tího výc h sil p ùsobícíc h na elemen t y tìlesa v tího v ém p oli. Má

p ùsobi¹tì v tì¾i¹ti tìlesa. Kromì toho za v ádíme tíhu G . Je to síla, kterou p ùsobí

tìleso v tího v ém p oli na jiné tìleso (napø. p o dlo¾ku) v místì dotyku tì chto tìles .

Jednotk ou síly je newton (N).

z

y

x

x

A

y

A

z

A

ik

j

O

A

r

F

z

F

x

F

y

F

Obr. 3�

Pøi práci se silo vými sousta v ami je v elmi vý-

ho dné pro v ést rozklad síly do k artézskýc h

slo¾ek (obr. 3):

F = F

x

+ F

y

+ F

z

= F

x

i + F

y

j + F

z

k ; (1)

kde i , j , k jsou jednotk o v é v ektory v e smìru

os x , y , z k artézsk é sousta vy souøadnic. Roz-

li¹ujeme v ektory F

x

, F

y

, F

z

jak o kartézské

slo¾ky síly F a sk aláry F

x

, F

y

, F

z

jak o kar-

tézské souø adnice síly F .

V obr. 3 je p ùsobi¹tì A síly urèeno p oloho-

vým v ektorem r o souøadnicíc h x

A

, y

A

, z

A

.

Platí

r = x

A

i + y

A

j + z

A

k : (2)
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A

F

x

F

y

F

�

Obr. 4

�

V tom to textu se a¾ na výjimky omezíme na ro vin-

nou sousta vu sil. P ak F

z

= 0, z

A

= 0. Èasto pra-

cujeme i s p olárními souøadnicemi síly: F = j F j , �

(obr. 4). P ak

F

x

= F cos � ; F

y

= F sin � ;

F =

q

F

2

x

+ F

2

y

; tg � =

F

y

F

x

: (3)

1.2 Momen t síly vzhledem k b o du

O

p

'

A

r

F

M

Obr. 5

�

Dùle¾it ým p o jmem mec haniky je moment

( M ) síly vzhle dem k bodu , který de�n ujeme

jak o vektor ový souèin polohového vektoru ( r )

pùsobi¹tì síly od pøíslu¹ného bodu ( O ) a vek-

toru ( F ) síly zde pùsobící :

M = r � F : (4)

Je mírou otáèivýc h úèinkù síly F na tìleso,

které je otáèiv é k olem neh ybného b o du O .

Z vlastností v ektoro v ého souèin u dv ou v ektorù vyplýv á, ¾e M je v ektor,

který má t yto vlastnosti (viz. obr. 5):

a) Je k olm ý k ro vinì prolo¾ené v ektory r , F .

b) Jeho orien tace je urèena pra vidlem pra v é ruky pro v ektoro vý souèin (zde

lze toto pra vidlo sp ecializo v at tak, ¾e orien tace je urèena palcem pra v é

ruky , kdy¾ prst y uk azují smìr rotace, kterou b y síla F vzhledem k b o du O

zp ùsobila).

c) Jeho v elik ost je urèena plo c hou ro vnob ì¾ník a opsaného v ektory r , F :

j M j = M = r F sin ' = pF ; (5)

kde p = r sin ' je r ameno síly (obr. 5).

d) Je v ázán k b o du O , který se nazýv á momentový bod .

e) Je n ulo vý buï pro F = 0 aneb o pro r = 0 , tedy kdy¾ nositelk a síly F

pro c hází momen to vým b o dem O . Je n ulo vý ro vnì¾ pro ' = 0, tedy kdy¾

nositelk a síly je ro vnob ì¾ná s p oloho vým v ektorem r a je p = 0.

Kartézsk é slo¾ky v ektoru M urèíme ob ecn ým p ostup em pro v ektoro vý sou-

èin. Omezíme-li se na ro vinn ý pøípad, kdy v ektory r , F budou le¾et v ro vinì
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z = 0, bude

M = r � F = ( x

A

i + y

A

j ) � ( F

x

i + F

y

j ) =

�

�

�

�

�

�

i j k

x

A

y

A

0

F

x

F

y

0

�

�

�

�

�

�

=

= k ( x

A

F

y

� y

A

F

x

) = M

z

: (6)

V ektor M má v tom to pøípadì jedinou slo¾ku, která le¾í v ose z uv a¾o v ané

vzta¾né sousta vy .

Jednotk ou momen tu síly je newton metr (N � m).

1.3 Momen t síly vzhledem k neh ybné ose

o

d

t

A

F

0

F

Obr. 6�

V edle momen tu síly vzhledem k b o du se za v ádí je¹tì

moment síly vzhle dem k nehybné ose . Je mírou otáèi-

výc h úèinkù síly F na tìleso, které je otáèiv é k olem této

neh ybné osy . Je to v ektor M

0

, který le¾í v ose otáèení

a má v elik ost

M

0

= F

0

d ; (7)

o

d

t

A

F

0

F

Obr. 7

O

M

M

0

� r

�

kde F

0

je prùmìt síly F do pøímky t

(obr. 6), která je teènou k e kru¾nici, je¾

b y opiso v al b o d A pøi otáèení tìlesa k olem

neh ybné osy o a d je p olomìr této kru¾nice.

Vztah mezi momen tem M síly vzhledem

k b o du O a momen tem M

0

té¾e síly vzhle-

dem k ose o , která b o dem O pro c hází, je

zøejm ý z obr. 7. Platí

M

0

= M cos � ; (8)

kde � je úhel, který t yto dv a v ektory sví-

ra jí.

1.4 Ro vinná sousta v a sil se sp oleèn ým p ùsobi¹tìm

Úlohou je na jít jedinou výslednici sousta vy sil, jejic h¾ úèinek na tuhé tìleso je

stejn ý , jaký má celá sousta v a jednotlivýc h sil. Uv a¾ujme sousta vu n sil, které

le¾í v ro vinì z = 0 a které ma jí sp oleèné p ùsobi¹tì A . P okud síly nema jí sp o-

leèné p ùsobi¹tì, a v¹ak jejic h nositelky se protína jí v jednom b o dì, p osuneme

jednotliv é síly do tohoto b o du.
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a) Gra�c k é øe¹ení

A

F

4

F

1

F

2

F

3

F

Obr. 8�

P ostupujme p o dle pra vidla o geo-

metric k ém sèítání v ektorù. Ke k onci

v ektoru první síly pøip o jíme v ektor

druhé síly atd., a¾ k e k onci pøed-

p oslední síly pøip o jíme v ektor p o-

slední síly . Výslednice F je pak ur-

èena orien to v anou úseè k ou v edenou

z p o èátku A k e k onci p oslední síly .

Výslednice tedy uza vírá ten to silový

n + 1 úhelník . Øe¹ení pro n = 4 je

na obr. 8.

b) P o èetní øe¹ení

Jednotliv é síly rozlo¾íme na k artézsk é slo¾ky a pøíslu¹né k artézsk é slo¾ky

seèteme (jde o v ektory le¾ící v e smìru osy x a y ):

F

v

= F

1

+ F

2

+ ::: + F

n

= ( F

1 x

+ F

2 x

+ ::: + F

nx

) i + ( F

1 y

+ F

2 y

+ ::: + F

ny

) j =

= F

x

i + F

y

j = F

x

+ F

y

; (9)

kde F

x

, F

y

jsou k artézsk é slo¾ky a F

x

; F

y

k artézsk é souøadnice výsledné

síly F

v

. Její p olární souøadnice urèíme p omo cí vztah ù (3).

c) V arignono v a v ìta

Stano vme n yní momen t výslednice sousta vy n rùznob ì¾n ýc h sil, které le¾í

v jedné ro vinì, napø. z = 0 (obr. 9). Výslednice p o dle vztah u (9) je

O

x

y

r A

F

n

F

n � 1

F

2

F

1

F

v

Obr. 9

�

F

v

=

n

X

j =1

F

j

: (10)

Jednotliv é síly a jejic h výslednice pro-

c házejí sp oleèn ým b o dem A , jeho¾ p o-

loha vzhledem k p o èátku O vzta¾né

sousta vy je dána p oloho vým v ektorem

r . Ob ì stran y vztah u (10) n yní zlev a

v ektoro v ì vynásobíme r a na pra v é

stranì pro v edeme rozpis p o dle distribu-

èního zák ona. T ak dostaneme

r � F

v

=

n

X

j =1

r � F

j

; neb oli M

v

=

n

X

j =1

M

j

: (11)
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Neb oli moment výsle dnice soustavy sil pr otínajících se v je dnom bodì ( A )

vzhle dem k libovolnému bodu ( O ) je r oven vektor ovému souètu momentù

slo¾kových sil k tému¾ bodu ( O ) .

T ato v ìta se nazýv á vìta V arignonova p o dle F rancouze Pierra V arignona

(1654{1722), který ji p oprv é vyslo vil.

Je-li výsledná síla sousta vy sil se sp oleèn ým p ùsobi¹tìm n ulo v á, je n ulo vý

i v ektoro vý souèet momen tù slo¾k o výc h sil vzhledem k lib o v olném u b o du.

T ato p ouè k a ob ecnì neplatí pro sousta vu ro vnob ì¾n ýc h sil, u ní¾ je n ulo v á

výslednice sil F

v

= 0 (viz o dst. 1.5c).

1.5 Ob ecná ro vinná sousta v a sil

Pro nalezení p ostupu urèení výslednice ob ecné ro vinné sousta vy sil, tedy sou-

sta vy sil, jejic h¾ p ùsobi¹tì nejsou toto¾ná, budeme se nejprv e zab ýv at zvlá¹tním

pøípadem dv ou ro vnob e¾n ýc h sil a za v edeme p o jem silové dvojice.

a) Sousta v a dv ou ro vnob ì¾n ýc h sil

R

1

� F

0

F

1

A

�

r

1

r

2

C

B

F

0

F

2

R

2

F

v

F

R

1

R

2

S

Obr. 10

�
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Mìjme dv ì ro vnob ì¾né síly F

1

, F

2

p o dle obr. 10. Úloh u pøev edeme na sou-

sta vu dv ou rùznob ì¾n ýc h sil tak, ¾e k silám pøip o jíme n ulo vý v ektor F

0

, � F

0

.

Tím dostaneme rùznob ì¾né síly R

1

, R

2

, které pro c házejí b o dem S . Jejic h vý-

slednice

F

v

= R

1

+ R

2

= ( F

1

� F

0

) + ( F

2

+ F

0

) = F

1

+ F

2

(12)

má v elik ost F

v

= F

1

+ F

2

; jejic h nositelk a je ro vnob ì¾ná se silami F

1

, F

2

a

pro c hází b o dem C , jeho¾ p oloha se urèí z p o dobnosti pøíslu¹n ýc h tro júhelníkù

(obr. 10):

r

1

j SC j

=

F

0

F

1

;

r

2

j SC j

=

F

0

F

2

:

Odtud

r

1

r

2

=

F

2

F

1

:

Neb oli F

1

r

1

= F

2

r

2

; resp ektiv e p o vynásob ení sin � dostaneme

F

1

r

1

sin � � F

2

r

2

sin � = 0 ; (13)

kde r

1

sin � = p

1

, r

2

sin � = p

2

jsou ramena sil k momen to v ém u b o du C . Bo d

C se nazýv á stø e d r ovnobì¾ných sil .

b) Momen to v á v ìta

P o dle vztah u (13) výslednice dv ou ro vnob ì¾n ýc h sil pro c hází b o dem C ,

vzhledem k nìm u¾ je souèet momen tù jednotlivýc h slo¾k o výc h sil n ulo vý . Je to

zøejmì proto, ¾e výslednice (12) má vzhledem k tom uto b o du n ulo v é rameno.

T en to p oznatek lze zob ecnit pro sousta vu n rùznob ì¾n ýc h sil. Zv olíme-li

momentový bod na nositelce jejich výsle dnice bude pro momen t slo¾k o výc h sil

platit

n

X

j =1

M

j

= 0 : (14)

Výsledek (14) se oznaèuje jak o momentová vìta .

Je-li výslednice sousta vy r ovnobì¾ných sil n ulo v á, nem usí b ýt n ulo vý mo-

men t slo¾k o výc h sil, jak uvidíme v následujícím o dsta v ci. S momen to v ou v ìtou

se setk á v áme je¹tì v tom to znìní: Otáèivý úèinek sil pùsobících na tuhé tìleso

otáèivé kolem nehybné osy se ru¹í, jestli¾e vektor ový souèet momentù v¹e ch sil

vzhle dem k ose je nulový vektor .

c) Silo v á dv o jice a její momen t

V ra»me se n yní k sousta v ì dv ou vzá jemnì ro vnob ì¾n ýc h sil, a v¹ak uv a¾ujme

síly opaèného smìru. Pøi hledání výslednice p ostupujeme analogic ky jak o u sou-

sta vy ro vnob ì¾n ýc h sil stejného smìru, tj. problém pøev edeme za v edením p o-

mo cn ýc h sil F

0

, � F

0

na problém rùznob ì¾n ýc h sil. Výsledek øe¹ení je zøejm ý

z obr. 11.
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R

1

F

1

S

� F

0

F

0

F

2

R

2

�

F

v

R

1

F

1

� F

0

A

F

2

R

2

B

C F

0

j A C j = r

1

j BC j = r

2

j AB j = r = r

2

� r

1

Obr. 11

�

Výslednice má v elik ost

F

v

= F

1

� F

2

(15)

a le¾í v b o dì C mimo úseè ku AB na stranì v ìt¹í síly . Vzdálenost r

1

b o du C

o d b o du A urèíme z momen to v é v ìt y (14), neb o z p o dobnosti tro júhelníkù na

obr. 11. Platí

F

1

r

1

= F

2

r

2

= F

2

( r

1

+ r ) ;

neb oli

r

1

=

F

2

F

1

� F

2

r =

F

2

F

v

r :

P o vynásob ení sin � dostaneme vztah pro ramena sil

p

1

=

F

2

F

v

p : (16)

Uv a¾ujme n yní zvlá¹tní pøípad dv ou vzá jemnì ro vnob ì¾n ýc h sil opaèného

smìru a stejné v elik osti (obr. 12). Její v elik ost p o dle (15) je F

v

= 0 a její p oloha

p o dle (16) je p

1

! 1 . T ato zvlá¹tní sousta v a se nazýv á silová dvojice .

11



Úèinek silo v é dv o jice se zøejmì pro jevuje p ouze momen tem síly . Vyp o èteme

jeho v elik ost k lib o v olnì umístìném u (momen to v ém u) b o du O (obr. 12):

M = � xF + ( x + p ) F = pF : (17)

O

x

F

p

B

A

F

M

Obr. 12�

Nezá visí tedy na p oloze

b o du O .

V ektor momen tu M silo v é

dv o jice je k olm ý k ro vinì,

v ní¾ dv o jice le¾í a není

v ázán k ¾ádném u b o du |

je to vektor volný . Pøi za-

c ho v ání smìru jej m ù¾eme

p osunout do lib o v olného

b o du v prostoru.

d) Ro vnob ì¾né p osun utí síly do lib o v olného b o du v tìlese

a) b) c)

O

A

A

0

r

0

r

F F

A

r

0

� F

0

F

0

A

0

A

0

F

0

= F

M

Obr. 13

�

Pùsobí-li síla F v b o dì A tuhého tìlesa (obr. 13a), m ù¾eme ji p osunout do

lib o v olného b o du A

0

v tìlese tak, ¾e v tom to b o dì pøip o jíme k tìlesu n ulo vý

v ektor F

0

; � F

0

, pøièem¾ F

0

= F (obr. 13b). Vzá jemná p oloha b o dù A , A

0

je

zøejmì urèena vztahem r

0

= r � r

0

. Pøi ro vnob ì¾ném p osun utí síly F do b o du A

0

m usíme tedy pøip o jit k síle F = F

0

doplòk o v ou silo v ou dv o jici F ; � F

0

= � F :

Její momen t k lib o v olném u b o du O je

M = r � F + r

0

� ( � F

0

) = ( r � r

0

) � F = r

0

� F ; (18)

neb oli je nezá vislý na v olb ì momen to v ého b o du O . Výsledek ro vnob ì¾ného

p osun utí b o du je znázornìn na obr. 13c.

e) Výslednice ob ecné ro vinné sousta vy sil

Mìjme sousta vu n sil, které nema jí sp oleèné p ùsobi¹tì. Pro jedno duc host

zv olíme r ovinnou sousta vu a budeme poèetním zp ùsob em hledat její výslednici.
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P o dstata øe¹ení úloh y je v principu jedno duc há. P ostup em uv eden ým v pøed-

c házejícím o dsta v ci ad d) úloh u pøev edeme na skládání rùznobì¾ných v ektorù

� F

j

F

j

d

M

v

y

F

v

F

v

� F

v

A

j

A

v

F

j

x

O

Obr. 14

�

sil a momen tù sil. Uv a¾ujme napø.

ob ecnou sílu F

j

, která le¾í v ro vinì

z = 0 v p ùsobi¹ti A

j

. T ato síla re-

prezen tuje lib o v olnou sílu z n -tice

dan ýc h sil. T yto síly pøeneseme do

urèitého b o du ro vin y , napø. do p o-

èátku O (obr. 14). Ke k a¾dé pøene-

sené síle m usíme pøi p o jit momen t

M

j

pøíslu¹né silo v é dv o jice.

P oté m ù¾eme na jít výslednici sil a

momen tù silo výc h dv o jic sousta vy:

F

v

=

n

X

j =1

F

j

; M

v

=

n

X

j =1

M

j

: (19)

K tom u je tøeba pøip omenout, ¾e v pøípadì ro vinné sousta vy ma jí v¹ec hn y

momen t y M

j

smìr k olm ý k ro vinì sil (ma jí v na¹em pøípadì smìr osy z ) a tudí¾

se skláda jí sk alárnì. Pro výsledn ý momen t b yl v obr. 14 p ou¾it pro jedno du-

c host sym b ol oblouè ku se ¹ipk ou, naznaèuje smìr rotace, kterou b y momen t

síly vyv olal. T en to momen t M

v

lze zcela elimino v at vho dn ým pøemístìním vý-

slednice F

v

tak, ab y F

v

d = M

v

.

Pùjde-li naopak o ro vinnou soustavu r ovnobì¾ných sil , bude úloha snadno

øe¹itelná. Pøi p o èetním p ostupu lze jednak vyu¾ít vý¹e p opsané meto dy s tím,

¾e ob ì ro vnice (19) budou sk alární. Jednak lze vyu¾ít momen to v é v ìt y (14).

Oba p ostup y uplatníme v následujícím pøíkladì.

Pøíklad 1

Urèete výslednici sil F

1

, F

2

, F

3

, které p ùsobí na tuh ý nosník p o dle (obr. 15).

Tího v ou sílu nosníku neuv a¾ujte.
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M

v

O C

d

F

2

F

1

F

v

F

3

a a a

Obr. 15�

F

1

= 60 N,

F

2

= 40 N,

F

3

= 30 N,

a = 0 ; 30 m

Øe¹ení

a) Dané síly pøeneseme do b o du O a na jdeme výslednou sílu a výsledn ý mo-

men t silo výc h dv o jic:

F

v

= � F

1

+ F

2

� F

3

= � 50 N

M

v

= � F

1

a + F

2

2 a � F

3

3 a = � 21 N � m :

Výsledn ý momen t M

v

vyru¹íme pøemístìním výsledné síly F

v

do vzdále-

nosti d , pro ní¾ platí

d =

M

v

F

v

=

� 21

� 50

m = 0 ; 42 m :

b) P oloh u výslednice lze urèit ro vnì¾ u¾itím momen to v é v ìt y (14), p o dle ní¾

souèet momen tù slo¾k o výc h sil vzhledem k b o du ( C ) le¾ícím u na výslednici

je n ulo vý:

F

1

( d � a ) + F

2

(2 a � d ) � F

3

(3 a � d ) = 0

d =

F

1

� 2 F

2

+ 3 F

3

F

1

� F

2

+ F

3

a = 0 ; 42 m :

1.6 Gra�c k é urèení výslednice ro vinn ýc h sousta v sil

Gra�c k é øe¹ení p opsané v èlánku 1.4a (obr. 8) lze p ou¾ít jen pro pøípad rùz-

nob ì¾n ýc h sil. Gra�c k é øe¹ení pro ro vnob ì¾né síly (obr. 10, 11) aplik o v ané na

ob ecnìj¹í pøípady b y b ylo v elmi pracné. Proto b yla vypraco v ána metoda vlák-

nového a silového obr azce .

Meto du si uk á¾eme na k onkrétním jedno duc hém pøípadì dv ou ro vnob ì¾-

n ýc h sil (obr. 16a).
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a) b)

vlákno vý

obrazec

p

1

F

1

A

0

1

2

C

p

v

p

2

F

2

B

F

v

F

v

F

2

F

1

F

0

1

F

0

2

F

0

� F

0

F

v

silo vý

obrazec

P (p ól)

Obr. 16�

K sousta v ì pøip o jíme n ulo v ou sousta vu sil F

0

, � F

0

na nositelce 0 smìru

p o dstatnì o dli¹ného o d smìru nositelek p

1

, p

2

. Pracujeme nejprv e se silou F

0

,

kterou seèteme s danou silou F

1

a dostaneme dílèí výslednici F

0

1

= F

0

+ F

1

(obr. 16b). Nositelk a 1 této síly m usí pro c házet prùseèík em A nositelek p

1

a

0 | viz vlákno vý obrazec (obr. 16a). Nyní se vrátíme do silo v ého obrazce a

k síle F

0

1

pøièteme danou sílu F

2

a dostaneme dílèí výslednici F

0

2

= F

0

1

+ F

2

,

její¾ nositelk a 2 m usí pro c házet prùseèík em B nositelek 1 a p

2

. Nak onec je tøeba

o deèíst vlo¾enou sílu F

0

, tedy pøip o jit sílu � F

0

. T ak dostaneme výslednou sílu

F

v

= F

0

2

� F

0

, která v e vlákno v ém obrazci m usí pro c házet prùseèík em C nositelek

0, 2. Bo d P je význaèn ým b o dem silo v ého obrazce; nazýv á se pól . Celý p ostup

lze formálnì zjedno du¹it jak uk á¾eme na dal¹ím pøíkladì.

Mìjme sousta vu èt yø sil v ro vinì p o dle obr. 17. P omo cné síly (vlo¾enou

n ulo v ou sousta vu sil F

0

, � F

0

a dílèí výslednice) získ áme sp o jením k onco výc h

b o dù dan ýc h s vho dnì v olen ým p ólem P v silo v ém obrazci (oznaèujeme je n yní

ji¾ jen èísly) a smìry tìc h to sil pøená¹íme do vlákno v ého obrazce. Na k onci

p ostupu ji¾ nepøip o jujeme sílu � F

0

, n ýbr¾ p ou¾ijeme nositelky 0 síly F

0

, která

má stejn ý smìr. Síla F

v

doplò uje pøíslu¹n ý n + 1 úhelník. Její nositelk a pro c hází

prùseèík em nositelek 0, 4 v e vlákno v ém obrazci.
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a) b)

F

1

F

2

F

3

F

4

F

v

0

1

2

3

4

F

1

F

2

F

3

F

4

F

v

0

1

2

3

4

P

Obr. 17
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2 T ì¾i¹tì

2.1 T ì¾i¹tì tuhého tìlesa

Na jednotliv é hmotné elemen t y � m tìlesa p ùsobí v homogenním tího v ém p oli

Zemì síly , které jsou vzá jemnì ro vnob ì¾né. Pøedp okládáme-li, ¾e tìleso je ho-

mogenní o h ustotì % , bude elemen t tího v é síly � F

G

= g � m = g % � V : Celk o v á

tího v á síla F

G

= g m = g %V pro c hází významn ým b o dem, který se nazýv á

tì¾i¹tì (ten to b o d pøitom nem usí b ýt souèástí tìlesa, jak je tom u napø. u kru-

ho v ého prstence).

z

O

x

y

y

T

x

T

z

T

g

F

G

� F

G

� m

V

T

Obr. 18

�

P oloh u x

T

; y

T

; z

T

tì¾i¹tì tìlesa na

obr. 18 urèíme p o dle pra videl pro sklá-

dání ro vnob ì¾n ýc h sil, pøièem¾ sou-

øadnice x

T

; z

T

urèíme tak, ¾e tího v é

p ole nec háme p ùsobit v e smìru osy � y

a souøadnici y

T

tak, ¾e tího v é p ole ne-

c háme p ùsobit v e smìru osy x . U¾i-

jeme pøitom V arignono vu v ìtu, napø.

pro souøadnici x

T

bude platit

X

( V )

xg % � V = x

T

g %V ;

pøièem¾ sym b ol

P

( V )

znaèí, ¾e souèet pro v ádíme pøes celý ob jem tìlesa. P o krá-

cení g % vyp o èteme x

T

: T ak p ostupnì dostaneme v¹ec hn y souøadnice tì¾i¹tì

x

T

=

1

V

X

( V )

x � V ; y

T

=

1

V

X

( V )

y � V ; z

T

=

1

V

X

( V )

z � V : (20)

Výp o èet p o dle tìc h to vzorcù bude tím pøesnìj¹í, èím men¹í elemen t y � V ; které

vyplò ují celé tìleso o ob jem u V , budeme v olit. V limitì � V ! 0 v ede výp o èet

na in tegro v ání, co¾ pøesah uje rámec tohoto textu.

Má-li homogenní tìleso ro vin u neb o osu soumìrnosti, le¾í tì¾i¹tì v této ro-

vinì neb o na této ose. Má-li homogenní tìleso støed soumìrnosti, je jeho tì¾i¹tì

toto¾né s tím to støedem. P oloha tì¾i¹tì o d p o dsta vy nìkterýc h homogenníc h

tìles na jejic h ose v zá vislosti na vý¹ce h tìc h to tìles je uv edena v tab.I.

T ab. I.

v álec, hranol n {b oký jehlan ku¾el p olok oule

h

2

h

4

h

4

3

8

h =

3

8

r

Je-li tìleso sesta v eno z nìk olik a dílèíc h tìles, jejic h¾ hmotnosti � m = % � V

a souøadnice jejic h tì¾i¹» známe, urèíme tì¾i¹tì tìlesa u¾itím vzorcù (20).
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F

G

F

G 1

F

G 2

S

1

S

2

T

Obr. 19�

Je-li v tìlese dutina neb o otv or, pøip o jíme do tì-

¾i¹tì této c h yb ìjící èásti tího v ou sílu opaèného smìru.

Napø. v hranolu na obr. 19 je asymetric ky vytv oøen ý

v álco vý otv or. Do b o du S

2

tedy pøip o jíme tího v ou

sílu F

G 2

opaèného smìru ne¾ má tího v á síla F

G 1

. Síla

F

G 1

o dp o vídá celistv ém u hranolu, F

G

= F

G 1

� F

G 2

hranolu s otv orem.

2.2 T ì¾i¹tì plo c h y a èáry

Analogic ky p o jm u tì¾i¹tì tìlesa se za v ádí p o jem tì¾i¹tì plo c h y a tì¾i¹tì èáry .

Pro výp o èet souøadnic tì¾i¹tì r ovinné plochy si pøedsta vme homogenní plo-

c hé tìleso o plo¹e základn y S a k onstan tní tlou¹»ce t . P o dosazení do prvníc h

T ab. I I

Kruho vý oblouk

Pùlkruho vý oblouk

T ro júhelník

Kruho v á výseè

Pùlkruh

T

r

b

s

� �

y

T

y

T

= r

sin �

�

= r

b

s

� = � = 2 ;

b = � r ; s = 2 r

y

T

=

2 r

�

h

T

y

T

y

T

=

h

3

y

T

=

2 r sin �

3 �

y

T

=

4 r

3 �

� = � = 2

r

� � y

T

T

È�
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dv ou vztah ù (20) za V = tS; � V = t � S dostaneme

x

T

=

1

S

X

( S )

x � S ; y

T

=

1

S

X

( S )

y � S : (21)

P o dobnì pro výp o èet souøadnic tì¾i¹tì r ovinné èáry si pøedsta vme drát k on-

stan tního pøíèného prùøezu S v elmi malýc h rozmìrù oproti délce l . P ak V = S l ;

� V = S � l a p o dle (20) dostaneme

x

T

=

1

l

X

( l )

x � l ; y

T

=

1

l

X

( l )

y � l : (22)

V limitì � S ! 0 neb o � l ! 0 pøec házejí výrazy (21) a (22) op ìt na in te-

grály . Výsledky øe¹ení pro nìkteré dùle¾ité èáry a plo c h y jsou uv eden y v tab. I I.

Pøíklad 2

Vyp o ètìte souøadnice tì¾i¹tì plo c h y na

obr. 20.

Øe¹ení:

Nejprv e vho dnì zv olíme sousta vu sou-

øadnic (viz obr. 21, 22). Plo c ha je syme-

tric k á p o dle osy x , proto p o èítáme jen

souøadnici x

T

, neb o» y

T

= 0 : Plo c h u lze

rozlo¾it na ob délníky . Je nìk olik mo¾-

ností, zv olíme dv ì.

10

70

10

30 10

T

Obr. 20

�

a) Plo c h u rozlo¾íme na tøi ob délníky (obr. 21).

S

1

= S

3

= 300 mm

2

; S

2

= 900 mm

2

; S = 2 S

1

+ S

2

= 1500 mm

2

;

x

1

= x

3

= 15 mm ; x

2

= 35 mm ; x

T

=

2 S

1

x

1

+ S

2

x

2

S

= 27 mm :

b) Plo c h u rozlo¾íme na dv a ob délníky (obr. 22): o d ob délníku ABCD plo c h y

S

0

1

o deèteme ob délník EF GH plo c h y S

0

2

. Platí

S

0

1

= 3600 mm

2

; S

0

2

= 2100 mm

2

; S = S

0

1

� S

0

2

= 1500 mm

2

;

x

0

1

= 20 mm ; x

0

2

= 15 mm ; x

T

=

S

0

1

x

0

1

� S

0

2

x

0

2

S

= 27 mm :
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T

x

2

x

1

= x

3

x

y

x

T

S

1

S

2

S

3

S

O

Obr. 21�

T

x

0

2

x

0

1

x

y

x

T

S

0

1

S

0

2

S

O

D

H

A

E

G

F

C

B

Obr. 22�

2.3 Gra�c k é urèení tì¾i¹tì

Proto¾e pøi hledání souøadnic tì¾i¹tì jde v p o dstatì o úloh u nalezení p ùsobi¹tì

výslednice sousta vy ro vnob ì¾n ýc h sil v prostoru neb o v ro vinì, lze pro øe¹ení

této úloh y p ou¾ít gra�c kýc h meto d vypraco v an ýc h pro øe¹ení tìc h to sousta v.

Pro øe¹ení tì¾i¹tì oso v ì symetric kýc h tìles, plo c h ýc h tìles, plo c h a èar lze p o-

u¾ít gra�c k ého øe¹ení, které je p opsáno v èlánku 1.5. Uk á¾eme si to na dv ou

pøíkladec h.

Pøíklad 3

Naleznìte souøadnici x

T

tì¾i¹tì plo c h y z pøíkladu 2 gra�c k ou meto dou, a to

pro pøípady ad a), ad b) rozkladu plo c h y .

O

x

T

T

1

0

2

S

1

+ S

3

S

2

S

S

1

+ S

3

S

2

2

1

0

P

x

T

= 27 mmObr. 23	
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O

x

T

T

1

0

2

S

0

1

S

0

2

S

S

S

0

1

S

0

2

1

2

0

P

x

T

= 27 mmObr. 24


Øe¹ení:

Úloh u pøev edeme na skládání sil, jejic h¾ v elik ost je úmìrná v elik osti pøíslu¹-

n ýc h plo c h.

a) Obr. 23

b) Obr. 24

Øe¹ení ad b) je ménì pøesné, proto¾e se zde uplatò uje rozdíl sil. Proto b ylo

zv oleno v ìt¹í mìøítk o pro délky .

Pøíklad 4

Urèete gra�c kým øe¹ením souøadnice tì¾i¹tì lomené èáry p o dle obr. 25.

l

1

l

2

l

3

l

4

�

�

Obr. 25

�

l

1

= l

2

= l

4

= 25 mm ;

l

3

= 40 mm ;

� = 45

�

Øe¹ení:

Nejprv e zv olíme sousta vu souøadnic (obr. 26). V elik ost tího výc h sil bude

úmìrná délk ám úseèek, jejic h p ùsobi¹tì bude v e støedu úseèek. Smìr tìc h to sil

bude pro souøadnici x

T

v záp orném smìru osy y , pro y

T

v e smìru osy x . Silo v é

obrazce sp o jíme do jednoho obrazce se sp oleèn ým p ólem P (viz obr. 26).
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1
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0

0

1

0

2

0

3

0

4

0

O

x

T

y

T

T

x

y

l

1

l

2

l

3

l

4

0

1

2

3

4

0

0

1

0

2

0

3

0

4

0

F

1

F

2

F

3

F

4

F

0

1

F

0

2

F

0

3

F

0

4

x

T

= 30 mm

y

T

= 36 mm

Obr. 26

P

�
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3 Ro vno v áha a ulo¾ení tìlesa v ro vinì

3.1 P o dmínky ro vno v áh y tìlesa

V ìn ujme nejprv e p ozornost pøípadu tuhého tìlesa, které se nac hází v inerciální

vzta¾né sousta v ì a na nìj¾ p ùsobí ob ecná prostoro v á sousta v a sil (ob ecnì sil

vzá jemnì mimob ì¾n ýc h). Ab y toto tìleso b ylo v ro vno v áze, ab y tedy existo v ala

vzta¾ná sousta v a, v ní¾ se nebude p oh yb o v at | ani p osouv at, ani otáèet, musí

být výsle dnice sil pùsobících na tìleso nulová a musí být nulová i výsle dnice

momentù sil . Musí tedy platit

n

X

j =1

F

j

= 0 ; (23)

n

X

j =1

M

j

= 0 : (24)

T yto dv ì v ektoro v é ro vnice reprezen tují ¹est slo¾kových r ovnic . V olné tìleso,

jak víme z Úv o du, má ¹est stupò ù v olnosti a splnìní k a¾dé z tìc h to slo¾k o výc h

ro vnic o debírá tìlesu jeden stup eò v olnosti. T ìleso, které se v e vzta¾né sousta v ì

nep oh ybuje, má n ula stupò ù v olnosti.

V této stati, která je jen úv o dem do statiky , bude úèelné zab ýv at se p ouze

øe¹ením pøípadu r ovnováhy tuhého tìlesa v r ovinì . P ak se v pøípadì ob ecné

sousta vy sil v ro vinì redukuje ro vnice (23) na dv ì slo¾k o v é ro vnice a ro vnice

(24) na jedn u slo¾k o v ou ro vnici. Budou-li síly p ùsobit v ro vinì z = 0 , budou

mít slo¾k o v é ro vnice ro vno v áh y tv ar

n

X

j =1

F

xj

= 0 ;

n

X

j =1

F

y j

= 0 ; (25)

n

X

j =1

M

z j

= 0 : (26)

Jde tedy o tøi ro vnice, které o dp o vída jí tom u, ¾e v olné tìleso má v ro vinì tøi

stupnì v olnosti. Splnìní k a¾dé z ro vnic (25), (26) o debírá tìlesu jeden stup eò

v olnosti.

Bude-li na tìleso p ùsobit jen soustava rùznobì¾ných sil , tedy sousta v a sil se

sp oleèn ým p ùsobi¹tìm, bude ro vno v áh y tìlesa dosa¾eno pøi splnìní p o dmínek

(23), resp. (25). Pro dosa¾ení ro vno v áh y tìlesa zde proto p ostaèí, ab y silový

obr aze c byl uzavø ený , neb oli, ab y výsle dnice sil byla nulová . U ob ecné sousta vy

sil je to p o dmínk a p ouze n utná.
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Bude-li na tìleso p ùsobit jen sousta v a momen tù sil, vyv olan ýc h napø. sou-

sta v ou silo výc h dv o jic, pak p ostaèí pro ro vno v áh u tìlesa jen splnìní p o dmínky

(24), resp. (26). Pro ob ecnou sousta vu sil je to op ìt jen p o dmínk a n utná.

Souèasné splnìní ob ou p o dmínek (23), (24), resp. (25), (26), dá v á podmínku

nutnou a postaèující pro pøípad p ùsob ení ob ecné sousta vy sil na tuhé tìleso.

Ro vno v áh y tuhého tìlesa bude dosa¾eno v tìc h to dv ou pøípadec h:

1. Pro dané síly (èasto oznaèo v ané jak o þvti¹tìnéÿ síly) ob ecnì p ùsobící na

tìleso budou splnìn y p o dmínky (23), (24), neb oli výslednice dan ýc h sil a

jejic h momen tù bude n ulo v á.

2. Nebudou-li výslednice dan ýc h sil a jejic h momen tù n ulo v é, je n utné tuhé

tìleso vhodnì ulo¾it (viz. o dst. 3.3). P ak vzniknou v ulo¾ení r e akce , které

doplní sousta vu dan ýc h sil a momen tù sil tak, ¾e p o dmínky (23), (24)

budou splnìn y .

3.2 Nìkteré n utné p o dmínky ro vno v áh y sil

a) Ro vno v áha dv ou sil

R

G

Obr. 27�

Dv ì síly budou v ro vno v áze, jen kdy¾ budou le¾et

na té¾e nositelce. Ab y to b yla p o dmínk a n utná i

p ostaèující, m usí b ýt t yto síly tak é stejnì v elk é a

vzá jemnì opaèného smìru.

Napø. v olná kuliè k a v tího v ém p oli nebude

v ro vno v áze, p ùsob ením tího v é síly bude padat.

Ab yc hom ji uv edli do ro vno v áh y pøi zac ho v ání

p ùsob ení dané síly G , p olo¾íme ji na v o doro vnou

p o dlo¾ku. T a zaène na kuliè ku p ùsobit v e smìru

svislice silou | reak cí R = � G , která ji uv ede

do ro vno v áh y (obr. 27).

b) Ro vno v áha tøí sil v ro vinì

Nutnou p o dmínk ou pro ro vno v áh u tøí rùznob ì¾n ýc h sil p ùsobícíc h v ro vinì

je, aby tyto síly pr ocházely je dním bodem . T ato v ìta má v elk ou dùle¾itost

pro statiku ro vinn ýc h sousta v, jak uvidíme v dal¹íc h pøíkladec h a úlohác h.

Pøíklad 5

Danou sílu F , která le¾í na nositelce p , uv eïte do ro vno v áh y dv ìma silami,

pøièem¾ o jedné víte, ¾e le¾í na pøímce p

B

, která je rùznob ì¾ná s pøímk ou p a

druhá pro c hází b o dem A , který le¾í v ro vinì urèené pøímk ami p , p

B

. Pøíklad je

k onkretizo v án na obr. 28a.
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Øe¹ení

U¾ijeme v ìtu o tøec h silác h | síly m usí pro c házet prùseèík em O pøímek p ,

p

B

(obr. 28b). Tím je dán smìr síly F

A

| pøímk a p

A

, která je sp o jnicí b o dù A ,

O . Ze silo v ého obrazce na obr. 28c urèíme v elik ost sil F

A

, F

B

. Silo vý obrazec

je uza vøen | jde o síly v ro vno v áze.

A

F F

F

p

B

p

B

p

B

p p

p

A

p

A

A

O

F

A

F

B

a) b) c)

Obr. 28

�

Pøíklad 6

Danou sílu F , která le¾í na nositelce p , uv eïte do ro vno v áh y dv ìma ro v-

nob ì¾n ými silami F

A

, F

B

, které p ùsobí na dan ýc h rùzn ýc h pøímk ác h p

A

, p

B

,

pøièem¾ pøímky p , p

A

, p

B

jsou vzá jemnì ro vnob ì¾né a le¾í v té¾e ro vinì. Situace

je k onkretizo v ána na obr. 29a.

Øe¹ení

Proto¾e síly F , F

A

, F

B

se protína jí v nek oneèn u, není mo¾né pøímo p ou¾ít

v ìtu o tøec h silác h. Sílu F uv edeme do ro vno v áh y dv ìma p omo cn ými silami

S

0

, S

1

p o dstatnì o dli¹ného smìru (vho dnou v olb ou p ólu P ). Situace je znázor-

nìna na obr. 29b, c a øe¹í se p ostup em reciprokým p ostupu, který b yl p opsán

v èl. 1.6. V e vlákno v ém obrazci (obr. 29b) nakreslíme nositelky 0, 1 sil S

0

,

S

1

tak, ab y se protínaly na nositelce p (síly S

0

, S

1

, F jsou v ro vno v áze |

pro c házejí b o dem O

F

).

p

A

p

A

p

B

p

B

p p

F F

O

A

O

F

O

B

2

0

1

F

A

F

B

F S

1

S

2

S

0

P

Obr. 29

a) b) c)

�
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Nositelk a p

A

neznámé síly F

A

m usí pro c házet b o dem O

A

, p o dobnì nositelk a

p

B

neznámé síly F

B

m usí pro c házet b o dem O

B

. Vlákno vý obrazec uza vøeme

pøímk ou 2, která je sp o jnicí b o dù O

A

, O

B

a udá v á smìr tøetí p omo cné síly S

2

.

Nyní v e slo¾k o v ém obrazci (obr. 29c) rozlo¾íme sílu S

0

na sílu S

2

a hledanou

sílu F

B

. Výslednice p omo cn ýc h sil S

1

a S

2

pak dá v á v elik ost druhé neznámé

síly F

A

. Tím je úloha vyøe¹ena.

P o dobnì budeme øe¹it i problém p opsan ý v pøíkladì 5, jestli¾e prùseèík O

pøímek p , p

B

bude mimo list papíru.

Pøíklad 7

Danou sílu F na nositelce p uv eïte do ro vno v áh y tøemi silami F

A

, F

B

,

F

C

, které le¾í na dan ýc h rùznob ì¾k ác h p

A

, p

B

, p

C

b ez sp oleèného prùseèíku,

pøièem¾ v¹ec hn y pøímky p , p

A

, p

B

, p

C

le¾í v jedné ro vinì. Situace je k onkreti-

zo v ána na obr. 30.

p

p

A

F

p

B

p

C

Obr. 30�

Øe¹ení

p

p

A

F

p

B

p

C

Obr. 31

D

E

c

F

B

C

F

F

A

F

C

a) b)

�
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Jde o ro vno v áh u èt yø sil, kterou pøev edeme prostøednictvím p omo cné Cul-

manno vy síly na ro vno v áh u dv ou tro jic sil, tedy na øe¹ení známého problém u.

Culmanno v a síla C má smìr Culmanno vy pøímky c , která je sp o jnicí prùseèíkù

D , E (obr. 31a). V e slo¾k o v ém obrazci (obr. 31b) nejprv e uv edeme do ro vno v áh y

sílu F silami F

A

, C a pak rozlo¾íme sílu C na hledané síly F

B

, F

C

, které ma jí

sp oleèné p ùsobi¹tì v b o dì E .

3.3 Ulo¾ení tìlesa v ro vinì

V olné tìleso v prostoru má ¹est stupò ù v olnosti, volné tìleso v r ovinì má tøi

stupnì volnosti . P oloha tìlesa v ro vinì je jednoznaènì urèena p olohou úseè ky ,

která le¾í v této ro vinì (napø. p olohou úseè ky AB na obr. 32). K tom u je

zap otøebí tøí souøadnic, napø. x , y , ' .

A ( x; y )

'

B

Obr. 32

�

A

'

B

Obr. 33

�

P oh ybliv ost v olného tìlesa m ù¾eme sní¾it za v edením vazby . Zamezíme-li

p oh ybu b o du A (obr. 33), o deb ereme tìlesu v ro vinì dv a stupnì v olnosti. T ì-

leso bude mít jeden stup eò v olnosti | jeho p oh ybliv ost bude p opsána zmìnou

jediné souøadnice ' . P oh ybu b o du A zamezíme pevnou podpor ou (obr. 33). Zb ý-

v a jící jeden stup eò v olnosti o deb ereme posuvnou podpor ou v b o dì B (obr. 34),

která zamezí rotaci tìlesa k olem b o du A . P okud b yc hom v b o dì B p ou¾ili p ev-

nou p o dp oru jak o v b o dì A , b yla b y sousta v a ji¾ staticky neur èitá (mìla b y

3 � 2 � 2 = � 1 stupò ù v olnosti) | viz obr. 35. T ak o v ou sousta vu ji¾ nelze øe¹it

jen u¾itím zák on ù statiky . P okud se tato p o dp ora u skuteèného tìlesa p ou¾ije,

m usí se øe¹ení doplnit u¾itím zák on ù pru¾nosti a p evnosti. P okud b yc hom vlo-

¾ili mezi b o dy A , B v obr. 35 je¹tì p o dp oru p osuvnou, b yla b y sousta v a ji¾

dv akrát static ky neurèitá.

A B

Obr. 34

�

A B

Obr. 35

	

P evnou p o dp oru v ro vinì m ù¾eme realizo v at ro vnì¾ pøip o jením dv ou tu-

h ýc h prutù do jednoho b o du tìlesa, napø. v b o dì A na obr. 36. Jeden pøip o-
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A B

1 2 3

Obr. 36




A

B

C

1

2

3

Obr. 37

�

jen ý prut o deb ere jeden stup eò v olnosti | napø. v b o dì B na obr. 36. T ro jná-

sobné vyu¾ití této v azb y je na obr. 37. O tøení v ulo¾ení na obr. 33 a¾ 37 se v e

statice neuv a¾uje.

A

Obr. 38�

Existuje je¹tì v azba, která lok álnì o debírá

tuhém u tìlesu v¹ec hn y stupnì v olnosti. Je

to vetknutí (obr. 38). T uhém u tìlesu v ro-

vinì o debírá tedy tøi stupnì v olnosti, tìlesu

k ona jícím u prostoro vý p oh yb o deb ere ¹est

stupò ù v olnosti.

3.4 Princip uv olnìní z v azb y , urèo v ání reak cí

Øe¹ení ro vno v áh y v ázaného tìlesa (neb oli tìlesa p o drob eného v azbám) pøe-

v ádíme na øe¹ení ro vno v áh y v olného tìlesa tím, ¾e je uv olníme z v azb y , tj.

o dstraníme v azb y a jejic h úèinek nahradíme p ùsob ením pasivníc h sil, tzv. r e-

akcí (nazýv a jí se ro vnì¾ vazbové síly ). P opsan ý p ostup je vyjádøením principu

uvolnìní z vazby .

Reak ce se zpra vidla oznaèují sym b olem R . T yto síly vstupují do p o dmínek

ro vno v áh y (25), (26) sp oleènì s dan ými silami. Je¹tì je tøeba v ìdìt, jaký smìr

budou mít reak ce u jednotlivýc h druh ù p o dp or.

1. Podporu pevnou ( A v obr. 34) nahradíme reak cí R

A

, která m ù¾e mít

v ro vinì lib o v oln ý smìr. Má tedy dv ì slo¾ky R

Ax

, R

Ay

(dv ì neznámé).

2. Podporu prutovou (1, 2, 3 na obr. 36, 37) nahradíme reak cí R , která má

smìr prutu (jedna neznámá | v elik ost).

3. Podporu posuvnou ( B v obr. 34) nahradíme reak cí R

B

, která má smìr

kolmý na mo¾n ý smìr p osuvu tìlesa na p o dp oøe (jedna neznámá | v eli-

k ost).

4. V etknutí ( A v obr. 38) v ro vinné úloze nahradíme reak cí R

A

, která m ù¾e

mít v ro vinì lib o v oln ý smìr (má dv ì slo¾ky R

Ax

, R

Ay

) a reak èním mo-

men tem M

R

, který je k olm ý k uv a¾o v ané ro vinì (celk em tøi neznámé).
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Uplatnìní p opsaného p ostupu p o èetního øe¹ení si uk á¾eme na následujícím pøí-

kladì. V dal¹ím pøíkladì bude u¾ito gra�c k é øe¹ení ro vno v áh y .

Pøíklad 8

Urèete reak ce pro homogenní tuhé nosníky zatí¾ené silami a ulo¾ené p o dle

obr. 39 a 40. Nosníky se nac házejí v homogenním tího v ém p oli, hmotnost k a¾-

dého z nic h je m . P o dle zvyklostí v olte kladn ý smìr sil dolù.

A B

F

a

l

�

g

Obr. 39




A

F

1

F

2

a

l

Obr. 40

�

Øe¹ení

Nosníky nejprv e uv olníme z v azb y , pøip o jíme reak ce a napí¹eme p o dmínky

p o dle (25) a (26). Za momen to vý b o d budeme v ob ou pøípadec h v olit b o d A .

V e støedu nosníkù p ùsobí tího v á síla m g .

a) Nosník z obr. 39.

A

R

Ay

R

Ax

F

x

F

y

l

m g

B

R

Ba

l = 2

F

y

= F cos �

F

x

= F sin � ;

Obr. 41

�

Ro vnice ro vno v áh y:

R

Ax

� F

x

= 0 ;

� R

Ay

+ F

y

+ mg � R

B

= 0 ;

aF

y

+

l

2

mg � l R

B

= 0 :
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Øe¹ením dostaneme v elik ost slo¾ek reak cí

R

Ax

= F sin � ;

R

B

=

aF cos �

l

+

mg

2

;

R

Ay

= F cos � �

aF cos �

l

+

mg

2

:

b) Nosník (krak orec) z obr. 40.

A

R

y

R

x

F

1

F

2

l

m g

M

R

a

l = 2

Obr. 42

�

Ro vnice ro vno v áh y:

R

x

= 0 ;

� R

y

� F

1

+ mg + F

2

= 0 ;

� M

R

� aF

1

+

l

2

mg + l F

2

= 0 :

Øe¹ením

R

x

= 0 ;

R

y

= F

2

� F

1

+ mg ;

M

R

= � aF

1

+

mg l

2

+ l F

2

:

Pøíklad 9

Je dáno tìleso zlev a uc h ycené dv ìmi pruto vými p o dp orami a zpra v a kluznì

p o depøené p o dle obr. 43a. Pro danou sílu F gra�c ky urèete pøíslu¹né reak ce.

Øe¹ení

Jde o úloh u rozlo¾it danou sílu F na tøi síly (reak ce) dan ýc h smìrù, pøièem¾

smìr nositelky R

B

je k olm ý k p o dlo¾ce B . Øe¹ení pro v edeme prostøednictvím

Culmanno vy síly C (viz pøíklad 7).
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a) b)

A

B

D

R

A

R

D

R

B

F

c

R

A

R

D

R

B

F

C

Obr. 43

�
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4 Øe¹ení ro vinn ýc h pruto výc h sousta v

Jak o dùle¾itou tec hnic k ou aplik aci dosud probran ýc h p oznatkù naznaèíme n yní

static k é øe¹ení prutových soustav , tj. sousta v slo¾en ýc h z jednotlivýc h prutù, se

kterými se setk á v áme napø. u mostù, jeøáb ù, sto¾árù, støe¹níc h v aznikù, u le¹ení

ap o d. Pro jedno duc host se budeme zab ýv at jen ro vinn ými sousta v ami. Jednot-

liv é prut y sousta vy se protína jí v místec h, která se nazazýv a jí styèníky . V e

st yènicíc h jsou prut y zpra vidla sp o jen y prostøednictvím st yèník o výc h plec h ù,

na které jsou prut y pøin ýto v án y neb o pøiv aøen y , pøípadnì jsou zde sp o jen y

kloub y . Pro static k é øe¹ení budeme prutovou soustavu de�no v at jak o soustavu

slo¾enou z tuhých prutù zane dbatelné hmotnosti, kter é jsou navzájem spolu spo-

jeny ide álními klouby (v nic h¾ není tøení) ve styènicích (obr. 44).

A B

F

1

F

2

Obr. 44

�

R

A

R

B

F

1

F

2

Obr. 45

�

Pøi øe¹ení pruto v é sousta vy m usí b ýt splnìn y t yto p o dmínky:

1. Pruto v á sousta v a m usí b ýt dok onale tuhá, tj. prut y m usí tv oøit static ky

urèité obrazce, jimi¾ jsou tro júhelníky (obr. 44).

2. Vnìj¹í dané síly p ùsobí jen v e st yènicíc h (obr. 44).

3. V jednotlivýc h prutec h p ùsobí jen vnitøní síly; tj. na uv olnìn ýc h prutec h

m usí b ýt ro vno v áha sil. Proto¾e vnìj¹í síly p ùsobí jen v e st yènicíc h, le¾í

nositelky sil, které prut y pøená¹ejí, v ose prutù. Vnitøní síly namáha jí

prut y buï na tah neb o na tlak.

4. V ùèi vnìj¹ím silám se pruto v á sousta v a c ho v á jak o tuhé tìleso (obr. 45).

Reak ce proto urèujeme jak o u nosníkù (viz èl. 3.4).

Gra�c ký zp ùsob øe¹ení , který je za uv eden ýc h pøedp okladù v elmi jedno-

duc h ý , si uk á¾eme na pøíkladec h.

Máme napø. urèit síly v prutec h k onzolo v ého jeøábu (obr. 46a) zatí¾eného

v e st yèníku I. silou F a ulo¾eného v e st yènicíc h I I. a I I I. Nejprv e je n utné zv olit

mìøítk o disp ozice, tj. mìøítk o nákresu jeøábu tak, ¾e 1 mm nákresu o dp o vídá

� mm v e skuteènosti a dále mìøítk o sil tak, ¾e 1 mm silo v ého obrazce o dp o vídá
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{ newton ù (N). Pøi øe¹ení nejprv e urèíme znám ým p ostup em reak ce R

A

, R

B

(obr. 46 a,b).

R

B

R

A

A

B

F

I

I I

I I I

IV

1

2

3

4

5

a)

�

disp ozice:

1 mm b= � mm

silo vý obrazec:

1 mm b= { N

R

B

R

A

F

b)

�

R

B

R

A

F

1

2

3

45

d)

�

R

B

R

A

F

1

2

3

4

5

c)

Obr. 46

�

Základní m y¹lenk ou øe¹ení vnitøníc h sil v prutec h je, ¾e musí být v r ovnováze

síly pùsobící na ka¾dý je dnotlivý styèník . Pøitom si uv ìdomíme, ¾e nositelky sil

v prutec h le¾í na osác h prutù a ¾e v e st yènicíc h se protína jí v jednom b o dì.

Pro k a¾dý st yèník lze tedy urèit dv ì neznámé síly v prutec h. Z p o¾ada vku, ¾e

silo vý obrazec m usí b ýt uza vøen, dostaneme gra�c k é øe¹ení v¹ude tam, kde v e
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st yèníku nep ùsobí více ne¾ dv ì pruto v é síly .

V na¹em pøípadì lze tudí¾ zaèít st yèník em I neb o I I I. Vyjdeme ze st yè-

níku I a nakreslíme pøíslu¹n ý silo vý tro júhelník (plnì vyta¾en ý tro júhelník

v obr. 46c). Pøi kr eslení silového obr azce zásadnì pøipojujeme síly za sebou

v takovém poø adí, v jakém násle dují za sebou pøi obìhu kolem styèníku . Ob ìh

v olíme napø. v e smìru c ho du ruèièek na ho dinác h.

T ak máme vyøe¹en st yèník I. Síly 1 a 2 na obr. 46c jsou síly , kterými p ùsobí

prut y 1 a 2 na st yèník, ab y jej uv edly do ro vno v áh y . Naopak st yèník p ùsobí

p o dle principu vzá jemného p ùsob ení na prut y silami opaèného smìru (obr.

46a). Prut 1 je tedy namáhán na tlak (budeme de�no v at, ¾e síla má záp ornou

ho dnotu), prut 2 je namáhán na tah (budeme de�no v at, ¾e síla má kladnou

ho dnotu). Do disp ozice (obr. 46a) nakreslíme ¹ipky pøíslu¹n ýc h sil.

Nyní m ù¾eme p ostoupit do st yèníku I I. neb o IV . Zv olme st yèník I I., kde

sílu v prutu 2 ji¾ známe. Nakreslíme silo vý obrazec (teè k o v an ý v obr. 46c) a

vyznaèíme smìry sil v disp ozici. Nyní p ostoupíme do st yèníku I I I. (èerc ho v an ý

silo vý obrazec). Silo vý obrazec pro st yèník IV . (èárk o v an ý) kreslíme jen pro

k on trolu, proto¾e síly jsou ji¾ urèen y z ro vno v áh y ostatníc h st yèníkù.

Jak si m ù¾eme v¹imnout, není n utné pøi kreslení silo výc h obrazcù síly v pru-

tec h pøekreslo v at, ale lze nakreslit jedin ý obrazec (obr. 46d), kterém u se øík á

Cr emonùv silový obr aze c . Smìry vnitøníc h sil, tj. sil v prutec h, se do tohoto

obrazce nevyznaèují, ale kreslí se pøímo do disp ozice. Pøi praktic k ém øe¹ení se

v disp ozici nevyznaèují dv o jice ¹ip ek smìrù vnitøníc h sil, jak je tom u v obr. 46a.

Vyznaèují se jen smìry vnitøních sil, kterými pùsobí prut na styèník. T ak ji¾ je

to pro v edeno v øe¹ení následujícího pøíkladu 10 a v øe¹ení úloh y 21.

Pøíklad 10

Gra�c k ou meto dou urèete reak ce R

A

, R

B

a síly v prutec h pruto v é sousta vy

z obr. 47a. Jsou dán y v elik osti sil F

1

= 12 ; 5 kN ; F

2

= 25 ; 0 kN a jejic h smìr.

Øe¹ení

Nejprv e gra�c ky urèíme reak ce R

A

, R

B

na výslednou vnìj¹í sílu F = F

1

+ F

2

:

P oté budeme p ostupnì urèo v at síly v prutec h Cremono vým silo vým obrazcem.

Mù¾eme p ostup o v at buï o d st yèníku v p o dp oøe A , neb o o d st yèníku v p o dp oøe

B . Výsledky øe¹ení jsou uv eden y v tabulce, pøièem¾ taho v é zatí¾ení prutu je

oznaèeno znaménk em + a tlak o v é zatí¾ení znaménk em � . Za jíma v é je, ¾e pro

dané vnìj¹í síly není prut 3 zatí¾en (nem usel b y tam tudí¾ ani b ýt).
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R

B

R

A

A

B

F

F

1

F

1

F

2

F

2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

O

90

�

90

�

75

�

150

4500 45003000

a)

�

R

B

R

A

F

�

R

B

R

A

F

1

F

2

1

2 � 4

6

7

5

8

9

10

11

Obr. 47 	

dáno: F

1

= 12 ; 5 kN ; F

2

= 25 ; 0 kN

øe¹ením { reak ce: R

A

= 26 ; 5 kN ; R

B

= 10 ; 0 kN

disp ozice:

1 mm b= 125 mm

silo vý obrazec:

1 mm b= 625 N

prut 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

F = kN -10,7 -15,8 0 -15,8 -3,5 -9,2 +24,2 -29,0 -24,3 -22,5 +16,8
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5 Úloh y

1. Je dána sousta v a sil p o dle obr. 48, kde F

1

= 200 N ; F

2

= 100 N : Vyp o ètìte

momen t sil vzhledem k p o èátku O vzta¾né sousta vy . Gra�c k ou meto dou

urèete výslednici sil a výp o ètem o v ìøte platnost V arignono vy v ìt y pro dan ý

pøíklad.

2 m

5 m

O

x

y

60

�

F

2

F

1

Obr. 48�

O

x

y

A

1

A

2

A

3

�

3

�

1 �

2

F

2

F

1

F

3

Obr. 49�

2. Je dána ro vinná sousta v a sil p o dle obr. 49, kde F

1

= 20 N ; F

2

= 30 N ;

F

3

= 25 N ; �

1

= 60

�

; �

2

= 30

�

; �

3

= 45

�

a p ùsobi¹tì ma jí souøadnice

A

1

(2 ; 0; 1 ; 5) m ; A

2

(4 ; 0; 2 ; 0) m ; A

3

( � 1 ; 0; 1 ; 5) m : P o èetní meto dou ur-

èete v elik ost a smìr výslednice. Stano vte ro vnì¾ p oloh u b o du, v nìm¾ její

nositelk a protíná osu x .

3. Je dána ro vinná sousta v a p o dle obr. 50, kde F

1

= 4 F

4

; F

2

= 2 F

4

; F

3

= 3 F

4

a F

4

= 10 N : Gra�c k ou meto dou urèete v elik ost výslednice a p oloh u její

nositelky .

O

x

y

30 20

10

F

1

F

2

F

3

F

4

Obr. 50�

O

4 m 4 m

1 m

2 kg

4 kg 4 kg

1 kg

x

Obr. 51�

4. Urèete p oloh u tì¾i¹tì diskrétní sousta vy hmotn ýc h b o dù le¾ícíc h na ose x
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p o dle obr. 51.

5. Urèete p oloh u tì¾i¹tì ro vinn ýc h obrazcù znázornìn ýc h na obr. 52 a, b, c, d.

a)

O

40

20

20

40

100

60

y

x

�

b)

O

4030

80

20

50

120

20

10

10

20

y

x

<�

O

S

x

y

c)

30

60

Obr. 52�

d)

y

x

r

3 r

O

P�

6. Vyp o ètìte p oloh u tì¾i¹tì èáry z pøíkladu 4.

7. Ov ìøte výsledek pro p oloh u tì¾i¹tì p ùlkruh u z tab. I I. prou¾k o v ou meto-

dou. Plo c h u p ùlkruh u pøitom rozdìlte na ¹est prou¾kù stejné ¹íøky a øe¹te

gra�c ky i p o èetnì.

8. Ov ìøte výp o ètem výsledek pro p oloh u tì¾i¹tì homogenního ku¾ele a homo-

genní p olok oule z tab. I. U¾ijte meto dy dìlení daného tìlesa tak, ¾e jeho

37



vý¹ku rozdìlíte na n stejn ýc h dílkù. V olte n = 4 a n = 8 a p oro vnejte

pøesnost øe¹ení. Výsledek v tab. I. platí pro limitní pøípad n ! 1 :

9. Urèete gra�c kým øe¹ením a výp o ètem síly S

1

a S

2

v ob ou èástec h lana, které

nese sedaè ku lano v é dráh y p o dle obr. 53. Je dáno: F = 10 kN ; l

1

= 3 m ;

l

2

= 1 m ; h = 0 ; 5 m :

l

1

l

2

h

S

1

S

2

F

Obr. 53

	

A

C

D

B

s

a

�

F

G

Obr. 54




10. Homogenní t yè AB je p o dle obr. 54 jedním k oncem opøena o dok onale hlad-

k ou stìn u a druh ým k oncem za v ì¹ena na lanì BC . Vyp o ètìte jak á vzdá-

lenost j A C j = s pøíslu¹í ro vno v á¾né p oloze sousta vy . Urèete ro vnì¾ sílu S

v lanì a reak ci R stìn y v b o dì A . Je dáno: délk a t yèe j AB j = a = 4 m ;

� = 45

�

; F

G

= 100 N :

11. Jak ou sílu m usíme vyvinout, ab yc hom

pøekulili v álec o hmotnosti m a o p olo-

mìru r pøes pøek á¾ku vý¹ku h ( h < r )

p o dle obr. 55.

h

O

r

m

F

Obr. 55

�

12. Jak ou silou S m usíme táhnout za lano, ab yc hom v tího v ém p oli udr¾eli ro v-

no v áh u pøímé homogenní t yèe zanedbatelné tlou¹»ky o hmotnosti m = 20 kg

opøené sp o dním k oncem A o drsnou p o dlah u p o dle obr. 56. Øe¹te gra�c ky .

Zk on trolujte zda nedo jde k prokluzu t yèe, je-li souèinitel sm yk o v ého tøení

f = 0 ; 4 :

13. Mìjme sousta vu dv ou spøa¾en ýc h kyv adel, která se v tího v ém p oli nac há-
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zejí v ro vno v á¾né p oloze p o dle obr. 57. Bo do v á hmotnost m

1

je neznámá,

m

2

= 5 kg ; hmotnost ramen a hmotnost vlákna je zanedbatelná. Urèete

hmotnost m

1

a sílu S napína jící v ro vno v á¾né p oloze vlákno uc h ycené v b o-

dec h A, B kyv adel.

O

400 300

A

B

C

y

x

600

200

S

Obr. 56


O

1

O

2

m

1

m

2

800

400

200 200

600

300

600

A

B

Obr. 57�

14. Vyp o ètìte reak ce tuh ýc h nosníkù zanedbatelné hmotnosti a zatí¾ené ob ecnì

zadan ými silami p o dle obr. 58 a 59.

A

B

F

1

F

2

a

1

a

2

l

�

Obr. 58�

A

a

l

F

F

Obr. 59�

15. Urèete reak ce homogenního nosníku{jeøáb o v é dráh y{nesoucí jeøáb o hmot-

nosti m

1

= 4000 kg se za v ì¹en ým bøemenem o hmotnosti m

2

= 2000 kg

(obr. 60). P oloha tì¾i¹tì T nezatí¾eného jeøábu je vyznaèena. Hmotnost

jeøáb o v é dráh y m

3

= 2000 kg : Pro jedno duc host uv a¾ujte g = 10 m � s

� 2

:

16. Urèete reak ce v prutec h 1, 2, 3 sousta vy p o dle obr. 61. Je dáno F = 200 N ;

F

G

= 500 N :
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3 m 3 m

10 m

m

1

m

2

m

3

T

Obr. 60

A B

�

F

G

50

50

1

2

3

F

45

�

Obr. 61�

17.

O

g

A

x

y

B

�

m g

�

l

Obr. 62�

Èlo v ìk o hmotnosti m vystupuje p o ¾eb-

øíku (uv a¾ujte, ¾e se ¾ebøíku dot ýk á b o-

do v ì). ®ebøík v b o dì A sto jí na v o doro vné

drsné p o dlo¾ce, s ní¾ má k o e�cien t sm yk o-

v ého tøení f a v b o dì B se dot ýk á svislé

dok onale hladk é stìn y , s ní¾ svírá úhel �

(obr. 62). ®ebøík má délku l a zanedba-

telnou hmotnost. Urèete reak ce v b o dec h

A, B pro pøípad ob ecné p oloh y èlo v ìk a v e

vzdálenosti � o d b o du A . Jak á p o dmínk a

m usí platit pro souèinitel f ; ab y nedo¹lo

k prokluzu ¾ebøíku p o p o dlaze v ¾ádné p o-

loze èlo v ìk a?

18. Na obr. 63 je znázornìna brzda k mìøení výk on u motoru. Síla F p ùsobí

prostøednictvím páky a ¹palíku na bub en o p olomìru r ; který se otáèí úh-

lo v ou ryc hlostí ! : Ko e�cien t sm yk o v ého tøení mezi bubnem a ¹palík em je

f : Vyp o ètìte reak ci v b o dì A a výk on P motoru.

19. Na obr. 64 je sc héma zatì¾o v acího zaøízení. Gra�c ky urèete síly S

1

a¾ S

7

v prutec h a síly , kterými je stlaèo v ána kryc hle pøi dané vnìj¹í síle o v elik osti

F = 50 kN :

20. Je dán pøíhrado vý nosník p o dle obr. 65 zatí¾en ý v e st yèníku I I. silou o v e-

lik osti F = 80 kN : Gra�c kým p ostup em urèete:

a) Reak ce v p o dp orác h A, B .

b) V elik ost a smìr sil v prutec h 1 a¾ 5.
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l

a

r

!

b

A

F

Obr. 63

�

F

F

D

A B

C

1 2

34

5

7

6

Obr. 64

�

A B

2 m 4 m

2 m

I I

I

1 4

5

2 3

F� Obr. 65

21. Pruto v á sousta v a mostního jeøábu p o dle obr. 66 je zatí¾ena v e st yèníku C

silou F , její¾ v elik ost je F = 60 kN a její¾ nositelk a je k olmá na sp o jnici st yè-

níkù A, B . Pruto v á sousta v a je vytv oøena jak o sousta v a p ìti ro vnostrann ýc h

tro júhelníkù, k a¾dý o základnì 3,00 m. Urèete gra�c kým p ostup em:

a) Reak ce R

A

; R

A

v p o dp orác h.

b) V elik ost a smìr sil v prutec h 1 a¾ 11.

A B

C

F

3 m

1 3 5 7 9 11

4 8

2 6 10

Obr. 66�
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Výsledky úloh

1. M

v

= 666 N � m ; F

v

= 291 N

2. F

v

= 27 ; 1 N ; �

v

= 47

�

30

0

; x

v

= � 4 ; 175 m

3. F

v

= 60 N ; x

v

= 27 mm

4. x

T

= 5 ; 2 m

5. a) x

T

= 24 mm ; y

T

= 58 mm

b) x

T

= 38 mm ; y

T

= 62 mm

c) x

T

= 50 mm ; y

T

= 29 ; 7 mm

d) x

T

= 1 ; 19 r ; y

T

= 0 mm

6. x

T

= 29 ; 5 mm ; y

T

= 36 ; 1 mm

9. S

1

= 13 ; 6 kN ; S

2

= 15 ; 5 kN

10. Jde o ro vno v áh u tøí sil: F ; S ; R : Proto¾e R m usí b ýt k olmá k e stìnì (tøení

je n ulo v é), m usí nositelky tìc h to sil pro c házet b o dem D , le¾ícím v e støedu

úseè ky BC . P ak

s = a cos � = 2 ; 83 m ; R = F

G

tg �

2

= 50 N ;

S =

q

R

2

+ F

2

G

= 112 N :

11. Z ro vno v áh y momen tu sil k b o du O je

F = mg

p

2 r h � h

2

r � h

:

12. Jde o ro vno v áh u tøí sil. Síla v lanì vyc hází o v elik osti S = 183 N : Ab y

nedo¹lo k proklouzn utí, m usí b ýt R

Ay

f > R

Ax

: Vyc hází R

Ay

f = 129 N ;

R

Ax

= 127 N a k proklouzn utí tedy nedo jde.

13. Výp o ètem z p o dmínek ro vno v áh y m

1

= 7 ; 73 kg ; S = 36 ; 8 N :

14. Nosník z obr. 58: Reak ce R

B

má smìr k olm ý k p o dlo¾ce p o dp ory B .

R

A x

= ( a

1

F

1

+ a

2

F

2

)

tg �

l

; R

A y

= F

1

+ F

2

�

a

1

F

1

+ a

2

F

2

l

;
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R

B

=

a

1

F

1

+ a

2

F

2

l cos �

:

Nosník z obr. 59: R = 0 ; M

R

= ( a � l ) F :

15. R

A

= 44 kN ; R

B

= 36 kN :

16. R

1

= R

3

= 150 N ; R

2

= 707 N :

17. R

A y

= mg ; R

A x

= R

B

= mg

�

l

tg � ; f � tg � :

18.

R

A x

= F

f l

a + f b

; R

A y

= F

�

l

a + f b

� 1

�

;

P = F

! f l r

a + f b

:

19. P ostupnì øe¹íme ro vno v áh u tøí sil v kloub ec h A, B, C, D . Je S

1

= S

2

= S

3

=

= S

4

= 70 kN : T o jsou souèasnì síly , kterými je stlaèo v ána kryc hle. Dále

S

5

= S

6

= S

7

= 50 kN :

20. a) R

A

= 53 ; 3 kN ; R

B

= 26 ; 7 kN ;

b)

S

1

= 75 ; 5 kN (tlak) ; S

2

= S

4

= 53 ; 0 kN (tah) ;

S

3

= 59 ; 0 kN (tlak) ; S

5

= 80 ; 0kN (tah) :

21. Viz obr. 67.

prut 1 2 3 4 5 6

zatí¾./kN 23,2 � 11,6 � 23,2 23,2 23,2 � 34,8

prut 7 8 9 10 11

zatí¾./kN � 23,2 46,4 � 46,4 � 23,2 46,4
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A B

R

B

R

A

F

s

0

s

1

s

2

3,0 m

2 6 10

60

�

60

�

1 3 5 7 9 11

4 8

6

7 5

4

3 1

R

A

2

8

9 11

R

B

10

F

FR

B

R

A

s

0

s

1

s

2

O

disp ozice: 10 mm b= 1 m

silo vý obrazec: 1 mm b= 1 ; 5 kN

dáno: F = 60 kN

øe¹ením|reak ce:

R

A

= 20 kN ; R

B

= 40 kN

Obr. 67

��
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