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Úv o d

Pøedlo¾en ý studijní text na v azuje na døív ìj¹í text y [8], [9], které b yly v ìno v án y

statice, kinematice a dynamice tuhého tìlesa. V textu [9] jsme se v edle ob ecn ýc h

zák on ù mec haniky tuhého tìlesa zab ýv ali pøev á¾nì jen jeho rotaèním p oh yb em

k olem neh ybné osy a ob ecn ým ro vinn ým p oh yb em. Pøedlo¾en ý text roz¹iøuje

t yto p oznatky o mec haniku prostoro v ého p oh ybu tìlesa k olem neh ybného b o du

a zab ýv á se pøedev¹ím p oh yb em setrv aèníku. Pøedp okládá znalost textu [9]

aneb o znalost základù dynamiky tuhého tìlesa.

P oznatky o p oh ybu setrv aèníku jsou nejen za jíma v é, ale i dùle¾ité pro apli-

k ace v jin ýc h oblastec h fyziky (napø. Larmoro v a precese v atomistice), v ast-

ronomii (lunisolární precese Zemì), v tec hnice (napø. gyrosk opic k é jevy u do-

pra vníc h prostøedkù), v e v o jenství (stabilizace letu støely) a i v e sp ortu (let

disku).

V e støedol¹k olsk ém uèivu fyziky je v ìno v áno dynamice rotaèního p oh ybu

tuhého tìlesa málo místa a o prostoro v ém p oh ybu tìlesa a o setrv aènícíc h se

neho v oøí témìø vùb ec. Dùv o dy jsou pøedev¹ím didaktic k é | jde o obtí¾nou

partii mec haniky . Nak onec pøesné øe¹ení ob ecného p oh ybu setrv aèníku p oh y-

b o vými diferenciálními ro vnicemi není známo | s výjimk ou nìk olik a zvlá¹tníc h

pøípadù.

Pøedlo¾en ý studijní text p o dá v á kromì nìk olik a roz¹íøujícíc h p oznatkù o dy-

namice tuhého tìlesa pøibli¾nou teorii setrv aèníku, která v¹ak je dostateènì

pøesná u tec hnic kýc h setrv aèníkù (gyrosk op ù). Je zde tak é p o dán výklad nìkte-

rýc h aplik ací teorie setrv aèníkù. Výklad je doplnìn øe¹en ými pøíklady a úlohami

s uv eden ými výsledky jejic h øe¹ení.

T ext je urèen zá jemcùm o fyziku z øad støedo¹k olskýc h i vysok o¹k olskýc h

studen tù a uèitelùm fyziky . Pr o ø e¹itele fyzikální olympiády kat. A, pokud je

zaø azen v daném soutì¾ním r oce text k pr ostudování na téma SETR V A ÈNÍKY ,

je èást pø e d lo¾eného textu ve èláncích 1.6, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 a 3.1 povinný text

k pr ostudování. Ostatní text se dop oruèuje ro vnì¾ prostudo v at.
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1 Prostoro v á rotace tuhého tìlesa k olem

neh ybného b o du

1.1 Eulero vy úhly

Zamezíme-li p oh ybu jednoho b o du tuhého tìlesa, o deb ereme m u z p ùv o dníc h

¹esti stupò ù v olnosti tøi stupnì. T ìlesu tak zùstanou tøi stupnì v olnosti a zaène

vyk oná v at pr ostor ovou r otaci k olem neh ybného b o du, kterým pro c hází oka-

m¾itá osa r otace.

Pøíklad prostoro v é rotace tìlesa je zná-

zornìn na obr. 1. Ok am¾itá osa rotace o

pro c hází b o dem A , který je neh ybn ý vùèi

zv olené inerciální vzta¾né sousta v ì x; y ; z :

V ektor � ok am¾ité úhlo v é ryc hlosti rotace

tìlesa, který le¾í v ose o , je ob ecnì funk cí

èasu, tj. jeho v elik ost i smìr se v e zv o-

lené inerciální sousta v ì mìní. Je zøejmé,

¾e v ektor � m ù¾eme rozlo¾it do tøí vzá-

jemnì rùzn ýc h smìrù. Jeden z tìc h to roz-

kladù je mo¾n ý do smìrù ro vnob ì¾n ýc h

s osami x; y ; z k artézk é sousta vy . T en to

rozklad na tøi rotace o úhlo výc h ryc hlos-

tec h �
x

; �
y

; �
z

v¹ak není z hledisk a klasi-

�k ace p oh ybu, které tìleso vyk oná v á, nej-

výho dnìj¹í.

A

O

o

x

y

z

—

—

x

—

y

—

z

�

Obr. 1

Výho dn ý rozklad prostoro v é rotace na tøi dílèí rotace za v edl ji¾ v p olo-

vinì 18. století Leonard Euler a pøíslu¹né úhly se p o nìm nazýv a jí Euler ovy

úhly. Zv olme si inerciální k artézsk ou sousta vu x; y ; z ; vùèi ní¾ budeme p o-

h yb tìlesa p opiso v at. S tuh ým rotujícím tìlesem p evnì sp o jíme druhou k ar-

tézsk ou sousta vu x

0

; y

0

; z

0

(ta ji¾ nebude inerciální). Její p o èátek O

0

p olo¾íme

do hmotného støedu tìlesa. Pøedp okládejme, ¾e neh ybn ým b o dem bude prá v ì

hmotn ý støed (to o v¹em není n utná kinematic k á p o dmínk a). P o èátky O , O

0

ob ou sousta v ztoto¾níme a budeme pøedp okládat, ¾e na p o èátku p oh ybu bude

x � x

0

; y � y

0

; z � z

0

: Na¹ím úk olem je p opsat p oloh u sousta vy x

0

; y

0

; z

0

p o

vyk onání jisté rotace tìlesa p omo cí Eulero výc h úhlù, které se oznaèují ';  ; #:

Za v edení Eulero výc h úhlù si znázorníme na p oh ybu kruho v ého disku, který

nec h » p ùv o dnì le¾el v ro vinì y = 0 sousta vy x; y ; z a který tro jím oto èením

pøev edeme do výsledné p oloh y x

0

; y

0

; z

0

s lib o v olnou orien tací os vzhledem

k inerciální sousta v ì x; y ; z :
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Obr. 2
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Obr. 3

První oto èení pro v edeme k olem osy y o úhel  (obr. 2), pøièem¾ osa z

0

;

p ùv o dnì toto¾ná s z ; pøejde do p oloh y z

0

1

a osa x

0

; p ùv o dnì toto¾ná s x; do p o-

loh y x

0

1

: Druhé oto èení disku vyk onáme k olem no v é osy z

0

1

; tzv. uzlové pøímky ,

o úhel # (obr. 3). Pøitom osa x

0

1

pøejde do p oloh y x

0

2

a osa y

0

; p ùv o dnì toto¾ná

s y ; do k oneèné p oloh y y

0

: Tøetí oto èení pro v edeme k olem této osy y

0

o úhel

'; pøi nìm¾ osa x

0

2

pøejde do k oneèné p oloh y x

0

a osa z

0

1

do k oneèné p oloh y z

0

(obr. 3). V obr. 3 jsou znázornìn y ro vnì¾ úhlo v é ryc hlosti

_¡ ;

_� ;

_� ; které p o-

pisují ryc hlost zmìn Eulero výc h úhlù ';  ; # a které le¾í v osác h pøíslu¹n ýc h

oto èení.

Eulero vy úhly jsou dùle¾ité zejména pro p opis p oh ybu setrv aèníku, o dtud

tak é dostaly názvy:

' : : : úhel vlastní r otace ,

 : : : pr e cesní úhel ,

# : : : nutaèní úhel .

Zá v ìrem lze shrnout, ¾e rotaci tìlesa k olem neh ybného b o du ok am¾itou

úhlo v ou ryc hlostí � lze rozlo¾it na tøi rotace buï k olem os k artézk é sousta vy

neb o k olem os Eulero výc h úhlù v souladu s ro vností� = �
x

+ �
y

+ �
z

=

_¡ +

_� +

_� :

1.2 Kinetic k á energie rotujícího tuhého tìlesa

V textu [9] jsme p o jednali o rotaci tuhého tìlesa vzhledem k neh ybné ose,

pøièem¾ jak o míru setrv aèn ýc h úèinkù tìlesa pøi této rotaci jsme za v edli v elièin u
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moment setrvaènosti vzhledem k neh ybné ose:

J =

X
i

m

i

r

2

i

; (1)

kde m

i

je elemen t hmotnosti tuhého tìlesa a r

i

je jeho vzdálenost o d neh ybné

osy .

—

v

i

r

i

m

i

O

o

�

Obr.4

Pøi rotaci k olem ok am¾ité osy o bude p opis se-

trv aèn ýc h úèinkù tuhého tìlesa slo¾itìj¹í. Vy-

jdeme ze vztah u pro kinetic k ou energii tìlesa

E

k

=

1

2

X
i

m

i

v

2

i

; (2)

kde ryc hlost i {tého b o du vyjádøíme u¾itím

Eulero v a vztah u v
i

= � � r
i

; (3)

pøièem¾ v elièin y jsou zøejmé z obr. 4. Ryc hlost vyjádøíme v k artézskýc h slo¾k ác h

u¾itím rozpisu v ektoro v ého souèin u p omo cí determinan tu:v
i

= � � r
i

=

������ i ; j ; k
!

x

; !

y

; !

z

x

i

; y

i

; z

i

������ =

= i ( !

y

z

i

� !

z

y

i

) + j ( !

z

x

i

� !

x

z

i

) + k ( !

x

y

i

� !

y

x

i

) =

= i v

xi

+ j v

y i

+ k v

z i

: (4)

Uv ìdomíme-li si, ¾e v

2

i

= v

2

xi

+ v

2

y i

+ v

2

z i

; dostaneme p o dosazení do (2) vztah

E

k

=

1

2

X
i

m

i

�
( !

y

z

i

� !

z

y

i

)

2

+ ( !

z

x

i

� !

x

z

i

)

2

+ ( !

x

y

i

� !

y

x

i

)

2

�
=

=

1

2

X
i

m

i

( !

2

y

z

2

i

� 2 !

y

!

z

y

i

z

i

+ !

2

z

y

2

i

+ !

2

z

x

2

i

� 2 !

x

!

z

x

i

z

i

+ !

2

x

z

2

i

+

+ !

2

x

y

2

i

� 2 !

x

!

y

x

i

y

i

+ !

2

y

x

2

i

) :

Slo¾ky úhlo v é ryc hlosti neobsah ují sèítací index i: Mù¾eme je proto vytknout

pøed sumaèní znak. P o pøeskup ení èlen ù dostaneme

5



E

k

=

1

2

!

2

x

X
i

m

i

( y

2

i

+ z

2

i

) +

1

2

!

2

y

X
i

m

i

( x

2

i

+ z

2

i

) +

1

2

!

2

z

X
i

m

i

( x

2

i

+ y

2

i

) �

� !

x

!

y

X
i

m

i

x

i

y

i

� !

x

!

z

X
i

m

i

x

i

z

i

� !

y

!

z

X
i

m

i

y

i

z

i

: (5)

Výsledek pro kinetic k ou energii bude mo¾né zapsat v e formálnì jedno du¹¹ím

tv aru p o za v edení v elièin, které c harakterizují rozlo¾ení hmotnosti v tìlese

vzhledem k ok am¾ité p oloze osy rotace. T yto v elièin y jsou slo¾k ami tenzoru

setrv aènosti.

1.3 T enzor setrv aènosti

V e výrazu (5) vystupují èlen y se sumací pøes celé tìleso, které zá visejí na roz-

lo¾ení hmotnosti vzhledem k uv a¾o v ané p oloze osy rotace a jsou tedy mírou

setrv aèn ýc h úèinkù tuhého tìlesa pøi jeho prostoro v é orien taci. Pøijmeme pro

nì oznaèení

J

xx

=

X
i

m

i

( y

2

i

+ z

2

i

) ; (6)

J

y y

=

X
i

m

i

( x

2

i

+ z

2

i

) ; (7)

J

z z

=

X
i

m

i

( x

2

i

+ y

2

i

) ; (8)

J

xy

= J

y x

= �

X
i

m

i

x

i

y

i

; (9)

J

xz

= J

z x

= �

X
i

m

i

x

i

z

i

; (10)

J

y z

= J

z y

= �

X
i

m

i

y

i

z

i

: (11)

T ìc h to dev ìt v elièin tv oøí slo¾ky ob ecnìj¹í v elièin y , která c harakterizuje setr-

v aèné úèinky tìlesa pøi ob ecné rotaci a která se nazýv á tenzor setrvaènosti . Lze

je pøehlednì usp oøádat do matice

J

pq

=

0@ J

xx

; J

xy

; J

xz

J

y x

; J

y y

; J

y z

J

z x

; J

z y

; J

z z

1A
; (12)

kde p; q = x; y ; z : V elièin y J

xx

; J

y y

; J

z z

; le¾ící v hla vní diagonále matice, se

nazýv a jí momenty setrvaènosti k osám uv a¾o v ané k artézsk é sousta vy .
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x

i

y

y

i

z

i

z

m

i

p
x

2

i

+ y

2

i

O

�

Obr. 5

Napø. u momen tu setrv aènosti J

z z

se

p o dle výrazu (8) vyskytuje èlen ( x

2

i

+ y

2

i

) ;

který je p o dle obr. 5 druhou mo cninou

vzdálenosti b o du m

i

o d osy z : Je zøejmé,

¾e momen t y setrv aènosti mohou mít jen

kladnou ho dnotu.

Ostatní v elièin y J

pq

; pro p 6= q ; které

nele¾í v hla vní diagonále a ma jí smí-

¹ené k o e�cien t y , se nazýv a jí deviaèní mo-

menty . Jsou vzta¾en y v¾dy k e dv ìma rùz-

n ým osám. Platí pro nì J

pq

= J

q p

a jsou

tedy symetric k é vzhledem k hla vní diago-

nále. T enzor setrv aènosti má tedy jen ¹est

nezá vislýc h slo¾ek.

Deviaèní momen t y mohou nab ýv at kladn ýc h, záp orn ýc h a tedy i n ulo výc h

ho dnot. V k a¾dém tìlese lze tedy v¾dy na jít tro jici vzá jemnì k olm ýc h os

x

0

; y

0

; z

0

; neh ybn ýc h k tìlesu, vzhledem k nim¾ v¹ec hn y deviaèní momen t y

vymizí. T edy transformací os x; y ; z do p oloh y x

0

; y

0

; z

0

lze pøev ést tenzor

setrv aènosti do tv aru

J

pq

=

0@ J

1

; 0 ; 0

0 ; J

2

; 0

0 ; 0 ; J

3

1A
; (13)

kde J

1

= J

0

xx

; J

2

= J

0

y y

; J

3

= J

0

z z

se nazýv a jí hlavní momenty setrvaènosti a

pøíslu¹né osy x

0

; y

0

; z

0

hlavní osy setrvaènosti . Le¾í-li p o èátek O � O

0

vzta¾-

n ýc h sousta v v hmotném støedu tìlesa ho v oøíme o hlavních centr álních momen-

te ch setrvaènosti a o hlavních centr álních osách setrvaènosti .

Existují-li v homogenním tìlese osy soumìrnosti, jsou v¾dy hla vními cen-

trálními osami setrv aènosti. T ak u homogenní k oule jsou v¹ec hn y osy , které

pro c házejí jejím støedem, hla vní cen trální osy . Stejn ý výsledek platí i pro ho-

mogenní kryc hli, i kdy¾ zde v¹ec hn y osy pro c házející jejím støedem nejsou

osami geometric k é soumìrnosti (je to dáno tím, ¾e v¹ec hn y tøi hla vní mo-

men t y setrv aènosti vzhledem k osám k olm ým k e stìnám kryc hle jsou stejné

J

1

= J

2

= J

3

= ma

2

= 6). V¹ec hn y osy vyznaèené èíslicemi 1, 2, 3 v tabulce na

str. 28, 29 v textu [9] (s výjimk ou prvního zde uv edeného pøípadu) jsou hla v-

ními cen trálními osami a momen t y J

1

; J

2

; J

3

hla vními cen trálními momen t y

setrv aènosti.

P o za v edení slo¾ek tenzoru setrv aènosti (6) a¾ (11) m ù¾eme kinetic k ou ener-

gii (4) zapsat výrazem

E

k

=

1

2

J

xx

!

2

x

+

1

2

J

y y

!

2

y

+

1

2

J

z z

!

2

z

+ J

xy

!

x

!

y

+ J

xz

!

x

!

z

+ J

y z

!

y

!

z

: (14)
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P okud rozlo¾íme úhlo v ou ryc hlost � do smìru hla vníc h os na slo¾ky � 0

x

; � 0

y

; � 0

z

bude kinetic k á energie

E

k

=

1

2

( J

1

!

0 2

x

+ J

2

!

0 2

y

+ J

3

!

0 2

z

) : (15)

Má-li � smìr nìkteré hla vní osy setrv aènosti dostaneme znám ý vztah

E

k

=

1

2

J !

2

; (16)

kde J je pøíslu¹n ý momen t setrv aènosti.

Pøíklad 1 | Slo¾ky tenzoru setrv aènosti t yèe

Vyp o ètìte slo¾ky tenzoru setrv aènosti tenk é homogenní t yèe o hmotnosti m a

délce l ; která je situo v ána v ro vinì z = 0 p o dle obr. 6. Slo¾ky tenzoru setrv aè-

nosti p o èítejte k osám naznaèené k artézsk é sousta vy .

O

x

y

z

l

�

�

O

x

x

y

y

z

�

�

d �

�

Obr. 6 Obr. 7

Øe¹ení

Z t yèe vyjmeme elemen t d � v ob ecné p oloze � o d p o èátku O . Jeho souøadnice

jsou (obr. 7)

x = � cos � ; y = � sin � ; z = 0 :

Pro hmotnost elemen tu platí

d m =

m

l

d � :

Slo¾ky tenzoru setrv aènosti jsou

J

xx

=

R
( m )

y

2

d m =

m

l

sin

2

�

lR
0

�

2

d � =

1

3

ml

2

sin

2

� ;
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J

y y

=

R
( m )

x

2

d m =

m

l

cos

2

�

lR
0

�

2

d � =

1

3

ml

2

cos

2

� ;

J

z z

=

R
( m )

( x

2

+ y

2

)d m =

m

l

lR
0

�

2

d � =

1

3

ml

2

;

J

xy

= J

y x

= �

R
( m )

xy d m = �

m

l

sin � cos �

lR
0

�

2

d � = �

1

6

ml

2

sin 2 � ;

J

xz

= J

z x

= J

y z

= J

z y

= 0 ; proto¾e z = 0 :

1.4 Momen t h ybnosti

Momen t h ybnosti tuhého tìlesa jsme v [9] de�no v ali výrazemL =

X
i

r
i

� p
i

=

X
i

r
i

� m

i

v
i

; (17)

pro v edli jsme jeho výp o èet pro rotaci tìlesa k olem neh ybné osy a dostali jsme

výraz L = J � : (18)

Pøi výp o ètu momen tu h ybnosti pøi rotaci tìlesa k olem neh ybného b o du do-

sadíme do (17) za v
i

Eulerùv vztah (3) a pro v edeme rozpis vzniklého dv o jného

v ektoro v ého souèin u p o dle vzorce a � ( b � c ) = b ( a � c ) � c ( b � a ) : T ak p ostupnì

dostaneme L =

X
i

m

i

r
i

� ( � � r
i

) =

X
i

m

i

[ � ( r
i

� r
i

) � r
i

( � � r
i

)] =

=

X
i

m

i

[ � ( x

2

i

+ y

2

i

+ z

2

i

) � r
i

( !

x

x

i

+ !

y

y

i

+ !

z

z

i

)] ; (19)

kde jsme sk alární souèin y v ektorù � ; r
i

vyjádøili prostøednictvím jejic h k ar-

tézskýc h slo¾ek. Momen t h ybnosti je tedy v ektor, jeho¾ k artézsk é slo¾ky ma jí

v elik ost

L

x

= !

x

X
i

m

i

( y

2

i

+ z

2

i

) � !

y

X
i

m

i

x

i

y

i

� !

z

X
i

m

i

x

i

z

i

;

L

y

= � !

x

X
i

m

i

x

i

y

i

+ !

y

X
i

m

i

( x

2

i

+ z

2

i

) � !

z

X
i

m

i

y

i

z

i

;

L

z

= � !

x

X
i

m

i

z

i

x

i

� !

y

X
i

m

i

z

i

y

i

+ !

z

X
i

m

i

( x

2

i

+ y

2

i

) :
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Vyjádøíme-li t yto výsledky u¾itím slo¾ek tenzoru setrv aènosti (6) a¾ (11) do-

staneme pøehledné vztah y

L

x

= I

xx

!

x

+ I

xy

!

y

+ I

xz

!

z

; (20)

L

y

= I

y x

!

x

+ I

y y

!

y

+ I

y z

!

z

; (21)

L

z

= I

z x

!

x

+ I

z y

!

y

+ I

z z

!

z

: (22)

Bude-li v olné tuhé tìleso roto v at k olem jedné z hla vníc h os redukuje se výp o èet

momen tu h ybnosti na vztah (18).

Pøíklad 2 | Kinetic k á energie a momen t h ybnosti disku

T enký disk o hmotnosti m a p olo-

mìru r ; který je oto ènì ulo¾en na

rameni o p olomìru R ; jeho¾ hmot-

nost zanedbáme, se dok onale o dv a-

luje p o v o doro vné ro vinì (obr. 8).

Je dáno �
0

. Pro ok am¾ik, kdy pøe-

c hází pøes kladnou p olo osu x , vy-

p o ètìte:

a) Kinetic k ou energii sousta vy .

b) Slo¾ky L
x

; L
y

; L
z

momen tu

h ybnosti sousta vy .

O

x

y

z

r

R

m

—

0

�

Obr. 8

Øe¹ení

a) Kinetic k á energie je dána vztahem (14). Nejprv e urèíme slo¾ky v ektoru

úhlo v é ryc hlosti. Z daného �
0

= �
y

urèíme v elik ost �
x

vyu¾itím p o dmínky

dok onalého o dv alo v ání disku neb oli

!

x

= !

0

R

r

:

Souèasnì �
z

= 0 ; proto¾e pra vý úhel mezi ramenem a osou otáèení je ne-

mìnn ý . Z toho dùv o du není n utné pro výp o èet energie a momen tu h ybnosti

p o èítat t y slo¾ky tenzoru setrv aènosti, jejic h¾ index obsah uje písmenk o z :

Sousta v a je symetric k á k ose x; proto momen t setrv aènosti k této ose je

hla vním momen tem setrv aènosti a osy x; y ; z jsou hla vními osami setrv aè-

nosti. Zøejmì platí

J

xx

= J

1

=

1

2

mr

2

; J

y y

= J

2

=

1

4

mr

2

+ mR

2

; J

xy

= J

y x

= 0 :
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P ak kinetic k á energie

E

k

=

1

2

�
J

xx

!

2

x

+ J

y y

!

2

y

�
=

m

8

(6 R

2

+ r

2

) !

2

0

:

b) Momen t h ybnosti sousta vy má slo¾ky , které vyp o èítáme ze vztah ù (20),

(21), (22). Neb oli

L

x

=

m

2

r R !

0

; L

y

=

m

4

( r

2

+ 4 R

2

) !

0

; L

z

= 0 :

1.5 V olné osy

Nejprv e p o jednáme o p o dmínk ác h, pøi kterýc h bude tuhé tìleso v homogenním

tího v ém p oli v ro vno v áze, bude-li oto èné k olem nìjak é neh ybné osy . Rozezná-

v áme dv o jí ro vno v áh u: static k ou a dynamic k ou. Ab y tìleso b ylo v e statické

r ovnováze , m usí osa rotace zøejmì pro c házet tì¾i¹tìm, jinak b y ¹lo o kyv adlo.

P ak tìleso pøi lib o v olném p ozv olném oto èení zùstane v klidu, proto¾e momen t

tího výc h sil vzhledem k tì¾i¹ti je n ulo vý . Tího v ou sílu, která p ùsobí na tìleso,

k omp enzují reak ce vyv olané jeho ulo¾ením v lo¾isk ác h.

Je-li tìleso v ro vno v áze static k é, nem usí b ýt pøi rotaci je¹tì v ro vno v áze

dynamic k é. Pøi rotaci tìlesa zaènou na jeho elemen t y p ùsobit setrv aèné síly ,

které souvisejí s úhlo v ou ryc hlostí � a s úhlo vým zryc hlením

_� : Pøi ro vnomìrné

rotaci jsou to o dstøediv é síly (obr. 9).

R

R

F

o

F

o

T

	

Obr. 9

Obr. 10

O

—

F

i

F

xi

F

z i

x

y � o

z

x

i

y

i

z

i

m

i

�

i

�

i




Jejic h p ùsob ení k omp enzují op ìt lo¾isk a pøída vn ými reak cemi R ; které nejen

zvy¹ují op otøeb ení lo¾isek, ale vzhledem k promìnnosti smìru sv ého p ùsob ení

11



napø. vyv olá v a jí neklidn ý c ho d stro jù. Ab y tìleso b ylo v dynamické r ovnováze

m usí b ýt n ulo vý momen t v¹ec h sil, tedy i sil setrv aèn ýc h.

Hledejme n yní p o dmínky , které m usí b ýt splnìn y pro ro vno v áh u tìlesa pøi

rotaci. Pro jedno duc host budeme pøedp okládat ro vnomìrnou rotaci k olem osy y

inerciální vzta¾né sousta vy (obr. 10). P ak na elemen t y m

i

p ùsobí v e vzta¾né

sousta v ì sp o jené s tìlesem o dstøediv é síly , které ma jí v elik ost F

i

= m

i

!

2

r

i

: Pro

k artézsk é souøadnice tìc h to sil v uv a¾o v ané p oloze tìlesa platí

F

xi

= F

i

cos �

i

= m

i

!

2

x

i

; (23)

F

y i

= 0 ; (24)

F

z i

= F

i

sin �

i

= m

i

!

2

z

i

: (25)

Pro jejic h výslednice sumací pøes celé tìleso dostaneme

F

x

= !

2

X
i

m

i

x

i

; F

y

= 0 ; F

z

= !

2

X
i

m

i

z

i

:

Vyjádøíme-li t yto výsledky u¾itím souøadnic hmotného støedu (sro vnej s (11)

v [9]) dostaneme

F

x

= !

2

mx

S

; F

y

= 0 ; F

z

= !

2

mz

S

; (26)

kde m je celk o v á hmotnost tìlesa. Ab y v¹ec hn y t yto síly b yly n ulo v é, m usí b ýt

x

S

= y

S

= z

S

= 0 ; tedy osa r otace musí pr ocházet hmotným stø e dem .

Ab y tìleso b ylo v ro vno v áze, m usí b ýt i výsledn ý momen t o dstøedivýc h sil

k osám x; y ; z n ulo vý . Pro momen t sil (23) a (25) platí

M

x

=

X
i

y

i

F

z i

= !

2

X
i

m

i

y

i

z

i

= � !

2

J

y z

; (27)

M

y

=

X
i

z

i

F

xi

�

X
i

x

i

F

z i

= !

2

( J

xz

� J

z x

) = 0 ; (28)

M

z

= �

X
i

y

i

F

xi

= � !

2

X
i

m

i

x

i

y

i

= !

2

J

xy

: (29)

I kdy¾ bude osa rotace pro c házet hmotn ým støedem bude na tìleso v ob ecném

pøípadì p ùsobit momen t sil o slo¾k ác h (27), (29), který bude mít tendenci

zp ùsobit o dklon|deviaci|rotaèní osy o d p ùv o dního smìru. Ab y tom u tak

neb ylo musí být deviaèní momenty J

xy

; J

y z

nulové . Pøi rotaci napø. k olem osy

x b yc hom dostali je¹tì p o dmínku J

xz

= 0 :

Shrneme-li výsledky , dostali jsme z p o dmínky F = 0 p o¾ada v ek, ¾e osa

rotace m usí b ýt cen trální osou a z p o dmínky M = 0 p o¾ada v ek, ¾e v edle toho
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m usí b ýt hla vní osou setrv aènosti. T ìleso bude te dy v dynamické r ovnováze, kdy¾

bude r otovat pod le je dné ze tøí hlavních centr álních os setrvaènosti . T yto osy se

nazýv a jí volné osy . Lo¾isk a, do kterýc h osu rotace ukládáme, pak zac h ycují jen

tího v é síly p ùsobící na tìleso v homogenním tího v ém p oli. Kdyb y se dynamic ky

vyv á¾ené tìleso nac házelo v b eztí¾ném sta vu, b ylo b y zatí¾ení lo¾isek n ulo v é.

Jedno duc h ým p okusem lze uk ázat, ¾e

u tìlesa, u nìho¾ J

1

6= J

2

6= J

3

; nejsou

v¹ec hn y v olné osy v tìlese ro vno cenné. Za-

v ìsíme-li napø. na osu o dstøediv ého stro je

t yè ku prostøednictvím ohebného vlákna

bude pøi p omalé rotaci (obr. 11a) roto-

v at p o dle svislé osy . Pøi zv ìt¹o v ání otáèek

se osa rotace o dc h ýlí o d svislého smìru a

pøi vysokýc h otáè k ác h se nasta ví do v o do-

ro vné ro vin y (obr. 11b). I kdy¾ udìlíme

t yèce impuls, ab yc hom ten to sta v zmì-

nili, vrací se t yè k a do v o doro vné ro vin y .

Stabilnì r otuje kolem hlavní centr ální osy,

vzhle dem k ní¾ má nejvìt¹í moment setr-

vaènosti .

Obr. 11

a) b)

�

T eoretic ký rozb or uk azuje (viz napø. [4], str. 580), ¾e u tìlesa, které má pro

hla vní momen t y setrv aènosti tøi rùzné ho dnot y J

1

> J

2

> J

3

je stabilní rotace

nejen k olem hla vní cen trální osy , vzhledem k ní¾ má nejv ìt¹í momen t J

1

; ale

i vzhledem k hla vní cen trální ose, vzhledem k ní¾ má nejmen¹í momen t J

3

:

Rotace k olem osy , vzhledem k ní¾ má momen t J

2

; je labilní.

1.6 Resalo v a v ìta

Ob ecnou p oh yb o v ou ro vnicí tuhého tìlesa pøi jeho rotaèním p oh ybu je druhá

impulsová vìta :

d L
d t

= M ; (30)

p o dle ní¾ je èasová zmìna momentu hybnosti tìlesa vzhle dem k libovolnému

pevnému bodu r ovna výsle dnému momentu vnìj¹ích sil vzhle dem k tému¾ bodu .

Aplik ace této v ìt y na øe¹ení rotace tìlesa k olem nehybné osy je prostá a

b yla øe¹ena v textu [9]. Jedno duc host sp o èív á v tom, ¾e momen t h ybnosti se

p o èítá p o dle vztah u L = J � ; kde J je pro danou osu rotace konstanta . Stejnì

jedno du¹e se øe¹í rotace tìlesa k olem jedné z v oln ýc h os.

Pøi prostoro v é rotaci tìlesa k olem p evného b o du nastá v a jí pøi ob ecném p o-

u¾ití ro vnice (30) k omplik ace v tom, ¾e osa rotace se vùèi uv a¾o v ané inerciální
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sousta v ì p oh ybuje. Neustále se pøitom mìní ho dnota slo¾ek tenzoru setrv aè-

nosti (12). Proto Leonard Euler ji¾ r. 1765 transformo v al p oh yb o v ou ro vnici

(30) na neinerciální sousta vu p evnì sp o jenou s tìlesem. Výho da je v tom, ¾e

vùèi této sousta v ì jsou slo¾ky tenzoru setrv aènosti ji¾ k onstan tní. Pracuje se

pøitom s hla vními momen t y setrv aènosti. Øe¹ení sousta vy pøíslu¹n ýc h tøí sk a-

lárníc h diferenciálníc h ro vnic, nazýv an ýc h Euler ovy dynamické r ovnice , je v elmi

náro èné a je zcela mimo mo¾nosti tohoto textu (viz napø. [1], [2], [4]).

Pro pøibli¾né øe¹ení prostoro v é rotace tuhého tìlesa se s výho dou p ou¾ív á

geometric k é in terpretace druhé impulso v é v ìt y (30), kterou na vrhl F rancouz

Résal. Tv ar výrazu (30) je analogic ký výrazu

d r
d t

= v ;

který de�n uje ryc hlost hmotného b o du. V ektor r je tedy analogic ký v ektoruL a v ektor v je analogic ký v ektoru M : Ro vnost d L= d t = M naznaèuje, ¾e

v ektor M je mírou ryc hlosti zmìn y v ektoru L: Neb oli rychlost koncového bodu

vektoru L momentu hybnosti tìlesa je r ovna výsle dnému momentu M sil, který

na tìleso pùsobí . T ato geometric k á p o doba druhé impulso v é v ìt y se nazýv á

R esalova vìta .

P o dle této v ìt y se tedy k onco vý b o d v ek-

toru L (obr. 12) p osune za èaso vý in terv al d t

o d L = M d t a zmìnìn ý momen t h ybnosti

bude L + d L = L + M d t: Má-li momen t sílyM smìr v ektoru L mìní se jen v elik ost L; a

proto¾e pøi rotaci k olem jedné v olné osy jeL = J � ; kde J =k onst., mìní se jen v elik ost

úhlo v é ryc hlosti � : Je-li naopak M stále k olm ý

k L; mìní se jen smìr L; a tím i smìr � :

L

L + d L

d L = M d t

M

O�

Obr. 12
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2 P oh yb setrv aèníku

2.1 Setrv aèník a problematik a øe¹ení jeho p oh ybu

Setrvaèníkem (gyr oskopem) nazýv áme v e fyzice a v tec hnice tuhé homogenní

oso v ì soumìrné (rotaèní) tìleso s v elkým momen tem setrv aènosti vzhledem

k ose soumìrnosti, která je souèasnì hla vní cen trální osou setrv aènosti a tak é

v olnou osou, vzhledem k ní¾ je rotace tohoto tìlesa stabilní. Setrv aèníky se roz-

táèejí vzhledem k ose soumìrnosti na vysok é otáè ky (u tec hnic kýc h setrv aèníkù

b ýv á p o èet otáèek a¾ 50 000 min

� 1

). Tím získ á v a jí v elk ou kinetic k ou energii

( J !

2

= 2) a v elký momen t h ybnosti ( J � ).

Vlastnosti, ¾e rotující setrv aèník je nositelem v elk é kinetic k é energie, se

vyu¾ív á k e zro vnomìrnìní c ho du stro jù, napø. výbu¹n ýc h motorù. T ak o vý setr-

v aèník o v¹em rotuje k olem p evné osy a øe¹ení jeho p oh ybu v inerciální vzta¾né

sousta v ì je jedno duc hé. Za jíma vý pro nás bude setrv aèník, u nìho¾ bude v iner-

ciální sousta v ì p evn ý jen jeden b o d. Tím to b o dem m ù¾e b ýt buï hmotn ý støed

(tì¾i¹tì) aneb o jin ý b o d osy soumìrnosti. T ak o vý setrv aèník bude vyk oná v at

prostoro vý rotaèní p oh yb, o kterém v èlánku 1.1 víme, ¾e jej m ù¾eme rozlo¾it

na vlastní rotaci, na precesi a na n utaci.

Jak jsme ji¾ uv edli v pøedc hozím èlánku, k pøesném u øe¹ení p oh ybu setrv aè-

níku je zap otøebí øe¹it sousta vu tøí Eulero výc h dynamic kýc h ro vnic, které jsou

diferenciálními ro vnicemi prvního øádu pro tøi neznámé úhlo v é ryc hlosti. Jejic h

ob ecné øe¹ení není známo. Øe¹ení se v min ulosti p o daøilo mimo ob ecn ý pøí-

pad tzv. b ezsilo v ého setrv aèníku je¹tì jen pro p ìt zvlá¹tníc h pøípadù symetric-

k ého tì¾k ého setrv aèníku, z nic h¾ nejznámìj¹í je setrv aèník rusk é matematiè ky

Soni Ko v alevsk é z r. 1888. V tom to pøípadì jde o tì¾ký setrv aèník, u nìho¾

J

1

= J

2

= 2 J

3

; pøièem¾ b o d uc h ycení (resp. b o d p o depøení) le¾í na ose syme-

tric k é p o d tì¾i¹tìm, které se nac hází v prùseèíku hla vníc h os 1, 2 (øe¹ení viz

napø. v [4], str. 614).

V tom to textu bude p o dáno pøibli¾né øe¹ení p oh ybu symetric k ého homo-

genního setrv aèníku, které sp o èív á v pøedp okladu, ¾e setrv aèník bude rozto èen

k olem v olné osy|osy symetrie, vzhledem k ní¾ má nejv ìt¹í momen t setrv aè-

nosti. K této ose m u bude udìlen v elký momen t h ybnosti. Momen t síly , p ùsobící

na setrv aèník, vyv olá jen tak o v ou precesi, pøípadnì n utaci, ¾e lze zanedbat pøí-

sp ìvky k momen tu h ybnosti o d precesníc h a n utaèníc h p oh yb ù, které setrv aèník

k oná vzhledem k jin ým osám. T en to pøedp oklad je u tec hnic kýc h setrv aèníkù

splnìn dostateènì pøesnì, proto¾e se t yto setrv aèníky otáèejí v elkými úhlo vými

ryc hlostmi a ma jí v elk é momen t y setrv aènosti vzhledem k ose rotace.

K pøibli¾ném u øe¹ení p oh ybu setrv aèníku s výho dou vyu¾ijeme Resalo vu

v ìtu.
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2.2 V oln ý setrv aèník

V oln ým (b ezsilo vým, astatic kým) setrv aèník em nazýv áme gyrosk op, u nej¾

momen t vnìj¹íc h p ùsobícíc h sil je n ulo vý . Nep ùsobí-li na setrv aèník jiné síly ne¾

tího v é, bude v oln ým, kdy¾ bude p o depøen v tì¾i¹ti (tzv. Maxw ellùv setv aè-

ník na obr. 13) aneb o kdy¾ osy , k olem nic h¾ se m ù¾e otáèet, pro c házejí tì¾i¹tìm

T , resp. hmotn ým støedem (setrv aèník v Cardano v ì zá v ìsu na obr. 14).

T



T

1

2

3

��
Obr. 13 Obr. 14

U v olného setrv aèníku je M = 0 . Rozto èíme-li jej k olem jedné v olné osy ,

která je osou symetrie, je L = J � . P ak p o dle druhé impulso v é v ìt y (30) platí

d L
d t

= 0

a tudí¾ L = J � = konst : (31)

je v ektor stálé v elik osti a stálého smìru. Proto¾e pøi rotaci k olem v olné osy

ma jí v ektory L, � stejn ý smìr, sho dn ý se smìrem osy symetrie setrv aèníku,

zac ho v á v á osa v olného setrv aèníku v prostoru (pøesnìji øeèeno v inerci-

ální vzta¾né sousta v ì) stálý smìr .

1

1

P okud v olném u setrv aèníku neudìlíme rotaci úhlo v ou ryc hlostí —

1

jen vzhledem k jedné

hla vní cen trální ose, n ýbr¾ i dal¹í rotaci úhlo v ou ryc hlostí —

2

vzhledem k jiné hla vní cen trální

ose { napø. tak, ¾e klepneme na vnitøní kruh Cardano v a zá v ìsu { bude p oh yb setrv aèníku

p o dstatnì slo¾itìj¹í. Pro výsledn ý momen t h ybnosti bude stále platit L = k onst ., a v¹ak vý-

sledná úhlo v á ryc hlost — 6= k onst . Osa setrv aèníku bude vyk oná v at tzv regulární precesi ,

16



Vlastnosti v olného setrv aèníku zac ho v á v at smìr v olné osy , k olem ní¾ jej roz-

to èíme, se vyu¾ív á v letectví u indik aèníc h a stabilizaèníc h pøístro jù, jak o je

napø. umìlý horizon t indikující p oloh u letadla v mlze, zatáè k omìr, setrv aèní-

k o vý k ompas a tzv. automatic ký pilot, který slou¾í k automatic k ém u øízení a

k e stabilizaci kurzu letu letadla. Dále v rak eto v é tec hnice k øízení p oh ybu rak et

a u tanku k e stabilizaci p oloh y hla vnì k anón u pøi støelb ì za jízdy v terén u.

U hla vòo výc h støel se stabilizace jejic h p oh ybu dosah uje tím, ¾e se jím pøi p o-

h ybu v hla vni udìlí rotace. Ke stabilizaci jejic h letu v prostoru pøispív a jí dále

dv a precesní p oh yb y vyv olané o dp orem prostøedí. T ìm to vlivùm bude v ìno v án

o dst. b) v èl. 3.2. Stálost smìru osy rotujícího setrv aèníku je tak é základem

stabilit y p oh ybu jednostop ýc h v ozidel (jízdního k ola a moto cyklu).

2.3 Setrv aèník p o drob en ý p ùsob ení momen tu síly

Uv a¾ujme setrv aèník z min ulého èlánku, o kterém jsme pøedp okládali, ¾e b yl

rozto èen pøesnì p o dle osy soumìrnosti, tedy tak, ¾e osa setrv aèníku splýv á se

smìrem momen tu h ybnosti L = J � . Pùsobí-li na setrv aèník vnìj¹í momen t síly ,

m ù¾eme jej rozlo¾it do smìru osy setrv aèníku a do k olmice na osu. V¹imnìme

si o ddìlenì úèinkù tìc h to slo¾ek.

a) Momen t síly p ùsobí v ose setrv aèníku

Bude-li momen t síly p ùsobit v ose setrv aèníku o vlivní p ouze v elik ost momen tu

h ybnosti setrv aèníku, a tím i v elik ost úhlo v é ryc hlosti setrv aèníku. T en to mo-

men t tedy setrv aèník roztáèí neb o brzdí.

Nec h » v ok am¾iku t = 0, kdy zaène momen t v elik osti M p ùsobit v ose, má

setrv aèník p o èáteèní momen t h ybnosti o v elik osti L

0

= J !

0

. P ak p o dle druhé

impulso v é v ìt y (30) bude platit

L = J ! = L

0

+

tR
0

M d t ; neb oli ! = !

0

+

tR
0

M

J

d t :

Bude-li M = k onst: , bude se rotace ro vnomìrnì zryc hlo v at (resp. zp omalo-

v at); je to analogie ro vnomìrnì zryc hleného (zp omaleného) p oh ybu hmotného

b o du.

b) Momen t síly p ùsobící k olmo k ose setrv aèníku

Nec h » n yní p ùsobí k olmo na osu setrv aèníku (obr. 15) síla F = konst : , která

vzhledem k tì¾i¹ti T vyv olá momen t M = konst : . Omezíme se na pøibli¾né

øe¹ení za pøedp okladu, ¾e p omìrnì malý momen t M zmìní v krátk ém èaso v ém

in terv alu � t p ùv o dní momen t h ybnosti L o � L tak, ab y � L � L.

kterou si lze pøedsta vit jak o v alení ku¾ele sp o jeneého se setrv aèník em p o vnitøní (p opøípadì

p o vnìj¹í) plo¹e p evného ku¾ele { p o drobnìji viz napø. [1],[2].
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T

F

L

L

0

� L

M

Obr.15

�

P ak p o dle (30) platí

� L =

� tR
0

M d t = M � t :

Pùsobí-li síla F napø. v ro vinì nákresn y

(obr. 15), bude momen t M p ùsobit

k olmo z nákresn y . V tém¾e smìru se

zmìní momen t L o � L. Osa setrv aè-

níku se pak nasta ví do smìru výsled-

ného momen tu h ybnosti L0

. Úèinek sílyF je tedy tak o vý , ¾e se osa setrv aèníku

sklápí do smìru momen tu M vyv ola-

ného silou F (tedy k olmo k e smìru p ù-

sob ení síly F , resp. do smìru osy vn u-

co v ané silou F ).

c) Vliv vnìj¹í rotace na rotující setrv aèník

Rozto èíme-li setrv aèník vzhledem k jeho ose symetrie a osu uv edeme do rotaè-

ního (orbitálního) p oh ybu k olem osy ro vnob ì¾né s osou vlastní rotace setrv aè-

níku v e stejné orien taci jak o setrv aèník (obr. 16a), nenastane zmìna v p oh ybu

setrv aèníku { setrv aèník je v e stabilní p oloze. Jakmile v¹ak obrátíme orien taci

vnìj¹í rotace (obr. 16b), obrátí se osa setrv aèníku (má-li mo¾nost) o 180

�

{

setrv aèník je v labilní p oloze. T en to jev lze vysv ìtlit u¾itím druhé impulso v é

v ìt y . Je-li momen t M , p otøebn ý k uv edení do orbitálního p oh ybu, orien to v án

opaènì ne¾ v ektor L, vznikne tendence k pøeklop ení tohoto v ektoru.

O

M

L� O

M

Lt
Obr. 16a Obr. 16b

P opsan ý jev m ù¾eme snadno demonstro v at setrv aèník em v Cardano v ì zá-

v ìsu. Na základì tohoto jevu m ù¾eme tak é vysv ìtlit, pro è smìr a orien tace

18



úhlo v é ryc hlosti �
z

vlastní rotace Zemì (a jin ýc h planet) je pøibli¾nì stejná

jak o smìr a orien tace úhlo v é ryc hlosti �
0

jejího orbitálního p oh ybu (obr. 17).

S

Z

—

0

—

z

Obr. 17�
2.4 Precese a n utace tì¾k ého setrv aèníku

Názv em tì¾ký setrv aèník se oznaèuje

rotující gyrosk op v tího v ém p oli uc h ycen ý

v b o dì mimo jeho tì¾i¹tì. Mù¾e jít o se-

trv aèník p o depøen ý v b o dì O p o d tì¾i¹-

tìm T p o dle obr. 18.

Setrv aèník rozto ème úhlo v ou ryc hlostí� k olem v olné osy � { osy rotaèní sy-

metrie { o dklonìné o d svislé osy o úhel

# (0 < # �

�

2

), který se nazýv á n utaèní

úhel . Tím m u udìlíme momen t h ybnostiL = J � . Tího v á síla F
G

= m g p ùsobí

vzhledem k b o du O momen tem o v elik osti

M = mg l

0

sin #;

kde m je hmotnost setrv aèníku a l

0

vzdále-

nost b o dù O , T . Momen t M zøejmì p ùsobí

k olmo k ro vinì vymezené svislicí a osou �

setrv aèníku.

O

O

0

T

A

g

L = J —

#

 

L sin #

�

M

M

F

G




y

l

0�
Obr. 18

P o dle Resalo vy v ìt y momen t M vyc h ýlí k onco vý b o d A v ektoru L momen tu

h ybnosti v e smìru M . Stejnì se vyc h ýlí i osa � setrv aèníku. Tím se souèasnì

zmìní tak é smìr v ektoru M , který zùstá v á stále k olm ý k ose � . Pro ces zmìn y

je sp o jit ý a b o d A bude opiso v at kru¾nici. T en to p oh yb setrv aèníku se nazýv á

precese . Úhlo v ou ryc hlost 
 =

_� precesního p oh ybu, kde � je precesní

úhel , urèíme u¾itím Resalo vy v ìt y . Bo d A bude vyk oná v at ro vnomìrn ý p oh yb
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p o kru¾nici o p olomìru L sin # = J ! sin # (viz obr. 18) ryc hlostí o v elik osti

M = mg l

0

sin # . Analogic ky vztah u v = � � r pro ryc hlost platí mezi v ektoryM , 
 , L vztah M = 
 � L : (32)

Pro v elik ost tohoto souèin u dostaneme

mg l

0

sin # = 
 J ! sin # :

Odtud ( # 6= 0) úhlo v á ryc hlost precesního p oh ybu


 =

mg l

0

J !

: (33)

Je zøejmé, ¾e tato úhlo v á ryc hlost nezá visí na n utaèním úhlu # 6= 0, tedy na

o dklon u osy � o d svislice.

Zmìní-li v ektor L znaménk o, rozto èíme-li tedy setrv aèník v opaèném smìru,

a nezmìní-li se momen t M , zmìní se zøejmì znaménk o úhlo v é ryc hlosti 
 .

Precesní p oh yb p otom probíhá v opaèném smìru.

Pøedlo¾ené øe¹ení neuv a¾uje s pøísp ìvk em precesního p oh ybu k momen tu

h ybnosti L. Je v¹ak dostateènì pøesné pro 
 � ! .

Skuteèn ý p oh yb setrv aèníku je slo¾itìj¹í. Pùsob ìním rùzn ýc h ru¹ivýc h mo-

men tù sil, napø. pøi dot yku osy setrv aèníku s p o dlo¾k ou (neb o p o udìlení pøíè-

ného impulsu M � t ), udìlíme setrv aèníku dal¹í rotaci k olem jiné osy ne¾ je

v olná osa. P ak osa setrv aèníku ji¾ nebude opiso v at plá¹» precesního ku¾ele

s # = k onst: (obr. 19a). Nutaèní úhel # se bude cyklic ky mìnit a vzniklý

pøída vn ý p oh yb se nazýv á n utace .

a)

�

#

O�
b)

c)

d)w
Obr. 19
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U výsledného p oh ybu v p o dstatì jde o skládání dv ou kruho výc h p oh yb ù,

které opisuje urèit ý b o d osy setrv aèníku. Køivk a, kterou ten to b o d opisuje, je

tedy epicykloida. Mù¾e b ýt ob yèejná (obr. 19b), pro dlou¾ená (obr. 19c) neb o

zkrácená (obr. 19d). Pøitom þp evnouÿ kru¾nici bude reprezen to v at kru¾nice,

kterou opisuje uv a¾o v an ý b o d osy pøi èisté precesi. Vytv oøující kru¾nice, která

se o dv aluje p o kru¾nici p evné, je dána vlastní n utací. Celk o vý p oh yb, který

vyk oná v á ten to setrv aèník, se ro vnì¾ oznaèuje jak o pseudoregulární precese .
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3 Pøíklady p oh ybu setrv aèníku

3.1 Gyrosk opic k é jevy u dopra vníc h stro jù v zatáèce

Nezb ytnou souèástí dopra vníc h stro jù jsou rotující èásti. U p ozemníc h stro jù

jsou to pøedev¹ím k ola; u letadel, lo dí a rak et jsou to zpra vidla rotory turbín a

k ompresorù. Z fyzik álního hledisk a pøedsta vují t yto rotující èásti setrv aèníky .

Pøi zmìnì smìru p oh ybu (v zatáèce) se proto m usí n utnì pro jev o v at gyro-

sk opic k é (setrv aèník o v é) jevy , které nelze zanedbat. Jak o pøíklady na p oh yb

setrv aèníku v tec hnic k é praxi uv edeme pøehled tìc h to jevù u jednotlivýc h t yp ù

dopra vníc h stro jù.

a) Letadlo, lo ï, rak eta

Mo derní t yp y tìc h to stro jù ma jí zpra vidla turbín u a k ompresor, jejic h¾ rotory

ma jí osu v p o délné ose stro je. Výklad pro v edeme na pøípadì proudo v ého letadla

(obr. 20). Momen t h ybnosti rozto èen ýc h rotorù oznaèíme L. Chceme-li zmìnit

smìr p oh ybu stro je, m usíme m u p omo cí k ormidel vn utit na jistou dobu rotaèní

p oh yb (ho v oøíme o vn uceném p oh ybu ). Chceme-li napø. zato èit vlev o, m usí

na stro j p ùsobit momen t síly M
v

(na obr. 20 míøí vzh ùru k olmo k nákresnì).

T en to momen t v¹ak p o dobu sv ého p ùsob ení vyv olá precesní p oh yb úhlo v ou

ryc hlostí 
 , pøièem¾ p o dle (32) platí mezi uv eden ými v elièinami vztahM
v

= 
 � L : (34)

Je zøejmé, ¾e pøi zatáèce vlev o se bude

zv edat pøedek letoun u; letadlo bude

þtì¾k é na o casÿ. Pøi zatáèce vpra v o

bude naopak þtì¾k é na nosÿ. P o dobnì

se c ho v á lo ï i rak eta. T en to jev si

m ù¾eme snadno demonstro v at na kla-

sic k ém vysa v aèi prac h u (doutník o v ého

tv aru). Vn utíme-li m u rotaci k olem osy

k olmé na p o délnou osu sklopí se nám

pøi jedné orien taci tohoto p oh ybu pøe-

dek vysa v aèe a pøi druhé orien taci za-

dek vysa v aèe.

L




M

v

Obr. 20

�

Nyní p opí¹eme gyrosk opic ký jev pøi vn uceném otáèení kv an titativnì. Nec h »

otáèejícím u rotoru (setrv aèníku) o momen tu h ybnosti L vn ucujeme rotaci napø.

vlev o úhlo v ou ryc hlostí �
v

p ùsob ením momen tu síly M
v

(obr. 21). Kdyb y ten to

rotor b yl v oln ým tìlesem (neulo¾en ým v lo¾isk ác h) skláp ìla b y se osa rotoru

do smìru v ektoru M
v

tak, ¾e p o dle Resalo vy v ìt y b y ryc hlost k onco v ého b o du

v ektoru L b yla ro vna M
v

a vznikla b y precese p úhlo v ou ryc hlostí 
 . P okud
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rotor ulo¾íme do lo¾isek 1, 2 tak je tom uto p oh ybu sice zabránìno, a v¹ak rotor

p ùsobí na lo¾isk a silami F
g

, které jsou vyv olán y gyrosk opic kým momen temM
g

. T en to momen t urèíme ze vztah u, který je analogic ký vztah u (34). Ab y

vznikla precese úhlo v ou ryc hlostí !

v

m usel b y p o dle Resalo vy v ìt y p ùsobit

momen t síly � M
g

, pro který analogic ky (34) platí

� M
g

= �
v

� L ;

neb oli M
g

= L � �
v

= J � � �
v

: (35)

V elik ost gyrosk opic k ého momen tu je

M

g

= L!

v

sin # = J ! !

v

sin # : (36)

Jeho smìr nejlép e urèíme pra vidlem ®uk o vsk ého :

Je-li setrv aèník n ucen vyk oná v at precesní p oh yb, pak vznik á gyrosk opic ký mo-

men t, který se sna¾í nejkrat¹í cestou oto èit osu rotace setrv aèníku (v ektor L)

do smìru osy vn uceného p oh ybu.

Gyrosk opic ký momen t m ù¾eme vyjádøit je¹tì v e tv arul � F
g

= J � � �
v

;

kde F
g

jsou pøída vné síly , kterými p ùsobí osa rotoru na lo¾isk o a l je rameno

tìc h to sil. Jelik o¾ síly F
g

jsou k olmé na osu, m ù¾eme pro jejic h v elik ost psát

F

g

=

J ! !

v

l

sin # : (37)

T

1

2

v

p

M

v

M

g

� M

g

—

v

—




#

L

F

g

F

g

l

� Obr. 21
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Pøíklad 3 | Gyrosk opic ký momen t u parníku

P arník je opatøen turbínou s osou v p o délné ose lo dì (sro vnej s obr. 21).

Vyp o ètìte v elik ost gyrosk opic k ého momen tu M
g

a v elik ost celk o v é tlak o v é

síly F
1

v pøedním lo¾isku a F
2

v zadním lo¾isku, k oná-li parník manévro v ací

otáèení vpra v o úhlo v ou ryc hlostí !

v

= 0 ; 250 rad � s

� 1

. Rotor má hmotnost

m = 18 ; 5 � 10

3

kg , momen t setrv aènosti J = 2100 kg � m

2

a jeho tì¾i¹tì je

uprostøed rozp ìtí l = 5 ; 20 m lo¾isek; otáè ky rotoru jsou n = 540 min

� 1

.

Øe¹ení

P o drobné øe¹ení nec há v áme na ètenáøi a uv ádíme jen výsledky:

M

g

=

� nJ !

v

30

= 2 ; 97 � 10

4

N � m ;

F

1

=

mg

2

+

M

g

l

= 9 ; 65 � 10

4

N ;

F

2

=

mg

2

�

M

g

l

= 8 ; 50 � 10

4

N :

b) Dv o jstopá v ozidla

Chceme-li dv o jstop ým v ozidlem

(automobilem) zab o èit napø. vle-

v o, m usíme prostøednictvím øí-

zení p ùsobit na k ola momen tem

síly M
v

(obr. 22). P o dle druhé

impulso v é v ìt y v¹ak ten to mo-

men t bude mít tendenci zp ùso-

bit precesi úhlo v ou ryc hlostí 
 .

Bude vykláp ìt v ozidlo ze zatáèky

gyrosk opic kým momen tem M
g

p o dle (35).

L

M

v

M

g

F

o

—

v




O

r

Obr. 22

�

Gyrosk opic ký úèinek k ol v zatáèce je tedy nepøíznivý a sp olu s o dstøedivými

silami F
o

zmen¹uje stabilitu dv o jstop ého v ozidla v zatáèce, neb o» p ùsobí vzhle-

dem k b o du dot yku O k ola s v ozo vk ou klopn ým momen tem síly .

c) Jednostopá v ozidla

Základem jednostop ého v ozidla je kutálející se k olo, které pøi p oh ybu má v edle

h ybnosti p = m v je¹tì momen t h ybnosti L = J � . Vyklonìním k ola ze svislé

ro vin y o malý úhel # (viz obr. 23a) vznikne p ùsob ením tího v é síly F
G

= m g
momen t M

G

, který p o otáèí momen t h ybnosti L v e smìru M
G

(obr. 23b), tj. v e

v o doro vném smìru.
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Kolo tak zaène vyk oná v at v edle p osuvného a rotaèního p oh ybu je¹tì pre-

cesní p oh yb. Je zøejmé, ¾e pøi náklon u k ola napø. vlev o do jde k jeho stáèení tak é

vlev o. V rátíme-li k olo zp ìt do svislé ro vin y , precese (a tím i zatáèení) ustane.

Jízdní k olo a moto cykl je tedy v zatáèce stabilní.

Pøi øízení k ola øidítky p ùsobíme na k olo momen tem sily M
v

, který m u vn u-

cuje rotaci. Situace je analogic k á jak o na obr. 22; vznik á tedy gyrosk opic ký

momen t M
g

. V praxi zpra vidla k om bin ujeme øízení bicyklu a moto cyklu naklo-

nìním s øízením øídítky .

L

L

F

G

F

G

M

G

#

S

S

O

O

g

a) b)

�

Obr. 23

3.2 Stabilizace letu disku a støely

a) Disk

Ab y p oh yb disku b yl stabilní a délk a vrh u

co nejv ìt¹í, vrhá jej sp orto v ec tak, ¾e m u

udìlí na p o èátku p oh ybu rotaci k olem osy

soumìrnosti. Disk se tedy c ho v á jak o setr-

v aèník.

Gyrosk opisk é jevy pøi p oh ybu disku (a

p o dobnì støely) si nejsnáze m ù¾eme vy-

sv ìtlit a demonstro v at na p oh ybu lep enk o-

v ého k otouèe (papíro v ého pivního tác ku).

V rhneme-li k otouè lev ou ruk ou, bude pøi

p ohledu shora roto v at v kladném smìru (tj.

proti smìru ho dino výc h ruèièek). Za p o-

h ybu na nìj bude p ùsobit o dp or o výsled-

nici R . Pùsobi¹tì R není v dùsledku aero dy-

namic kýc h p omìrù v tì¾i¹ti T , n ýbr¾ v b o dì

C v e smìru p oh ybu pøed ním (obr. 24).

L

M

R

R

0

R

00

F

v

T

C




�

Obr. 24
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Pøeneseme-li tuto sílu do tì¾i¹tì m usíme pøip o jit momen t M dv o jice R , R 00

.

T en to momen t zp ùsobí precesi, tak¾e tácek vr¾en ý lev ou ruk ou se bude stáèet

vpra v o. Slo¾k a F
v

síly R 0

p ùsobí jak o vztlak o v á síla.

P oh yb disku je p o dobn ý , jen precese v dùsledku v elk ého momen tu h yb-

nosti L a relativnì malého momen tu M není tak výrazná. Vztlak o v á síla F
v

nadná¹í disk (zmen¹uje tedy úèinek tího v é síly) a zejména v sestupné èásti

balistic k é køivky pro dlu¾uje délku vrh u.

Proto¾e vztlak o v á síla je neustále k olmá k ro vinì k otouèe (disku) a k otouè

se v dùsledku precese natáèí, vznik á o dc h ylk a v p oh ybu na tu stran u, na kterou

se natáèí. U støel se této o dc h ylce øík á deriv ace (terminologic ky b y v¹ak b ylo

sprá vnìj¹í ho v oøit o deviaci ).

b) Støela

V e v o jenství je vyu¾ito vlastností setrv aèníku k e stabilizaci p oh ybu hla vòo výc h

støel, kterým se v hla vni udìluje rotace, a tím i momen t h ybnosti L. Za p oh ybu

p ùsobí na støelu o dp or vzduc h u R , jeho¾ p ùsobi¹tì C je mimo tì¾i¹tì smìrem

k e ¹pici støely (obr. 25). Síla R dá v á k tì¾i¹ti T momen t M k olm ý k ro vinì pro-

lo¾ené osou støely a teènou k tra jektorii p oh ybu. Pùsob ením tohoto momen tu

bude støela vyk oná v at precesní p oh yb. V dùsledku tøení vzduc h u o p o vrc h rotu-

jící støely , které je nejv ìt¹í na èelní náp oro v é stranì støely , vznik á dal¹í momen t

síly , který zmen¹uje n utaèní úhel # . Pùsob ením tohoto momen tu sleduje osa

støely stále teèn u k balistic k é dráze støely a dopadá tak na cíl ¹picí. V e v akuu

(napø. na Mìsíci) b y naopak osa støely zac ho v á v ala smìr osy hla vnì a dopadla

b y na cíl dnem, co¾ b y neb ylo z hledisk a úèinku støely ¾ádoucí.

L

M

M

R

T

C




l

d

v

#

� Obr. 25

Kv an titativní øe¹ení naznaèeného problém u je slo¾ité. Jde o nalezení opti-

málního vztah u mezi v elik ostí momen tu h ybnosti L a v elik ostí momen tu sílyM . Momen t h ybnosti se dá pro danou støelu a její ús»o v ou ryc hlost o vlivnit

její úhlo v ou ryc hlostí, tj. stoupáním zá vitù v hla vni. Momen t síly M se dá

o vlivnit pøedev¹ím p olohou p ùsobi¹tì C síly R vùèi tì¾i¹ti T støely . T oho se
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dosah uje vho dnou k onstruk cí plá¹tì støely , zejména její pøední èástí, která má

tv ar ogiv alu. P o drobnìj¹í analýzu precesního a n utaèního p oh ybu støely lze

nalézt v èlánku [10].

Pøíklad 4 | Kinetic k á energie a precese støely

Støela rá¾e (tj. vnìj¹ího prùmìru) d = 100 mm a hmotnosti m = 30 ; 0 kg b yla

vystøelena z hla vnì k anón u p o èáteèní (tzv. ús»o v ou) ryc hlostí v

0

= 900 m � s

� 1

.

V hla vni b yla støele udìlena rotace tak, ¾e se støela zaøezá v ala do zá vitu o stou-

pání s = 30 d . V dùsledku kmitu hla vnì pøi výstøelu se osa støely o dc h ýlila o d

teèn y k dráze o malý úhel # . V e vzduc h u bude na støelu p ùsobit síla o dp oru

vzduc h o v elik osti R = 2 ; 00 � 10

3

N v e smìru ro vnob ì¾ném s teènou k tra jektorii,

a to v p ùsobi¹ti C vzdáleném o l = 1 ; 5 d o d tì¾istì (viz obr. 25).

Vyp o ètìte:

a) celk o v ou p o èáteèní kinetic k ou energii støely ,

b) k olik otáèek precesního p oh ybu søela vyk oná, je-li doba letu støely t = 64 ; 1 s

a budeme-li pøedp okládat j R j = k onst:

Pøi výp o ètu momen tu sterv aènosti p o v a¾ujte støelu zjedno du¹enì za v álec.

Øe¹ení

a) Pro celk o v ou p o èáteèní kinetic k ou energii støely platí

E

k

=

1

2

( mv

2

0

+ J !

2

) ; kde J =

1

2

m

�
d

2

�
2

a ! =

2 �

T

;

pøièem¾ T je doba p otøebná k jedné otáèce støely v hla vni, tj. k prob ìhn utí

zá vitu vý¹ky s . Platí tedy

s = v

0

T =

2 � v

0

!

; z toho ! =

2 � v

0

s

=

� v

0

15 d

:

P ak p o dosazení do hoøej¹ího vztah u dostaneme

E

k

=

1

2

mv

2

0

"
1 +

1

2

�
�

30

�
2

#
= 1 ; 22 � 10

7

J = 12 ; 2 MJ :

b) Støela bude vyk oná v at precesní p oh yb úhlo v ou ryc hlostí (33). V elik ost mo-

men tu síly je M = R l sin # = 1 ; 5 R d sin # , v elik ost momen tu h ybnosti je

L = J ! =

� mv

0

d

120

:

P o dosazení do výrazu (33) dostá v áme


 =

180

�

R

mv

0

:
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V elik ost úhlo v é ryc hlosti precesního p oh ybu tedy nezá visí na úhlu # (pro

v elk é # b y v¹ak støela ztratila v dùsledku zmìn y aero dynamic kýc h p omìrù

stabilitu).

Doba jedné otáè ky je

T

p

=

2 �




=

�

2

mv

0

90 R

;

pro p o èet otáèet precesního p oh ybu b ìhem letu støely dostá v áme

n =

t

T

p

:

Èíselnì: T

p

= 1 ; 48 s ; n = 43 ; 3.

3.3 Lunisolární precese Zemì

Zemì je v elký setrv aèník. Její

p oh yb p o pøibli¾nì eliptic k é tra-

jektorii { ekliptice { je øízen

gra vitaèním p olem Slunce a ru-

¹en gra vitaèním p olem blízk ého

Mìsíce. Proto¾e Zemì má pøi-

bli¾nì tv ar zplo¹tìlého elipsoidu

a proto¾e její osa není k olmá

k ro vinì ekliptiky ani k ro vinì

mìsíèní tra jektorie, nepro c hází

výslednice gra vitaèníc h sil o d

p ùsob ení Slunce a Mìsíce hmot-

n ým støedem S Zemì. T en to

fakt si m ù¾eme vysv ìtlit tak,

¾e do elipsoidu Zemì v epí¹eme

k ouli p o dle obr. 26.

L

M

M

F

1

> F

2

F

1

F

2

S




#

k e Slunci

rovina

ekliptiky

Obr. 26

�

P ak na èást zb ylého prstence, která je blí¾e k e Slunci, p ùsobí v ìt¹í pøita¾liv á

síla F
1

ne¾ pøita¾liv á síla F
2

p ùsobící na jeho vzdálenìj¹í èást. V dùsledku toho

vznikne { p o pøenosu sil do hmotného støedu S { momen t M silo v é dv o jice.

Jeho v elik ost se pøi p oh ybu Zemì mìní. Nejv ìt¹í je v dob ì zimního sluno vratu

(p oloha je naznaèena na obr. 26) a letního sluno vratu. Naopak je n ulo vý v dob ì

jarní a p o dzimní ro vno dennosti. Momen t M vyv olá v á základní { solární { pre-

cesní p oh yb Zemì, jeho¾ úhlo v á ryc hlost se mìní v dùsledku promìnnosti M .

Proto¾e smìr 
 míøí na opaènou stran u ro vin y ekliptiky ne¾ úhlo v á ryc hlost

vlastní rotace Zemì (ten to smìr udá v á v ektor L), ho v oøíme o pr otibì¾né precesi.

V elik ost i smìr výsledného ru¹iv ého momen tu M p onìkud o vlivò uje sku-

teènost, ¾e k olem Zemì obíhá Mìsíc, jeho¾ eliptic k á tra jektorie le¾í v ro vinì,
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která je vzhledem k ro vinì ekliptiky sklonìna o 5

�

09

0

. Gra vitaèní vliv Mìsíce

je nezanedbateln ý a pro jevuje se tím, ¾e þmo dulujeÿ momen t M . T o má za

následek, ¾e se k základním u { solárním u { precesním u p oh ybu sup erp on uje

druhotn ý { lunární { precesní p oh yb a výsledk em je lunisolární precese, u ní¾

se mìní n utaèní úhel # ; vznik á tedy n utaèní p oh yb. P erio da solární precese

je asi 25 725 let, je to tzv platónský r ok . Støední ho dnota n utaèního úhlu je

# = 23

�

27

0

, p erio da lunární precese (n utaèní p erio da) je 18,61 roku. P erio-

dic k é zmìn y n utaèního úhlu jsou v elmi malé, neb o» zemsk á osa opisuje k olem

sv é støední p oloh y n utaèní elipsu, její¾ v elk á p olo osa je 9 ; 21

00

a malá p olo osa

6 ; 86

00

[11].

Lunisolární precese (resp. její astronomic k é dùsledky) b yla známa ji¾ staro v ìk ém u

astronomo vi Hiparc ho vi z Nik aie v ro ce 140 pø.Kr. Sro vná v al astronomic k é souøadnice

h v ìzd ze svýc h mìøení s výsledky mìøení svýc h pøedc h ùdcù a zjistil, ¾e ekliptik ální

délky h v ìzd vzrostly . Fyzik álnì se ten to jev p o daøilo vysv ìtlit a¾ Newtono vi na základì

jeho zák ona v¹eob ecné gra vitace.

Pøím ým astronomic kým dùsledk em lunisolární precese jsou p ostupné zmìn y p oloh

h v ìzd pøi orien taci p o dle no èní obloh y . Nyní sev er urèujeme p o dle známé h v ìzdy

P olárky , pro staré Egyp»an y k olem r. 2600 pø.Kr. b yla nejbli¾¹í jasnou h v ìzdou u

sv ìto v ého p ólu h v ìzda Th uban v souh v ìzdí Drak a. V dùsledku lunisolární precese

se p ozv olna mìní p oloha h v ìzd vùèi ro vník o v é souøadnico v é sousta v ì druhého druh u

(sp o jené s jarním b o dem). Zemsk á osa bude smìøo v at nejblí¾e k P olárce v ro ce 2115,

kdy její o dklon o d smìru k P olárce bude jen 21

0

. V ro ce 14 100 bude orien taèním

b o dem pro sv ìto vý p ól h v ìzda V ega v souh v ìzdí Lyry , k olem r. 21 000 to bude op ìt

Th uban. P olárk a se k e sv ìto v ém u p ólu zno vu pøiblí¾í k olem r. 28 000.

Lunisolární precese má o v¹em i zá v a¾nìj¹í dùsledky . Pøi p oh ybu Zemì p o eklip-

tic k é tra jektorii do c hází k e støídání ro èníc h ob dobí v zá vislosti na úhlu, který svírá

zemsk á osa se sp o jnicí støedù Zemì a Slunce. T oto støídání ro èníc h ob dobí se neopa-

kuje pøesnì s p erio dou ob ìh u støedu Zemì p o ekliptic k é tra jektorii (tato p erio da se

nazýv á siderický r ok ). V dùsledku lunisolární precese je za jeden platónský rok (tj. za

25 725 sideric kýc h rokù) o jeden cyklus ro èníc h ob dobí více ne¾ ob ìh ù p o ekliptic k é

tra jektorii.

Problém èaso v ání ro èníc h ob dobí k omplikuje je¹tì skuteènost, ¾e sklon ro vin y

ekliptic k é tra jektorie Zemì se v dùsledku gra vitaèního p ùsob ení ostatníc h planet ne-

patrnì mìní | v souèasné dob ì se zmen¹n uje o 0 ; 47

00

za rok, pøièem¾ úèinek tohoto

p oh ybu p onìkud zmen¹uje vliv lunisolární precese na støídání ro èníc h ob dobí.

Problém se astronomic ky vyøe¹il za v edením jarního bodu jak o p oloh y Slunce na

ekliptice (tj. na tra jektorii zdánliv ého ro èního p oh ybu Slunce p o obloze), v ní¾ se

nac hází v ok am¾iku jarní ro vno dennosti. Pøesnìji je to prùseèík ekliptiky se sv ìto vým

ro vník em, v nìm¾ se Slunce nac hází pøi jarní ro vno dennosti. T en to ok am¾ik je astro-

nomic ký p o èátek jara. V dùsledku p opsan ýc h precesníc h p oh yb ù není p oloha jarního

b o du p evná, n ýbr¾ ten to b o d jde vstøíc Slunci o 50 ; 2528

00

za rok (ten to úda j platil pro

rok 1974). Proto je doba mezi dv ìma prùc ho dy Slunce jarním b o dem, tzv. tr opický

r ok , v prùmìru asi o 20 min ut krat¹í ne¾ sideric ký rok.
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3.4 Larmoro v a precese

S gyrosk opic kými efekt y se setk á v áme i v atomistice. Na zá v ìr tohoto textu si

proto zjedno du¹enì vysv ìtlíme tutu aplik aci mec haniky . Elektron v atom u má

v urèitém sta vu orbitální momen t h ybnosti a spin, tj. vlastní momen t h ybnosti

a o dp o vída jící magnetic k é momen t y . Dostane-li se atom do vnìj¹ího magnetic-

k ého p ole o induk ci B , vznik á Zeeman ùv jev { roz¹tìp ení nìkterýc h sp ektrál-

níc h èar v optic k ém sp ektru. P o dle hrub é mec hanisitic k é pøedsta vy lze ten to jev

ob jasnit precesním p oh yb em ro vin y , v ní¾ le¾í tra jektorie, kterou k oná elektron

v coulom b o vsk ém elektrostatic k ém p oli jádra.

Elektron u na urèité tra jektorii (obr. 27) pøíslu¹í momen t h ybnosti L =

= 2 m

e

w a tak é magnetic ký momen t m = � e w , kde m

e

je hmotnost elektron u,

e elemen tární náb o j a w plo¹ná ryc hlost elektron u. Z hledisk a gyrosk opic k ého

efektu lze tra jektorii p o v a¾o v at za elemen tární proudo v ou sm yè ku, jí¾ pøíslu¹í

magnetic ký momen t m , a tak é momen t h ybnosti L. Jak se o dv ozuje v elektro-

magnetism u, bude na ni v p oli induk ce B p ùsobit momen t silo v é dv o jiceM = m � B ;

který je k olm ý k ob ìma v ektorùm B , m a

tudí¾ i k L. Pùsob ením momen tu M bude

elektrono v á tra jektorie k onat precesi, která

je zcela analogic k á precesi tì¾k ého setrv aè-

níku (èl. 2.4).Pro výp o èet úhlo v é ryc hlosti

precese u¾ijeme Resalo vy v ìt y . P o dle ní

platí

j Lj sin # � j 
 j = j M j = j m jj B j sin # ;

neb oli

2 m

e

j w jj 
 j sin # = e j w jj B j sin # :

Pro # 6= 0 dostaneme Larmoro vu úhlo v ou

ryc hlost


 =

eB

2 m

e

:

L

M

M




#

B

m

Obr. 27

�

V kv an to v é fyzice p o jem þtra jektorie elektron uÿ ztrácí význam a proto

ani pøedsta vu o magnetic k ém momen tu nelze v ázat na pøedsta vu o lineárním

proudu. A v¹ak, i tak lze dok ázat, ¾e Zeeman ùv jev lze ob jasnit precesním p oh y-

b em v ektoru orbitálního momen tu h ybnosti a tak é precesním p oh yb em spin u

k olem v ektoru B = konst : Pøitom v elik ost prùmìtu momen tu h ybnosti L i

spin u s do smìru v ektoru B se zac ho v á v á, a precese probíhá ro vnì¾ s Larmo-

ro v ou úhlo v ou ryc hlostí 
 =

eB

2 m

e

. Larmoro v ou precesí se vysv ìtlují diamagne-

tic k é vlastnosti látek (magnetik).
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4 Úloh y

A. Øe¹ené úloh y

1. Slo¾ky tenzoru momen tu setrv aènosti zalome-

ného høídele

Vyp o èítejte slo¾ky tenzoru setrv aènosti zalomeného

høídele, který je ulo¾en v lo¾isk ác h A; B (obr 28).

Hmotnost høídele je m , p olomìr p ùlkru¾nic je r .

A

B

O

x

y

r

r

Obr. 28

�

Øe¹ení

Høídel sestá v á ze dv ou èástí; z k a¾dé vyjmeme ele-

men t o p oloze ' (obr. 29). Souøadnice elemen tù:

x = r sin ' ;

y = r (1 � cos ' ) ;

z = 0 ;

������ x = � r sin ' ;

y = � r (1 � cos ' ) ;

z = 0 ;

d m = �r d ' :

Délk o v á h ustota hmotnosti je

� =

m

2 � r

:

Slo¾ky tenzoru setrv aènosti:

O

x

y

r

'

'

d '

d '

d m

d m

Obr. 29�

J

xx

= 2

Z
( m )

y

2

d m = 2 �r

3

�Z
0

(1 � cos ' )

2

d ' = 2 �r

3

�Z
0

(1 � 2 cos ' + cos

2

' ) d ' =

= 2 �r

3

�
' � 2 sin ' +

'

2

+

1

4

sin 2 '

�
�

0

= 3 �� r

3

=

3

2

mr

2

;
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J

y y

= 2

Z
( m )

x

2

d m = 2 �r

3

�Z
0

sin

2

' d ' = �r

3

�
' �

1

2

sin 2 '

�
�

0

= �� r

3

=

1

2

mr

2

;

J

z z

= 2

Z
( m )

( x

2

+ y

2

) d m = 2 �r

3

�Z
0

(sin

2

' + 1 � 2 cos ' + cos

2

' ) d ' =

= 2 �r

3

�Z
0

(2 � 2 cos ' ) d '| {z }
2 �

= 4 �� r

3

= 2 mr

2

;

J

xy

= J

y x

= 2

Z
( m )

xy d m = 2 �r

3

�Z
0

sin ' (1 � cos ' ) d ' =

= 2 �r

3

�Z
0

(sin ' �

1

2

sin 2 ' ) d '| {z }
2

= 4 �r

3

=

2

�

mr

2

;

J

xz

= J

z x

= J

y z

= J

z y

= 0 ; proto¾e z = 0 :

2. Roztáèení setrv aèníku tøecí sp o jk ou

Na dv ou høídelíc h jsou namon to-

v án y setrv aèníky 1, 2 , pøièem¾ høí-

dele mohou b ýt sp o jen y prostøed-

nictvím tøecí sp o jky S (obr. 30).

Pøi rozp o jené sp o jce je nejprv e roz-

to èen setrv aèník 1 tak, ¾e má n

1

=

3000 otáèek za min utu. Setrv aè-

ník 2 je na p o èátku v klidu. P oté

je prostøednictvím tøecí sp o jky pøi-

p o jen druh ý høídel a setrv aèník se

1

2

S

�

Obr. 30

zaène p ostupnì zryc hlo v at, a¾ se oba setrv aèníky budou otáèet stejnou úh-

lo v ou ryc hlostí a sousta v a høídelù bude mít n

12

= 1800 otáèek za min utu.

První setrv aèník i s høídelem má momen t setrv aènosti J

1

= 6 ; 0 kg � m

2

.
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Vyp o ètìte:

a) Jaký je momen t setrv aènosti J

2

druhého setrv aèníku i s høídelem.

b) Kolik mec hanic k é energie � E

k

sousta v a ztratila pøi sp o jení.

Øe¹ení

a) Platí zák on zac ho v ání momen tu h ybnosti

J

1

!

1

= ( J

1

+ J

2

) !

12

:

Odtud

J

2

= J

1

�
!

1

!

12

� 1

�
= J

1

�
n

1

n

12

� 1

�
= 4 ; 0 kg � m

2

:

b) � E

k

=

1

2

J

1

!

2

1

�

1

2

( J

1

+ J

2

) !

2

12

=

1

2

�
�

30

�
2

n

1

( n

1

� n

12

) J

1

= 118 kJ :

3. V olnì otáèiv á t yè

T enk á homogenní t yè o délce l a hmotnosti m se v olnì otáèí p o v o doro vné

dok onale hladk é ro vinì úhlo v ou ryc hlostí �
0

k olem sv ého støedu. Zac h ytíme-

li náhle jeden k onec t yèe, zaène se t yè otáèet k olem tohoto k once. Vyp o ètìte

úhlo v ou ryc hlost � , kterou se t yè n yní bude otáèet, a k olik mec hanic k é

energie � E

k

pøi této zmìnì ztratí.

Øe¹ení

Zák on zac ho v ání momen tu h ybnosti:

J

0

!

0

= J ! ;

1

12

ml

2

!

0

=

1

3

ml

2

! ! ! =

!

0

4

:

Ztráta mec hanic k é energie:

� E

k

=

1

2

ml

2

12

!

2

0

�

1

2

ml

2

3

!

2

=

1

2

ml

2

12

!

2

0

�

1

2

ml

2

3

!

2

0

16

=

ml

2

!

2

0
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4. Pùsob ení pøíèné síly na setrv aèník

Na vzpøímen ý setrv aèník o hmotnosti

m rozto èen ý úhlo v ou ryc hlostí � k o-

lem osy symetrie, vzhledem k ní¾ má

momen t setrv aènosti J , p ùsobíme p o

krátk ou dobu � t silou F ro vnob ì¾nou

s osou x (obr. 31). P opi¹te c ho v ání setr-

v aèníku, tj. vyp o ètìte úhel � # , o který

se za � t o dc h ýlí jeho osa, a p opi¹te p o-

h yb, který p oté bude setrv aèník vyk o-

ná v at.

g F
�

x

y

z

l

l

0

m; J

O

T

Obr. 31�

Øe¹ení

Osa setrv aèníku se o dc h ýlí v ro vinì x = 0 o d osy y o úhel

� # = arctg

M � t

L

�

F l � t

J !

a setrv aèník souèasnì zaène vyk oná v at precesní p oh yb s úhlo v ou ryc hlostí

(33):


 =

mg l

0

J !

:

Osa setrv aèníku bude opiso v at ku¾el o vrc holo v ém úhlu � # úhlo v ou ryc h-

lostí 
 , její¾ v elik ost na tom to úhlu nezá visí.

5. Precese disku na rameni

Homogenní disk o hmotnosti m a p olomìru r je oto ènì ulo¾en na rameni

R zanedbatelné hmotnosti v sesta v ì p o dle obr. 32. Disk rozto èíme v elk ou

úhlo v ou ryc hlostí � k olem osy symetrie. P opi¹te p oh yb, který bude disk

vyk oná v at.

Øe¹ení

Na disk p ùsobí momen t tího v é síly

o v elik osti M = mg R . Rotující

disk, jeho¾ momen t h ybnosti má

v elik ost

L = J ! =

mr

2

!

2

;

bude vyk oná v at precesi ok olo osy y

s úhlo v ou ryc hlostí o v elik osti


 =

M

L

=

2 g R

r

2

!

:

g �

x

y

r

R

m

O

Obr. 32
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6. Gyrosk opic ký momen t setrv aèníku v rám u

Setrv aèník v e tv aru v álco v ého disku o p olomìru r a hmotnosti m se otáèí

úhlo v ou ryc hlostí !

1

v úhlopøíèce ètv erco v ého rám u zanedbatelné hmotnosti

p o dle obr. 33. Rám se otáèí k olem svislé osy úhlo v ou ryc hlostí !

2

. Urèete

gyrosk opic ký momen t a reak ce v lo¾isk ác h A; B , které jím budou vyv olán y .

Øe¹ení

Pro gyrosk opic ký momen t p o dle (35) platíM
g

= J �
1

� �
2

; kde J =

1

2

mr

2

:

V elik ost gyrosk opic k ého momen tu je tedy

M

g

=

1

2

mr

2

!

1

!

2

sin � =

p

2

4

mr

2

!

1

!

2

:

V ektor M
g

je k olm ý k rám u a v dané

p oloze rám u míøí pøed nákresn u. Reak ceR
A

= � R
B

, které jej v lo¾isk ác h k omp en-

zují, le¾í v ro vinì nákresn y a ma jí v elik ost

R

A

= R

B

=

p

2

4 l

mr

2

!

1

!

2

:

l

r

—

2

—

1

�

m

A

B

Obr. 33!

7. Gyrosk opic ký momen t u letadla

Oto èné èásti letec k ého motoru v èetnì vrtule ma jí momen t setrv aènosti J =

25 kg � m

2

. V rtule se otáèí n = 2400 otáè k ami za min utu. Vyp o ètìte gyrosk o-

pic ký momen t M
g

p ùsobící na letadlo, které prolétá ryc hlostí v = 450 km = h

pra v oto èiv ou zatáè ku p o v o doro vné kru¾nici o p olomìru R = 280 m. Jaký

úèinek bude mít ten to momen t, kdy¾ se vrtule z p ohledu pilota otáèí v e

smìru rotace ho dino výc h ruèièek?

Øe¹ení

Gyrosk opic ký momen t urèíme p omo cí vztah ù:M
g

= J � � �
v

; ! =

� n

30

; !

v

=

v

R

; �
v

? � ;

kde �
v

je úhlo v á ryc hlost vyn ucené rotace (obr. 34). V elik ost gyrosk opic k ého

momen tu tedy je
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M

g

=

� nv J

30 R

= 2 805 N � m :

Gyrosk opic ký momen t má smìr ra-

diály sp o jující støed køiv osti tra jek-

torie O a b o d A , v nìm¾ se nac hází

letadlo. Jeho p ùsob ením bude v této

zatáèce letadlo þtì¾k é na nosÿ. V le-

v oto èiv é zatáèce se smìr momen tuM
g

oto èí a letadlo bude þtì¾k é na

o casÿ.

R

—

—

v

—

v

O

A

M

g

Obr. 34

"
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B. Neøe¹ené úloh y

8. Precese setrv aèníku na rameni

Setrv aèník v e tv aru v álco v ého disku o p olomìru r = 100 mm a hmotnosti

m = 1 ; 20 kg rotující s úhlo v ou ryc hlostí ! = 314 rad � s

� 1

za v ìsíme v tího v ém

p oli na vylo¾eném rameni délky a = 75 mm a zanedbatelné hmotnosti

prostøednictvím nitì p o dle obr. 35. Setrv aèník zaène vyk oná v at precesi.

Vyp o ètìte nejkrat¹í dobu, za kterou osa setv aèníku zaujme op ìt výc hozí

p oloh u.

a

m

r

g

#

a

� m

�

g

—

1

—

2

O

J

$

Obr. 35 Obr. 36

9. Precese setrv aèníku v Cardano v ì zá v ìsu

Bezsilo vý setrv aèník o momen tu setrv aènosti J , otáèející se úhlo v ou ryc h-

lostí �
1

, je ulo¾en v Cardano v ì zá v ìsu p o dle obr. 36. Ro vno v áh u p oru¹íme

tím, ¾e na osu setrv aèníku do vzdálenosti a o d støedu O umístíme zá v a¾í

o hmotnosti � m . Osa setrv aèníku svírá se svislou osou úhel � . Urèete úh-

lo v ou ryc hlost �
2

vzniklé precese, zanedbáte-li hmotnost Cardano v a zá v ìsu

a tøení v lo¾isk ác h.

10. Gyrosk opic ký momen t u k olo v ého mlýna

Kolo vý mlýn sestá v á z v álco v ého k ola o hmotnsoti m , které se o dv aluje p o

v o doro vné desce (obr. 37). Kolo je oto ènì ulo¾eno na rameni o

1

délky R a

zanedbatelné hmotnosti, které se otáèí k olem svislé osy o

2

úhlo v ou ryc hlostí
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 = konst . Vyp o ètìte gyrosk opic ký momen t M
g

a výslednou sílu F , kterou

je k olo pøitlaèo v áno k desce.

o

1

o

2

r

R

F

—




%

o

1

o

2

r

R

—

1

—

2

A

B

C D

&

Obr. 37 Obr. 38

11. Gyrosk opic ký momen t setrv aèníku v rám u

Urèete gyrosk opic ký momen t a reak ce v lo¾isk ác h A; B ; C ; D zá v ìsu p o dle

obr. 38, které jsou vyv olán y setrv aèník em tv aru k oule o p olomìru r a hmot-

nosti m . Setrv aèník se otáèí k olem osy o

1

úhlo v ou ryc hlostí �
1

a rám k olem

osy o

2

úhlo v ou ryc hlostí �
2

. Hmotnost rám u zanedb ejte, !

1

� !

2

.

12. Gyrosk opic ký momen t u stacionární turbín y

Stacionární turbína je umístìna na ' = 60

�

se-

v erní zemìpisné ¹íøky , její rotor má smìr p oledníku

a v ektor úhlo v é ryc hlosti � její vlastní rotace míøí

pøesnì k sev eru (obr. 39). Urèete smìr a v elik ost

gyrosk opic k ého momen tu, je-li ! = 314 rad � s

� 1

a

momen t setrv aènosti rotoru J = 120 kg � m

2

; !

z

=

7 ; 29 � 10

� 5

rad � s

� 1

.

'

—

z

—

Obr. 39'
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Výsledky neøe¹en ýc h úloh

8. T =

� mr

2

!

ag

= 16 ; 1 s

9. !

2

=

� m g sin �

J !

1

10. Gyrosk opic ký momen t je k olm ý k nákresnì, míøí za ni a má v elik ost

M

g

=

1

2

mr R 


2

. Pøítlaèná síla F = m

�
g +

r R 


2

2

�
.

11. Gyrosk opic ký momen t M
g

= J �
1

� �
2

je k olm ý k nákresnì a míøí za

ni. Jeho v elik ost je M

g

=

2

5

mr

2

!

1

!

2

. Reak ce R
A

= � R
B

a R
C

= � R
D

le¾í v ro vinì nákresn y a ma jí stejnou v elik ost R

A

= R

B

= R

C

= R

D

=

mr

2

!

1

!

2

5 R

.

12. Gyrosk opic ký momen t smìøuje p o dle ro vnob ì¾ky na výc ho d a má v elik ost

M

g

= J ! !

z

sin ' = 2 ; 38 N � m.

39



Literatura

[1] Brdiè k a, M., Hladík, A.: T e or etická me chanika. Ak ademia, Praha 1987.

[2] Gonda, J.: Dynamika pr e in¾enier ov. Vyda v atel'stv o SA V , Bratisla v a 1966.

[3] Horák, Z., Krupk a, F ., ©indeláø, V .: T e chnická fyzika. SNTL, Praha 1961.

[4] T rk al, V .: Me chanika hmotných bodù a tuhého tìlesa. Nakladatelství ÈSA V ,

Praha 1956.

[5] Vybíral, B.: R otaèní pohyby a setrvaèníky. Rozhledy matematic k o fyzik ální

48 (1969-70), s. 275{286.

[6] Vybíral, B.: Setrvaèníky. Leták 18. ro èníku F O, SPN, Praha 1976, s. 7-40.

[7] Vybíral, B.: Základy te or etické me chaniky, 2.díl. Gaudeam us, Hradec Krá-

lo v é 1992.

[8] Vybíral, B.: Statika tuhého tìlesa. Kniho vniè k a F O è. 26. Vyda v atelství

MAFY , Hradec Králo v é 1996.

[9] Vybíral, B.: Kinematika a dynamika tuhého tìlesa. Kniho vniè k a F O è. 31.

Vyda v atelství MAFY , Hradec Králo v é 1997.

[10] Vybíral, B.: Pr e cesní a nutaèní pohyb stø ely. Matematik a a fyzik a v e ¹k ole

13 (1982/83), s. 475{482.

[11] V an ýsek, V .: Základy astr onomie a astr ofyziky. Academia, Praha 1980.

40


