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PøedmluvaMáte pøed sebou druhou èást trilogie vìnované tekutinám { Mec haniku ide-

álníc h plyn ù , neboli aeromec haniku . Navazuje na první èást [14] vìnovanouideálním kapalinám. V pøí¹tím roce na ni navá¾e Aplik o v aná mec hanik a te-

kutin . Pøedlo¾ený text se omezuje jen na ideální plyn jako na fyzikální tìlesodokonale tekuté (bez vnitøního tøení) a dokonale stlaèitelné. To velmi usnadòujevýklad a popis dìjù. Tento model plynu dostateènì vyhovuje pro popis øadydìjù v plynu, zejména, je-li v klidu (tedy v aerostatice). Na proudìní plynùmá pozorovatelný vliv viskozita plynu, proto popis proudìní reálného plynumodelem ideálního plynu je pøibli¾né a dává tak jen obrys pro skuteèné dìje.Proudìním reálného plynu se tento text nezabývá, av¹ak základní informacemù¾ete získat v pøedchozích textech [12] a [13].Proto¾e dìje v plynech jsou daleko slo¾itìj¹í ne¾ dìje v kapalinách, je v 1. ka-pitole zaøazen pøehled fyzikálních velièin a zákonù vztahujících se k ideálnímuplynu. Navazuje 2. kapitola, která je vìnována úèinkùm tíhového pole na plyn;v podstatì jde o aerostatiku. Výklad uzavírá 3. kapitola pojednávající o prou-dìní plynu, tedy aerodynamika.Vlastní výklad je ilustrován na desíti øe¹ených pøíkladech, z nich¾ dva obtí¾-nìj¹í jsou zaøazeny do samostatné 4. kapitoly. Na konci kapitol je zadáno celkem22 úloh k procvièení, jejich¾ struèné øe¹ení (nebo jen výsledek) je uvedeno nakonci textu. K øe¹ení nìkterých pøíkladù a úloh je zapotøebí vyu¾ít aparát vy¹¹ímatematiky (ten je ostatnì nezbytný ke studiu celé fyziky). Proto Vám dopo-ruèuji, abyste se sna¾ili jeho základy brzo zvládnout, napøíklad pomocí velmidobré pøíruèky Z. Ungermanna [10].Jak uvidíte, aeromechanika úzce souvisí s termodynamikou. Shodou okol-ností vychází v leto¹ním roce také studijní text [9], který nále¾í do termodyna-miky; rovnì¾ jej doporuèuji k prostudování.Jsem pøesvìdèen, ¾e pøedlo¾ený text Vám nejen pomù¾e v soutì¾i Fyzikálníolympiáda, ale ¾e Vás bude motivovat k celo¾ivotnímu zájmu o fyziku a jejíaplikace.
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1 Základní velièiny a zákony ideálního plynu1.1 Stavové velièiny plynu
Tlak plyn uTlak plynu je velièina, která makroskopicky popisuje mikroskopické silovéúèinky srá¾ek obrovského mno¾ství èástic plynu (zpravidla molekul) s èásticemivnitøních stìn nádoby nebo s èásticemi povrchu jiného tìlesa, které se nacházív nádobì s plynem. Nech» tyto nárazy na plo¹ku o obsahu �S se projeví jakostøední tlaková síla �F . Pak tlak plynu je plo¹nou hustotou této síly, neboli
p = �F = �S . Tlak plynu experimentálnì zjistíme manometrem resp. tlakomì-rem, pøípadnì vakuometrem, je-li v nádobì podtlak vzhledem k okolí nádoby.Jednotkou tlaku je N � m� 2 = Pa (pascal). Proto¾e pascal je malá jednotka,u¾ívají se její násobky kPa = 103 Pa a MPa = 106 Pa. Ve star¹í literatuøe nebona star¹ích pøístrojích se setkáváme je¹tì s jinými jednotkami tlaku:torr 1 torr = 133; 322 Pa ;technická atmosféra 1 at = 98; 0665 kPa ;bar 1 bar = 1 � 105 Pa = 0; 1 MPa := 1 at :Za normální atmosférický tlak se volí tlak p

n

= 1; 013 25 � 105 Pa := 760 torrù.Tlak má rovnì¾ význam potenciální energie tlakové vzta¾ené na jednotkuobjemu tekutiny (resp. plynu), neboli je roven hustotì potenciální energie tla-kové (odvození viz [14], s. 8).
T eplota plyn uTeplota plynu je velièina, která charakterizuje makroskopický rovnová¾nýtermodynamický stav plynu { tj. stav, ve kterém se plyn nachází za stálýchvnìj¹ích podmínek (nemìní se teplota okolí, vnìj¹í silové pole, objem a tlakplynu apod.). Ka¾dému rovnová¾nému stavu plynu lze pøiøadit urèitou tep-lotu. V praxi se pøevá¾nì ustálilo mìøení teploty t v Celsiových stupních (� C).V zákonech ideálního plynu je v¹ak nutné zásadnì u¾ívat termodynamickouteplotu T , která má k Celsiovì teplotì vztah T = (f t g + 273; 15) K (kelvinù).Termodynamická teplota T = 0 K je dolní limitní mez teploty, která je prak-ticky nedosa¾itelná.
Ob jem plyn uVolný plyn v dùsledku své rozpínavosti nezaujímá urèitý objem. Je-li plynuzavøen v nádobì, vyplní celý prostor nádoby. Pak je objem V plynu rovenvnitønímu objemu nádoby. Pøi øe¹ení úloh vyjadøujeme objem plynu v jednot-kách m3 . 4



Hustota plyn uAbychom urèili hustotu plynu v urèitém místì objemu V , vymezíme kolemtohoto místa malý objem �V , který obsahuje hmotnost �m plynu. Pak hustotaplynu v daném místì pro danou teplotu a tlak je % = �m= �V . Její jednotkaje kg � m� 3 . Hustota plynu je na rozdíl od kapalin silnì závislá na ostatníchstavových velièinách. Proto se její hodnota uvádí pro tzv. normální podmínky ,tj. normální teplotu 273; 15 K (0 � C) a normální tlak p

n

= 1; 013 25 � 105 Pa. Zatìchto podmínek je hustota plynu øádovì 103 krát men¹í ne¾ hustota kapalin.Napøíklad hustota vzduchu %

vn

= 1; 293 kg � m� 3 . Pro jinou teplotu a tlak sek pøepoètu pou¾ije stavová rovnice (viz napø. èl. 2.2 a pøíklad 6) { viz vztah(refxx) na str. 9. Závislost hustoty plynu na vý¹ce v tíhovém poli bude odvozenav èl. 2.2.1.2 Velièiny popisující plyn jako soustavu èástic
Relativní atomo v á hmotnost

A

r

= m

a

m

u

;kde m

a

je klidová hmotnost atomu a m

u

atomová hmotnostní konstanta nazý-vaná také hmotnostní jednotka, která je de�nována jako 1/12 klidové hmotnostinuklidu uhlíku 12

6

C. Její hodnota je
m

u

= 1; 660 540 � 10� 27 kg := 1; 66 � 10� 27 kg :V Mendìlejevovì tabulce jsou uvedeny relativní atomové hmotnosti prvkù jakopøirozené smìsi nuklidù, napø. pro vodík jako smìs nuklidù 1

1

H, 2

1

H a 3

1

H vychází
A

r

= 1; 008. Známe-li A

r

, mù¾eme urèit klidovou hmotnost atomu: m

a

= A

r

m

u

.Napøíklad støední klidová hmotnost atomu vodíku je m

a

(H) = 1; 674 � 10� 27 kg.
Relativní molekulo v á hmotnost

M

r

= m

m

m

u

;kde m

m

je klidová hmotnost molekuly. Relativní molekulová hmotnost je rovnasouètu relativních atomových hmotností atomù, které vytváøejí molekulu. Na-pøíklad relativní molekulová hmotnost molekuly vodíku H
2

je M

r

(H
2

) == 2 � 1; 008 = 2; 016.
A v ogadro v a k onstan ta N

AK základním fyzikálním konstantám patøí Avogadrova konstanta N

A

, kteráudává poèet atomù v nuklidu uhlíku 12

6

C o hmotnosti 12 g, který je látkovýmmno¾stvím 1 mol tohoto nuklidu. Experimentálnì vychází
N

A

= 6; 022 137 � 1023 mol� 1

:5



Èíselná hodnota konstanty N

A

souvisí s èíselnou hodnotou konstanty m

u

vzta-hem
f N

A

g = 1 � 10� 3

f m

u

g

= 6; 022 137 � 1023

:

Látk o v é mno¾ství nSoustava èástic (napø. plyn) má látkové mno¾ství n , které je urèeno podí-lem poètu èástic N (napø. atomù, molekul, iontù) této soustavy a Avogadrovykonstanty N

A

:
n = N

N

A

:Jednotkou látkového mno¾ství je mol. Je to látkové mno¾ství soustavy, kteráobsahuje tolik èástic (atomù, molekul, iontù), kolik atomù je ve 12 g = 0; 012 kgnuklidu uhlíku 12

6

C.
Molární hmotnost

M

m

= m

n

;kde m je hmotnost tìlesa (plynu) z chemicky stejnorodé látky a n je odpoví-dající látkové mno¾ství. Jednotkou je kg � mol� 1 . Molární hmotnost lze urèit zevztahù
M

m

= A

r

� 10� 3 kg � mol� 1 nebo M

m

= M

r

� 10� 3 kg � mol� 1

;podle toho, je-li tìleso (plyn) slo¾eno z volných atomù nebo molekul. Napø. proatomární vodík je M

m

= 1; 008 � 10� 3 kg � mol� 1 , pro molekulární vodík (H
2

) je
M

m

= 2; 016 � 10� 3 kg � mol� 1 , pro vzduch je M

m

= 28; 96 � 10� 3 kg � mol� 1 .
Molární ob jem V

mtìlesa (plynu) z chemicky stejnorodé látky za daného tlaku a teploty je dánvztahem
V

m

= V

n

;kde V je objem tìlesa za uva¾ovaných fyzikálních podmínek a n je odpovídajícílátkové mno¾ství. Jednotkou je m3

� mol� 1 .U plynù se molární objem za normálních fyzikálních podmínek (tj. 273; 15 Ka 1; 013 25 � 105 Pa) nazývá normální molární objem V

mn

. Je pro v¹echny plynystejný a má hodnotu
V

mn

= 22; 414 � 10� 3 m3

� mol� 1

:

6



1.3 Základní zákony ideálního plynu
Bo ylùv-Mariottùv zák onSouèin tlaku p a objemu V ideálního plynu dané hmotnosti je za stálétermodynamické teploty T konstantní:

pV = konst: pro T = konst: (1)Dìj, pro který je splnìn vztah (1), se nazývá izotermic ký . V p -V diagramu jeznázornìn køivkou, která se nazývá izoterma (obr. 1) Je to jedna vìtev rovnooséhyperboly.Boylùv-Mariottùv zákon byl objeven experimentálnì (viz úlohu 3) a platídostateènì pøesnì pro reálné plyny pøi teplotách mnohem vy¹¹ích ne¾ je jejichkritická teplota.

V

p

O

T

2

T

1

> T

2

Obr. 1 Izotermy ideálního plynu V
V =konst:

p

1
2

20

p =konst.
O

izoba ra

izo cho ra

Obr. 2 Izochora a izobara ideál-ního plynu
Charlesùv zák onPodíl tlaku p a termodynamické teploty T ideálního plynu dané hmotnostije za stálého objemu V konstantní:

p

T

= konst: pro V = konst: (2)Dìj popsaný vztahem (2) se nazývá izo c horic ký . V p -V diagramu (obr. 2) jeznázornìn úseèkou 12, která se nazývá izochora.7



Ga y-Lussacùv zák onPodíl objemu p a termodynamické teploty T ideálního plynu dané hmotnostije za stálého tlaku p konstantní:
V

T

= konst: pro p = konst: (3)Dìj popsaný vztahem (3) se nazývá izobaric ký a pøíslu¹ná úseèka 120 v p -Vdiagramu (obr. 2) izobara.
Sta v o v á ro vnice ideálního plyn uProvedeme-li izotermickou expanzi ze stavu 1 do stavu X a poté izochorickéohøátí ze stavu X do stavu 2 (obr. 3), dostaneme

VV

1

V

2

p

p

1

p

X

p

2

O

21
X

T

1

T

2Obr. 3 K odvození stavové rovnice

p

1

V

1

= p

X

V

2

: : : izotermická expanze,
p

X

T

1

= p

2

T

2

: : : izochorické ohøátí.Násobením vztahù dostaneme zá-kladní tvar sta v o v é ro vnice

p

1

V

1

T

1

= p

2

V

2

T

2

= konst: (4)Je zøejmé, ¾e experimentální vztahy(1) a¾ (3) jsou zvlá¹tním pøípademzákona (4) a ¾e jeden z tìchto zá-konù je nadbyteèný. (Stavovou rovnicilze odvodit tøemi zpùsoby { libovol-nou kombinací dvou zákonù z (1) a¾(3) { viz úlohu è. 5.) Stav plynu zá-visí jenom na poloze bodu v p -V dia-gramu, který jej znázoròuje, a nikolivna cestì, po které se k nìmu do¹lo.Hmotnost plynu pøi dìji v uzavøené soustavì se nemìní, tedy m

1

= m

2

= m .Provedeme-li dìlení rovnice (4) hmotností m a zavedeme-li hustotu plynu %

1

== m=V

1

a %

2

= m=V

2

, dostaneme stavovou rovnici ideálního plynu ve tvarupro hustoty
p

1

%

1

T

1

= p

2

%

2

T

2

= konst: (5)Konstanta ve stavové rovnici (4) pro látkové mno¾ství n = 1 mol se na-zývá molární plynová konstanta a oznaèuje se R . Její hodnotu vypoèteme pronormální fyzikální podmínky: 8



R = p

n

V

mn

T

n

= 1; 013 25 � 105 Pa � 22; 414 � 10� 3 m3

� mol� 1273; 15 K == 8; 3145 J � mol� 1

� K� 1

:Dal¹í tvary stavové rovnice ideálního plynu jsou:
pV

m

= R T : : : pro 1 mol, (6)
pV = nR T : : : pro n molù, (7)kde

n = V

V

m

= m

M

m

= N

N

A

:

N je celkový poèet èástic (atomù, molekul) plynu v objemu V . Význam ostat-ních velièin je popsán v èl. 1.2. Èasto potøebujeme vyjádøit hustotu plynupomocí ostatních stavových velièin:
% = m

V

= M

m

p

R T

: (8)V kinetické teorii plynù se zavádí je¹tì Boltzmannova konstanta k vztahem
k = R

N

A

= 1; 380 66 � 10� 23 J � K� 1

;která má formálnì význam molární plynové konstanty vzta¾ené na jednu èástici(atom, molekulu) plynu. Pomocí ní mù¾eme stavovou rovnici (7) pøepsat dotvaru
pV = N k T : : : pro N èástic, (9)nebo» nN

A

= N .
P oisson ùv zák onProbíhají-li stavové zmìny v ideálním plynu o stálé hmotnosti tak, ¾e sou-stava je dokonale izolovaná (tepelná výmìna s okolními tìlesy je nulová), mìníplyn tlak p a objem V podle vztahu

pV

{ = konst:; kde { = c

p

c

V

(10)je pomìr mìrných tepelných kapacit pøi konstantním tlaku a pøi konstantnímobjemu { tzv. Poissonova konstanta. Hodnoty konstanty { pro rùzné plyny jev tabulce na konci textu. Pro jednoatomové plyny je { := 1; 67 pro dvouatomové{ := 1; 40 a pro víceatomové { := 1; 33.9



V

p

O

adiabata

izotermaObr. 4 Porovnání adiabaty a izo-termy v p -V diagramu

Vydìlíme-li vztah (10) hmotností m

{ == konst: , a zavedeme-li hustotu plynu
% = m=V , dostaneme Poissonùv zákonve tvaru pro tlak a hustotu plynu:

p%

� { = konst: (11)Dìj, který splòuje Poissonùv zákon senazývá adiabatic ký . V p -V diagramuje prùbìh stavových zmìn znázornìnadiabatou, která je strmìj¹í ne¾ izo-terma (obr. 4). Probíhá-li dìj velmirychle, nestaèí probìhnout tepelná vý-mìna s okolím a pova¾uje se tedy pøi-bli¾nì za adiabatický (viz pøíklady 3 a8 a úlohu 10). Za adiabatické dìje pova-¾ujeme i dìje pøi ¹íøení zvuku v plynnémprostøedí.
A v ogadrùv zák onMají-li dva rùzné plyny stejný tlak, objem a teplotu, pak pro nì ze stavovérovnice ve tvaru (9) vyplývá pV = N

1

k T , pV = N

2

k T , neboli N

1

= N

2

. Z tohoplyne Avogadrùv zákon:Rùzné (ideální) plyny o stejném tlaku, objemu a teplotì mají stejný poèetmolekul. Neboli objem, který pøi daném tlaku a teplotì zaujímá jeden mol plynu,je pro v¹echny plyny stejný. Za normálních je to V

mn

= 22; 414 � 10� 3 m3

� mol� 1

:

Dalton ùv zák onUva¾ujme smìs ideálních plynù. Podle Daltonova zákona je celkový tlak psmìsi plynù roven souètu parciálních (dílèích) tlakù p

i

plynù, z nich¾ se smìsskládá: p =P p

i

.Ka¾dý z plynù má takový tlak p

i

, jako kdyby celkový objem V smìsi zau-jímal sám, neboli ostatní plyny nemají na jeho tlak vliv. Podle stavové rovnice(6) pro parciální tlak plynu o látkovém mno¾ství n

i

platí
p

i

= R T

V

n

i

:Daltonùv zákon pøedpokládá, ¾e plyny spolu chemicky nereagují.
10



1.4 Práce plynuPøedstavme si velkou nádobu o objemu V vyplnìnou plynem o tlaku p a uza-vøenou malým válcem s pístem o plo¹ném obsahu S , který se mù¾e pohybovatbez tøení (obr. 5). Tlaková síla F

0 o velikosti F

0 = pS , kterou plyn pùsobí napíst, vykoná pøi elementárním posunutí o �l elementární práci�W

0 = pS �l = p �V ; (12)
� l

F

S

p

V

F

0

Obr. 5 K výpoètu práce plynu
která je úmìrná zmìnì objemu �V .(Zmìnu tlaku mù¾eme vzhledem k velikostinádoby zanedbat.) Práce vykonaná plynemje rovna souèinu tlaku plynu a pøírùstkujeho objemu.Vnìj¹í síla F = � F

0 koná elementárnípráci �W = � �W

0 . Tedy pøi expanziplynu (�V > 0) je práce vykonaná ply-nem kladná a práce vnìj¹í síly záporná. Pøikompresi (�V < 0) je práce vykonaná ply-nem záporná a práce vnìj¹í síly kladná.1.5 Vnitøní energie plynuVnitøní energie plynu je celková energie plynu, který je jako celek ve vzta¾nésoustavì v klidu. Závisí pouze na stavu plynu a nezávisí na tom, jak se dotohoto stavu dostal. Z hlediska kinetické teorie závisí na pohybu a vzájemnémpùsobení v¹ech èástic plynu.Vnitøní energii plynu tvoøí:a) Celková kinetická energie tepelného (mikroskopického) pohybu èástic plynu.b) Celková potenciální energie èástic plynu daná jejich vzájemným pùsobením.c) Energie elektronù v obalech atomù a energie atomových jader.Z hlediska termodynamických stavových zmìn plynu jsou nejdùle¾itìj¹í prvnídvì slo¾ky, kde¾to tøetí slo¾ka se nemìní, proto¾e pøedpokládáme, ¾e pøi dìjíchneprobíhají chemické reakce a jaderné pøemìny.Jako jednoduchý pøíklad uvedeme výpoèet vnitøní energie plynu slo¾enéhoz jednoatomových èástic Je dána jen jejich kinetickou energií posuvného po-hybu. Nech» tyto èástice mají hmotnost m

0

a støední kvadratickou rychlost v

k

.Pak podle kinetické teorie plynù pro vnitøní energii U tohoto plynu sestávají-cího z N èástic platí
U = N �

12 m

0

v

2

k

= 12 mv

2

k

= N �

32 k T = 32 nR T ; (13)11



kde N m

0

= m je celková hmotnost plynu, k Boltzmannova konstanta a n lát-kové mno¾ství plynu. Ze vztahu (13) vidíme, ¾e vnitøní energie daného mno¾stvíideálního plynu závisí pouze na jeho termodynamické teplotì nikoliv na tlakunebo hustotì.Jsou-li molekuly plynu slo¾eny z více atomù, je výpoèet vnitøní energieideálního plynu ponìkud slo¾itìj¹í, proto¾e závisí na poètu stupòù volnosti mo-lekuly (podrobnìji viz napø. [9]). Jestli¾e k jednoatomovým plynùm, které majítøi stupnì volnosti, patøí inertní plyny (He, Ne, Ar, Kr), tak ke dvouatomovýmplynùm patøí skupina prakticky velmi významných plynù (napø. H
2

, N
2

, O
2

,Cl
2

, vzduch). Mají pìt stupòù volnosti (viz [9]) a vztah (13) pro vnitøní energiipøejde do tvaru
U = 52 nR T (14)Vnitøní energii plynu lze mìnit:a) dìjem, pøi nìm¾ vnìj¹í síla koná práci W ,b) dìjem, pøi nìm¾ nastává tepelná výmìna a plyn pøijme teplo Q ,c) dìjem, kdy dochází souèasnì ke konání práce a tepelné výmìnì.Proces zmìny vnitøní energie podle bodu c) je nejobecnìj¹í a je znázornìnna obr. 6

U

1

U

2 � l

F

Q

12 výchozí stav

k oneèný stav p o sp otøeb ování

p ráce W = F � l a pøijetí tepla Q .
Zmìna vnitøní energie �U = U

2

� U

1

.

Obr. 6 Zmìna vnitøní energie spotøebováním práce a tepelnou výmìnou
12



1.6 První termodynamický zákon, mìrné a molární te-pelné kapacityPøi procesu zmìny vnitøní energie plynu popsaném na obr. 6 musí být splnìnzákon zachování energie, který se v termodynamice nazývá první termodyna-mický zákon. Platí �U = Q + W ; (15)neboli zmìna vnitøní energie �U sousta vy (plyn u) je ro vna souètu

tepla Q pøijatého sousta v ou a práce W vyk onané vnìj¹ími silami.První termodynamický zákon se uvádí i v jiných tvarech, napø.
W

0 = Q � �U ; (16)neboli práce vykonaná plynem je rovna pøijatému teplu a úbytku vnitøní energieplynu.Pokud plyn nemìní pøi dìji objem, probíhá izo c horic ký dìj . Vykonanápráce je nulová (W

0 = p �V = 0) a zmìna vnitøní energie je rovna pøijatémuteplu: �U = Q = mc

V

�T = nM

m

c

V

�T = nC

V

�T ; (17)kde c

V

je mìrná tepelná kapacita pøi stálém objemu a C

V

je molární tepelnákapacita pøi stálém objemu. Vyjádøíme-li zmìnu vnitøní energie pomocí výrazù(13) a (14), dostáváme�U = 32 nR �T : : : pro jednoatomový plyn,�U = 52 nR �T : : : pro dvouatomový plyn.Porovnáním s výrazem (17) dostaneme
C

V

= 32 R ; c

V

= 32 R

M

m

: : : pro jednoatomový plyn,
C

V

= 52 R ; c

V

= 52 R

M

m

: : : pro dvouatomový plyn.Mezi molárními tepelnými kapacitami za stálého tlaku a za stálého objemuplatí vztahy:
C

p

= C

V

+ R ; c

p

= c

V

+ R

M

m

: : : Mayerùv vztah ; (18)
C

p

C

V

= c

p

c

V

= { : : : Poissonova konstanta.Pak molární a mìrné tepelné kapacity za stálého tlaku jsou
C

p

= 52 R ; c

p

= 52 R

M

m

: : : pro jednoatomový plyn,13



C

p

= 72 R ; c

p

= 72 R

M

m

: : : pro dvouatomový plyn.U¾itím Mayerova vztahu a Poissonovy konstanty dostáváme dal¹í významnévztahy pro molární a mìrné tepelné kapacity:
C

V

= R{ � 1 ; c

V

= 1{ � 1 R

M

m

(19)
C

p

= {{ � 1 R ; c

p

= {{ � 1 R

M

m

(20)Pro Poissonovu konstantu dosazením za C

p

a C

V

dostaneme{ = 53 := 1; 67 : : : pro jednoatomový plyn,{ = 75 = 1; 40 : : : pro dvouatomový plyn.U skuteèných plynù se Poissonova konstanta mù¾e od tìchto hodnot li¹it, jakje zøejmé z tabulky v pøíloze na str. 58. Zde jsou uvedeny i jiné konstantyvybraných plynù.Pøíklad 1 { pístový kompresorZákladním typem kompresoru je pístový kompresor, jednoduchým pøíklademje hustilka na pneumatiky bicyklù a automobilù na obr. 7. Pracovní objemkompresoru je V = S l , objem nádr¾e (recipientu, jímaèe, pneumatiky) je V

R

.Z konstrukèních dùvodù vzniká pøi pravé úvrati pístu ¹kodlivý prostor o objemu
V

¹

, z nìho¾ u¾ nelze plyn vytlaèit. Dùle¾itou konstrukèní souèástí kompresorujsou záklopky. Jedna oddìlí prostor recipientu od válce po vytlaèení objemu V .Druhá je v pístu a naopak propojí vnitøní prostor válce s okolím pøi vracenípístu. U hustilky plní funkci této záklopky jednostrannì propustný píst s ko¾e-nou man¾etou. Doplnìní válce hustilky vzduchem v jeho horní úvrati umo¾òujeotvor o . Funkci první záklopky u hustilky plní ventilek na du¹i pneumatiky.
V

¹

V

l

So
p

a

p

0

V

R

Obr. 7 Pístový kompresor (hustilka)14



a) Popi¹te proces hu¹tìní a urèete vzrùst tlaku v nádr¾i po k -tém pracovnímzdvihu pístu za pøedpokladu konstantní teploty a zanedbatelného ¹kodlivéhoprostoru. Poèáteèní tlak je p

0

= p

a

.b) Vypoèítejte maximální tlak p

max

, na který lze stlaèit plyn v nádr¾i, je-liobjem ¹kodlivého prostoru V

¹

> 0.
Øe¹enía) Je-li poèáteèní tlak v nádr¾i p

a

, vznikne po 1. zdvihu tlak p

1

, pro který budepodle Boylova-Mariottova zákona platit
p

1

V

R

= p

a

(V

R

+ V ) ; neboli p

1

= p

a

(V

R

+ V )
V

R

= p

a

�1 + V

V

R

�
:Po vtlaèení 2. objemu V do nádr¾e bude v ní tlak

p

2

= p

a

�1 + 2V

V

R

�
:a po k -tém pracovním zdvihu vznikne tlak

p

k

= p

a

�1 + k V

V

R

�
:Tlak tedy vzrùstá øadou aritmetickou.b) Maximální dosa¾itelný tlak v nádr¾i je omezen existencí ¹kodlivého prostoru.Je to tlak p

max

ve ¹kodlivém prostoru, kdy¾ se do nìj vtlaèí právì celý objemválce z pùvodního tlaku p

a

. Pak(V + V

¹

)p

a

= V

¹

p

max

; neboli p

max

= p

a

V + V

¹

V

¹

:PoznámkaMaximální tlak lze zvìt¹it jednak dosa¾ením co nejmen¹ího objemu V

¹

, jednaku¾itím vícestupòových kompresorù, kdy se napø. u dvoustupòového kompresorunestlaèuje ve druhém válci vzduch o tlaku p

a

, nýbr¾ vzduch stlaèený ji¾ v prv-ním válci. Hodnotu maximálního dosa¾itelného tlaku ovlivòují rovnì¾ rùznénetìsnosti v okruhu kompresoru.
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Pøíklad 2 { pístová vývìvaVývìvy jsou stroje slou¾ící k vyèerpání vzduchu(nebo jiného plynu) z uzavøeného prostoru, tzv.recipientu. Nejstar¹ím typem vývìvy je pístovávývìva Guerickova, zkonstruovaná v polovinì 17.stol. Základem vývìvy je válec s pístem spojenýs recipientem o objemu V

R

(obr. 8). Prostor válceje od recipientu oddìlen záklopkou z
1

, která seotevírá pøi sání (pøi pohybu pístu nahoru) a za-vírá pøi výtlaku (pøi pohybu pístu dolù). Pøi vý-tlaku se naopak otevírá záklopka z
2

, která umo¾-òuje pøeèerpání vzduchu ze spodní èásti válce dookolního prostoru. Pracovní objem V vývìvy jedán zdvihem l pístu a jeho plo¹ným obsahem:
V = S l . Ve válci vývìvy vzniká v dùsledku jehokonstrukce ¹kodlivý prostor o objemu V

¹

, ze kte-rého ji¾ nelze vzduch vyèerpat.
V

¹

V

l

S z
1

z
2

p

a

p

0

= p

a V

RObr. 8 Pístová vývìvaGuerickovaa) Popi¹te proces èerpání vzduchu z recipientu za konstantní teploty a pøi za-nedbání ¹kodlivého prostoru, tj. urèete tlak p

k

v recipientu po k -tém zdvihupístu smìrem nahoru. Poèáteèní tlak v recipientu je p

0

= p

a

.b) Vypoètìte minimální tlak p

min

, na který lze vyèerpat recipient pøi uvá¾ení¹kodlivého prostoru o objemu V

¹

.
Øe¹enía) Podle zákona Boylova-Mariottova bude pøi 1. zdvihu platit

V

R

p

a

= (V

R

+ V )p

1

; èili p

1

= p

a

V

R

V

R

+ V

:Pøed druhým zdvihem bude v recipientu tlak p

1

a po nìm p

2

, pro nìj¾analogicky platí
p

2

= p

1

V

R

V

R

+ V

= p

a

�
V

R

V

R

+ V

�
2

:Po k -tém zdvihu bude pro tlak v recipientu platit
p

k

= p

a

�
V

R

V

R

+ V

�
k

:Tlak tedy klesá podle geometrické øady a teoreticky nulové hodnoty by do-sáhl po nekoneèném poètu zdvihù { ov¹em za pøedpokladu V

¹

= 0.b) Proto¾e pøi dolní úvrati se ¹kodlivý prostor propojí s okolním vzduchem, lzerecipient vyèerpat jen na tlak p

min

, pro který platí16



V

¹

p

a

= (V

¹

+ V )p

min

; tedy p

min

= p

a

V

¹

V

¹

+ V

:PoznámkaAni u peèlivì sestrojených jednostupòových vývìv nelze z konstrukèních dù-vodù dosáhnout men¹ího minimálního tlaku ne¾ asi 1 0
= 00 tlaku p

a

. Dosa¾itelnýminimální tlak ovlivòují i rùzné netìsnosti vývìvy (v pracovním válci, v po-trubí) { viz úlohu 6.Pøíklad 3 { Helmholtzùv rezonátorV døívìj¹í dobì, kdy nebyly k dispozici dnes bì¾né elektronické pøístroje (mi-krofony, zesilovaèe, PC), se k analýze zvuku pou¾ívaly mechanické rezonátory.Jejich nejznámìj¹ím pøedstavitelem je Helmholtzùv rezonátor (obr. 9). Je todutá kovová koule (baòka) o polomìru r opatøená na jedné stranì relativnìkrátkým hrdlem o polomìru r

0

a délce l , kterým do rezonátoru vstupuje zvuk.Na druhé stranì je úzký trubicový výbì¾ek a , který se pøi analýze vkládá doucha. Jakmile je v analyzovaném zvuku obsa¾en tón, na který je analyzátornaladìn, zaène silnì znít. Není-li tón ve zvuku obsa¾en, je analyzátor nìmý.Rezonátory se sestavují do sad o rùzných kmitoètech.a) Odvoïte vztah pro rezonanèní frekvenci. Vyjádøete ji jednak jako funkcirozmìrù rezonátoru r , r

0

, l , teploty T a konstant { , R , M

m

, jednak pomocírychlosti zvuku
c =r{ p

a

%

;kde p

a

je atmosférický tlak a % hustota vzduchu pro danou teplotu.b) Vypoètìte polomìr r dutiny, má-li být rezonanèní kmitoèet 440 Hz (komornía1 ) pro 20 � C pøi rozmìrech hrdla r

0

= 18 mm, l = 20 mm. Je dáno { = 1; 40a molární hmotnost vzduchu M

m

= 28; 96 � 10� 3 kg � mol� 1 .
2r

0

l

a

p

a

; T ; %

r Obr. 9 Helmholtzùv rezonátor17



Øe¹enía) Pro pøibli¾né øe¹ení budeme uva¾ovat jednoduchý model rezonátoru, u nì-ho¾ vzduch v hrdle bude jen nositelem setrvaèných vlastností rezonátoru avzduch v baòce jen nositelem jeho pru¾ných vlastností. Je to obdoba hmot-ného bodu na pru¾inì o zanedbatelné hmotnosti. To mù¾eme pøijmout, kdy¾objem baòky bude mnohem vìt¹í ne¾ objem hrdla. Pak lze uspoøádaný po-hyb èástic vzduchu v baòce zanedbat oproti uspoøádanému pohybu èásticv hrdle.Vzduch o hustotì % má v hrdle hmotnost m = % l S . Pøi dopadu zvukovévlny se tato vzduchová zátka posune o x a tlak v baòce p = p

a

se zvìt¹í o �p .Proto¾e kmity zátky jsou rychlé, mù¾eme pova¾ovat stavové zmìny plynuv baòce za adiabatické, pro nì¾ platí vztah (10): pV

{ = konst. Provedeme-lijeho diferenciaci, dostanemedp V

{ + { pV

{� 1 dV = 0 neboli dp = � { p

dV

V

:Posune-li se vzduchová zátka z rovnová¾né polohy o malé x (kladnì smìremvpravo), zmìní se objem o �V = � S x a tlak vzroste o�p = { p

S

V

x :Na plochu S vzduchové zátky tedy pùsobí síla o souøadnici
F = � S �p = � { p

S

2

V

x :Pohybová rovnice vzduchové zátky o hmotnosti m = % l S je
m

d2

xdt

2

= � { p

S

2

V

x ; neboli d2

xdt

2

+ { pS

% l V

x = 0 :Toto je rovnice harmonických kmitù, pro její¾ úhlovou frekvenci platí
!

2 = { pS

% l V

, kde p = p

a

.Odtud úpravou pomocí vztahu pro rychlost zvuku dostaneme vlastní frek-venci rezonátoru
f = 12pr{ p

a

S

% l V

= c2pr S

l V

= c4pr3r

2

0

l r

3

:U¾itím stavové rovnice ve tvaru p

%

= R T

M

m

dostaneme vztah
f = r

04pr 3{ R T

M

m

l r

3

:b) Polomìr dutiny pro komorní a1 je r = 3s� r

04pf

�
2 3{ R T

M

m

l

= 57 mm :18



1.7 Úlohy ke kapitole 1
1. Záhada magdeburskýc h p olok oulíVynálezce vývìvy Otto von Guericke provedl v Magdeburku v roce 1654 vý-znamný veøejný pokus, pøi kterém se dvìma koòským osmispøe¾ím nepovedlooddìlit od sebe dvì mosazné zabrou¹ené polokoule, z jejich¾ vnitøního prostorubyl vyèerpán vzduch (obr. 10). Vypoètìte velikost síly potøebné k oddìlení po-lokoulí o vnitøním polomìru r = 300 mm s vnitøním tlakem p

i

= 0; 10p

a

, kde
p

a

= 1; 0 � 105 Pa.
r

F

� F

p

i

p

a

Obr. 10 Magdeburské polokoule
2. P ozor na dýc hání p o d v o douVysvìtlete, proè je dýchání pod vodou pomocí hadice, její¾ jeden konec jevynoøen nad hladinu, obtí¾né a nebezpeèné. Zdravé lidské cvièené plíce doká¾ípo del¹í dobu vyvíjet podtlak nanejvý¹ �p

max

= p

a

= 10 = 10 kPa. Vypoètìtehloubku h

max

, ze které mù¾e potápìè je¹tì pou¾ívat sací dýchací hadici, aby seneudusil.
3. Ob jevte Bo ylùv zák on

g

l

h

0

O

�

Obr. 11 Meldeho trubice

Irský fyzik R. Boyle (1627 { 1691) pro-vedl r. 1660 experiment, který se stalzákladem tehdy vznikající mechanikyplynù. Pokuste se jej pro sebe objevitpomocí dat mìøení s Meldeho trubicí(obr. 11). Je to asi 1 m dlouhá sklenìnákapilární trubice, na jednom konci zata-vená a na druhém konci otevøená. Tru-bice má konstantní pøíèný prùøez, kterýu na¹í trubice je S = 5; 00 mm 2 . Vzduchv zaslepené èásti trubice je uzavøensloupcem rtutí o délce h

0

= 500 mm.Trubice je uprostøed opatøena dr¾ákems èepem a otáèivì upevnìna ke svislédesce s kruhovým úhlomìrem. Mìøímezávislost délky l vzuchového sloupce naúhlu otoèení � .19



Po ka¾dém pootoèení trubice chvíli poèkáme, aby namìøené délky l (viztabulka) odpovídaly zmìnám za stálé teploty. Pøi mìøení byl atmosférický tlak
p

a

= 989 hPa, teplota t = 20 � C, hustota rtuti % = 13; 6 � 103 kg � m� 3 , g == 9; 81 m � s� 2 .
� 0� 29; 0� 52; 5� 90; 5� 119� 152�

l = mm 122 128 144 205 302 510Pøedstavte si, ¾e jste v roli objevitele Boyla a va¹im úkolem je objevit zákonkterý vá¾e tlak a objem plynu pøi konstantní teplotì.PoznámkaZákon objevil nezávisle na Boylovi také francouz E. Mariotte. Bylo to siceo 17 let pozdìji (r. 1677), pøesto nese zákon jména obou fyzikù.
d

l

h

D

A

C C

Z Z

V

p p

RR

B

B

Obr. 12 McLeodùv vakuometr20



4. P oradíte si s McLeo do vým v akuometrem?Pøi mìøení malých tlakù se pou¾ívá McLeodùv vakuometr podle obr. 12. Re-cipient, v nìm¾ máme mìøit tlak p , se propojí hadicí s vakuometrem, v nìm¾je rtu» v první fázi pod ústím A do hlavní trubice vakuometru. Pak zvednemezásobní baòku B se rtutí, èím¾ se nejprve uzavøe otvor A a pak se plyn v horníèásti zatavené hlavní trubice zaène stlaèovat. Zvedáním baòky B se dosáhnetoho, ¾e rtu» vystoupí ke znaèce C . Souèasnì vystoupí v pøívodní èásti trubicek bodu D , pøièem¾ rozdíl h mù¾eme mìøit. Objem horní èásti trubice { odotvoru A a¾ po zatavený konec Z je V = 150 cm 3 , vnitøní prùmìr zatavenétrubièky je d = 1; 00 mm a její délka od znaèky C je l = 110 mm. Hustota rtuti
% = 13; 6 � 106 kg � m� 3 . Dìj s plynem v prostoru V pøi manipulaci s baòkou
B pova¾ujte za izotermický. Urèete tlak v recipientu, kdy¾ mìøením zjistíme
h = 105 mm. Jak lze ovlivòovat mìøicí rozsah vakuometru?
5. Odv o ïte sta v o v ou ro vniciV èl. 1.3 byla odvozena stavová rovnice z experimentálních zákonù Boylova-Mariottova a Charlesova. Odvoïte je je¹tì u¾itím zákona Boylova-Mariottovaa Gay-Lussacova a také u¾itím zákona Charlesova a Gay-Lussacova. Pøíslu¹nédìje pøi zmìnì stavu 1 na stav 2 znázornìte v p -V diagramu.
6. Co zp ùsobila netìsnost výv ìvy?Vývìva trvale èerpala vzduch z recipientu o objemu V = 2; 0 � 10� 3 m3 a pøiteplotì t = 20 � C bylo dosa¾eno tlaku p

1

= 2; 4 Pa. Pak ale vznikla v èerpacímpotrubí netìsnost, v jejím¾ dùsledku se tlak v recipientu zvìt¹il na p

2

= 8; 7 Paza konstantní teploty. Kolik molekul vzduchu proniklo vlivem netìsnosti dorecipientu?
7. Míc háme plyn yV nádobì o objemu V

1

= 3; 00 � 10� 3 m3 je kyslík O
2

o tlaku p

1

= 4; 00 � 104 Paa teplotì T

1

= 280 K, ve druhé nádobì o objemu V

2

= 5; 00 � 10� 3 m3 je dusíkN
2

o tlaku p

2

= 7; 00 � 104 Pa a teplotì T

2

= 300 K. Spojíme-li nádoby trubicízanedbatelného objemu, plyny se smísí. Vypoètìte výsledný tlak a teplotu podosa¾ení rovnová¾ného stavu. Pøedpokládáme, ¾e plyny jsou ideální, chemickyspolu nereagují a soustava nádob je izolovaná od okolí. Molární tepelná kapacitadvouatomových plynù pøi stálém objemu je C

V

= 5

2

R .
8. Prozk oumejte smìs plyn ùV uzavøené nádobì je smìs dvou plynù: dusíku N

2

o hmotnosti m

1

= 200 ga molární hmotnosti M

m1

= 28; 0 � 10� 3 kg � mol� 1 a kyslíku O
2

o hmotnosti
m

2

= 100 g a molární hmotnosti M

m2

= 32; 0 � 10� 3 kg � mol� 1 . Tlak smìsi21



je p = 1; 00 � 105 Pa pøi teplotì T = 293 K. Oba plyny pova¾ujte za ideální.Vypoèítejte:a) parciální tlaky jednotlivých plynù,b) hustotu smìsi plynù.
9. V o da v zásobníku vzduc h uV zásobníku o objemu V = 0; 100 m3 je suchý vzduch o teplotì t

0

= 0 � C a tlaku
p

0

= 1; 01 � 105 Pa. Do zásobníku byly pøivedeny �m = 2; 00 g vody a zásobníkbyl zahøát na teplotu t

1

= 30 � C. Jaký byl tlak p

1

v zásobníku po zahøátí aodpaøení vody? Objem vpravené vody a rozta¾nost zásobníku zanedbejte. Pøi30 � C je tlak sytých par p

s

= 4240 Pa a jejich hustota %

s

= 3; 03 � 10� 2 kg � m� 3 .
10. Neviditelná pru¾ina oscilátoruV uzavøeném válci se vzduchem o tlaku
p

0

= 1; 00 � 105 Pa se nachází píst, kterýse mù¾e pohybovat bez tøení. Píst o hmot-nosti m = 500 g a plo¹ném obsahu S == 100 cm2 je umístìn uprostøed ve vzdá-lenosti l

0

= 150 mm od ka¾dého z èelválce (obr. 13). Píst dokonale utìsòujeobì poloviny válce od sebe. Vypoètìtefrekvenci kmitù pístu, kdy¾ jej nepatrnìvychýlíme z rovnová¾né polohy. l

0

l

0

O

x

S

m

p

0

; V

0

p

0

; V

0Obr. 13 Kmity pístu ve válciDìje probíhající ve vzduchu pova¾ujte za adiabatické, pøièem¾ pro vzduch{ = 1; 40. Ke zjednodu¹ení matematických vztahù mù¾ete pou¾ít pøibli¾nývzorec (1 � x )n

� 1 � nx , je-li x � 1.
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2 Plyn v tíhovém poli2.1 Atmosférický tlakVlo¾íme-li plynné tìleso do silového pole o intenzitì K , projeví se to vznikemsil pùsobících na èástice plynu. Takovým silovým polem na povrchu Zemì jev¹udypøítomné pole tíhových sil o intenzitì K = g , pøièem¾ v blízkosti zem-ského povrchu mù¾eme uva¾ovat g = k onst . Tíhové zrychlení g = F

G

=m jetíhová síla vzta¾ená na jednotkovou hmotnost tìlesa.Uva¾ujme pro jednoduchost plynné tìleso v tíhovém poli, ze kterého vy-jmeme element ve tvaru elementárního kvádru o vý¹ce �y a plo¹ném obsahupodstavy �S . Obsahuje plyn o hmotnosti �m = % �y �S , kde % je hustotaplynu, kterou pova¾ujeme v rozsahu kvádru za konstantní. Pak tíhové pole pù-sobí na element silou �F = �m g . Proto¾e pole vyvolává v plynném tìlesetlak, který je funkcí y , bude na dolní stìnu o poloze y pùsobit tlaková sílao velikosti F

1

= p �S a na horní stìnu o poloze y +�y tlaková síla o velikosti
F

2

= (p +�p )�S . Na ètyøi boèní stìny budou rovnì¾ pùsobit tlakové síly, kterébudou kolmé k g , pøièem¾ dvì a dvì budou mít stejnou velikost a opaèný smìr,a proto se vzájemnì vyru¹í. Podmínka statické rovnováhy elementu ve smìruvektoru g má proto tvar
F

1

+ F

2

+�m g = 0 ; neboli F

1

� F

2

� �mg = 0 ; � �p �S � % �y �S g = 0 :Odtud rovnice rovnováhy je �p = � %g �y , resp. v diferenciálním tvarudp = � %g dy : (17)
� yy � mg

F 1
F 2

g

� S
pp + � p %

Obr. 14 Pùsobení tíhového polena element plynného tìlesa23



Proto¾e plyn je stlaèitelný, je % 6= konst. K integraci rovnice (17) je prototøeba znát funkèní závislost hustoty na tlaku (jednoduchý pøípad je øe¹en v ná-sledujícím èlánku 2.2). Budeme-li uva¾ovat malý rozdíl vý¹ek y

2

� y

1

, mù¾emezjednodu¹enì uva¾ovat % = konst. Pak je integrace rovnice (17) jednoduchá:
p

2

� p

1

= � %g (y

2

� y

1

). Oznaèíme-li okrajové podmínky: p

1

= p

0

pro y

1

= 0a p

2

= p pro y

2

= h , dostaneme
p = p

0

� %g h pro % � konst. (18)Z výsledku (18) mù¾eme udìlat jednoduchý kvalitativní závìr { atmosférickýtlak s vý¹kou klesá. V pøízemních vrstvách vzduchu je to na 100 m vý¹ky asio 1; 2 � 9; 8 � 100 Pa := 1; 2 kPa.Integrace rovnice (17) pro celý vzdu¹ný obal Zemì není mo¾ná, proto¾e neníznáma exaktní funkce, podle ní¾ se mìní hustota vzduchu. Barometrický tlakcelého plynného obalu Zemì, který dosahuje tlou¹»ky a¾ 1000 km (3/4 hmot-nosti vzduchu je ov¹em v pøízemní vrstvì 16 km) je v¹a k znám ji¾ od r. 1643díky Torricelliho experimentu.
p

:= 0
h

r

p

aObr. 15 Torricelliho pokus

Ital G. E. Torricelli udìlal pokus, pøikterém dal do rovnováhy aerostatickýtlak vzdu¹ného obalu Zemì s hydrosta-tickým tlakem sloupce rtuti. Vzal tlus-tostìnnou trubici o délce asi 1 m, kte-rou na jednom konci zatavil, naplnil jirtutí, volný konec uzavøel prstem a po-noøil do nádobky se rtutí. Potom uvolnilprst a rtu» klesla na vý¹ku h

r

:= 75 cm(obr. 15). Nad hladinou rtuti jsou jenzbytkové páry rtuti o zanedbatelnémtlaku, je zde tedy p

:= 0 (praktickyvakuum). Z toho vyplývá, ¾e v tomtopøípadì je atmosférický tlak roven hyd-rostatickému tlaku sloupce rtuti o vý¹ce75 cm, neboli
p

a

= h

r

%

r

g = 0; 75 � 13; 6 � 103

� 9; 81 Pa = 1; 00 � 105 Pa :Normální atmosférický tlak p

n

= 101; 325 kPa byl zvolen tak, aby pøi teplotì0 � C (%

r

= 13 595; 1 kg � m� 3 ) odpovídal vý¹ce rtu»ového sloupce
h

r

= p

n

%

r

g

n

= 1; 013 25 � 10513; 595 1 � 103

� 9; 806 65 m = 0; 760 00 m = 760 mm :Odtud pro vedlej¹í jednotku 1 torr, která odpovídá hydrostatickému tlakusloupce rtuti o vý¹ce 1 mm, plyne: 24



1 torr = 1 � 10� 3

� 13; 595 1 � 103

� 9; 806 65 Pa = 133; 322 Pa :Døíve se k mìøení atmosférického tlaku u¾ívala pøímo jednotka þmm rtu»ovéhosloupceÿ, co¾ v¹ak nebylo z hlediska rozmìru velièiny fyzikálnì správné.Normální atmosférický tlak odpovídá pøi teplotì 0 � C vý¹ce vodního sloupce(% = 998; 6 kg � m� 3 ) o hodnotì
h

v

= p

n

%g

n

= 1; 013 25 � 105998; 6 � 9; 806 65 m = 10; 346 m :K mìøení atmosférického tlaku se u¾ívají tlakomìry neboli barometry . Zá-kladní konstrukce rtu»ového barometru je zalo¾ena na Torricelliho pokusu.Bì¾nì se pou¾ívá kovový barometr, tzv. aneroid , jeho¾ podstatnou èástí jekovová vakuová nádoba z vlnovce, která se deformuje vnìj¹ím tlakem a defor-mace se mìøí pomocí pákového (pøípadnì ozubeného) mechanismu. K mìøenípodtlaku se pou¾ívají vakuometry . Pro malý podtlak to mù¾e být bì¾ná U tru-bice se rtutí nebo vodou, pro velký podtlak napø. McLeodùv vakuometr (vizúloha 4). Podrobnìj¹í informace o barometrech a vakuometrech lze najít napø.v [5].2.2 Barometrická rovniceUva¾ujme jednoduchý model atmosféry, u nìho¾ se s vý¹kou nebude mìnitteplota ani tíhové zrychlení, a zkoumejme, jak se v závislosti na vý¹ce budemìnit atmosférický, resp. barometrický tlak.Pova¾ujeme-li vzduch za ideální plyn, mù¾eme pro zmìny stavových veli-èin pou¾ít Boylùv-Mariottùv zákon (1), který pøepí¹eme do tvaru pro tlak ahustotu. Dìlíme-li hmotností m , dostaneme
p

%

= konst ; neboli % = %

0

p

a

p

a0

; (19)kde % je hustota vzduchu pøi atmosférickém tlaku p

a

a %

0

pøi atmosférickémtlaku p

a0

ve výchozí nulové vý¹ce. Podle (19) tedy hustota vzduchu v uva¾ova-ném pøípadì T = konst: závisí pouze na p . Dosadíme-li (19) do (17), dostanemejednoduchou diferenciální rovnicidp

a

= � %

0

p

a

p

a0

g dy ;kterou mù¾eme snadno integrovat, kdy¾ separujeme (oddìlíme od sebe) pro-mìnné p

a

a y , tedy dp

a

p

a

= �

%

0

p

a0

g dy :Integrovat budeme pro tlak v mezích od p

a0

do p

a

a pro odpovídající vý¹ky
y = 0 a y = h . Pak 25



p aR
p a0 dp

a

p

a

= �

%

0

p

a0

g

hR
0

dy ; neboli ln p

a

p

a0

= �

%

0

p

a0

g h :Odtud dostaneme hledanou barometrickou rovnici
p

a

= p

a0

� e�

% 0
p a0 g h = p

a0

� e�

M m
RT

g h

; (20)kdy¾ jsme je¹tì provedli výhodnou úpravu exponentu u¾itím stavové rovnice (7),kde n = m= M

m

a m=V

0

= %

0

.Závislost hustoty vzduchu na vý¹ce pøi konstantní teplotì dostaneme zevztahu (19), do kterého dosadíme z (20):
% = %

0

� e�

% 0
p a0 g h

: (21)Uvedený model pøedpokládal T = konst. To v¹ak není pro velké vý¹kovérozdíly splnìno (viz tøeba pøíklad 9). Uva¾ujeme-li i zmìnu teploty, je øe¹eníúlohy obtí¾nìj¹í (viz napøíklad [5], s. 434, kde je uveden vzorec pro þsrovná-vací atmosféruÿ, nebo MFCh tabulky, kde je závislost tlaku na vý¹ce a teplotìtabelována).2.3 Archimedùv zákonPodobnì jako u tìles ponoøených v kapalinách, které se nacházejí v tíhovémpoli, bude rovnì¾ u tìles obklopených plynem nacházejícím se v tíhovém poliplatit Archimedùv zákon. Proto¾e jsme se Archimedovým zákonem pro kapalinypodrobnì zabývali v textu [14], omezíme se zde na struèný výklad s dùrazemna speci�ka, která vyplývají z toho, ¾e tekutinou je plyn.
T T

F

vz

F

vz

S S

%

v

%

v

F

G

F

0

G

g

V ; %

v

V ; %

a) b)
Obr. 16 K odvození Archi-medova zákonaK odvození Archimedova zákona provedeme úvahu (my¹lenkový pokus)platnou pro tìleso libovolného tvaru. Pøedstavme si, ¾e ve vzduchu o hustotì26



%

v

, který se nachází v tíhovém poli g = k onst : , vymezíme my¹lenou uzavøenouplochou S vzduchové tìleso stejného tvaru, jaký má tìleso, jeho¾ vztlakovousílu vy¹etøujeme. Pøi tomto my¹leném vymezení vzduchového tìlesa se nic ne-zmìnilo { vymezené tìleso se bude vzná¹et. Pak tedy vztlaková síla F

vz

jev rovnováze s tíhovou silou F

G

= V %

v

g s pùsobi¹tìm v tì¾i¹ti T (obr. 16a)neboli
F

vz

+ F

G

= 0 a tedy F

vz

= � F

G

= � V %

v

g : (22)Nyní vzduchové tìleso vymezené my¹leným øezem nahradíme tìlesem o stejnémobjemu V a tvaru, av¹ak o hustotì % (obr. 16b). Proto¾e tíhová síla je teï
F

0

G

= V % g , bude na tìleso pùsobit výsledná síla F

c

, která je souètem vztlakovésíly F

vz

, která se nezmìnila, a tíhové síly F

0

G

:
F

c

= F

0

G

+ F

vz

= V (% � %

v

)g = m

�1 �

%

v

%

�
g ; (23)kde m = %V je hmotnost vlo¾eného tìlesa. Vztah (23) je vyjádøením Archime-dova zákona pro plyny:

T ìleso vlo¾ené celým svým p o vrc hem do plyn u (vzduc h u) nac há-

zejícího se v tího v ém p oli je nadlehèo v áno vztlak o v ou silou, její¾

v elik ost je ro vna tíze plyn u (vzduc h u) stejného ob jem u, jak o je

ob jem vlo¾eného tìlesa.Archimedùv zákon (23) mù¾eme je¹tì pøepsat do jiného tvaru v pøípadì,¾e vlo¾ené tìleso bude plynné o hustotì % . Pak u¾itím vztahu (8) pro p == p

v

mù¾eme vyjádøit podíl hustot podílem teplot T , T

v

a podílem molárníchhmotností M

m

, M

m v

:
F

c

= m

�1 �

T

T

v

M

m v

M

m

�
g ; (24)kde m = %V je hmotnost vlo¾eného plynného tìlesa. Budou-li obì plynná tìlesavzduchová, av¹ak rùzných teplot (napø. horkovzdu¹ný balon o teplotì vnitøníhovzduchu T , teplota okolního vzduchu T

v

), pak
F

c

= m

�1 �

T

T

v

�
g : (25)Jedná-li se napø. o balony, je nutné do kalkulace sil zahrnout je¹tì i tíhovousílu konstrukce, obalu, zátì¾e atd. (viz pøíklady 6 a 9 a úlohy 15 a¾ 18).Archimedùv zákon pro plyny má také velký význam pro pøesné vá¾ení (vizpøíklad 4) a jiná mìøení související s vá¾ením (pøíklad 5).27



Pøíklad 4 { redukce na vzduchoprázdný prostor pøi vá¾eníVá¾íme-li tìleso na vzduchu a má-li jiný objem ne¾ záva¾í, kterým je vyva¾o-váno, pùsobí na tìleso jiná vztlaková síla ne¾ na záva¾í. Pøi vá¾ení na vzduchutak vzniká chyba, která mù¾e být pøi pøesném vá¾ení nezanedbatelná.Najdìte vztah mezi hmotností m tìlesa o hustotì % pøi jeho vyvá¾ení narovnoramenných vahách záva¾ím o hmotnosti z a hustotì %

z

ve vzduchu o hus-totì %

v

, neboli proveïte redukci výsledku dosa¾eného vá¾ením na vzduchu navzduchoprázdný prostor.
Øe¹ení Pro rovnováhu na rovnoramenných vahách podle Archimedova zákona amomentové vìty platí�

m �

m

%

%

v

�
g l = �z �

z

%

z

%

v

�
g l :Z toho

m = z

1 �

%

v

%

z1 �

%

v

%

� z

�1 + %

v

�1
%

�

1
%

z

��
:Budme-li napø. vá¾it vodu (% = 1; 0 � 103 kg � m� 3 ) mosazným záva¾ím(%

z

= 8; 4 � 103 kg � m� 3 ), pøièem¾ %

v

:= 1; 2 kg � m� 3 , je m = 1; 0011z , tedyodchylka je jen asi 1 0
= 00. Tato odchylka je sice velmi malá, av¹ak pøi pøesnémvá¾ení ji musíme uva¾ovat.Pøíklad 5 { urèování hustoty plynù trojím vá¾enímHustota plynù se urèuje nesnadnì { jed-nak pro prchavost tohoto fyzikálního tì-lesa, jednak proto, ¾e hustota plynù závisíznaènì i na jejich tlaku a teplotì. Hustotuplynu mù¾eme urèit pomocí sklenìné kouleopatøené dvìma kohouty (obr. 17) meto-dou trojího vá¾ení. Koule nech» má vnitøníobjem V a vnìj¹í objem V

1

. K dispozicimáme vývìvu, pøesné váhy, destilovanouvodu o hustotì %

1

, tlakomìr, vakuometra teplomìr. Navrhnìte postup mìøení hus-toty % plynu. Obr. 17 Sklenìná koule pro ur-èování hustoty plynù
28



Øe¹ení1. Sklenìnou kouli pøipojíme jedním kohoutem k vývìvì, ke druhému kohoutupøipojíme vakuometr. Vývìvou vyèerpáme z koule vzduch na co nejhlub¹í va-kuum. Poté uzavøeme oba kohouty, odpojíme pøístroje a kouli zvá¾íme. Pøirespektování vztlakových sil bude pøi rovnováze platit
m � V

1

%

v

= z

1

�1 �

%

v

%

z

�
;kde m je hmotnost prázdné koule, %

z

hustota záva¾í a z

1

hmotnost záva¾í pøivyvá¾ení na vahách ve vzduchu o hustotì %

v

.2. Ke kouli pøipojíme zásobník s plynem, jeho¾ hustotu % máme urèit, a kedruhému kohoutu tlakomìr. Nyní otevøeme kohout k zásobníku plynu, poték tlakomìru, uzavøeme kohout k zásobníku a odpojíme jej. Po vyrovnání teplotyplynu v kouli s teplotou okolí (poznáme to z toho, ¾e se u¾ nebude mìnit tlak)odpojíme tlakomìr a provedeme druhé vá¾ení koule:
m + V % � V

1

%

v

= z

2

�1 �

%

v

%

z

�
:3. Kouli zcela naplníme vodou, peèlivì osu¹íme její povrch a vyvá¾íme ji záva-¾ím z

3

:
m + V %

1

� V

1

%

v

= z

3

�1 �

%

v

%

z

�
:Odeèteme-li první rovnici od druhé a pak od tøetí rovnice, dostaneme

V % = (z

2

� z

1

)�1 �

%

v

%

z

�
;

V %

1

= (z

3

� z

1

)�1 �

%

v

%

z

�
:Dìlením rovnic vychází %

%

1

= z

2

� z

1

z

3

� z

1a z toho koneèný výsledek pro hustotu plynu % = z

2

� z

1

z

3

� z

1

%

1

:Pøíklad 6 { klasický aerostatNavrhnìte balon kulového tvaru plnìný heliem (klasický aerostat), který máslou¾it k výstupu do vý¹ky h = 1500 m. Pøedpokládaná hmotnost konstrukcebalonu (bez plynové náplnì) a zátì¾e je m

b

= 1200 kg. Balon bude mít vespodní èásti otvor, který umo¾ní vyrovnávání tlaku s okolním atmosférickýmtlakem (jinak by mohl aerostat po výstupu pùsobením pøetlaku prasknout.Pro zjednodu¹ení pøedpokládejte, ¾e teplota vzduchu t

0

= 20; 0 � C se s vý¹kou29



nemìní a tlak se mìní podle barometrické rovnice z poèáteèní hodnoty p

a0

== 1; 01 � 105 Pa.a) Urèete potøebný objem V balonu, jeho polomìr r a hmotnost m

He

heliovénáplnì pro vý¹ku h

0

= 0.b) Jaký bude relativní úbytek hmotnosti helia po výstupu do vý¹ky h , jestli¾eve vý¹ce h

0

= 0 byl celý objem V balonu vyplnìn heliem o tlaku p

a0

== 1; 01 � 105 Pa a teplotì t

0

= 20 � C okolního vzduchu?c) O jakou vý¹ku �h balon je¹tì vystoupí z vý¹ky h , uvolní-li se zde èást zátì¾eo hmotnosti �m

b

= 20; 0 kg?Pøi øe¹ení pøedpokládejte, ¾e termodynamické dìje, pøi nich¾ se bude rovno-mìrnì vyrovnávat tlak helia s tlakem okolního vzduchu, probíhají dostateènìpomalu a ¾e pøitom nebude do balonu vnikat vzduch.Molární hmotnost vzduchu M

m

= 28; 96 � 10� 3 kg � mol� 1 , molární hmotnosthelia M

0

m

= 4; 003 � 10� 3 kg � mol� 1 . Pøedpokládejte konstantní tíhové zrychlení
g = 9; 81 m � s� 2 .
Øe¹enía) Ve vý¹ce h musí nastat rovnováha tíhových sil se vztlakovou silou. Oznaèíme-li m

v

hmotnost vzduchu vytlaèeného balonem o objemu V ve vý¹ce h a m

0

Hehmotnost heliové náplnì v této vý¹ce, musí podle Archimedova zákona platit(m

v

� m

0

He

� m

b

)g = 0 :Hmotnosti plynù ve vý¹ce h urèíme u¾itím stavové rovnice:
m

v

= p

a

V M

m

R T

0

; m

0

He

= p

a

V M

0

m

R T

0

;kde pro tlak vzduchu i helia ve vý¹ce h podle barometrické rovnice platí
p

a

= p

a0

e�

% v
p a0 g h = p

a0

e�

M m
RT 0 g h

:Pak z podmínky rovnováhy sil vychází
V

R T

0

(M

m

� M

0

m

)p

a

= m

b

;neboli potøebný objem balonu je
V = m

b

R T

0(M

m

� M

0

m

)p

a0

e M m
RT 0 g h = 1380 m3a jeho polomìr je r = 3r3V4p = 6; 91 m :Hmotnost helia ve vý¹ce h

0

= 0 je dána stavovou rovnicí pro vypoètenýobjem V :
m

He

= p

a0

V M

0

m

R T

0

= 229 kg :30



b) Úbytek hmotnosti helia ve vý¹ce h bude úmìrný úbytku tlaku:�m

He

= m

He

� m

0

He

= V M

0

m

R T

0

(p

a0

� p

a

) = p

a0

V M

0

m

R T

0

 1 � e�

M m
RT 0 g h

!
;�m

He

m

He

= 1 � e�

M m
RT 0 g h = 0; 160 :c) Proto¾e pøi uvolnìní zátì¾e �m

b

zùstane zachován objem V , musí se vý¹kavýstupu h zvìt¹it o �h tak, aby v souladu s øe¹ením v bodì a) platilo
V = (m

b

� �m

b

)R T

0(M

m

� M

0

m

)p

a0

e M m
RT 0 g ( h +� h )

:Dìlením obou výrazù pro V dostaneme1 = m

b

� �m

b

m

b

e M m
RT 0 g � h

; neboli �h = R T

0

M

m

g

ln m

b

m

b

� �m

b

= 144 m :2.4 Úlohy ke kapitole 2
11. Vzdu¹n ý obal Zemì není p eøíè k oVypoètìte hmotnost vzduchu, který obklopuje Zemi. Je dán polomìr Zemì
R = 6; 37 � 106 m, normální atmosférický tlak p

n

= 1; 01 � 105 Pa a tíhovézrychlení g = 9; 81 m � s� 2 . Porovnejte tuto hmotnost s celkovou hmotnostiZemì m

z

= 5; 98 � 1024 kg.
12. Mìøení vý¹ky p omo cí tlak omìruV urèité vý¹ce h nad zemským povrchem byl namìøen tlak p

h

= 7; 50 � 104 Pa.Urèete vý¹ku h , je-li u zemského povrchu tlak p

0

= 1; 00 � 105 Pa a uva¾ujete-liteplotu vzduchu t

0

= 10 � C za konstantní. Molární hmotnost vzduchu M

m

== 28; 96 � 10� 3 kg � mol� 1 .
13. Exp edice v Himalá jiPøedsunutý tábor expedice byl ve vý¹ce h

0

= 2450 m n.m., teplota vzdu-chu zde byla 0 � C a atmosférický tlak p

a0

= 74; 2 kPa. Zvídavý horolezec sivypoèítal, v jaké vý¹ce H klesne atmosférický tlak na polovinu oproti tlakuv táboøe za pøedpokladu stálé teploty atmosféry. Znal hustotu vzduchu %

n

== 1; 29 kg � m� 3 pro normální podmínky (0 � C, 1; 013 � 105 Pa). Co mu vy¹lo?Výsledek porovnejte s údaji v MFCh tabulkách.
14. Hmotnost vzduc h u v k omínì pøekv apíUrèete hmotnost vzduchu ve vysokém elektrárenském komínì, o kterém budetepro jednoduchost pøedpokládat, ¾e má tvar válce o vý¹ce h = 200 m a polomìru31



r = 2; 40 m. Komín není v provozu a vzduch v nìm neproudí. Tlak vzduchuv podstavì komínu je p

a0

= 1; 00 � 105 Pa, teplotu vzduchu t = 20; 0� C pova¾ujteza konstantní. Pøi výpoètu pøihlédnìte k závislosti tlaku na vý¹ce. Výsledekporovnejte s výsledkem pøibli¾ného øe¹ení, pøi kterém pokles tlaku s vý¹kouzanedbáme.Molární hmotnost vzduchu M

m

= 28; 96 � 10� 3 kg � mol� 1 , g = 9; 81 m � s� 2 .
15. Øe¹íme vzduc holo ï pro dopra vu zemního plyn uK dopravì zemního plynu ze Severního moøe byla navrhována vzducholoïo vnitøním objemu nádr¾í V = 8; 0 � 105 m3 . Plyn o hustotì %

p

= 0; 80 kg � m� 3byl nosným i pohonným médiem. Hmotnost konstrukèních systémù lodì vèetnìnádr¾í pro vodní zátì¾ je m

l

= 65 t; jejich objem oproti objemu lodì zanedbejte.Hustota vzduchu % = 1; 2 kg � m� 3 .a) Vypoètìte velikost F výslednice sil, které by na loï pùsobily po naplnìníplynem.b) Z funkèního hlediska je nutné velikost výsledné síly zmen¹it na F

0 == 3; 0 � 105 N. Jaký objem V

0 musí mít vodní nádr¾e, abychom po je-jich napu¹tìní dosáhli po¾adovanou velikost výsledné síly? Hustota vody
% = 1; 0 � 103 kg � m� 3 .c) Urèete hlavní rozmìry plynové nádr¾e lodì, bude-li mít pøibli¾nì tvar válceo pomìru délka (l ) : prùmìr (d ) = 4. Jaká bude celková hmotnost lodì pojejím naplnìní plynem a vodou?

16. Helio vý v ersus v o dík o vý balonAerostat o objemu V = 4000 m3 naplnìný heliem se pohybuje v malé vý¹ce.Jeho u¾iteèné zatí¾ení, tj. hmotnost posádky a nákladu, èiní m

u

= 900 kg.O kolik by bylo mo¾né zvìt¹it u¾iteèné zatí¾ení, pokud by se místo helia pou¾ilvodík. Pro normální atmosferický tlak a teplotu 20 � C je hustota helia %

He

== 0; 166 kg � m� 3 , hustota vodíku %

H

= 0; 083 7 kg � m� 3 a hustota vzduchu
%

v

= 1; 20 kg � m� 3 . Proè se pøesto pou¾ívá mnohem dra¾¹í helium?
17. Síly p ùsobící na balonBalon ve tvaru koule o polomìru r = 6; 00 m je naplnìn heliem o tlaku p

0 == 1; 09 � 105 Pa a teplotì t

0 = 18; 0 � C. Okolní vzduch má tlak p

a

= 987 hPaa stejnou teplotu. Obalová tkanina má plo¹nou hustotu hmotnosti � == 250 g � m� 2 , gondola se zátì¾í má hmotnost m

0

= 500 kg. Za normál-ních fyzikálních podmínek (p

n

= 1; 01 � 105 Pa, t

n

= 0 � C) má helium hustotu
%

He

= 0; 178 kg � m� 3 a vzduch hustotu %

v

= 1; 29 kg � m� 3 . Vypoètìte veli-kost poèáteèní vztlakové síly F

vz

, poèáteèní urychlující síly F

0

a poèáteèníhozrychlení a

0

balonu. 32



18. Jak m usíme ohøát hork o vzdu¹n ý balon?Horkovzdu¹ný balon má objem V = 1000 m3 a hmotnost konstrukce vèetnìzátì¾e m

b

= 300 kg. Ve spodní èásti je balon opatøen otvorem pod ním¾ jsoupropanbutanové hoøáky, kterými se ohøívá vzduch v balonu. Pro jednoduchostpøedpokládáme, ¾e celý vnitøní prostor balonu se ohøívá rovnomìrnì a ¾e zne-èi¹tìní vzduchu spalinami je zanedbatelné.a) Na jakou teplotu T

0

0

musíme ohøát vzduch v balonu ve vý¹ce h = 0, kde pøiteplotì okolí T

0

= 273 K a atmosférickém tlaku p

0

= 1; 01 � 105 Pa je hustotavzduchu %

0

= 1; 29 kg � m� 3 , aby se balon právì vznesl?b) Jaká musí být teplota vzduchu T

0

h

v balonu, aby vystoupil do vý¹ky h == 800 m, za pøedpokladu, ¾e hustota vzduchu se s vý¹kou mìní podle baro-metrické rovnice (21)?
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3 Proudìní plynu3.1 Popis proudìní plynuJestli¾e jsme v textu [14] zdùrazòovali, ¾e proudìní kapalin je daleko slo¾itìj¹íne¾ pohyb pevných tìles, tak u plynù to platí je¹tì výraznìji. Je to dáno vel-kou pohyblivostí èástic plynu a jeho rozpínavostí. Èástice plynu vykonávajímikroskopický pohyb velkou rychlostí v závislosti na teplotì T . Je-li z makro-skopického pohledu plyn v klidu, jsou rychlosti èástic statisticky rozdìleny dov¹ech smìrù, tak¾e výsledná rychlost plynu v uva¾ovaném objemu je nulová.Pøevládá-li pohyb èástic v jednom smìru, plyn se makroskopicky pohybujerychlostí v { pak hovoøíme o proudìní plynu.Rychlost v se obecnì mìní v závislosti na poloze a èase. Je-li v èasovì nepro-mìnná, dostáváme dùle¾itý zvlá¹tní pøípad proudìní, které se nazývá ustálenéneboli stacionární . Mìní-li se v s èasem, jde o proudìní nestacionární .Pohybový stav plynu obecnì popisujeme rychlostním polem, které mate-maticky udává vektor rychlosti jako funkci polohy a èasu. Geometricky serychlostní pole znázoròuje pomocí proudnic. Proudnice je my¹lená orientovanáèára, její¾ teèna v libovolném bodì, av¹ak v urèitém okam¾iku má smìr rych-losti v èástice plynu (obr. 18a). Hustota proudnic (tj. jejich poèet procházejícíjednotkovou plochou postavenou kolmo k èarám) se volí tak, aby byla úmìrnávelikosti rychlosti v v uva¾ovaném místì. Proudnice tak podávají obraz o roz-lo¾ení rychlostí proudícího plynu v urèitém èase.a)
teèna

v C
v

b)
Obr. 18 a) Proudnice. b) Proudová trubiceProudnice si lze pøedstavit jako trajektorie, po nich¾ se pohybují malá tì-líska uná¹ená plynem (typickým pøíkladem je stoupající proud ohøátého vzdu-chu u zapálené cigarety uná¹ející èásteèky spalin { kouø). Proudnice se zvidi-telòují kouøem, napø. pøi zkoumání proudìní vzduchu kolem automobilu v ae-rodynamickém tunelu.Urèitým bodem prostoru mù¾e z dùvodu jednoznaènosti pohybu procházetjen jedna proudnice. Zvolíme-li v proudícím plynu uzavøenou rovinnou køivku C34



(obr. 18b), která protíná jednotlivé proudnice jen jedenkrát, vymezí se útvar,který se nazývá proudová trubice.Rychlost objemového elementu plynu je obecnì funkcí polohy r v prostorua èasu: v = v (r ; t ). I u nestacionárního proudìní, kdy v nezávisí na t , mù¾ebýt pohyb elementu slo¾itý v dùsledku závislosti v na r . Koná-li tento elementtranslaèní (posuvný) pohyb, hovoøíme o proudìní nevíøivém. Pøitom se mù¾epohybovat i po kruhové trajektorii (jako napø. kabinka v ruském kole). Otáèí-lise element plynu okolo nìjaké osy, je proudìní víøivé.1 )Proudìní skuteèných plynù je v dùsledku existence vnitøního tøení je¹tì da-leko slo¾itìj¹í (viz napø. studijní texty [12] a [13]). Pøi malých rychlostech vznikáproudìní laminární , u nìho¾ jsou proudnice stálé nebo mìní jen pozvolna smìr.Od urèité kritické rychlosti v¹ak vznikají víry a proudìní pøechází na slo¾itìj¹íproudìní turbulentní . V tomto textu se omezíme jen na jednoduchý pøípadproudìní ideálních plynù, o kterém budeme pøedpokládat, ¾e je stacionární anevíøivé . Pak bude rychlost ve v¹ech bodech pøíèného prùøezu proudové trubicestejná a èasovì nepromìnná.3.2 Rovnice kontinuity pro plynPøedmìtem na¹eho dal¹ího zkoumání bude nejjednodu¹¹í pøípad proudìní plynu:stacionární nevíøivé proudìní ideálního plynu, tj. tekutiny dokonale tekuté,av¹ak stlaèitelné (% 6= konst: ).Proudìní tekutiny (v na¹em pøípadì plynu) charakterizují vedle rychlostidal¹í dvì velièiny. Objemový tok Q

V

(nìkdy oznaèovaný jako objemový prùtok)je de�nován vztahem
Q

V

= dVdt

:Jeho jednotkou je m3

� s� 1 . Je to objem plynu, který proteèe urèitou plochouo plo¹ném obsahu S za jednotku èasu. Pro stacionární tok je
Q

V

= S v : (26)U proudìní plynu je významnìj¹í velièinou hmotnostní tok Q

m

(nìkdy ozna-èovaný jako hmotnostní prùtok) de�novaný vztahem
Q

m

= dmdt

:

1

Matematic ky lze t yto dv a druh y proudìní snadno rozli¹it, a v¹ak je n utno p ou¾ít v ektoro-

v ou analýzu. Je-li rot v = 0 , je proudìní nevíøiv é, je-li rot v 6= 0 , je proudìní víøiv é. Nevíøiv é

proudìní se tak é oznaèuje jak o potenciálové , proto¾e lze ryc hlost vyjádøit jak o gradien t jisté

sk alární funk ce ' = '( r ), která se nazýv á p otenciál ryc hlosti. P ak v = grad '.35



Jeho jednotkou je kg � s� 1 . Je to hmotnost plynu, který proteèe urèitou plochouo plo¹ném obsahu S za jednotku èasu. Pro stacionární tok je
Q

V

= %S v : (27)Plyn se nemù¾e pøi stacionárním prùtoku proudovou trubicí v ¾ádném místìhromadit. Proto musí ka¾dým prùøezem proudové trubice protéct za stejnoudobu plyn o stejné hmotnosti. Pro hmotnostní tok musí tedy platit
Q

m

= %S v = k onst: (28)Toto je rovnice kontinuity neboli rovnice spojitosti toku ideální stlaèitelné te-kutiny (plynu). Budeme-li jako pøíklad uva¾ovat trubici z obr. 19, její¾ prùøezse zvìt¹í z plo¹ného obsahu S

1

na S

2

, bude plyn proudit tak, ¾e
v

1

v

2

= %

2

S

2

%

1

S

1

: (29)
v 1 v 2S1; %1 S2; %2 Obr. 19 K rovnici kontinuity pro plynyAbychom mohli problém vztahu mezi rychlostmi podle (29) doøe¹it, musímeznát, jak se pøi prùtoku bude mìnit hustota plynu. Dochází-li pøi prùtoku k vel-kým stavovým zmìnám, pova¾uje se probíhající dìj zpravidla za adiabatický,proto¾e plyn se pohybuje velkou rychlostí (viz pøíklad 8). Pøi øe¹ení øady tech-nických problémù se pova¾uje plyn za nestlaèitelný, tudí¾ %

2

� %

1

(viz pøíklad7). Pova¾ujeme-li hustotu plynu za konstantní, zachovává se v proudové trubiciobjemový tok : Q

V

= S v = konst.3.3 Bernoulliho rovnicePodobnì jako u proudìní kapaliny, tak i u proudìní plynu závisí tlak na rych-losti a poloze uva¾ovaného elementu proudové trubice. U plynu je v¹ak situaceslo¾itìj¹í v tom, ¾e plyn je tekutina snadno stlaèitelná a do kalkulace obecnìvstupuje i jeho promìnná hustota % . 36



Odv ození Bernoulliho ro vnice pro % � k onst.U øady úloh a øe¹ení technických problémù (napø. obtékání køídla letadla nebolopatky turbíny, pohyb vzduchu vyvolaný rotující vrtulí letadla nebo rotoremdmychadla) lze pova¾ovat jeho hustotu za velmi málo promìnnou. Jde o situace,kdy v plynu nedochází k velkým tlakovým a teplotním zmìnám. Pøi øe¹enílze pak pøijmout zjednodu¹ený model plynu jako nestlaèitelné tekutiny, u ní¾zmìna hustoty je zanedbatelná. To velmi usnadní øe¹ení.Odvození Bernoulliho rovnice pro nestlaèitelnou tekutinu (kapalinu) jsmepodrobnì provedli v textu [14], proto je zde jen struènì pøipomeneme. Jeho zá-kladem je zákon zachování mechanické energie elementu nestlaèitelného plynupøi jeho prùtoku proudovou trubicí (obr. 20). Uva¾ujme element, který se z po-lohy 1 pøemístí do polohy 2, pøièem¾ se nemìní jeho hmotnost�m = %

1

S

1

�l

1

= %

2

S

2

�l

2

; %

1

� %

2

= % = konst. (30)
� l1

� l2
F 1

F 2v 1
v 2% gh1 h2 O

S1
S2

F1 = p1S1F2 = p2S2 Obr. 20K odvození Bernoulliho rovnice
Pøírùstek �E

k

kinetické energie elementu pøi zmìnì jeho polohy z 1 do 2 jeroven úbytku jeho potenciální energie tíhové a rozdílu prací tlakových sil napøíslu¹ných elementech drah. Tedy�E

k

= 12�m (v

2

2

� v

2

1

) = �mg (h

1

� h

2

) + p

1

S

1

�l

1

� p

2

S

2

�l

2

: (31)Dosadíme-li sem za �m z (30), dostaneme
v

2

12 + g h

1

+ p

1

%

= v

2

22 + g h

2

+ p

2

%

= konst.;neboli v obecnìj¹ím zápisu
v

22 + g h + p

%

= konst. pro % � konst., (32)37



co¾ je Bernoulliho rovnice pro stacionární nevíøivé proudìní nestlaèitelnéhoplynu.Násobíme-li rovnici (32) hustotou % , dostaneme Bernoulliho rovnici ve tvarupro energii nestlaèitelného plynu o jednotkovém objemu, jak jsme se s ní setkaliv [14], výraz (18):12 %v

2 + %g h + p = konst. pro % � konst. (33)Zde první èlen pøedstavuje kinetickou energii plynu o jednotkovém objemu,neboli aerodynamický tlak , druhý èlen potenciální energii tíhovou, neboli tlakplynu popsaný vý¹kou h od zvolené nulové hladiny. Tøetí èlen je potenciálníenergie tlaková, která má souèasnì význam tlaku v proudícím plynu.Pokud je proudová trubice vodorovná, tj. h = konst., lze rovnice (32) resp.(33) pou¾ít ve zjednodu¹eném tvaru:12 %v

2 + p = konst. pro % � konst. (34)
Odv ození Bernoulliho ro vnice pro % 6= k onst.Budeme-li uva¾ovat, ¾e se pøi ustáleném proudìní plynu mìní jeho hustota, tedybude-li se plyn pøi prùtoku proudovou trubicí je¹tì stlaèovat nebo rozpínat,bude øe¹ení problému ponìkud slo¾itìj¹í. Do kalkulace energie popsané rovnicí(31) musíme je¹tì zahrnout zmìnu vnitøní energie �U plynu v dùsledku zmìnyteploty mezi prùøezy 1, 2: �U = mc

V

(T

2

� T

1

). Stejnì jako v pøípadì nestla-èitelné tekutiny uva¾ujeme, ¾e mezi prùøezy 1, 2 nedochází k tepelné výmìnì(Q = 0) a ¾e tedy dochází k adiabatickým stavovým zmìnám. Pak�E

k

+�U = 12�m (v

2

2

� v

2

1

)+�mc

V

(T

2

� T

1

) = �mg (h

1

� h

2

)+�m

�
p

1

%

1

�

p

2

%

2

�
;(35)kde jsme rozdíl prací tlakových sil vyjádøili pomocí hmotnosti �m elementupodle vztahu (30). Nyní v¹ak %

1

6= %

2

.Rovnici (35) vydìlíme hmotností �m a u¾itím stavové rovnice ve tvaru (8)provedeme úpravu: p=% = R T = M

m

. Pak
v

2

12 + g h

1

+� c

V

+ R

M

m

�
T

1

= v

2

22 + g h

2

+�c

V

+ R

M

m

�
T

2

= konst.;neboli v obecnìj¹ím zápisu
v

22 + g h + c

p

T = konst. pro % 6= konst., (36)38



kdy¾ jsme èlen v závorce nahradili podle (18) mìrnou tepelnou kapacitou zastálého tlaku. Dále u¾itím vztahu (20) mù¾eme psát�
c

V

+ R

M

m

�
T = c

p

T = {{ � 1 R T

M

m

= {{ � 1 p

%

:Bernoulliho rovnice má pak obecný tvar
v

22 + g h + {{ � 1 p

%

= konst. pro % 6= konst. (37)Aplikaci této rovnice uká¾eme na øe¹ení výtoku plynu z tlakové nádoby v pøí-kladì 8.Pøímým dùsledkem Bernoulliho rovnice je to, ¾e v místech, kde vzrùstá rych-lost proudu plynu, klesá tlak { jde-li o proudìní vzduchu atmosférického tlaku,vzniká podtlak. Toho se vyu¾ívá napø. ke konstrukci karburátoru, rozpra¹ovaèe(viz úlohu 20), vývìv zalo¾ených na proudìní páry nebo vody. Nejvìt¹í význammají tyto jevy pro konstrukci nosných ploch (køídel) letadel. Zde je proudnicena horní stranì køídla del¹í, vzduch musí obtékat køídlo rychleji a tlak je zdemen¹í ne¾ na spodní stranì køídla (viz pøíklad 7). Úèinky aerodynamickéhotlaku pøi prudkém vìtru ohro¾ují celistvost staveb (viz úlohu 19).Pøíklad 7 { obtékání køídlaV aerodynamickém tunelu, v nìm¾ proudí vzduch o hustotì %

v

= 1; 29 kg � m� 3rychlostí v

1

= 40; 0 m � s� 1 , je umístìno køídlo (obr. 21). Ve volném proudu mávzduch tlak p

a

+ p

1

, pøièem¾ pøetlak p

1

odpovídá vý¹ce h

1

= 95; 0 mm vodníhosloupce (% = 1; 00 � 103 kg � m� 3 ).a) Vypoètìte pøetlak p

2

vzduchu v bodì 2 nábì¾né èásti køídla, tj. v místì, kdekonèí proudnice, která dìlí obtékání køídla na horní a dolní èást,b) Jaká bude rychlost v

3

proudu vzduchu v bodì 3 horního povrchu køídla,jestli¾e tlakový rozdíl p

3

� p

1

byl zmìøen U-trubicí a bylo zji¹tìno, ¾e rozdílhladin vodního sloupce èiní �h = 210 mm? Pøedpokládejte, ¾e proudícívzduch se pøi ustáleném proudìní chová jako nestlaèitelná tekutina.Poznámka:Tento bì¾nì uvádìný pøedpoklad %

v

= konst. je reálný jen pro ustálené prou-dìní, pøi nìm¾ se rozlo¾ení tlakù ani rozlo¾ení hustoty % nemìní s èasem. Toplatí zpravidla tehdy, kdy¾ plyn proudí rychlostmi mnohem men¹ími, ne¾ jerychlost zvuku. 39
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Obr. 21 Obtékání køídla v aerodynamickém tunelu
Øe¹enía) Napí¹eme Bernoulliho rovnici pro body 1 a 2, pøièem¾ v bodì 2 bude rychlost

v

2

= 0. Tedy
v

2

12 + p

a

+ p

1

%

v

= p

a

+ p

2

%

v

;kde p

1

= h

1

%g je pøetlak v bodì 1. Pak pøetlak v bodì 2 je
p

2

= h

1

%g + %

v

v

2

12 = 1 970 Pa :Èlen
p

2

� p

1

= %

v

v

2

12popisuje zvý¹ení tlaku, které vzniká zabrzdìním tekutiny a nazývá se aero-dynamický tlak .b) Nyní napí¹eme Bernoulliho rovnici pro body 1, 3 a dostaneme
v

2

12 + p

a

+ p

1

%

v

= v

2

32 + p
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+ p

3

%
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:Odtud
v

3

=rv

2

1
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v

(p

1

� p

3

) =rv

2

1

+ 2�h%g

%

v

= 69 m � s

� 1

:
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Pøíklad 8 { adiabatický výtok plynuØe¹ení výtoku plynù z nádob patøí k dùle¾itým problémùm technických apli-kací. Jde napø. o øe¹ení výtoku spalin ze spalovací komory proudových a ra-ketových motorù. Pro pøiblí¾ení tohoto problému øe¹me výtok plynu malýmotvorem z tlakové nádoby (obr. 22). Pøedpokládáme, ¾e se jedná o nádobudostateèných rozmìrù, abychom mohli zanedbat makroskopický pohyb plynuv podstatné èásti nádoby, a ¾e pøetlak p

0

� p

a

v nádobì je velký { zpùsobí, ¾eplyn bude z nádoby vytékat rychle. Uva¾ujeme proto, ¾e pøi výtoku docházík adiabatické expanzi .Vypoètìte výtokovou rychlost a diskutujte zvlá¹tní pøípad, kdy expanzebude probíhat do vakua.
p

a

v

p

0

%

0

Obr. 22 Adiabatický výtok plynu z tlakové nádoby
Øe¹eníPou¾ijeme Bernoulliho rovnici ve tvaru (37), kterou napí¹eme pro dva bodyvodorovné proudnice a to uvnitø nádoby (kde pøedpokládáme v � 0) a vnì(kde pøedpokládáme p � p

a

). Pak{{ � 1 p

0

%

0

= v

22 + {{ � 1 p

a

%

a

:Odtud dostaneme pro výtokovou rychlost výraz
v =vuuut 2{{ � 1 p

0

%

0

241 �

�
p

a

p

0

�{� 1{ 35
:Bude-li expanze probíhat do vakua, tj. p

a

! 0, nabude výtoková rychlostpodle na¹eho výpoètu zøejmì maximální velikost
v

max

=r 2{{ � 1 p

0

%

0

= c

0

r 2{ � 1 ;41



kde
c

0

=r{ p

0

%

0je rychlost zvuku v plynu pro termodynamický stav uvnitø nádoby (viz napø.[4], [5]). Budeme-li v nádobì dvouatomový plyn (napø. vzduch), bude { = 7= 5a v

max

� 2; 24c

0

. Proudìní by tedy mìlo probíhat nadzvukovou rychlostí. Pro-vedený výpoèet je v¹ak znaènì zjednodu¹ený, proto¾e neuva¾uje slo¾ité aero-dynamické pomìry (rázové vlny) ve výtokovém otvoru pøi velkých rychlostech.Ukazuje se (viz napø. [2], [5]), ¾e výtoková rychlost pøi výtoku jednoduchýmotvorem anebo zu¾ující se dýzou nemù¾e pøekroèit rychlost zvuku. To se po-tvrzuje i experimentálnì.
Obr. 23 Lavalova tryskaPøipojíme-li v¹ak k výtokovému otvoru Lavalovu trysku (viz napø. [5]), u ní¾se výtokový prùøez nejprve zu¾uje a pak zvolna ku¾elovitì roz¹iøuje (obr. 23),mù¾e výtoková rychlost pøekroèit rychlost zvuku i nìkolikanásobnì. Lavalovatryska je dùle¾itou souèástí tepelných turbín (parních i spalovacích) a raketo-vých motorù. Napøíklad motory kosmických raket bì¾nì pracují s výtokovourychlostí 3 000 m � s� 1

:= 9c

0

.

42



3.4 Úlohy ke kapitole 3
19. Okna pøi nárazu v ìtruKolem horních pater budovy se pøehnal vítr rychlostí v = 25 m � s� 1 . Vypoètìtesílu, která pùsobila na okno o rozmìrech 3; 5 m � 2; 5 m postavené kolmo kesmìru vìtru. Hustota vzduchu je %

v

= 1; 2 kg � m� 3

20. Kolik vzduc h u fouk áme do rozpra¹o v aèe?Student má v hodinì výtvarné výchovy pou¾ít rozpra¹ovaè (�xírku) podleobr. 22, u nìho¾ je známo: vnitøní prùmìr foukací trubièky na výstupu d == 3; 5 mm, vý¹ka h = 80 mm, hustota rozpra¹ované kapaliny % = 1; 0 � 103 kg �m� 3 a hustota vzduchu %

v

= 1; 2 kg � m� 3 .a) Jakou minimální rychlost musí mít vzduch na výstupu z foukací trubièky,aby rozpra¹ovaè zaèal pracovat?b) Jaký minimální objemový tok Q

V

musí vyvinout plíce studenta k dosa¾enírozpra¹ovacího efektu?
%

v

h

d

p

a

% Obr. 22 Rozpra¹ovaè
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4 Nároènìj¹í pøíklady z aeromechanikyPøíklad 9 { stoupající balonÚloha z 35. MFO v Koreji v r. 2004Pry¾ový balon naplnìný heliem stoupá vysoko k obloze, kde tlak i tep-lota vzduchu klesají v závislosti na vý¹ce. Pøi øe¹ení následujících problémùpøedpokládejte, ¾e tvar balonu zùstává kulový nezávisle na zatí¾ení a ¾e ob-jem zátì¾e je zanedbatelný. Dále pøedpokládejte, ¾e teplota helia uvnitø ba-lonu je v¾dy stejná jako teplota okolního vzduchu a ¾e v¹echny plyny se cho-vají jako ideální. Molární plynová konstanta R = 8; 31 J � mol� 1

� K� 1 , mo-lární hmotnost helia M

He

= 4; 00 � 10� 3 kg � mol� 1 , molární hmotnost vzduchu
M

A

= 28; 9 � 10� 3 kg � mol� 1 , tíhové zrychlení g = 9; 80 m � s� 2 .
Èást Aa) Nech» tlak okolního vzduchu je p a teplota T . Tlak uvnitø balonu je vìt¹íne¾ tlak okolního vzduchu díky povrchového pnutí v obalu balonu: p +�p .Balon obsahuje n molù helia. Urèete velikost F

B

vztlakové síly pùsobící nabalon jako funkci p a �p .b) Jednoho letního dne v Koreji byla teplota vzduchu T v nadmoøské vý¹ce zurèena v rozmezí 0 < z < 15 km vztahem
T (z ) = T

0

�1 �

z

z

0

�
;pøièem¾ z

0

= 49 km a T

0

= 303 K. Tlak a hustota vzduchu na úrovnihladiny moøe byly p

0

= 1 at = 1; 01 � 105 Pa a %

0

= 1; 16 kg � m� 3 . Prouvedené rozmezí vý¹ek se závislost tlaku na vý¹ce dá vyjádøit vztahem
p (z ) = p

0

�1 �

z

z

0

�



: (38)Vyjádøete 
 pomocí velièin z

0

, %

0

, p

0

, g a urèete její èíselnou hodnotu nadvì platné èíslice. Tíhové zrychlení pova¾ujte za stálé, nezávislé na vý¹ce.
Èást BKdy¾ gumový balon kulového tvaru, který má v nenapjatém stavu polomìr
r

0

, nafoukneme na kouli o polomìru r > r

0

, má obal balonu navíc energiipru¾nosti neboli elastickou energii, v dùsledku svého rozta¾ení. U¾itím zjed-nodu¹ené teorie pru¾nosti lze tuto elastickou energii pøi konstantní teplotì Tvyjádøit výrazem
U = 4pr

2

0

{ R T

�2�

2 + 1
�

4

� 3� ; (39)44



kde � = r =r

0

> 1 je pomìrné rozta¾ení a { 2 ) je konstanta v jednotkáchmol � m� 2 .c) Vyjádøete �p pomocí parametrù (velièin) ve výrazu (39) a naèrtnìte graf�p jako funkci � = r =r

0

.d) Konstanta {mù¾e být urèena pomocí mno¾ství plynu potøebného k nafouk-nutí balonu. Pøi T

0

= 303 K a p

0

= 1; 01 � 105 Pa obsahuje nenafouknutýbalon (� = 1) celkem n = 12; 5 molù helia. K naplnìní balonu na hodnotu
� = 1; 5 je pøi tìch¾e T

0

a p

0

zapotøebí n = 3; 6n

0

= 45 molù helia. Vyjádøeteparametr a de�novaný výrazem a = { = {
0

pomocí velièin n , n

0

, � , pøièem¾je dáno {
0

= r

0

p

04R T

0

:Vypoèítejte a na tøi platné èíslice.
Èást CBalon je pøipraven jako v úloze d) na úrovni moøe (tj. nafouknutý na � == 1; 5, obsahuje n = 3; 6n

0

= 45 molù helia teploty T

0

= 303 K a tlaku
p

0

= 1; 01 � 105 Pa). Celková hmotnost, zahrnující plyn, obal a zátì¾ je M

T

== 1; 12 kg. Nyní nech» balon stoupá z nulové nadmoøské vý¹ky.e) Pøedpokládejte,¾e se balon nakonec zastaví v takové vý¹ce z

f

, kde vztlakovásíla je rovna celkové tíhové síle. Urèete tuto vý¹ku a pomìrné rozta¾ení
�

f

v této vý¹ce. Výsledek urèete na dvì platné èíslice. Pøedpokládejte, ¾enefouká vítr, a dále, ¾e ¾ádný plyn z balonu bìhem letu neunikne.
Øe¹enía) Objem n molù helia o tlaku p + �p a teplotì T je podle stavové rovniceideálního plynu

V = nR T

p +�p

; (40)zatímco objem n

0 molù vzduchu o tlaku p a teplotì T je
V = n

0

R T

p

: (41)Balon tedy vytlaèí n

0 = np= (p +�p ) molù vzduchu, jeho¾ celková tíha je
M

A

n

0

g . Tíhová síla vytlaèeného vzduchu je rovna vztlakové síle, tj.
F

B

= M

A

ng

p

p +�p

: (42)
2
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b) Víme, ¾e atmosférický tlak se s vý¹kou z mìní podle vztahu �p = � %g z ,kde hustota % vzduchu je v rozmezí �z konstantní. Pokud uva¾ujeme, ¾ehustota % vzduchu je funkcí vý¹ky z , dostanemedpdz

= � %g = %

0

T

0

p

0

p

T

g ; (43)kde pro ideální plyn je %T =p = konst: Dosadíme-li do vztahu (43) z (38) auvá¾íme-li, ¾e teplota se mìní podle vztahu T =T

0

= 1 � z =z

0

, dostaneme
� 


p

0

z

0

�1 �

z

z

0

�

 � 1 = � %

0

�1 �

z

z

0

�
� 1

�

�1 �

z

z

0

�



g :Odtud

 = %

0

z

0

g

p

0

= 5; 52 := 5; 5 : (44)c) Práce potøebná ke zvìt¹ení polomìru balonu z r na r +�r pùsobením tla-kového rozdílu �p je dW = 4pr

2 �p dr :Tato práce je rovna zvìt¹ení elastické energie pro stejnou zmìnu dr . U¾itímvztahu (39) dostanemedW = �dUdr

� dr = 4p{ R T

�4r � 4 r

6

0

r

5

� dr :Porovnáme-li pravé strany výrazù pro dW , dostaneme po¾adovaný vztahdp = 4p{ R T

�1
r

�

r

6

0

r

7

� = 4p{ R T

r

0

� 1
�

�

1
�

7

� = P

� 1
�

�

1
�

7

�
; (45)kde P = 4p{ R T =r

0

má rozmìr tlaku. Graf závislosti pomìrné zmìny tlaku�p=P na pomìrné zmìnì � polomìru balonu je na obr. 23. Je zøejmé, ¾efunkce zpoèátku prudce roste, nabývá maxima pro � = 71 = 6 = 1; 38 a provelké � klesá jako �

� 1 .d) Pro ideální plyn platí
p

0

V

0

= n

0

R T

0

;kde V

0

je objem nenafouknutého balonu. Pro objem V = �

3

V

0

obsahující
n molù ideálního plynu o tlaku p

in

a teplotì T = T

0

bude analogicky platit
p

in

= nR T

0

. Odtud
p

in

= nR T

0

V

= n

n

0

�

3

p

0

: (46)46



Aplikací výsledku (45) pro T = T

0

dostaneme
p

in

= p

0

+�p = p

0

+ 4p{ R T

0

r

0

� 1
�

�

1
�

7

� = �1 + a

� 1
�

�

1
�

7

��
p

0

: (47)Porovnáním výrazù (46), (47) dostaneme
a = {{

0

= n

n

0

�

3

� 11
�

�

1
�

7

= 0; 110 : (48)� p

P

00,20,4
0,6

1 2 3 4 5
�Obr. 23 Závislost pomìrné zmìny tlaku v balonuna pomìrné zmìnì jeho polomìrue) Vyu¾ijeme výsledku (42), v nìm¾ nyní bude F

B

= M

T

g . Pak
p

p +�p

= M

T

M

A

n

: (49)Na druhé stranì pro objem V = �

3

V

0

obsahující n molù helia jako ideálníhoplynu pøi teplotì T a tlaku p +�p platí(p +�p )�

3 = nR T

V

0

= p

0

T

T

0

n

n

0

: (50)Dosadíme-li z (50) do (49) za p +�p , dostane podmínka rovnováhy sil tvar
pT

0

p

0

T

�

3 = M

T

M

A

n

0

: (51)Dosadíme-li vztah (45) pro �p do (50), dostaneme vztah47



p�

3 + 4pR T

r

0

�

2

�1 �

1
�

6

� = p

0

T

T

0

n

n

0

;který upravíme tak, aby jeho levá strana mìla stejný tvar jako podmínka(51):
pT

0

p

0

T

�

3 = n

n

0

� a�

2

�1 �

1
�

6

�
; (52)kde podle de�nice je

a = {{
0

= 4pR T

0

{
r

0

p

0

:Srovnáním vztahù (51) a (52) dostaneme rovnici pro � :
�

2

�1 �

1
�

6

� = 1
an

0

�
n �

M

T

M

A

�
; (53)její¾ pøibli¾né øe¹ení provedeme. Pravou stranu (53) mù¾eme pøibli¾nì vy-èíslit, dosadíme-li zadané hodnoty a pro a pou¾ijeme výsledek (48), tj.1

an

0

�
n �

M

T

M

A

� = 4; 54 : (54)V rovnici (53) pak mù¾eme polo¾it �

2

� 4; 54, proto¾e
�

2

�

4; 541 � 4; 54� 3

= 4; 59 � 4; 54 : (55)Pak �

f

�

p 4; 54 = 2; 13 (kde¾to p 4; 59 = 2; 14 je jen málo odli¹né).Abychom urèili vý¹ku z

f

, do ní¾ balon vystoupí, upravíme levou stranu pod-mínky (51) u¾itím vztahù mezi teplotami T , T

0

a tlaky p , p

0

podle bodu b)zadání:
p

p

0

T

0

T

= �1 �

z

f

z

0

�



�

11 �

z

f

z

0
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z

f

z

0
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 � 1

:Pak z podmínky plyne1 �

z

f

z

0

= � M

T

�

3

f

M

A

n

0

� 1


 � 1

:Dosadíme-li zadané hodnoty, podle (44) za 
 = 5; 5 a podle (55) za �

f

� 2; 1,dostaneme pro vý¹ku výstupu balonu výsledek
z

f

= z

0

241 �

�
M

T

�

3

f

M

A

n

0

� 1


 � 1

35 = 10; 9 km � 11 km :48



Poznámka autora studijního textu:Pøedlo¾ené øe¹ení vychází z autorského øe¹ení akademické komise 35. MFO.Je zøejmé, ¾e øe¹ení úkolu e) je z rigorózního matematického hlediska dostiproblematické. Je pøíkladem postupu, jaký nìkdy u¾ívá numerická matematikapro zkrácení pøibli¾ného øe¹ení. Z tohoto hlediska byla tato úloha pro øe¹itele35. MFO velmi obtí¾ná. Správné øe¹ení úkolu e) bylo ocenìno 3 body z 10mo¾ných za celou úlohu.Pøíklad 10 { proudìní vzduchu difuzoremHorký vzduch o teplotì t

1

= 120 � C vstupuje do difuzoru opalovaèe neznámourychlostí v

1

. Vstupní otvor má prùmìr d

1

= 30 mm, výstupní otvor prùmìr
d

2

= 15 mm (obr. 24). Aby byly urèeny parametry opalovaèe, byl pøipojen kevstupnímu a výstupnímu otvoru rtu»ový tlakomìr, na kterém byla namìøenavý¹ka h = 25; 0 mm. Dále je znám atmosférický tlak p

a

= 98; kPa, hustotavzduchu za normálních podmínek %

n

= 1; 29 kg � m� 3 (T

n

= 273 K, p

n

=1; 01 � 105 Pa), hustota rtuti %

r

= 13; 6 � 103 kg � m� 3 , mìrná tepelná kapacitavzduchu c

p

= 1004 J � kg� 1

� K� 1 a Poissonova konstanta { = 7= 5. Urèete:a) teplotu t

2

na výstupu difuzoru,b) velikost rychlostí v

1

, v

2

,c) hmotnostní tok vzduchu Q

m

.
v

1

d

1

v

2

1 2
p

a

d

2

h

%

r Obr. 24 Difuzor opalovaèe
Øe¹eníPøedpokládáme, ¾e vodorovný proud vzduchu je ustálený a ¾e bìhem jeho prou-dìní mezi prùøezy 1, 2 nedochází k výmìnì tepla (Q = 0). Pak stavové zmìnyprobíhají adiabaticky, je splnìna stavová rovnice v obecném tvaru (36) a rov-49



nice kontinuity ve tvaru (28). Tedy
p

1

(S

1

v

1

){ = p

2

(S

2

v

2

){ ; kde p

2

= p

a

; (56)
v

2

12 + c

p

T

1

= v

2

22 + c

p

T

2

; (57)
%

1

S

1

v

1

= %

2

S

2

v

2

; neboli p

1

S

1

v

1

T

1

= p

2

S

2

v

2

T

2

(58)
p

1

= p

2

+ h%

r

g = p

a

+ h%

r

g : (59)Pro zjednodu¹ení si vyjádøíme podíly nìkterých velièin:
a = p

2

p

1

= p

a

p

a

+ h%

r

g

= 0; 976 ; b = S

2

S

1

= � d

2

d

2

�
2 = 14 ;

{ � 1{ = 27 :a) Vyjádøíme-li z rovnice (58) S

1

v

1

= S

2

v

2

p

2

T

1

p

1

T

2

a dosadíme do (56), dosta-neme�
p

2

p

1

�{� 1

�

�
T

1

T

2

�{ = 1 neboli T

2

= T

1

�
p

2

p

1

�{� 1{ = T

1

a

2

7 = 389; 3 K :Výstupní teplota tedy bude t

2

= 116 � C.b) Z rovnic (57) a (58) s vyu¾itím vypoèteného vztahu mezi teplotami plyne
v

2

22c

p

"1 �

�
p

2

p

1

�
2

�
S

2

S

1

�
2

# = T

1

� T

2

:Odtud
v

2

=vuuuut2c

p

T

1

 1 � a

{� 1{ !1 � a

2

b

2

= 89; 3 m � s� 1

;

v

1

= v

2

T

1

S

2

p

2

T

2

S

1

p

1

= 22; 0 m � s� 1

:c) Hmotnostní tok je
Q

m

= v

1

S

1

%

1

= v

1

pd

2

14 %

n

T

n

p

1

T

1

p

n

= 0; 0140 kg � s� 1

:
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4.1 Úlohy ke kapitole 4
21. Zjedno du¹en ý problém difuzoruVypoètìte velikost rychlostí v

1

, v

2

a hmotnostní tok Q

m

difuzoru z pøíkladu 10za zjednodu¹ujícího pøedpokladu, ¾e hustota vzduchu pøi prùchodu difuzorembude stále stejná jako na vstupu do difuzoru. Porovnáním s výsledky pøíkladu10 vyhodno»te chyby pøibli¾ného øe¹ení.
22. Komín s pøirozen ým tahemU velkých komínù s vynuceným tahem nebo napø. u opalovaèe øe¹eného v pøí-kladì 10 zaji¹»uje pohyb plynu (vzduchu) ventilátor. U klasického komína s pøi-rozeným tahem je pøetlak u paty komína zpùsoben rozdílem teplot kouøovýchplynù a okolního vzduchu a vý¹kou komína.Uva¾ujme zdìný (dobøe izolovaný) komín kotelny o vý¹ce h = 50 m, v nìm¾bylo mìøením zji¹tìno, ¾e kouøové plyny mají prùmìrnou teplotu t

k

== 300 � C a objemový tok Q

V

= 14 m3

� s� 1 (vyplývá z výkonu kotle). Teplotaokolního vzduchu je t

0

= 10 � C a atmosférický tlak p

a

= 98 kPa. Kouøovéplyny mají za normálních podmínek prakticky stejnou hustotu jako vzduch
%

n

= 1; 3 kg � m� 3 .a) Vypoètìte statický tah komína �p

s

, tj. rozdíl aerostatických tlakù sloupceokolního vzduchu vý¹ky h a stejnì vysokého sloupce kouøových plynù v ko-mínì.b) Skuteèný tah komína je �p = k �p

s

, kde k zahrnuje odpory pøi proudìníkotlem a kouøovody (lze je regulovat hradítkem u ohni¹tì a tím i prùtokvzduchu { kouøových plynù a rychlost hoøení). Uva¾ujte, ¾e pøi prùtokukomínem je hustota kouøových plynù %

k

� konst. Vypoètìte velikosti jejichrychlostí v

1

u paty komína a v

2

u jeho ústí, je-li k = 0; 85. Podíl vnitøníchprùmìrù komína u paty (d

1

) a ústí (d

2

) je 4 : 3.c) Vypoètìte prùmìry d

1

a d

2

komína a hmotnostní prùtok Q

m

kouøovýchplynù pro daný objemový tok Q

V

.
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5 Øe¹ení úloh
1. F = pr

2 (p

a

� p

i

) = 25 kN.
2. Aby se potápìè nadechl v hloubce h hadicí, musí rozta¾ením hrudního ko¹esní¾it tlak vzduchu v ústech a plicích oproti atmosférickému tlaku o více ne¾�p = h%g . Jinak se udusí. Maximální bezpeèná hloubka pro dýchání tedy je

h

max

= �p

max

%g

= 1; 0 m :

3. Vzduch v zaslepené èásti trubice máobjem V = l S a tlak p = p

a

+ %g h

0

cos � .Vyhodnocení experimentu je v tabulce. Je zøejmé, ¾e v mezích pozorovacíchje pV = konst, co¾ je Boylùv-Mariottùv zákon.
� 0� 29; 0� 52; 5� 90; 5� 119� 152�

V = 10� 8 m3 6,10 6,40 7,20 10,3 15,1 25,5
p= 105 Pa 1,66 1,57 1,40 0,983 0,666 0,400

pV = 10� 3 J 10,1 10,0 10,0 10,1 10,0 10,2
4. Objem V se zmen¹í na V

0 = pd

2

l4 a tlak se zvìt¹í na p

0 = pV

V

0

. Oba tlakyse li¹í o tlak sloupce rtuti o délce h , tedy p

0

� p = h%g . Pak
p = V

0

V � V

0

h%g = pd

2

l h%g4V � pd

2

l

= 8; 07 Pa .Mìøicí rozsah lze ovlivòovat pomìrem objemù V =V

0 , resp. objemem V aprùmìrem d a délkou l zatavené trubièky.
5.

VV

1

V

x

V

2

p

p

1

p

2

O

21
X

T

1

T

2a) p

1

V

1

= p

2

V

x

;

V

x

T

1

= V

2

T

2

VV

1

V

2

p

p

1

p

2

O

21
X

T

2

T

1

T

xb) p

1

T

1

= p

2

T

x

;

V

1

T

x

= V

2

T

252



Vynásobením pøíslu¹ných dvojic vztahù dostaneme stavovou rovnici (4).
6. Oznaème N

1

, N

2

poèty molekul v recipientu pøi tlacích p

1

, p

2

. Ze stavovérovnice plyne
p

1

V = N

1

N

A

R T ; p

2

V = N

1

+ N

2

N

A

R T ; (p

2

� p

1

)V = N

2

N

A

R T :Odtud
N

2

= (p

2

� p

1

)V N

A

R T

= 3; 1 � 1018 molekul.
7. Vnitøní energie kyslíku a dusíku pøed smí¹ením jsou

U

1

= n

1

C

V

T

1

= C

V

p

1

V

1

R

; U

2

= n

2

C

V

T

2

= C

V

p

2

V

2

R

:Po smí¹ení se vyrovná teplota na T a vnitøní energie bude
U = U

1

+ U

2

= (n

1

+ n

2

)C

V

T ; neboli n

1

T

1

+ n

2

T

2

= (n

1

+ n

2

)T :Pak
p

1

V

1

+ p

2

V

2

= � p

1

V

1

T

1

+ p

2

V

2

T

2

�
T ;

T = p

1

V

1

+ p

2

V

2

p

1

V

1

T

2

+ p

2

V

2

T

1

T

1

T

2

= 295 K :Podle Daltonova zákona je výsledný tlak roven souètu parciálních tlakù p

0

1

,
p

0

2

pøi celkovém objemu V

1

+ V

2

. Pro tyto tlaky ze stavové rovnice vychází
p

0

1

= p

1

V

1

T

1

T

V

1

+ V

2

; p

0

2

= p

2

V

2

T

2

T

V

1

+ V

2

;tak¾e celkový tlak je
p = p

0

1

+ p

0

2

= T

V

1

+ V

2

�
p

1

V

1

T

1

+ p

2

V

2

T

2

� = p

1

V

1

+ p

2

V

2

V

1

+ V

2

= 5; 88 � 104 Pa :

8. a) Pro parciální tlaky p

1

, p

2

a celkový tlak p ze stavové rovnice a Daltonovazákona vychází
p

1

V = m

1

M

m1

R T ; p

2

V = m

2

M

m2

R T ; neboli p

1

p

2

= m

1

m

2

M

m2

M

m1

;

p

1

+ p

2

= p :Pak
p

1

= p

m

2

m

1

M

m1

M

m2

+ 1 = 6; 96 � 104 Pa ; p

2

= p � p

1

= 3; 04 � 104 Pa :b) Ze stavové rovnice
V = (n

1

+ n

2

)R T

p

= � m

1

M

m1

+ m

2

M

m2

�
R T

p

;53



% = m

1

+ m

2

V

= (m

1

+ m

2

)p�
m

1

M

m1

+ m

2

M

m2

�
R T

= 1; 20 kg � m� 3

:

9. Suchý vzduch bude mít po zahøátí na 30 � C tlak
p

1

= p

0

T

T

0

= 1; 121 � 105 Pa :Voda se odpaøí a hustota par bude % = m=V = 2; 00 � 10� 2 kg � m� 3 . Proto¾epodle Boylova zákona je za konstantní teploty tlak plynu úmìrný hustotìplynu, mù¾eme pøi aplikaci na tlak p páry dostateènì pøesnì psát p=p

s

== %=%

s

. Parciální tlak pøehøáté páry je tedy
p = %

%

s

p

s

= 2800 Pa :Celkový tlak podle Daltonova zákona je
p

c

= p

1

+ p = 1; 149 � 105 Pa :

10. Pøi posunutí pístu o x se pùvodnì stejné objemy V

0

zmìní na
V

1

= S (l

0

+ x ) ; V

2

= S (l

0

� x )a tlak p

0

na p

1

a p

2

> p

1

. Proto¾e probíhající zmìna je adiabatická, musíplatit
p

0

l

{
0

= p

1

(l

0

+ x ){ ; p

0

l

{
0

= p

2

(l

0

� x ){ :V rovnová¾né poloze je výsledná síla pùsobící na píst nulová, pøi vychýlenío x pùsobí na píst síla o velikosti
F = (p

2

� p

1

)S = S p

0

l

{
0

� 1(l

0

� x ){ �

1(l

0

+ x ){ � == S p

0

"�1 �

x

l

0

�
� {

�

�1 + x

l

0

�
� {#

�

2S p

0

{
l

0

x ;kdy¾ uva¾ujeme malé výchylky x (x � l

0

). Síla F má zøejmì opaèný smìrne¾ výchylka x , vrací tedy píst do rovnová¾né polohy. Pohybová rovnicepístu je
m

d2

xdt

2

= �

2S p

0

{
l

0

x ; neboli d2

xdt

2

+ 2S p

0

{
ml

0

x = 0 :Jde o pohybovou rovnici kmitavého pohybu, pro jeho¾ úhlovou frekvenciplatí
!

2 = 2S p

0

{
ml

0
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Frekvence kmitání pístu je tedy f = 12pr2S p

0

{
ml

0

= 30; 8 Hz :PoznámkaÈtenáø, kterému je¹tì není blízká diferenciální pohybová rovnice, mù¾e pro-blém øe¹it z analogie s pru¾inovým oscilátorem. Jak jsme odvodili, pùsobína píst pøi jeho vychýlení o x síla o souøadnici
F = �

2S p

0

{
l

0

x = � k x ;kde k je ekvivalentní tuhost soustavy. Pak
! =r k

m

=r2S p

0

{
ml

0

:

11. Tíhové zrychlení v oblasti atmosféry mù¾eme pova¾ovat pøibli¾nì za kon-stantní. Tíhovou sílu atmosféry pùsobící na zemský povrch vydìlíme tího-vým zrychlením:
m

vz

= 4pR

2

p

n

g

= 5; 25 � 1018 kg m

vz

m

z

= 8; 81 � 10� 7

:Znaèná hmotnost vzduchu tedy èiní necelou 1 miliontinu hmotnosti Zemì.
12. h = R T

0

M

m

g

ln p

0

p

h

= 2380 m.
13. H = h

0

+ p

n

%

n

g

ln 2 = 8 000 m.Atmosférický tlak v této vý¹ce by tedy byl p

a

= p

a0

= 2 = 37; 1 kPa.MFCh tabulky uvádìjí pro vý¹ku 8 000 m tlak jen 35; 1 kPa. Je to zpùsobenotím, ¾e teplota vzduchu v této vý¹ce není 0 � C, jak pøedpokládalo øe¹ení,nýbr¾ v prùmìru � 37 � C.
14. Pøesné øe¹ení:

m = hR
0

pr

2

% dy = pr

2

p

a0

M

m

R T

hR
0

e�

M m g

RT

y dy = pr

2

p

a0

g

 1 � e�

M m g h

RT

! == 4294 kg := 4; 3 t :Pøibli¾né øe¹ení: m

0 = pr

2

h

M

m

p

a0

R T

= 4346 kg ;

� = m

0

� m

m

� 100 % = 1; 2 %.
15. a) F = [V (%

v

� %

p

) � m

l

]g = 2; 5 � 106 N, síla smìøuje vzhùru.b) V

0 = F � F

0

%g

= 225 m3 . 55



c) d = 3r V p = 63 m; l = 4d = 250 m; m

c

= V %

p

+ m

l

+ V

0

% = 930 t.
16. �m

u

= (%

He

� %

H

)V = 329 kg. Vodík je výbu¹ný plyn, helium je nehoølavé,av¹ak drahé.
17. Pøepoèet hustot na skuteèné podmínky:

%

0

He

= %

He

T

n

p

0

T

0

p

n

= 0; 180 kg � m� 3

; %

0

v

= %

v

T

n

p

a

T

0

p

n

= 1; 18 kg � m� 3

:Hmotnost plá¹tì balonu m

b

= 4pr

2

� = 113 kg :Hmotnost heliové náplnì m

He

= 43pr

3

%

0

He

= 163 kg :Poèáteèní vztlaková síla má velikost F

vz

= 43pr

3

%

0

v

g = 10; 5 kN :Poèáteèní urychlující síla má velikost
F

0

= F

vz

� (m

b

+ m

0

+ m

He

)g = 2; 89 kN :Poèáteèní zrychlení má velikost a

0

= F

0

m

b

+ m

0

+ m

He

= 3; 72 m � s� 2

:

18. Proto¾e prostor balonu je otevøený, probíhají stavové zmìny uvnitø balonuizobaricky vzhledem k okolnímu vzduchu, tj. podle Gay-Lussacova zákona,který pro hustotu a absolutní teplotu má tvar %T = konst.a) Vý¹ka h = 0: T

0

0

= T

01 �

m

b

V %

0

= 355 K ; t

0

0

= 82 � C :b) Vý¹ka h : T

0

h

= T

01 �

m

b

V %

0

e % 0
p 0 g h

= 367 K ; t

0

h

= 94 � C :

19. F = 12 S %

v

v

2 = 3; 3 kN.
20. a) v

min

=r2h%g

%

v

= 36 m � s� 1b) Q

V

= pd

24 v

min

= 3; 5 � 10� 4 m3

� s� 1 = 0; 35 l= s.
21. Vyjdeme z rovnic

v

2

12 + p

1

%

= v

2

22 + p

2

%

; kde % = %

n

p

1

T

n

p

n

T

1

;

p

1

= p

2

+ h%

r

g = p

a

+ h%

r

g ; S

1

v

1

= S

2

v

2
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Dostaneme
v

1

=vuuuut 2h%

r

g"�
d

1

d

2

�
4

� 1# p

n

T

1

%

n

(p

a

+ h%

r

g )T

n

= 22; 2 m � s� 1

;

v

2

= v

1

�
d

1

d

2

�
2 = 89; 0 m � s� 1

;

Q

m

= %

n

(p

a

+ h%

r

g )T

n

p

n

T

1

�

pd

2

1

v

14 = 0; 0141 kg � s� 1

:Chyby pøibli¾ného øe¹ení jsou velmi malé:
� (v

1

) = 0; 9 %, � (v

2

) = 0; 3 %, � (Q

m

) = 0; 7 %.
22. a) �p

s

= h (%

0

� %

k

)g � h%

0

g

�1 �

T

0

T

k

� = h%

n

g p

a

T

n

p

n

T

0

�1 �

T

0

T

k

� = 330 kPa.b) Skuteèný tah je �p = k �p

s

= 280 kPa. Pro výpoèet rychlosti napí¹emeBernoulliovu rovnici (32) a rovnici kontinuity pro bod 1 u paty komína abod 2 u jeho ústí:
v

2

12 + p

a

+�p

%

k

= v

2

22 + g h + p

a

%

k

; S

1

v

1

= S

2

v

2

;kde hustota kouøových plynù %

k

� %

n

p

a

T

n

p

n

T

k

= 0; 51 kg � m� 3 = konst.a S

1

=S

2

= 16= 9. Øe¹ením dostaneme
v

1

=vuut 2
S

1

S

2

� 1 ��p

%

k

� g h

� = 12 m � s� 1

; v

2

= v

1

S

1

S

2

= 22 m � s� 1

:c) d

1

=r4Q

Vpv

1

= 1; 20 m ; d

2

= 0; 90 m ; Q

m

= Q

V

%

k

= 7; 1 kg :
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Základní konstanty vybraných plynùpøi tlaku 1; 00 � 105 Pa a teplotì 0 � C: hustota % , Molární hmotnost M

m

, mìrnátepelná konstanta pøi stálém tlaku c

p

, Poissonova konstanta { a dynamickáviskozita � (Podle [15])Plyn %kg � m� 3

M

m

� 103kg � mol� 1

c

p

� 10� 3J � kg � 1

� K� 1

{ � � 106Pa � samoniak NH
3

0,771 17,03 2,050 1,313 9,3dusík N
2

1,25 28,01 1,039 1,40 16,6helium He 0,178 4,003 5,328 1,66 18,6chlorovodík HCl 1,639 36,46 0,80 1,40 13,8kyslík O
2

1,429 32,00 0,914 1,40 19,2metan CH
4

0,717 16,04 2,152 1,319 10,35neon Ne 0,899 20,18 1,030 1,66 29,8Oxidydusnatý NO 1,340 30,01 0,998 1,385 17,97dusný N
2

O 1,988 44,01 0,89 1,27 13,7uhelnatý CO 1,25 28,01 1,041 1,40 16,6uhlièitý CO
2

1,977 44,01 0,819 1,301 13,82sirovodík H
2

S 1,539 34,01 1,105 1,292 11,75vodní pára(400 � C) 18,02 1,859 1,40 24,12vodík H
2

0,0898 2,016 14,248 1,409 8,4vzduch 1,293 28,96 1,004 1,402 17,1
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