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Úv o d

Elektromagnetic k á induk ce patøí k významn ým fyzik álním jevùm, které tv oøí

nejen jeden z dùle¾it ýc h pilíøù teorie elektromagnetic k ého p ole, n ýbr¾ který tak é

nac hází ¹irok é aplik ace v tec hnice, napø. v energetice, mìøící èi k om unik aèní

tec hnice. Bez zaøízení jak o jsou alternátory , transformátory , b etatron y , an tén y

a j., b y stì¾í mohla existo v at souèasná civilizace, i kdy¾ si to øado vý ob èan ani

neuv ìdom uje.

Pøedlo¾en ý text se zab ýv á elektromagnetic k ou induk cí a jejími základními

fyzik álními aplik acemi. Tv oøí tøetí díl elektro dynamiky { v olnì na v azuje na

text y [13], [14], které b yly zamìøen y na magnetic k é p ole. Nejprv e je v ìno v ána

p ozornost zák on u elektromagnetic k é induk ce { rozb oru F arada y o výc h exp eri-

men tù a matematic k é form ulaci zák ona. P oté se de�n uje a p o èítá vlastní a vzá-

jemná induk ènost v o dièù. P ozornost je v ìno v ána ro vnì¾ energii magnetic k ého

p ole, pøec ho dn ým jevùm a významn ým ob v o dùm støída v ého proudu. Dùle¾i-

tou souèástí textu jsou aplik ace elektromagnetic k é induk ce, které jsou fyzik álnì

za jíma v é a praktic ky významné { v ázané oscilaèní ob v o dy , transformátor, F ou-

calto vy proudy , skinefekt a b etatron.

Pøi výkladu látky b yla do dr¾ena osv ìdèená meto da { p opis exp erimen tu, te-

oretic ký výklad, form ulace zák onitosti, aplik ace, øe¹en ý pøíklad, úloh y . V textu

je zaøazeno 11 pøíkladù. Na zá v ìr je zadáno 16 úloh k øe¹ení, pøièem¾ výsledky

øe¹ení (pøípadnì u obtí¾nìj¹íc h úloh i naznaèené øe¹ení) jsou uv eden y .
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1 Zák on elektromagnetic k é induk ce

1.1 Historie ob jevu

P o ro ce 1820, kdy b yl uèinìn ob jev, ¾e pøi prùc ho du elektric k ého proudu v o-

dièem vznik á v jeho ok olí magnetic k é p ole, zaèali fyzik o v é hledat dìj opaèn ý

{ jak magnetic kým p olem vyv olat elektric ký proud. Problémem se o d r. 1821

in tenzivnì zab ýv al zejména Anglièan Mic hael F arada y (1791 { 1867). Je pøe-

kv apující, ¾e ten to p ùv o dem knihaøský to v ary¹, syn k o v áøe b ez systematic k ého

vzdìlání, vyslo vil ideu o jednotì v¹ec h sil a jevù v pøíro dì (p o dobnì jak o u¾

pøed ním I. Newton) a ideu o existenci elektric k ého a magnetic k ého p ole

1

jak o

en tit y ¹íøící se k oneènou ryc hlostí v prostoru. T o jej pøiv ádí k m y¹lence, ¾e

kdy¾ elektric ký proud vyv olá v á magnetic k é úèinky , pak b y se mìl magnetic-

kým p olem nìjak vyv olat elektric ký proud (ptá se: þjak pøemìnit magnetism us

v elektøin u?ÿ). F arada y b yl ryzí exp erimen tátor b ez matematic k ého vzdìlání

(v e sv é dob ì to b ylo svým zp ùsob em ¹tìstí, proto¾e jej to nesv edlo na scestí

v dob ì vznik a jícíc h teorií k onèícíc h mnohdy v e slep é ulièce). Nìk olik let sou-

sta vnì a p eèliv ì exp erimen to v al a¾ k oneènì r. 1831, v dob ì o d srpna do øíjna

pro v edl tøi základní exp erimen t y s elektromagnetic k ou induk cí (viz obr. 1):

1 :

( I )

( I I )

2 :

N S

3 :

N

S

Obr. 1 F arada y o vy exp erimen t y s elektromagnetic k ou induk cí

1

F arada y je i autorem fyzik álního p o jm u pole, jak o realit y , která se rozprostírá mezi in-

teragujícími ob jekt y a která zprostøedk o v á v á k oneènou ryc hlostí silo v é p ùsob ení (in terak ci).

Tím øe¹il stalet ý problém ok am¾itého p ùsob ení na dálku (þactio indistansÿ). Neb yl v¹ak v e

sv é dob ì p o c hop en.
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1. Vytv oøil sousta vu dv ou cív ek na sp oleèném ¾elezném prstenci. Kdy¾ pak

do jedné ( I ) pøiv edl pøes spínaè elektric ký proud z baterie, tak se magnetk a

2

,

ro vnob ì¾nì umístìná p o d v o doro vn ým drátem sp o jujícím k once druhé cívky

( I I ), vyc h ýlila a p oté se vrátila do p ùv o dní p oloh y . P o pøeru¹ení proudu v první

cív ce se magnetk a vyc h ýlila na opaènou stran u a vrátila zp ìt.

2. Pøi druhém p okusu zasouv al do vzduc ho v é cívky (solenoidu) t yèo vý p er-

manen tní magnet. Pøi vsouv ání magnetu zjistil výc h ylku na jedn u stran u, pøi

vysouv ání na opaènou stran u. Jakmile p oh yb magnetu zasta vil, vrátila se mag-

netk a do p ùv o dní p oloh y . Pøitom je lhostejné, zda p oh ybujeme magnetem neb o

cívk ou, rozho dující je relativní p oh yb.

3. Pro tøetí p okus zhoto vil mìdìn ý k otouè, jeho¾ ob v o d a osa b yly p omo cí

klouza v ého k on taktu v o div ì sp o jen y drátem, p o d ním¾ se nac házela indik aèní

magnetk a. Kdy¾ k otouèem otáèel v magnetic k ém p oli p ermanen tního magnetu,

p ozoro v al výc h ylku magnetky v jednom smìru; kdy¾ smìr otáèení zmìnil, pøe¹la

výc h ylk a magnetky v opaènou.

T ìmito p okusy F arada y prok ázal, ¾e zmìnou magnetic k ého p ole se indukuje

elektric k é p ole. V¹ec hn y t yto tøi jevy se da jí p opsat jedin ým ob ecnì platn ým

induk èním zák onem. Jeho matematic k ou form ulaci p o dal a¾ v r. 1845 teoretik

F . E. Neumann (1798 { 1895). F arada yùv induk èní zák on zaøadil r. 1855 J.

C. Maxw ell (1831 {1879) do sv é sousta vy hla vníc h ro vnic elektromagnetic k ého

p ole. F arada y o vým ob jev em se zaèala rozvíjet teorie nestacionárního elektro-

magnetic k ého p ole.

V následujícím textu pro v edeme teoretic ký výklad F arada y o výc h p okusù a

o dv o díme ob ecn ý tv ar induk èního zák ona. Za jíma v é pøitom je, ¾e vystaèíme se

zák on y pro magnetic k é p ole elektric k ého proudu, jejic h¾ výklad b yl pøedmìtem

publik ace [13].

1.2 Elektric k é p ole induk o v ané p oh yb em v o dièe v mag-

netic k ém p oli

Nejprv e se budeme v ìno v at nejjedno du¹¹ím u pøípadu elektromagnetic k é in-

duk ce, který je jedno duc hou v arian tou exp erimen tu 2 na obr. 1.

2

F arada y p ou¾il za v ì¹enou astatic k ou magnetku { viz [14] str. 34. Jde o sousta vu dv ou

ro vnob ì¾n ýc h magnetek se vzá jemnì opaènì orien to v an ými p óly; pak je výc h ylk a nezá vislá

na geomagnetic k ém p oli. Výho dné je umístit sp o jo v ací v o diè se zk ouman ým proudem u na-

¹eho p okusu mezi t yto magnetky { citliv ost bude dv o jnásobná. Pøi p ou¾ití jen jedné mag-

netky m usí mít sp o jo v ací v o diè sev ero ji¾ní orien taci. Dnes u¾ív áme pro indik aci induk o v aného

proudu galv anometr.
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d r

B

U

i

d S = l d r

F

e

F

mg

v

E

i

I

i

C

Obr. 2 K elektromagnetic k é induk ci pøi p oh ybu v o dièe v magnetic k ém p oli

Nec h » se v homogenním pøíèném a èaso v ì nemìnném magnetic k ém p oli

o induk ci B (= k onst ) nac hází p oh yblivý pøím ý v o diè (t yè k a) o aktivní délce l

(obr. 2). V o diè se m ù¾e p osouv at p o ro vnob ì¾n ýc h drátec h (o zanedbatelném

o dp oru) pøip o jen ýc h k rezistoru o o dp oru R . Budeme-li v o dièem vùèi magne-

tic k ém u p oli p oh yb o v at relativní ryc hlostí v , bude na záp orné nositele náb o je

q = � e (elektron y) p ùsobit magnetic k á slo¾k a Loren tzo vy síly F

mg

= � e v � B

(viz [13], str. 30), která má v na¹em pøípadì v elik ost F

mg

= ev B , neb o» v ? B .

Pùsob ením magnetic k é síly F

mg

se elektron y budou pøemís»o v at k dolní

èásti v o dièe, pøièem¾ p oh yb elektron ù je omezen na úseè ku (lineárního) v o dièe.

T ak se dolní èást v o dièe nabíjí záp ornì a horní kladnì. Tím vznik á v e v o dièi

elektrostatic k é p ole o in tenzitì E , které p ùsobí na elektron y silou F

e

= � e E

opaèného smìru ne¾ má síla magnetic k á. Jak h ustota elektron ù na dolní èásti

v o dièe vzrùstá, tak se silo vý úèinek magnetic k ého p ole na elektron y v p oh ybu-

jícím se v o dièi p ostupnì zeslabuje a zcela vymizí, kdy¾ v ro vno v á¾ném sta vu

bude platit F

mg

+ F

e

= 0 , neb oli v � B + E = 0 .

Primárním èinitelem probíha jícího dìje uvnitø v o dièe je magnetic k á (ne-

elektrostatic k á) síla F

mg

. Její þmotoric k éÿ p ùsob ení na záp ornì nabité elektron y

mo delujeme indukovaným elektrickým polem o in tenzitì

E

i

=

F

mg

� e

= v � B : (1)

V e vý¹e p opsaném sta vu ro vno v áh y bude tedy platit ro vnice E

i

+ E = 0 , neb oli

in tenzita E elektrostatic k ého p ole je namíøena proti in tenzitì E

i

induk o v aného

(neelektrostatic k ého) p ole.

Proto¾e aktivní èást p oh ybujícího se v o dièe je pøímá a v k a¾dém b o dì pøed-

p okládáme stejné B (magnetic k é p ole jsme v olili homogenní), bude i induk o-

v ané elektric k é p ole p o dél v o dièe homogenní a m ù¾eme proto snadno vyp o èítat
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indukované elektr omotorické napìtí mezi k onci t yè ky

U

i

= E

i

l = B l v : (2)

Pøíslu¹né induk o v ané elektromotoric k é nap ìtí lze vyjádøit i ob ecnìji p omo ci

in tegrálu { viz napø. [13], str. 12. P ak

U

i

=

I

C

E

i

� d l = E

i

� l = ( v � B ) � l ; (3)

neb o» p o dél uza vøené køivky C (viz obr. 2), resp. v uza vøeném elektric k ém

ob v o du, vznik á elektric k é p ole jen p o dél úseku l , kde je E

i

= k onst .

V uza vøeném elektric k ém ob v o du, tj. p o pøip o jení rezistoru o o dp oru R (viz

obr. 2), pro c hází induk o v an ý elektric ký proud

I

i

=

U

i

R

=

B l v

R

: (4)

Smìr induk o v aného proudu je zøejm ý z obr. 2 a ob ecnì jej urèuje Flemingovo

pr avid lo pr avé ruky: P olo¾íme-li pra v ou ruku na v o diè tak, ab y induk èní èáry

magnetic k ého p ole vstup o v aly do dlanì a palec uk azo v al smìr p oh ybu v o dièe,

pak prst y uk azují smìr induk o v aného proudu.

Pro v ektoro v é vyjádøení v e výrazu (3) jsme t yè ku p opsali v ektorem l v e

smìru induk o v aného proudu, resp. in tenzit y E

i

induk o v aného p ole.

V rátíme se k výsledku (3), který nám umo¾ní ob ecnìj¹í vyjádøení induk èního

zák ona. Pøedev¹ím sk alární souèin E

i

� l p opisuje ob ecnìj¹í pøípad ne¾ znázorò uje

obr. 2 { t yè k a se m ù¾e vzhledem k ro vnob ì¾n ým drátùm p oh yb o v at ¹ikmo.

Z matematic k ého hledisk a pøedsta vuje vztah (3) smí¹en ý v ektoro vý souèin

tøí v ektorù, pro který platí pra vidlo o zámìnì èlen ù

3

. Násobíme-li ro vnici je¹tì

faktorem

d t

d t

, dostaneme

U

i

= ( v � B ) � l = � ( B � v ) � l = � ( v � l ) � B =

= �

1

d t

( v d t � l ) � B = �

1

d t

(d r � l ) � B = �

d S

d t

� B ;

kde d S je v ektoro vý elemen t plo c h y ro vinného elektric k ého ob v o du opsané t yè-

k ou za èas d t . Elemen t plo c h y lze p o v a¾o v at za v ektor, vyu¾ijeme-li vlastnosti

v ektoro v ého souèin u (viz obr. 3).

3

Platí ( a � b ) � c = ( c � a ) � b = � ( a � c ) � b , neb o» na základì geometric k é in terpretace

vyjadøuje ten to souèin ob jem ro vnob ì¾nostìn u nad v ektory a , b , c . V p osledním výrazu b ylo

vyu¾ito pra vidlo pro v ektoro vý souèin: c � a = � ( a � c ) :
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d S

d S

v

d

t

=

d

r

l

Obr. 3 V ektor d S elemen tu plo c h y jak o aplik ace

v ektoro v ého souèin u; smìr v ektoru d S je k olm ý

k plo¹e a urèuje se p o dle pra vidla pra v é ruky

Uv á¾íme-li dále, ¾e B � d S = d � je elemen t magnetic k ého induk èního toku,

m ù¾eme vztah pro induk o v ané elektromotoric k é nap ìtí psát v k oneèném tv aru

U

i

= �

d �

d t

; (5)

který je ob ecn ým vyjádøením F ar adayova zákona elektr omagnetické indukce .

Neb oli indukované elektr omotorické napìtí v elektrickém obvodu je r ovno rych-

losti zmìny magnetického indukèního toku pr ocházejícího obvodem. Znaménk o

min us v (5) vyjadøuje jev, ¾e indukované napìtí je takového smìru, ¾e br ání

zmìnì magnetického indukèního toku, kter á jej vyvolala. T ak to vyjádøil r. 1834

H. F . Lenz (1804 { 1865) a jev se oznaèuje jak o L enzùv zákon.

P opsan ý induk èní jev je v ob ecném souladu se zák onem zac ho v ání energie,

jak si uk á¾eme energetic k ou bilancí p okusu z obr. 2. P oh yb em v o dièe ryc hlostí v

R

B

I

i

l

d r

I

i

v

F

0

F

Obr. 4 K energetic k é bilanci elektromag-

netic k é induk ce

se bude v ob v o du induk o v at

proud I

i

p o dle (4). Pùsob e-

ním magnetic k ého p ole B pak

bude na p oh ybliv ou t yè ku p ù-

sobit reak èní magnetic k á síla

F , která má p o dle Amp éro v a

zák ona (viz [13], str. 24) v eli-

k ost F = B I

i

l =

B

2

l

2

v

R

.

Ab yc hom v o diè udr¾eli v ro vnomìrném pøímo èarém p oh ybu ryc hlostí v ,

m usíme na nìj p ùsobit vnìj¹í silou F

0

= � F (viz obr. 4), a tím vyk onat na

dráze d r = v d t elemen tární práci

d W = F

0

� d r = F

0

v d t =

B

2

l

2

v

2

R

d t =

U

2

i

R

d t = R I

2

i

d t; (6)
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kde U

i

a I

i

je dáno vztah y (2) a (4). T ato práce se sp otøebuje na zv ìt¹ení kine-

tic k é energie v oln ýc h elektron ù v e v o dièi, tedy d W = d E

k

4

. V dùsledku ohmic-

k ého o dp oru R v o dièe se tato energie pro jeví jak o pøírùstek vnitøní energie d U

rezistoru, tedy jak o pøírùstek kinetic k é energie kmita v ého p oh ybu ion tù v krys-

talic k é møí¾ce rezistoru, neb oli zvý¹ením teplot y v o dièe. T ato zmìna vnitøní

energie je ro vna Joule ovu teplu d U = d W :

Jev p opsan ý Lenzo vým zák onem (tj. induk o v an ý proud je tak o v ého smìru,

¾e brání zmìnì, která jej vyv olala) m ù¾eme vysv ìtlit i sup erp ozicí magne-

tic kýc h p olí. Slo¾íme-li primární magnetic k é p ole B s magnetic kým p olem

B

i

vyv olan ým induk o v an ým proudem I

i

(obr. 5a), dostaneme výsledné p ole

B

c

= B + B

i

(obr. 5b), které zøejmì naznaèuje, ¾e proti p oh ybu v o dièe, p o dmi-

ò ujícím magnetic k ou induk ci, p ùsobí mec hanic ký o dp or p opsan ý reak èní mag-

netic k ou silou F .

FF

vv

I

i

B

B

i

B

c

Obr. 5 K výkladu Lenzo v a zák ona u¾itím sup erp ozice magne-

tic kýc h p olí; F je reak èní magnetic k á síla p ùsobící proti p oh ybu

v o dièe ryc hlostí v

V elik ost induk o v aného nap ìtí zá visí p o dle F arada y o v a zák ona (5) na ryc h-

losti zmìn y magnetic k ého induk èního toku. T é se v e vy¹etøo v aném pøípadì do-

sah uje èaso v ou promìnností plo c h y , kterou tok pro c hází. T ypic kým pøíkladem

je otáèení sm yè ky v homogenním magnetic k ém p oli (viz pøíklad 1). Na tom to

principu je zalo¾ena výroba elektric k ého proudu v alternátorec h a dynamec h.

Poznámka: V dosa v adním výkladu jsme sousta vnì praco v ali s v elièinou elek-

tr omotorické napìtí U

e

, za kterou p o v a¾ujeme i induk o v ané nap ìtí U

i

p o dle vý-

razù (2), (3) a (5). V teorii elektric kýc h ob v o dù se pracuje s ob v o do v ou v elièinou

svorkové napìtí U { je to nap ìtí, které namìøíme na zdro ji (napø. na baterii

neb o na cív ce, v ní¾ se indukuje nap ìtí) elektronic kým v oltmetrem (s v elkým

vnitøním o dp orem) neb o oscilosk op em jak o napìtí napr ázdno ( U

0

). T oto nap ìtí

4

Energii budeme v této publik aci oznaèo v at v¹eob ecnì u¾ív an ým sym b olem E , i kdy¾

v teorii elektromagnetic k ého p ole se oznaèuje W , ab y se o dstranila k olize se sym b olem pro

v elik ost E in tenzit y E .
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U má de�no v an ý kladn ý smìr o d b o du s v ìt¹ím p otenciálem k b o du s p oten-

ciálem ni¾¹ím (resp. u zdro je stejnosmìrného proudu o d p ólu plus k min us).

P o dstatné je, ¾e má tedy opaènou orien taci ne¾ nap ìtí elektromotoric k é U

e

. Na

obr. 2 je orien to v an ým oblouk em oznaèeno induk o v ané elektromotoric k é nap ìtí

U

e

a orien to v anou úseè k ou nap ìtí na sv ork ác h U , a to v opaèném smìru. P ak

svorkové , resp. obvodové indukované napìtí bude

U =

d �

d t

: (7)

Nebude-li øeèeno jinak, budeme v dal¹ím textu praco v at s nap ìtím elektromo-

toric kým p o dle (5). Viz ro vnì¾ p oznámku na str. 42.

Pøíklad 1 { jedno duc h ý alternátor

Ob délník o v á cívk a o rozmìrec h a , b a N zá vitec h se ro vnomìrnì otáèí úhlo v ou

ryc hlostí ! v homogenním magnetic k ém p oli o induk ci B . Ro vina cívky svírá

s ro vinou k olmou k induk èním èarám p o èáteèní úhel �

0

(obr. 6).

a) Odv o ïte vztah pro nap ìtí na

sv ork ác h tohoto jedno duc hého gene-

rátoru støída v ého proudu (alterná-

toru).

b) Jak á bude èaso v á zá vislost mo-

men tu síly a výk on u motoru, který

bude otáèet rotorem tohoto gene-

rátoru pøi jeho zatí¾ení rezistorem

o o dp oru R (induk ènost ob v o du pro

jedno duc host neuv a¾ujte).

B

!

U

i

a

b

�

0

B

!

Obr. 6 Cívk a v magnetic k ém p oli

Øe¹ení

a) První zpùsob

Strana cívky o délce b protíná v p oloze

p opsané úhlem � = ! t + �

0

induk èní

èáry ryc hlostí o v elik osti (obr. 7)

v sin � = !

a

2

sin( ! t + �

0

) :

Na 2 N stranác h cívky o délce b se v sou-

ladu se vztahem (2) indukuje elektro-

motoric k é nap ìtí

�

�

�

v

B

S

a=

2

v sin �

Obr. 7 K výp o ètu induk o v aného

nap ìtí
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U

i

= B � 2 N b � v sin � = N B ab! sin( ! t + �

0

) = N B S ! sin( ! t + �

0

) ;

kde S = ab je plo¹n ý obsah jednoho zá vitu. Induk o v ané elektromotoric k é nap ìtí

je zøejmì støída v é o amplitudì N B S ! .

Druhý zpùsob

K výsledku se dostaneme ryc hleji u¾itím ob ecného tv aru (5) induk èního zák ona.

V ob ecné p oloze p opsané úhlem � cívky pro c hází jedním zá vitem induk èní tok

dan ý sk alárním souèinem v ektoru induk ce B a v ektoru S ro vinné plo c h y zá vitu

(viz obr. 7), tj. �

1

= B � S = B ab cos � = B S cos ( ! t + �

0

). Proto¾e cívk a má

N zá vitù, bude celk o vý tok � = N �

1

. Induk o v ané nap ìtí dostaneme ze vztah u

(5) deriv ací:

U

i

= �

d �

d t

= N B S ! sin( ! t + �

0

) : (8)

b) Pøi zatí¾ení alternátoru rezistorem o o dp oru R bude ob v o dem cívky pro c há-

zet proud

I

i

=

U

i

R

=

N B S !

R

sin( ! t + �

0

) (9)

a proti otáèení p ùsobí na cívku dv o jice sil F , jejic h¾ smìr je zøejm ý z obr. 8.

�

B

B

F

� F

I

i

I

i

!

a sin �

Obr. 8 K výp o ètu momen tu síly

Pro jejic h v elik ost platí F = B I

i

N b . Hnací

motor alternátoru m usí tedy pøek oná v at

momen t dv o jice sil

M = F a sin � = ( N B S )

2

!

R

sin

2

( ! t + �

0

).

T ý¾ výsledek dostaneme, vyp o èteme-li u¾i-

tím výrazù (8) a(9) výk on P = U

i

I

i

alterná-

toru a vyjádøíme jej p omo cí momen tu síly .

P ak M =

P

!

=

U

2

i

! R

, p o dosazení za U

i

M = ( N B S )

2

!

R

sin

2

( ! t + �

0

) :

Neuv a¾ujeme-li mec hanic k é ztrát y , je výk on hnacího motoru ro v en elektric-

k ém u výk on u alternátoru, tj.

P = M ! = U

i

I

i

=

( N B S ! )

2

R

sin

2

( ! t + �

0

) :

Z o dv ozen ýc h výsledkù je zøejmé, ¾e síla F mìní znaménk o (v souladu s prù-

b ìhem funk ce sin � ), kde¾to momen t síly a výk on jsou nezáp orné (v souladu

s prùb ìhem funk ce sin

2

� ).
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Pøíklad 2 { balistic ký magnetometr

Ètv erco v á cívk a o stranì a má N zá vitù a je umístìna v homogenním magne-

tic k ém p oli o induk ci B tak, ¾e její normála n svírá se smìrem induk ce úhel

� 2 h 0 ; � i .

a) Jaký náb o j Q pro jde galv anometrem pøip o jen ým

k cív ce, kdy¾ cívk ou p o oto èíme z p oloh y �

1

do �

2

.

Elektric ký o dp or ob v o du je R .

b) P oznatku z b o du a) vyu¾ijte k urèení v elik osti B ,

kdy¾ pøi oto èení z p oloh y �

1

= 0 do �

2

= � pro¹el

galv anometrem náb o j Q

0

.

Øe¹te nejprv e ob ecnì, pak pro ho dnot y: a = 20 mm ,

N = 6, Q

0

= 30 � C a R = 1 ; 6 
 :

�

Bn

Obr. 9 K výp o ètu mo-

men tu síly

Øe¹ení

a) P o dle induk èního zák ona a Ohmo v a zák ona platí

U

i

= �

B d S

d t

; U

i

= R I = R

d Q

d t

;

kde d S = d( N a

2

cos � ) = N a

2

d(cos � ) = � N a

2

sin � d � je celk o v á zmìna

plo c h y v¹ec h zá vitù pøi p o oto èení cívky v ob ecné p oloze o d �:

P ak d Q = �

B

R

d S =

N a

2

B

R

sin � d �;

Q =

N a

2

B

R

�

2

Z

�

1

sin � d � =

N a

2

B

R

2 pro �

1

=0 ; �

2

= �

z }| {

(cos �

1

� cos �

2

)

b) Proto¾e v uv a¾o v aném pøípadì (cos �

1

� cos �

2

) = 2, bude pro v elik ost

mìøené induk ce platit B =

Q

0

R

2 N a

2

= 10 mT :

Poznámky

� Náb o j mìøíme málo zatlumen ým galv anometrem s dlouhou dob ou kyvu

(tj. balistic kým galv anometrem { viz úloh u 15) tak, ¾e pøi pro jití náb o je

v krátk ém èaso v ém in terv alu zmìøíme jeho první (tj. balistic k ou) výc h ylku

� : Náb o j pak je Q = k � , kde k je balistic k á k onstan ta urèo v aná exp eri-

men tálnì prùc ho dem známého náb o je (pøi vybití k ondenzátoru Q = C U ).
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� Mìøíme-li p ole elektromagnetu, nem usíme cívk ou otáèet. P osta víme ji

k olmo k induk èním èarám a vypneme (neb o zapneme) proud do elektro-

magnetu. P otom je S = k onst: a B se zmìní o d B do 0. P ak B =

Q

0

R

N a

2

:

1.3 Elektric k é p ole induk o v ané rotací F arada y o v a k otouèe

Nyní se zamìøíme na výklad tøetího F arada y o v a exp erimen tu z obr. 1. T en není

z hledisk a induk èního zák ona v e form ulaci (5) na první p ohled ji¾ tak zøejm ý .

Kotouè se otáèí v homogenním èaso v ì nepromìnném magnetic k ém p oli a linie

ob v o du, v nìm¾ se indukuje proud, zùstá v á ro vnì¾ èaso v ì nepromìnná.

O

r

0

r

e

F

m

F

e

B

v

!

K

a)

o

!

K

r

0

B

b)

O

! d t

d S

K

0

o

Obr. 10 K výkladu induk o v aného p ole u F arada y o v a k otouèe; magnetic k é

p ole B je na celé p olo vinì, tj. o d osy O k e k on taktu K, homogenní

Nejprv e pro v edeme výklad mikrosk opic ký (obr. 10a). Na v o div ostní elektron

nac házející se na p olomìru r mezi osou O a klouza vým k on taktem K , p ùsobí

v magnetic k ém p oli B v dùsledku jeho ryc hlosti v magnetic k á slo¾k a Loren tzo vy

síly

F

mg

= q v � B = � e v � B ; kde v = — � r :

Proto¾e jednotliv é v ektory jsou na seb e k olmé, má síla v elik ost F

mg

= B e! r

a míøí v na¹em pøípadì k ose O . Hustota elektron ù u osy se bude zv ìt¹o v at,

kde¾to u ob v o du k otouèe zmen¹o v at. Mezi k on taktem K a osou O vznikne

elektrostatic k é p ole o in tenzitì E , které na elektron y p ùsobí silou F

e

= � e E

opaèného smìru ne¾ je síla F

mg

. V ro vno v á¾ném sta vu bude F

mg

+ F

e

= 0 ,

neb oli v � B + E = 0 . In tenzita neelektrostatic k ého induk o v aného elektric k ého

p ole E

i

je

E

i

=

F

mg

� e

= v � B
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stejnì jak o v pøípadì prvního F arada y o v a exp erimen tu { viz výraz (1). Pro

v elik ost in tenzit y induk o v aného elektric k ého p ole zøejmì platí

E

i

= B v = B ! r :

Induk o v ané elektric k é p ole je nehomogenní, proto¾e zá visí na vzdálenosti r o d

osy O . Nap ìtí induk o v ané v elektric k ém ob v o du C k otouèe, tedy nap ìtí mezi

b o dy O a K , je

U

i

=

I

C

E � d l =

r

0

Z

0

B ! r d r =

1

2

B ! r

2

0

:

Budeme-li c h tít jev induk ce vysv ìtlit u¾itím zák ona v e tv aru (5), pøedsta-

víme si, ¾e èást uza vøeného ob v o du mezi O a K je dána p oh yblivým p olo-

mìrem délky r

0

, který se za elemen t dob y d t p o oto èí o elemen tární úhel ! d t

(viz obr. 10b) a opí¹e plo¹ku d S =

1

2

r

2

0

! d t . V elik ost induk o v aného nap ìtí pak

bude

j U

i

j =

d �

d t

= B

d S

d t

=

1

2

B ! r

2

0

v souladu s vý¹e o dv ozen ým výrazem.

1.4 Elektric k é p ole induk o v ané èaso v ou zmìnou magne-

tic k ého p ole

Nyní se k oneènì dostá v áme k výkladu prvního F arada y o v a exp erimen tu na

obr. 1.

G

S

( I )

I

i

( I I )

d B

d t

Obr. 11 K výkladu elektromagnetic k é induk ce zmìnou budicího proudu
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Z tv aru (5) induk èního zák ona je zøejmé, ¾e pro v elik ost induk o v aného nap ìtí

je rozho dující ryc hlost zmìn y magnetic k ého toku. V pøípadì exp erimen tu 2 a

3 na obr. 1 se jí dosaho v alo promìnností plo c h y elektric k ého okruh u, v pøípadì

exp erimen tu 1, jeho¾ jiná ob doba je na obr. 11, se jí dosah uje zmìnou induk ce

magnetic k ého p ole buzeného v cív ce (I), tj. zapínáním a vypínáním budicího

proudu. Rozho dující pøitom je ryc hlost zmìn y magnetic k ého induk èního toku

� , který pro jde plo¹n ým obsahem S ro vinné plo c h y zá vitù cívky (I I). Mù¾eme

psát

U

i

= �

d �

d t

= � S �

d B

d t

; kde S = k onst : (10)

je v ektor r ovinné plo c h y , který má v elik ost ro vnou plo¹ném u obsah u S a smìr

dan ý smìrem vnìj¹í normály p o dle pra vidla pra v é ruky (sro vnejte s obr. 3b).

Ze sro vnání exp erimen tù z obr. 1 a obr. 11 m ù¾eme p osoudit prozíra v ost

F arada y o v a usp oøádání, který cívky na vin ul na prstenco v é ¾elezné jádro. Tím

oproti vzduc ho vým cívk ám pøi p okusu na obr. 11 p o dstatnì ( �

r

� 10

3

krát)

zv ìt¹il { pøi stejném budicím proudu { induk ci B a souèasnì výraznì omezil

rozpt yl magnetic k ého p ole.

Z obr. 11 m ù¾eme ro vnì¾ p osoudit jev, který p opisuje Lenzùv zák on. In-

duk o v an ý proud I

i

je tak o v ého smìru, ¾e magnetic k é p ole, které vytv áøí (jeho

induk èní èáry jsou na obr. 11 vyznaèen y èárk o v anì), je namíøeno proti p oli,

které je vybudilo.

Na tom to prvním F arada y o v ì exp erimen tu jsou zalo¾en y transformátory

støída v ého proudu. Výp o ètu transformátoru bude v ìno v ána p ozornost v èlánku

4.2.

Poznámka: K výp o ètu elektromotoric k ého nap ìtí pøi elektromagnetic k é in-

duk ci vznik a jící pøi p oh ybu v o dièe v magnetic k ém p oli (èl. 1.2) i pøi èaso v é

zmìnì magnetic k ého p ole (èl. 1.4) jsme p ou¾ili stejn ý k oneèn ý tv ar (5) in-

duk èního zák ona, jeho¾ aplik aci jsme roz¹íøili i na pøípad B = B ( t ). Fyzikální

podstata obou tì chto indukèních jevù je v¹ak zcela od li¹ná. Pùv o d pohybového

indukovaného pole je v setrv aèném p oh ybu nabité èástice v e vnìj¹ím magne-

tic k ém p oli, napø. v p oh ybu v o dièe v magnetic k ém p oli B = k onst : Druh ý jev,

tzv. akceler aèní indukované pole, vznik á pøi zryc hleném p oh ybu nabité èástice,

napø. pøi èaso v ì promìnném proudu v e v o dièi (a to buï v tom to v o dièi aneb o

v e druhém v o dièi, který je v jeho blízk osti). Jestli¾e p o dstatu p oh yb o v ého in-

duk èního zák ona lze na jít v zák onec h spe ciální te orie r elativity, je p o dstata

ak celeraèního induk èního jevu v základec h obe cné te orie r elativity. Relativis-

tic k é o dv ození ak celeraèního induk o v aného p ole p oprv é p o dal (r. 1962) èeský

fyzik Zdenìk Horák (1898 { 1987). Relativistic k á p o dstata ob ou jevù je disku-

to v ána v [10], p o drobnì v e [4]. V e vydání [4] z r. 1976 a 1981 lze na jít øe¹ení

i pro ryc hle promìnné (nestacionární) proudy , které je ji¾ náro èné. Na pro-

15



blém rozdílnosti p opiso v an ýc h induk èníc h jevù up ozornil i R. P . F eynman v e

svýc h pøedná¹k ác h z r. 1962/63 (viz napø. [6], 2. díl, str. 295); vysv ìtlení o v¹em

nep o dá v á.

I kdy¾ jsou oba p opiso v ané induk èní jevy sv ou p o dstatou zcela o dli¹né, je

v elmi p ozoruho dné, ¾e výp o èet induk o v aného elektromotoric k ého nap ìtí pøi

ob ou tìc h to jev ec h je dán jedin ým výsledn ým (a jedno duc h ým) vztahem (5).

Z tohoto vztah u budeme vyc házet v dal¹íc h úv ahác h.

1.5 Induk o v ané elektric k é p ole

Nejprv e shrneme a zob ecníme p oznatky získ ané rozb orem základníc h F arada y o-

výc h exp erimen tù. Nec h » magnetic k é p ole na uv a¾o v ané plo¹e ob v o du je funk cí

èasu, tj. B = B ( t ) a ro vnì¾ plo¹n ý obsah S ro vinného proudo v ého ob v o du

je tak é funk cí èasu, tj. v ektor S = n S ( t ), kde n je jednotk o vý v ektor vnìj¹í

normály ro vinné plo c h y . P ak se magnetic ký induk èní tok � = B � S mìní s èa-

sem v dùsledku zmìn ob ou v elièin a induk o v ané elektromotoric k é nap ìtí (5)

v ob v o du p o dle pra vidla o deriv aci souèin u funk cí bude

U

i

= �

d �

d t

= �

d

d t

( B � S ) = �

�

d B

d t

� S + B � n

d S

d t

�

: (11)

U prvního F arada y o v a exp erimen tu (obr. 1/1, resp. obr. 11) je druh ý èlen

v (11) n ulo vý , u druhého exp erimen tu (obr. 1/2, resp. obr. 2) je naopak n ulo vý

první èlen.

Èaso v é zmìn y magnetic k ého induk èního toku lze dosáhnout ro vnì¾ tím, ¾e

bude èaso v ì promìnn ý úhel � = � ( t ) mezi v ektory B , S = n S , i kdy¾ t yto

v ektory budou mít èaso v ì nepromìnnou v elik ost. Èaso v ì promìnná pak bude

efektivní plo c ha, kterou pro c hází induk èní tok. P ak � = B � S = B S cos � ( t ),

jak jsme p oznali u pøíkladu 1, kde ¹lo o ro vnomìrnou rotaci cívky ( � = ! t + �

0

).

Induk o v ané elektromotoric k é nap ìtí pøi ro vnomìrné rotaci je

U

i

= �

d �

d t

= B S

d �

d t

sin � ( t ) = B S ! sin( ! t + �

0

) : (12)

Bude-li roto v at cívk a o N stejn ýc h zá vitec h plo¹ného obsah u S

1

, bude S = N S

1

.

Zp ùsob y , jak pro v ádìt èaso v ou zmìn u magnetic k ého induk èního toku, m ù-

¾eme shrnout takto:

1. Zmìnou v elik osti B , tj. B = B ( t )

2. Zmìnou plo¹ného obsah u S ob v o du v o dièe v magnetic k ém p oli, tj. S =

= S ( t ), (napø. p oh yb em èásti v o dièe neb o vysouv áním { zasouv áním

cívky do magnetic k ého p ole)
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3. Zmìnou úhlu � mezi smìrem B a smìrem S , tj. � = � ( t ), (napø. otáèením

cívky v magnetic k ém p oli)

Nyní se je¹tì p o dív ejme na induk èní zák on (5) resp. (11) z jiného hledisk a.

Elektromotoric k é nap ìtí

U

e

=

I

C

E � d l (13)

v ro vinném uza vøeném elektric k ém ob v o du p opsaném køivk ou C { viz str. 12

v [13] { pøedsta vuje práci, kterou elektric k é p ole o in tenzitì E vyk oná pøi

pøemístìní kladného jednotk o v ého náb o je p o dél orien to v ané uza vøené køivky C .

Dosadíme-li (13) do induk èního zák ona, dostaneme vztah

H

C

E � d l = �

d �

d t

; (14)

který má v elký význam v Maxw ello v ì teorii elektromagnetic k ého p ole. Ro vnice

(14) vyjadøuje, ¾e mìnícím se magnetic kým p olem je induk o v áno elektric k é

p ole, které cirkuluje p o uza vøené køiv ce C .

Bude je¹tì vho dné p oro vnat vlastnosti elektrostatic k ého p ole s elektric kým

neelektrostaic kým p olem vzniklým elektromagnetic k ou induk cí. Elektrostatic k é

p ole je vytv áøeno náb o ji v klidu a platí pro nì

I

C

E � d l = 0 ; (15)

jak jsme p oznali v [12], str. 17. Proto mohl b ýt pro nì za v eden elektric ký

p otenciál ' . Vztah (15) øík á, ¾e elektr ostatické pole je nevír ové.

Zcela jiná situace je u elektric k ého p ole vzniklého elektrostatic k ou induk cí,

jak vyplýv á ze sro vnání vztah ù (14) a (15). Indukované elektrické pole je ví-

r ové. Pra v á strana ro vnice (14) je nen ulo v á a tudí¾ pr o toto pole nelze zavést

elektrický potenciál . T en to výrok si m ù¾eme vysv ìtlit napø. na situaci èástice

s kladn ým jednotk o vým náb o jem. Kdy¾ s ní ob ìhneme p o lib o v olné uza vøené

køiv ce (napø. p o kru¾nici) v elektrostatic k ém p oli z urèitého b o du a vrátíme se

do nìho, bude vyk onaná práce n ulo v á b ez ohledu na v elik ost a tv ar této køivky .

V induk o v aném elektric k ém p oli bude v dùsledku platnosti ro vnice (14)

tato práce pøi pøenesení kladného jednotk o v ého náb o je nen ulo v á, èíselnì ro vna

induk o v aném u nap ìtí (napø. U

i

= 3 V ). Kdyb yc hom v tom to p oli c h tìli za v ést

p otenciál, m usel b y vzrùst o tuto ho dnotu. T o o v¹em není mo¾né, proto¾e

b yc hom mìli pro urèit ý b o d prostoru dv a p otenciály . Nejen to { na jiné køiv ce

aneb o pøi jiné ryc hlosti zmìn y magnetic k ého p ole { b yc hom dostali lib o v olné
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jiné nap ìtí (napø. U

i

= 5 V ). Neb oli, kdyb y v b o dì A b yl p otenciál ' ( A ),

m usel b y v tom to b o dì b ýt záro v eò i p otenciál ' ( A ) + U

i

. Proto¾e v e víro v ém

p oli je U

i

6= 0, není mo¾né pro induk o v ané elektric k é p ole p otenciál za v ést

jednoznaènì.

Pøíklad 3 { víro v é elektric k é p ole

Prozk oumejme vlastnosti elektric k ého p ole induk o v aného promìnn ým magne-

tic kým p olem, které homogennì vyplò uje prostor v álce o p olomìru r

0

, tj. urèete

jaký bude mít smìr in tenzita E

i

tohoto p ole v ro vinì k olmé k induk ci B a jak se

bude mìnit v elik ost E

i

v zá vislosti na vzdálenosti r o d osy magnetic k ého p ole.

Uv a¾ujme t yto pøípady èaso v é promìnnosti magnetic k ého p ole

a) B = B

m

sin ! t;

b)

d B

d t

= A = k onst:; pøièem¾ zá vislost

E = E ( r ) znázornìte v pøípadì b) gra�c ky pro

r 2 h 0 ; 250 mm i , bude-li r

0

= 50 mm a A =

= 2 ; 0 T � s

� 1

.

c) Vyp o ètìte induk o v ané nap ìtí a proud

v k o v o v ém prstenci o p olomìru r

1

= 10 mm

a o dp oru R

1

= 1 ; 0 
 v pøípadì èaso v é zmìn y

magnetic k ého p ole p o dle b o du b), umístíme-li

ten to prstenec do èt yø p oloh p o dle obr. 12.

r

1

r

2

r

0

r

O

5

1

2

3

4

B

Obr. 12 K pøíkladu 3

V p oloze 3 le¾í prá v ì p olo vinou sv é plo c h y v oblasti mìnícího se magnetic k ého

p ole, v p oloze 4 ji¾ le¾í mimo tuto oblast. Jak é nap ìtí a proud se bude induk o v at

v prstenci 5 o p olomìru r

2

= 6 r

1

, který le¾í mimo magnetic k é p ole tak, ¾e je

ob epíná (obr. 12). Jeho o dp or je R

2

= 6 R

1

.

Øe¹ení

r

0

O

r

C

B

E

i

Obr. 13 Víro v é elektric k é p ole

Z F arada y o v a zák ona (viz napø. obr. 13) je

zøejmé, ¾e elektric k é p ole se indukuje v ro vninì

k olmé k e zmìnì induk ce B . Pro jeho výp o èet

si v této ro vinì zv olíme uza vøenou køivku C ,

za ni¾ budeme z hledisk a symetrie úloh y v olit

kru¾nici se støedem na ose o (pro c házející b o-

dem O ) a o p olomìru r (obr. 13). Proto¾e in-

duk o v ané p ole má in tenzitu E

i

v e smìru teèn y

k této kru¾nici, je zv olená køivk a C silo èárou

tohoto p ole. Proto¾e t yto silo èáry jsou uza-

vøené, je indukované elektrické pole vír ové .
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Pro výp o èet v elik osti in tenzit y E

i

, resp. funk èní zá vislosti E

i

= E

i

( r ), p ou-

¾ijeme induk èní zák on v e tv aru (14). Za uza vøenou køivku C u¾ijeme kru¾nici,

resp. silo èáru o p olomìru r . Její elemen t d l a v ektor E

i

ma jí v urèitém jejím

b o dì stejn ý smìr a v ektor E

i

v e v¹ec h jejíc h b o dec h stejnou v elik ost. Proto

m ù¾eme psát

I

C

E

i

� d l =

I

C

E

i

d l = E

i

I

C

d l = 2 � r E

i

=

d �

d t

:

Proto¾e v ektory induk ce B a plo c h y S vymezené ro vinnou køivk ou C ma jí

vzá jemnì opaèn ý smìr (napø. v ektor B na obr. 13 míøí do nákresn y a v ektor

S v souladu se smìrem ob ìh u p o hranièní køiv ce C míøí z nákresn y), m ù¾eme

psát

� = B � S = B S cos 180

�

= � � r

2

B pro r 2 h 0 ; r

0

i ;

� = � � r

2

0

B pro r � r

0

:

P ak

E

i

= �

1

2 � r

d �

d t

=

r

2

d B

d t

pro r 2 h 0 ; r

0

) ; (16)

E

i

=

r

2

0

2 r

d B

d t

pro r � r

0

: (17)

V jednotlivýc h pøípadec h je

a) E

i

=

r B

m

!

2

cos ! t pro r 2 h 0 ; r

0

i ,

E

i

=

r

2

0

B

m

!

2 r

cos ! t pro r � r

0

.

b) E

i

=

A

2

r pro r 2 h 0 ; r

0

i ;

E

i

=

r

2

0

A

2

1

r

pro r � r

0

;

pøièem¾ funk èní zá vislost E = E ( r ) pro ten to pøípad a zadané n umeric k é ho d-

not y je znázornìna na obr. 14.
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Obr. 14 Induk o v ané elektric k é p ole v pøíkladu 2b

P ole má zøejmì nejv ìt¹í in-

tenzitu E

0

= 50 mV � m

� 1

pro r = r

0

. In tenzita line-

árnì vzrùstá o d osy magne-

tic k ého p ole a¾ k jeho okra ji,

vnì klesá p o dle ro vno osé h y-

p erb oly . P ozoruho dné je, ¾e

induk o v ané p ole je nen ulo v é

i na kru¾nicíc h o p olomìru

r > r

0

, které ji¾ nele¾í v mag-

netic k ém p oli.

c) Pro elektromotoric k é nap ìtí induk o v ané v krou¾cíc h 1 a¾ 5 je rozho dující

induk èní zák on, ze kterého v e sledo v aném pøípadì vyc hází

U

i

= �

d

d t

( B � S ) = S

d B

d t

= S A;

kde S je obsah plo c h y pøíslu¹ného krou¾ku, kterou pro c hází promìnné mag-

netic k é p ole. Pro jednotliv é krou¾ky je S

1

= S

2

= � r

2

1

, S

3

=

1

2

� r

2

1

, S

4

= 0,

S

5

= � r

2

0

= 25 S

1

. Pro zadané A vyc hází U

1

= U

2

= 2 � � 10

� 4

V , U

3

= � � 10

� 4

V ,

U

4

= 0, U

5

= 5 � � 10

� 3

V . Induk o v an ý proud je I

1

= I

2

= 2 � � 10

� 4

A,

I

3

= � � 10

� 4

A, I

4

= 0, I

5

=

5

6

� � 10

� 3

A.

U symetric kýc h úloh, tj. u krou¾ku 1 a 5 si m ù¾eme sprá vnost øe¹ení o v ìøit i

u¾itím výsledkù (16) a (17) pro in tenzitu induk o v aného p ole. Induk o v ané nap ìtí

v tìc h to pøípadec h je U

i

= 2 � r E

i

.

Pøíklad 4 { exp erimen tální proudo vý v ozík

Pro v eïme m y¹lenk o vý exp erimen t s lehkým v ozík em o hmotnosti m , který se

se zanedbateln ými jízdními o dp oro vými silami m ù¾e p oh yb o v at p o dlouh ýc h

v o doro vn ýc h pøím ýc h k olejnicíc h o rozteèi l . V ozík se v p o dstatì sestá v á z jediné

nápra vy na k oleè k ác h, která v o div ì sp o juje k olejnice (viz obr. 15).
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Kolejnice se nac házejí v homo-

genním magnetic k ém p oli, které

má svislý smìr a jsou prostøednic-

tvím reostatu pøip o jen y k e zdro ji

o elektromotoric k ém nap ìtí U

e

.

Reostatem upra víme celk o vý o d-

p or ob v o du na R .

a) Vyp o ètìte v elik ost p o èáteèního

zryc hlení a

0

a mezní ryc hlosti v

m

.

b) Odv o ïte funk èní zá vislost ryc h-

losti v = v ( t ) a dráh y x = x ( t )

v ozíku.

P o èáteèní p o dmínky: v (0) = 0,

x (0) = 0.

l

R

U

e

F

v

I

O

x

B

Obr. 15 Proudo vý v ozík v magnetic k ém p oli

Øe¹ení

a) Na v ozík v klidu p ùsobí p o dle Amp éro v a zák ona síla o v elik osti F

0

= B I

0

l .

P o èáteèní zryc hlení v ozíku má tedy v elik ost

a

0

=

F

0

m

=

B I

0

l

m

=

B U

e

l

mR

:

Jakmile se v ozík p oh ybuje ryc hlostí v , indukuje se v jeho nápra v ì elektromo-

toric k é nap ìtí U

i

= B l v namíøené proti nap ìtí U

e

a pro uza vøen ý elektric ký

ob v o d p o dle 2. Kirc hho�o v a zák ona platí U

e

� B l v = R I . Odtud pro ok am¾it ý

proud dostaneme

I =

1

R

( U

e

� B l v ) :

Ke stejném u výsledku dosp ìjeme, kdy¾ o d proudu I

0

o deèteme induk o v an ý

proud

I

i

=

U

i

R

=

B l v

R

;

který je v souladu s Lenzo vým zák onem namíøen proti proudu I

0

.

Mezní sta v p oh ybu nastane, kdy¾ induk o v an ý proud prá v ì vyk omp enzuje

proud I

0

. P ak celk o vý proud I = 0. Z toho mezní ryc hlost je

v

m

=

U

e

B l

:
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b) P oh yb o v á ro vnice v ozíku je

m

d v

d t

= F ; kde F = B I l =

B l

R

( U

e

� B l v ) :

P ak p o za v edení mezní ryc hlosti v

m

je

d v

d t

=

B

2

l

2

mR

( v

m

� v ) :

P o separaci promìnn ýc h a p o in tegraci dostaneme

B

2

l

2

mR

t

Z

0

d t =

v

Z

0

d v

v

m

� v

neb oli

B

2

l

2

mR

t = ln

v

m

v

m

� v

:

Odtud hledaná ok am¾itá ryc hlost v ozíku je

v = v

m

 

1 � e

�

B

2

l

2

mR

t

!

=

U

e

B l

 

1 � e

�

B

2

l

2

mR

t

!

:

Pro k on trolu si m ù¾eme o v ìøit, ¾e pro t = 0 je v = 0 a mezní sta v v = v

m

nastane pro t ! 1 .

Uv á¾íme-li v =

d x

d t

, dostaneme in tegrací funk ce v = v ( t ) druhou hledanou

funk ci:

x =

U

e

B l

t

Z

0

 

1 � e

�

B

2

l

2

mR

t

!

d t =

U

e

B l

"

t +

mR

B

2

l

2

 

e

�

B

2

l

2

mR

t

� 1

! #

:

Výp o èt y pro v edené v tom to pøíkladu jsou analogic k é øe¹ení napø. pádu ku-

liè ky v e v o dì { za p ùsob ení o dp oro v é síly p o dle Stok eso v a vztah u (viz [15],

str. 8).
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2 Induk ènost v o dièù a energie magnetic k ého

p ole

2.1 Vlastní induk ènost v o dièe a vlastní induk ce

Pøi zk oumání magnetic k ého p ole elektric k ého proudu u¾itím Bioto v a { Sa v ar-

to v a { Laplaceo v a zák ona (viz [13]) jsme p oznali, ¾e magnetic k á induk ce B

v ok olí v o dièe je pøímo úmìrná elektric k ém u proudu I . Pøejdìme n yní o d in-

duk ce B k induk èním u toku � =

R

B � d S , kde in tegrujeme pøes celou plo c h u,

pøes ní¾ magnetic k é p ole pro c hází. Je-li B � I , m usí b ýt i � � I . Oznaèíme-li

k onstan tu úmìrnosti L , dostaneme jedno duc h ý vztah

� = LI ; (18)

kde v elièina L se nazýv á vlastní indukènost vodièe . Výraz (18) se nazýv á statický

de�nièní vztah pr o indukènost . P ou¾ijeme jej k výp o ètu induk ènosti nìkterýc h

v o dièù.

Induk ènost L je pro neferomagnetic k é prostøedí k onstan tní v elièinou, zá-

vislou na v elik osti a tv aru v o dièe a na magnetic kýc h vlastnostec h látk o v ého

prostøedí, v nìm¾ se nac hází. Je-li v o diè v e feromagnetic k ém prostøedí, zá-

visí L tak é na magnetic k ém sycení feromagnetik a (viz napø. h ysterezní sm yè ky

v [14]). Proto je induk ènost cívky s feromagnetic kým jádrem p onìkud zá vislá

na proudu, který cívk ou pro c hází. T ìmito k omplik acemi se v¹ak nebudeme za-

b ýv at a pro jedno duc host budeme pøedp okládat, ¾e L nezá visí na I .

Bude-li v o dièem pro c házet promìnn ý proud, bude vytv áøet èaso v ì pro-

mìnné p ole. P ak se v nìm p o dle induk èního zák ona (11) bude induk o v at elek-

tromotoric k é nap ìtí

U

i

= �

d �

d t

= �

d

d t

( LI ) = � L

d I

d t

; (19)

T en to jev se nazýv á vlastní indukce (døív e oznaèo v an ý samoindukce ). Znaménk o

min us v (19) v souladu s Lenzo vým zák onem znaèí, ¾e induk o v ané nap ìtí je

namíøeno proti primární zmìnì proudu, která jev vyv olá v á (obr. 16). Z toho

vyplýv á, ¾e v o diè (cívk a), kterým pro c hází èaso v ì promìnn ý proud, klade jeho

prùc ho du o dp or.

Výp o ètùm ob v o dù s promìnn ým proudem budeme v ìno v at více p ozornosti

v k ap. 3.
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Obr. 16 K diskusi o smìru induk o v aného nap ìtí pøi vlastní induk ci ( U

e

{ elektro-

motoric k é nap ìtí primárního zdro je, R { promìnn ý o dp or, U

i

{ induk o v ané nap ìtí)

Výraz (19) lze p o v a¾o v at za dynamickou de�nici vlastní indukènosti L . Nám

n yní p oslou¾í k de�nici její jednotky:

[ L ] =

�

U

i

� t

� I

�

=

V � s

A

=

Wb

A

= H (henry) ;

kde Wb=V � s { weber { je jednotk a magnetic k ého induk èního toku. V o diè má

induk ènost jednoho henry

5

, kdy¾ se v nìm pøi zmìnì proudu jeden amp ér za

jedn u sekundu indukuje nap ìtí jednoho v oltu.

Pøíklad 5 { induk ènost solenoidu

Vyp o ètìte vlastní induk ènost solenoidu, tj. pøímé cívky o N ro vnomìrnì h ustì

vin ut ýc h zá vitec h o p olomìru r � l , kde l je délk a solenoidu. Okra jo v é jevy

dané rozpt ylem magnetic k ého p ole neuv a¾ujte. Drát, z nìho¾ jsou vin ut y zá vit y

pøedp okládejte v elmi tenký , ab yste mohli zanedbat p ole uvnitø drátu.

Øe¹ení

U¾itím zák ona celk o v ého proudu vyp o èteme nejprv e induk ci magnetic k ého p ole

solenoidu (viz napø. [13], pøíklad 6):

B = �

0

H = �

0

N

l

I :

T oto p ole je homogenní v e v¹ec h b o dec h uvnitø solenoidu. Jedním zá vitem

bude pro c házet tok �

1

= � r

2

B ; celk o vý tok v¹emi zá vit y tedy bude

� = N �

1

= �

0

� r

2

N

2

l

I :

5

Název jednotky induk ènosti je na p o èest americ k ého fyzik a J. Henryho (1797 { 1878),

který r. 1832 ob jevil jev vlastní induk ce.
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P oro vnáme-li ten to výsledek se vztahem (18), dostaneme pro vlastní induk ènost

solenoidu výraz

L = �

0

� r

2

N

2

l

= �

0

�

N

l

�

2

V ; (20)

kde V je ob jem p ole solenoidu a

N

l

délk o v á h ustota zá vitù. Výraz (20) platí pro

v akuum a lze jej p ou¾ít praktic ky pro v¹ec hn y diamagnetic k é a paramagnetic k é

látky; p ou¾ív á se proto pro vzduc ho v é cívky . Vlo¾íme-li do celého vnitøního

prostoru solenoidu feromagnetic k ou látku, která bude mít pro dané magnetic k é

sycení relativní p ermeabilitu �

r

, bude její induk ènost L

0

= �

r

L .

Poznámka

Solenoid je idealizo v aná cívk a, u ní¾ se pøedp okládá, ¾e její magnetic k é p ole

je omezeno jen na její vnitøní ob jem V . T uto p o dmínku v¹ak teoretic ky splò uje

jen cívk a neomezené délky s h ustì vin ut ými zá vit y . Proto¾e skuteèné cívky ma jí

k oneènou délku, vznik á na jejic h okra jíc h rozpt yl magnetic k ého p ole. T om u lze

zamezit, kdy¾ tak o vý solenoid sto èíme do an uloidu a dostaneme tak tor oid . Zde

vznik á o v¹em problém, ¾e délk a induk èníc h èar není stejná, ¾e tedy induk ce B

zá visí na vzdálenosti o d osy toroidu. Platí tedy jen pro tenký toroid a výraz (20)

pro v elmi ¹tíhlou v álco v ou cívku. O vlivu k oneèné délky solenoidu a k oneèné

tlou¹»ky toroidu na L p o jednáme v èl. 2.4 a,b.

2.2 Vzá jemná induk ènost v o dièù a vzá jemná induk ce

Mìjme dv a uza vøené v o dièe (sm yè ky) v urèité vzá jemné p oloze (obr. 17).

�

1

�

12

1

2

I

1

Obr. 17 K výkladu vzá jemné induk è-

nosti sm yèek 1 a 2

Bude-li pro c házet první sm yè k ou

proud I

1

, vznikne magnetic k é p ole

s celk o vým induk èním tok em �

1

.

Èást tohoto toku �

12

bude pro c há-

zet plo c hou druhé sm yè ky . T en to

tok je pøímo úmìrn ý toku �

1

a ten

je p o dle (18) pøímo úmìrn ý proudu

I

1

. Mù¾eme proto psát

�

12

= M

12

I

1

; (21)

kde M

12

je k onstan ta úmìrnosti.

Bude-li naopak druhou sm yè k ou pro c házet proud I

2

, bude induk èní tok

pro c házející první sm yè k ou úmìrn ý tom uto proudu:

�

21

= M

21

I

2

: (22)
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Konstan t y úmìrnosti M

12

, M

21

zá visí na tv aru a v elik osti v o dièù (tj. u cív ek

na tv aru a v elik osti zá vitù a jejic h p o ètu), na vzá jemném usp oøádání ob ou

v o dièù a na p ermeabilitì prostøedí. Lze ob ecnì dok ázat (viz napø. [3], str. 64),

¾e

M

21

= M

12

= M : (23)

V elièina M se nazýv á vzájemná indukènost v o dièù 1, 2. Její jednotk a je stejná

jak o jednotk a L , tj. henry . Ro vnost (23) o v ìøíme na øe¹ení vzá jemné induk ènosti

dv ou solenoidù (pøíklad 6).

Bude-li první sm yè k ou na obr. 17 pro c házet promìnn ý proud I

1

, bude se v e

druhé sm yèce induk o v at elektromotoric k é nap ìtí

U

i12

= �

d �

12

d t

= � M

d I

1

d t

: (24)

Jev se nazýv á vzájemná indukce . Dopro v ází jej jev vlastní induk ce { v první

cív ce se souèasnì indukuje nap ìtí U

1

= � L

1

_

I

1

. Bude-li naopak druhou cívk ou

pro c házet promìnn ý proud I

2

, bude se v první cív ce induk o v at nap ìtí

U

i21

= �

d �

21

d t

= � M

d I

2

d t

: (25)

Nap ìtí jsou ob ecnì rùzná. Jen kdy¾ b y

_

I

2

=

_

I

1

, b ylo b y U

i21

= U

i12

.

Jev vzá jemné induk ce ob jevil r. 1831 M. F arada y (viz 1. exp erimen t na

obr. 1).

Pøíklad 6 { vzá jemná induk ènost dv ou solenoidù s tìsnou v azb ou

Na ¹tíhlém v álci o p olomìru r , délce l a p ermeabilitì � jsou ro vnomìrnì

v h ust ýc h zá vitec h na vin ut y dv ì vzá jemnì izolo v ané cívky drátem zanedba-

telného prùøezu. Jedna má N

1

a druhá N

2

zá vitù.

Urèete vzá jemnou induk ènost M této sousta vy cív ek a v¹ec hn y vztah y mezi

M a vlastními induk ènostmi L

1

, L

2

cív ek.

Øe¹ení

Bude-li prvním solenoidem pro c házet proud I

1

, bude vytv áøet magnetic k é p ole

o induk ci B

1

= �I

1

N

1

l

. S ohledem na k on�guraci solenoidù m ù¾eme uv a¾o v at,

¾e toto p ole pro c hází kruho vými plo c hami v¹ec h zá vitù druhého solenoidu, tedy

S

2

= � r

2

N

2

. Øík á se, ¾e mezi cívk ami sousta vy existuje tìsná v azba, která
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se vyznaèuje zanedbateln ým rozpt ylem magnetic k ého p ole. P ak induk èní tok

pro c házející druh ým solenoidem je

�

12

= B

1

S

2

= �

� r

2

N

1

N

2

l

I

1

= M

12

I

1

;

kde vzá jemná induk ènost je

M

12

= �

� r

2

N

1

N

2

l

= M

21

= M : (26)

P okud b yc hom p ostup obrátili { nec hali b yc hom proud I

2

pro c házet dru-

h ým solenoidem a p o èítali tok �

21

, který pro jde prvním solenoidem, tj. �

21

=

= B

2

� r

2

N

1

, dostali b yc hom pro vzá jemnou induk ènost stejn ý výsledek (26).

Výsledek je soumìrn ý k ob ìma indexùm, jak plyne z k om utativního zák ona pro

souèin N

1

N

2

. Tím je o v ìøena platnost ro vnosti (23) pro uv a¾o v an ý pøípad.

Jednotliv é cívky sousta vy ma jí v souladu se vztahem (20) vlastní induk è-

nosti

L

1

= �

� r

2

N

2

1

l

; L

2

= �

� r

2

N

2

2

l

:

Je zøejmé, ¾e mezi tìmito induk ènostmi a vzá jemnou induk èností (26) platí

vztah y

L

2

=

�

N

2

N

1

�

2

L

1

; M =

N

2

N

1

L

1

=

N

1

N

2

L

2

=

p

L

1

L

2

;

neb oli

M

p

L

1

L

2

= 1 : (27)

Èinitel induktivní v azb y

Vztah (27), k e kterém u jsme dosp ìli pøi øe¹ení pøíkladu 6 platí pro zvlá¹tní

pøípad sousta vy cív ek s v elmi tìsnou v azb ou. V ob ecném pøípadì sousta vy dv ou

cív ek platí t yto de�nièní vztah y

�

12

= M I

1

; �

21

= M I

2

; �

1

= L

1

I

1

; �

2

= L

2

I

2

:

Odtud

M

2

L

1

L

2

=

�

12

�

1

�

�

21

�

2

� 1 ;

proto¾e �

12

� �

1

, �

21

� �

2

. Konstan tu

k

v

=

M

p

L

1

L

2

� 1 (28)
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nazýv áme èinitel induktivní vazby . P o dle tìsnosti v azb y je k

v

2 h 0 ; 1 i , pøièem¾

pro cívky b ez v azb y (tj. cívky o d seb e vzdálené aneb o magnetic ky o dstínìné)

je k

v

= 0, pro cívky s nejtìsnìj¹í v azb ou je k

v

= 1. V praktic kýc h pøípadec h

nastane alesp oò èásteèn ý rozpt yl magnetic k ého p ole, tak¾e k

v

< 1.

2.3 Energie magnetic k ého p ole

a) Energie magnetic k ého p ole jediného v o dièe

Pøi prùc ho du elektric k ého proudu v o dièem (cívk ou) vznik á v jeho ok olí mag-

netic k é p ole, které je nositelem energie. Nejprv e vyjádøíme tuto energii p omo cí

v elièin c harakteristic kýc h pro v o diè (tj. induk ènosti L a proudu I ), v o dst. b)

pak p ou¾itím v elièin p ole (tj. in tenzit y H a induk ce B ).

Energii magnetic k ého p ole budeme p o èítat jak o práci, kterou m usí vyk onat

vnìj¹í zdro j elektromotoric k ého nap ìtí U

e

na pøek onání samoinduk èního elek-

tromotoric k ého nap ìtí U

i

v cív ce pøi vzrùstu proudu na ho dnotu I . Se ztrátami

Jouleo vým teplem nebudeme pro jedno duc host p o èítat.

Induk o v ané nap ìtí m usí b ýt v ro vno v áze s vnìj¹ím elektromotoric kým nap ì-

tím, tj. U

i

+ U

e

= 0. Proto¾e nap ìtí je ro vno práci p otøebné k pøemístìní klad-

ného jednotk o v ého náb o je mezi dv ìma b o dy o p otenciálním rozdílu U , vyk oná

vnìj¹í zdro j pøi pøemístìní elemen tárního náb o je d Q = I d t práci d W = U

e

I d t ,

která se pro jeví jak o pøírùstek energie magnetic k ého p ole. P ak vzhledem k (19)

je

d E

mg

= U

e

I d t = � U

i

I d t = LI d I :

Celk o v á energie, kterou magnetic k é p ole dosáhne pøi vzrùstu proudu o d 0 na

I , je

E

mg

= L

I

Z

0

I d I =

1

2

LI

2

: (29)

T ohoto výsledku lze vho dnì vyu¾ít pro výp o èet induk ènosti.

b) Hustota energie magnetic k ého p ole

Nyní energii magnetic k ého p ole vyjádøíme p omo cí v elièin H , B , které se u¾ív a jí

k jeho p opisu. Vyjdeme z výrazu (29), který upra víme p omo cí vztah u (18) a

budeme jej aplik o v at na magnetic k é p ole solenoidu, o kterém budeme pøedp o-

kládat, ¾e je v celém jeho vnitøním ob jem u homogenní a v e vnìj¹ím prostoru

n ulo v é (v tom to smìru je názornìj¹í uv a¾o v at p ole tenk ého toroidu, které je

mo¾no p o v a¾o v at tak é za homogenní a do seb e uza vøené { viz èl. 2.4b). Platí
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tedy E

mg

=

1

2

LI

2

=

�

2

2 L

, pøièem¾ za L dosadíme výsledek (20) pro � a za

� = B � r

2

N . P ak

E

mg

=

1

2

B

2

�

2

r

4

N

2

�� r

2

N

2

l

=

1

2

B

2

�

V ; kde V = � r

2

l

je ob jem magnetic k ého p ole solenoidu. Hustota energie magnetic k ého p ole je

w

mg

=

E

mg

V

=

1

2

B

2

�

=

1

2

�H

2

=

1

2

H B : (30)

T en to výsledek lze zob ecnit pro nehomogenní p ole, u kterého v elièin y H ,

B ma jí b o d o d b o du jinou v elik ost a smìr; pøípadnì i na p ole anizotropní,

u kterého v ektory H , B nema jí stejn ý smìr. P ak souèin v elik ostí v ektorù v (30)

nahradíme sk alárním souèinem v ektorù H , B :

w

mg

=

1

2

H � B : (31)

c) Energie magnetic k ého p ole sousta vy v o dièù

Mìjme sousta vu dv ou nep oh yblivýc h v o dièù (cív ek) o induk ènostec h L

1

, L

2

,

M , pøièem¾ jimi budou pro c házet proudy narùsta jící z n ulo v é ho dnot y na I

1

a I

2

. P ak se v první cív ce bude induk o v at nap ìtí U

i1

+ U

i21

, které m usí b ýt

v ro vno v áze s vnìj¹ím nap ìtím U

e1

, tj. U

i1

+ U

i21

+ U

e1

= 0. P o dobnì pro

nap ìtí na druhé cív ce m usí platit ro vno v áha: U

i2

+ U

i12

+ U

e2

= 0. Stejnì jak o

v o dst. a) bude práce, kterou vyk ona jí vnìj¹í zdro je, ro vna energii magnetic k ého

p ole sousta vy proudo v o dièù. Pro elemen t této energie platí

d E

mg

= U

e1

I

1

d t + U

e2

I

e

d t = � ( U

i1

+ U

i21

) I

1

d t � ( U

i2

+ U

i12

) I

2

d t =

= L

1

I

1

d I

1

+ M ( I

1

d I

2

+ I

2

d I

1

) + LI

2

d I

2

=

= d

�

1

2

L

1

I

2

1

�

+ d( M I

1

I

2

) + d

�

1

2

L

2

I

2

2

�

;

pøièem¾ u zá v ìreèné úpra vy b ylo vyu¾ito p oznatku o diferenciálu druhé mo c-

nin y promìnné a diferenciálu souèin u promìnn ýc h. P ak energie sousta vy je

E

mg

=

1

2

L

1

I

2

1

+ M I

1

I

2

+

1

2

L

2

I

2

2

:

První a tøetí èlen pøedsta vují vlastní magnetic k ou energii uv a¾o v an ýc h proudo-

v o dièù, druh ý èlen vzá jemnou magnetic k ou energii uv a¾o v ané sousta vy prou-

do v o dièù.
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2.4 Induk ènost nìkterýc h v o dièù

a) Vlastní induk ènost v álco v é cívky a pøímého drátu

V pøíkladu 5 jsme p omìrnì snadno vyp o èetli induk ènost dlouhé ¹tíhlé v ál-

co v é cívky (solenoidu) { teoretic ky neomezenì dlouhé cívky . U reálné cívky

nastá v á pøedev¹ím na jejic h k oncíc h rozpt yl magnetic k ého p ole, který je ana-

lytic ky obtí¾nì vyho dnotiteln ý . Proto induk ènost reálné cívky bude men¹í ne¾

udá v á vztah (20). Problém se v praxi øe¹í empiric ky za v edením k o e�cien tu k

do vztah u (20):

L = k �

� r

2

N

2

l

: (32)

Ho dnota k orek èního k o e�cien tu k zá visí na p o dílu jejího prùmìru d = 2 r a

délky l . Pro

d

l

= 0 je k = 1, pro

d

l

= 0 ; 1 je k = 0 ; 959 � 1. Se zv ìt¹ujícím se

faktorem

d

l

k o e�cien t k výraznì klesá (viz graf na obr. 18, který je zpraco v án

p o dle [1], str. 436).

0 ; 1 0 ; 2 0 ; 5 1 2 5 10

0

0 ; 2

0 ; 4

0 ; 6

0 ; 8

1 ; 0

d

l

k

Obr. 18 Korek èní k o e�cien t k pro výp o èet induk ènosti p o dle vztah u (32)

Zredukuje-li se cívk a na jedinou kruho v ou sm yè ku o p olomìru r vytv oøenou

z drátu o p olomìru r

0

, má induk ènost (p o dle [1]):

L = �r

�

ln

8 r

r

0

�

7

4

�

:
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Pøím ý drát o délce l a p olomìru r

0

má induk ènost

L =

�l

2 �

�

ln

2 l

r

0

�

3

4

�

:

T yto vztah y platí pro frekv ence, u nic h¾ se výraznì nepro jeví skinefekt (viz èl.

4.4). Pro vysok é frekv ence je n utné pro v ést k orek ce i na ten to jev.

b) Vlastní induk ènost toroidu

Uv a¾ujme toroid (cívku na vin utou na an uloidu, tj. na v álci o p olomìru r p o d-

sta vy , jeho¾ osa je sto èena do kru¾nice o p olomìru R ). Nec h » je na nìm na vin uto

N zá vitù tenk ého drátu tak, ab y ro vnomìrnì p okryly celý p o vrc h an uloidu.

(obr. 19). T oroid je na vin ut na jádøe, o jeho¾ p ermeabilitì pøedp okládáme, ¾e

je pro uv a¾o v ané sycení k onstan ta ( � � k onst: ).

Bude-li toroid tenký , tj. bude-li r � R ,

lze induk ci magnetic k ého p ole p o v a¾o v at

p o celé plo¹e S = � r

2

za k onstan tu jak o

u solenoidu. P ak vlastní induk ènost toro-

idu je dána výrazem (20), v nìm¾ nahra-

díme l délk ou 2 � R osy toroidu, tj.

L = �

r

2

N

2

2 R

= �

S N

2

2 � R

: (33)

Bude-li r sro vnatelné s R , pro jeví se zá-

vislost v elik osti magnetic k é induk ce B na

vzdálenosti x o d osy .

F unk ci B = B ( x ), resp. H = H ( x )

jsme øe¹ili v [13] u¾itím zák ona celk o v ého

proudu { viz výraz (28):

B

I

R

R + x

2 r

O

Obr. 19 T oroid

B =

�N I

2 � ( R + x )

:

Výp o èet magnetic k ého induk èního toku toroidu s kruho vým prùøezem na-

rá¾í na problém y pøi in tegraci. Výp o èet proto pro v edeme pro ob délník o vý prù-

øez, který se v praxi ro vnì¾ vyu¾ív á. Prùøez (obr. 20) má plo¹n ý obsah S = ab

a jeho elemen tem bude pro c házet tok d �

1

= B a d x: Proto¾e cívk a má N zá vitù,

bude elemen t induk èního toku pro c házející v¹emi zá vit y d � = N d �

1

a celk o vý
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induk èní tok je

� =

�aN

2

I

2 �

b

2

Z

�

b

2

d x

R + x

=

�aN

2

I

2 �

ln

2 R + b

2 R � b

:

Vlastní induk ènost tedy je

L =

�

I

=

�aN

2

2 �

ln

2 R + b

2 R � b

: (34)

Výsledek (34) m usí pro b � R pøejít

do tv aru (33) v e vyjádøení s plo¹n ým

obsahem S , jak si uk á¾eme, rozvineme-

li logaritm us v øadu a zanedbáme èlen y

vy¹¹ího øádu:

b

a

R

x

d x

o

Obr. 20 K výp o ètu induk èního

toku v toroidu s ob délník o vým

prùøezem

ln

2 R + b

2 R � b

= ln

1 +

b

2 R

1 �

b

2 R

� ln

�

1 +

b

2 R

�

2

� ln

�

1 +

b

R

�

�

b

R

:

P ak

L =

�abN

2

2 � R

=

�S N

2

2 � R

:

c) Vlastní induk ènost k oaxiálního k ab elu

Nyní o dv o díme vlastní induk ènost pøímého dlouhého souosého (k oaxiálního)

k ab elu o délce l , skláda jícího se z cen trálního v álco v ého v o dièe o p olomìru r

1

a vnìj¹ího v álco v ého v o dièe o p olomìru r

2

. Budeme pøedp okládat r

1

� r

2

,

ab yc hom mohli zanedbat magnetic k é p ole uvnitø cen trálního v o dièe

6

. V pro-

storu mezi v o dièi je látk a o p ermeabilitì � .

Úloh u nejprv e vyøe¹íme u¾itím static k ého de�nièního vztah u (18). Proto¾e

vnitøní a vnìj¹í v o diè k ab elu tv oøí dohromady uza vøen ý proudo vý okruh, pro-

c hází vnìj¹ím v o dièem stejn ý proud jak o vnitøním v o dièem, o v¹em opaèného

smìru (obr. 21).

6

Proto¾e k oaxiálními k ab ely se zpra vidla pøená¹ejí vysok ofrekv enèní proudy , uplatní se

skinefekt, proud pro c hází p o vrc ho v ou vrstviè k ou tohoto v o dièe a magnetic k é p ole uvnitø je

zanedbatelné.
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U¾itím zák ona celk o v ého proudu (viz napø.

[13]) m ù¾eme snadno nahlédnout, ¾e magne-

tic k é p ole vnì k ab elu je n ulo v é; je rozprostøeno

p ouze v prostoru mezi v o dièi a p o dle tého¾ zá-

k ona m ù¾eme urèit v elik ost jeho induk ce vzta-

hem

B = �

I

2 � r

; pro r 2 h r

1

; r

2

i : (35)

Proto¾e kruho v é induk èní èáry tohoto p ole

protína jí k olmo v¹ec hn y ro vin y pro c házející

osou k ab elu, bude plo¹n ým elemen tem l d r

pro c házet induk èní tok d � = B l d r a celk o vý

tok bude

� = �

I l

2 �

r

2

Z

r

1

d r

r

= �

I l

2 �

ln

r

2

r

1

:

l

r

2

r

1

r

d r

I I

Obr. 21 K výp o ètu vlastní in-

duk ènosti k oaxiálního k ab elu

P ak induk ènost k oaxiálního k ab elu je

L =

�

I

=

�l

2 �

ln

r

2

r

1

: (36)

Úloh u m ù¾eme øe¹it tak é výpoètem ener gie magnetického pole u¾itím výrazù

(30) a (29). Proto¾e induk ce (35) zá visí na r , vytkneme si z prostoru elemen tární

prstenec o ob jem u d V = 2 � r l d r . P ak bude mít p ole v tom to ob jem u energii

d E

mg

= w

mg

d V =

B

2

2 �

d V =

�l I

2

4 �

d r

r

:

Celk o v á energie je

E

mg

=

�l I

2

4 �

r

2

Z

r

1

d r

r

=

1

2

�

�l

2 �

ln

r

2

r

1

�

I

2

=

1

2

LI

2

:

Výraz v kulaté zá v orce je induk ènost { v souladu s výsledk em (36). Jak

uvidíme dále, význam má délková hustota indukènosti de�no v aná vztahem

L

0

=

L

l

=

�

2 �

ln

r

2

r

1

: (37)
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Budeme-li p o èítat délk o v ou h ustotu k apacit y tého¾ k ab elu, dostaneme

(viz [12], str. 40)

C

0

=

C

l

=

2 � "

ln

r

2

r

1

: (38)

Vynásob ením výrazù (37) a (38) dostá v áme za jíma vý vztah L

0

C

0

= �" .

Vyjádøíme-li p ermeabilitu a p ermitivitu u¾itím jejic h ho dnot pro v akuum,

tj. � = �

r

�

0

, " = "

r

"

0

, a pøihlédneme-li k e vztah u (18) neb o (52) v [13],

tj. �

0

"

0

= c

� 2

, dostaneme

L

0

C

0

= �" =

�

r

"

r

c

2

=

1

v

2

; (39)

kde

v =

1

p

L

0

C

0

=

c

p

�

r

"

r

(40)

je rychlost elektr omagnetických vln , které pøená¹í k oaxiální k ab el. P o drobnìj¹í

p o jednání o tìc h to jev ec h lze nalézt v [10], str. 243 { 245. U¾iteèné je¹tì bude

analyzo v at jednotky v e vztah u (39):

[ L

0

C

0

] =

H

m

�

F

m

=

V � s

m � A

�

C

V � m

=

s

2

m

2

:

d) Vzá jemná induk ènost dv ou plo c h ýc h cív ek

Urèíme vzá jemnou induk ènost dv ou plo c h ýc h kruho výc h cív el o p olomìrec h

r

2

� r

1

(obr. 22), které se nac házejí v e v akuu teoretic ky v jedné ro vinì a které

ma jí N

1

a N

2

zá vitù.

Bude-li vnìj¹í cívk ou pro c házet proud I

2

, bude

mít magnetic k é p ole v b o dec h ro vin y cívky v ma-

lém ok olí její osy O p o dle [13] str. 18 induk ci o v e-

lik osti

B

2

= �

0

N

2

I

2

2 r

2

:

Je-li r

1

� r

2

, bude pro magnetic ký tok pro c háze-

jící N

1

zá vit y první cívky (pøibli¾nì) platit

O

r

1

, N

1

r

2

N

2

Obr. 22 Dv ì plo c hé cívky

�

21

= � r

2

1

N

1

B

2

= �

0

� r

2

1

N

1

N

2

2 r

2

I

2

= M I

2

:

34



P ak p o dle (22) má sousta v a vzá jemnou induk ènost

M = �

0

� r

2

1

N

1

N

2

2 r

2

: (41)

e) Zá v ìreèn ý p oznatek o induk ènosti

Z dosa v adníc h výsledkù je zøejmé (viz vztah y (26), (41)), ¾e vzá jemná induk è-

nost je pøímo úmìrná souèin u p o ètu zá vitù cív ek v e v azb ì, tj. N

1

N

2

, kde¾to

vlastní induk ènost je dána druhou mo cninou p o ètu zá vitù cívky { viz napø.

(32).
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3 Elektric k é ob v o dy s promìnn ým proudem

3.1 Pøec ho dné dìje v elektric k ém ob v o du

Pøiv edeme-li do ob v o du elektric ký proud, nevzroste jeho ho dnota ihned na ustá-

lenou ho dnotu danou nominálními ho dnotami ob v o du, proto¾e zmìn u proudu

pøi jeho vzrùstu pro v ází jev vlastní induk ce. Napø. dáme-li spínaè S na obr. 23

do p oloh y 1, nevzroste proud

ok am¾itì na ho dnotu

I

0

=

U

e

R

1

+ R

2

;

proto¾e pøi vzrùstu proudu se

v cív ce indukuje elektromoto-

ric k é nap ìtí U

i

, které je namí-

øeno proti vzrùstu proudu.

U

i

U

e

i

1

2

S

R

1

R

2

Obr. 23 K výkladu pøec ho dného jevu v ob-

v o du s R ; L

Pøepneme-li spínaè p o dosa¾ení ustáleného sta vu do p oloh y 2 þzapn utoÿ,

zkratuje se cívk a pøes rezistor R

2

a proti zmen¹o v ání proudu bude p ùsobit

v cív ce nap ìtí, které bude mít opaèn ý smìr, ne¾ je naznaèeno na obr. 23.

Pro kv an titativní p opis tìc h to jevù p ou¾ijeme 2. Kirc hho�ùv zák on, který

pro jednotliv é p oloh y spínaèe S má tv ar

7

( R

1

+ R

2

) i = U

e

� L

d i

d t

pro p oloh u 1 ; (42)

R

2

i = � L

d i

d t

pro p oloh u 2 : (43)

Jedno du¹¹í je øe¹it ro vnici (43), proto ji vyøe¹íme jak o první. Separujeme-li

promìnné, dostaneme ro vnici

d i

i

= �

R

2

L

d t;

kterou m ù¾eme in tegro v at. Pøedp okládáme p o èáteèní p o dmínku pro proud

i

t =0

= I

0

a in tegrujeme do ob ecného sta vu, p opsaného proudem i a èasem

t :

i

Z

I

0

d i

i

= ln

i

I

0

= �

R

2

L

t:

7

V souladu se zvyklostmi v aplik o v ané teoretic k é elektrotec hnice a elektronice budeme

oznaèo v at ok am¾ité ho dnot y proudu a nap ìtí malými písmen y , tj. i , u , kde¾to pro k onstan tní

ho dnot y (napø. amplitudy) p onec háme oznaèení v elkými písmen y .
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Odtud

i = I

0

e

�

t

�

2

; (44)

kde

�

2

=

L

R

2

(45)

je èasová konstanta obvodu pøi vybíjení. Je to doba, b ìhem ní¾ proud i klesne

prá v ì e-krát.

Ro vnici (42) pøev edeme do tv aru analogic k ého tv aru (43) substitucí

u = ( R

1

+ R

2

) i � U

e

; d u = ( R

1

+ R

2

)d i ( U

e

= k onst: ) :

Ro vnici (42) upra víme na tv ar

( R

1

+ R

2

) i � U

e

= �

L

R

1

+ R

2

( R

1

+ R

2

)d i

d t

; neb oli u = � �

1

d u

d t

;

kde

�

1

=

L

R

1

+ R

2

(46)

je èaso v á k onstan ta ob v o du pøi nabíjení. V upra v ené ro vnici m ù¾eme separo v at

promìnné

d u

u

= �

d t

�

1

:

In tegrujeme pro danou p o èáteèní p o dmínku: i = 0 pro t = 0, neb oli u = � U

e

.

Horní mez je i pro t , neb oli p o separaci u = ( R

1

+ R

2

) i � U

e

pro t . P ak

ln

( R

1

+ R

2

) i � U

e

� U

e

= �

t

�

1

;

neb oli

i =

U

e

R

1

+ R

2

 

1 � e

�

t

�

1

!

= I

0

 

1 � e

�

t

�

1

!

: (47)

F unk èní zá vislost proudu na èase pøi zapn utí (47) a vypn utí (44) ob v o du

z obr. 23 je znázornìna na grafec h v obr. 24. V ob ou grafec h je pro za jíma-

v ost nakreslena teèna v b o dì t = 0; v ob ou pøípadec h je urèena jedno duc h ými

souøadnicemi.
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t

�

1

i

I

0

1 2 3 4 5

0 ; 5

1

0

t

�

2

i

I

0

1 2 3 4 5

0 ; 5

1

0

Obr. 24 Èaso vý diagram proudu v ob v o du na obr. 23;

a) pøi zapn utí proudu, b) pøi jeho vypn utí

3.2 Ob v o dy støída v ého proudu

a) Ob v o d s R , L v sérii

Uv a¾ujme ob v o d cívky o induk ènosti L a elektric k ém o dp oru R (neb oli cívku a

rezistor sp o jené do série { obr. 25) pøip o jen ý k e zdro ji s p erio dic ky promìnn ým

elektromotoric kým nap ìtím p o dle funk ce

u

e

= U

m

sin ! t; (48)

kde U

m

je amplituda nap ìtí, ! = 2 � f =

2 �

T

úhlo v á frekv ence, f frekv ence

a T p erio da.

u

e

u

i L

L

R

i

Obr. 25 Ob v o d s R , L v sérii

Proto¾e R a L jsou v sérii, bude jimi pro c házet

stejn ý proud

i = I

m

sin( ! t � ' ) ; (49)

kde I

m

je amplituda proudu a ' je fázo vý p osun

proudu za nap ìtím (48). V elièin y I

m

a ' máme

urèit øe¹ením.

Proti vzrùstu proudu (49) v ob v o du p ùsobí

v cív ce elektromotoric k é nap ìtí

u

iL

= � L

d i

d t

(50)
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a pro nap ìtí v ob v o du m usí p o dle 2. Kirc hho�o v a zák ona platit

R i = u

e

� L

d i

d t

: (51)

T uto ro vnici vyøe¹íme tak, ¾e pøedp okládáme prùb ìh nap ìtí a proudu p o dle

funk cí (48) a (49), pøièem¾ neznámé v elièin y I

m

, ' urèíme tak, ab y ro vnice

(51) b yla splnìna pro k a¾dý ok am¾ik. P o dosazení z (48) a (49) do (51) máme

R I

m

sin( ! t � ' ) = U

m

sin ! t � ! LI

m

cos ( ! t � ' ) : (52)

Proto¾e tato ro vnice m usí b ýt splnìna pro k a¾dé t , m ù¾eme si zv olit dv a vho dné

ok am¾iky , pro nì¾ se tato ro vnice zjedno du¹í:

t

1

= 0 : � R I

m

sin ' = � ! LI

m

cos ';

! t

2

� ' =

�

2

: R I

m

= U

m

sin

�

�

2

+ '

�

= U

m

cos ':

Z ro vnic plyne

tg ' =

! L

R

; I

m

=

U

m

R

cos ' =

U

m

R

1

p

1 + tg

2

'

=

U

m

p

R

2

+ !

2

L

2

: (53)

Výraz pro amplitudu m ù¾eme vyjádøit v e tv aru

I

m

=

U

m

Z

; (54)

kde

Z =

p

R

2

+ ( ! L )

2

=

q

R

2

+ X

2

L

(55)

je impe dance ob v o du a X

L

induktance . Jejic h jednotk ou je zøejmì ohm .

Vztah (55) se vyu¾ív á k urèo v ání vlastní induk ènosti cív ek. Elektric ký o d-

p or R urèíme z mìøení stejnosmìrn ým proudem (napø. ohmetrem). P ak cívku

zap o jíme do ob v o du støída v ého proudu známé frekv ence f , zmìøíme nap ìtí na

cív ce a proud jí pro c házející. Jejic h p o díl

8

urèí v souladu s (54) imp edanci Z .

Induk ènost pak vyp o èteme u¾itím vztah u (55):

L =

p

Z

2

� R

2

2 � f

:

Mìøení induk ènosti touto meto dou vy¾aduje kv alitní generátor sin uso v ì pro-

mìnného nap ìtí. Je-li výstupní signál generátoru zkreslen ý , uplatní se pøi mì-

øení tak é jeho vy¹¹í harmonic k é slo¾ky , co¾ m ù¾e v ést k e znateln ým c h ybám

mìøení.

8

Proto¾e v elièin y jsou v p o dílu, je lhostejné, zda jde o jejic h amplitudy neb o mìøené

efektivní ho dnot y .
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b) Ob v o d s R , L , C v sérii

Ob v o d z obr. 25 roz¹íøíme o sério v ì

zap o jen ý k ondenzátor o k apacitì C

(obr. 26). P okud b yc hom ten to ob-

v o d pøip o jili je zdro ji stejnosmìr-

ného nap ìtí, pro c házel b y ob v o-

dem proud jen p o dobu nabíjení

k ondenzátoru. P o jeho nabití p ù-

sobí proti elektromotoric k ém u na-

p ìtí zdro je stejnì v elk é nap ìtí na

k ondenzátoru opaèného smìru a

proud ustane. Pøip o jíme-li do ob-

v o du zdro j støída v ého nap ìtí (48),

vznikne v ob v o du støída vý proud,

kterým se k ondenzátor b ez èaso-

v ého omezení støída v ì nabíjí a vy-

bíjí.

Z uv edené úv ah y je zøejmé, ¾e

na k ondenzátoru se vytv áøí nap ìtí,

které je namíøené proti vlo¾eném u

elektromotoric k ém u nap ìtí u

e

.

u

e

u

i L

u

e C

L

R

C

i

u

s

u

R

u

L

u

C

Obr. 26 Ob v o d s R , L , C v sérii. V edle

elektromotoric kýc h nap ìtí jsou zde vyzna-

èena sv ork o v á nap ìtí u

R

, u

L

a u

C

, která

ma jí opaèn ý smìr ne¾ nap ìtí elektromoto-

ric k á

T oto nap ìtí u

e C

na k ondenzátoru m ù¾eme p o v a¾o v at za elektromotoric k é.

Pøi pøiv edení kladného elemen tárního náb o je za èas d t , tj. d q = i d t , se zmìní

elektromotoric k é nap ìtí na k ondenzátoru o

d u

e C

= �

d q

C

= �

i d t

C

; neb oli

d u

e C

d t

= �

i

C

: (56)

Pøi promìnném proudu se souèasnì v cív ce indukuje elektromotoric k é nap ìtí

(50) a pro ro vno v áh u nap ìtí v ob v o du na obr. 26 m usí p o dle 2. Kirc hho�o v a

zák ona platit R i = u

e

+ u

e C

+ u

i L

. Proto¾e p o dle (56) známe jen deriv aci nap ìtí

na k ondenzátoru, pro v edeme deriv aci ro vnice nap ìtí p o dle èasu a dosadíme do

ní výraz (56) a deriv o v ané výrazy (48) a (50). P ak

L

d

2

i

d t

2

+ R

d i

d t

+

i

C

= ! U

m

cos ! t: (57)

Ro vnice (57) je z fyzik álního hledisk a p oh yb o v ou ro vnicí elektric k ého tlume-

ného oscilátoru buzeného harmonic ky promìnn ým nap ìtím. Z matematic k ého

hledisk a jde o nehomogenní diferenciální ro vnici druhého øádu s k onstan tními
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k o e�cien t y . Její ob ecn ý in tegrál se skládá ze souètu ob ecného in tegrálu pøíslu¹né

homogenní ro vnice (tj. s pra v ou stranou n ulo v ou) a tzv. partikulárního in te-

grálu úplné ro vnice. Proto¾e homogenní ro vnice p opisuje tlumené kmit y p o dle

klesa jící exp onenciální funk ce, které se p o jistém èase utlumí, budeme hledat

jen øe¹ení pr oudu pr o ustálený stav . Pøedp okládáme tedy op ìt øe¹ení v e tv aru

(49) s neznámou amplitudou I

m

a fázo vým p osunem ' a o úhlo v é frekv enci ! ,

kterou má budicí nap ìtí (48). P o dosazení pøíslu¹n ýc h deriv ací proudu (49) do

(57) dostaneme ro vnici

� !

2

LI

m

sin( ! t � ' ) + ! R I

m

cos ( ! t � ' ) +

I

m

C

sin( ! t � ' ) = ! U

m

cos ! t:

Proto¾e ro vnice m usí b ýt splnìna pro k a¾dé t , m ù¾eme si pro ustálen ý sta v

zv olit tak o v é ok am¾iky t

1

, t

2

tak, ab y

! t

1

� ' = 0 ( ! t

1

= ' ) pak ! R I

m

= ! U

m

cos ';

! t

2

� ' =

�

2

�

! t

2

= ' +

�

2

�

pak � !

2

LI

m

+

I

m

C

= ! U

m

cos

�

' +

�

2

�

| {z }

� sin '

;

neb oli

R I

m

= U

m

cos ';

�

! L �

1

! C

�

I

m

= U

m

sin ':

Seèteme-li druhé mo cnin y tìc h to ro vnic a dìlíme-li t yto ro vnice mezi seb ou,

dostaneme hledané neznámé c harakteristiky proudu:

I

m

=

U

m

Z

; tg ' =

1

R

�

! L �

1

! C

�

=

X

L

� X

C

R

; (58)

kde

Z =

s

R

2

+

�

! L �

1

! C

�

2

=

p

R

2

+ ( X

L

� X

C

)

2

(59)

je impe dance ob v o du s R , L , C v sérii, X

L

= ! L induktance a X

C

=

1

! C

kapacitance .

Z o dv ozen ýc h vztah ù je zøejmé, ¾e proud (49) není v e fázi s elektromotoric-

kým nap ìtím (48). Je-li X

C

> X

L

, má ob v o d kapacitní char akter , fázo vý p osun

' je pro tak o vý ob v o d záp orn ý , tj. proud pøedbíhá nap ìtí. Je-li X

L

> X

C

, má
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ob v o d induktivní char akter , fázo vý p osun ' je kladn ý , tj. proud je op o¾dìn za

nap ìtím. Zvlá¹tní pøípad nastane, kdy¾ X

L

= X

C

. P ak Z = R a ' = 0. Pro

dané L , C ten to sta v nastane pro úhlo v ou frekv enci ! = !

0

, pro ní¾

!

0

L �

1

!

0

C

= 0 ;

tedy pro

!

0

=

1

p

LC

( T homson ù v v z tah ) : (60)

Pøi této úhlo v é frekv enci je amplituda I

m

maximální ( I

max

=

U

m

R

) - obvod RLC

je v r ezonanci .

Poznámka: V pøedlo¾eném výkladu jsme p ou¾ili elektromotoric k á nap ìtí

(50) a (56) na cív ce a k ondenzátoru, jak se b ì¾nì u¾ív á v e fyzice. Ji¾ v p oznámce

v èl. 1.2 jsme uv edli, ¾e teorie elektric kýc h ob v o dù dá v á pøednost ob v o do vým

v elièinám, kterými jsou sv ork o v á nap ìtí na jednotlivýc h prv cíc h R , L , C , tedy

ok am¾itá nap ìtí u

R

, u

L

a u

C

, která jsou ro vnì¾ vyznaèena na obr. 26. P ak p o dle

2. Kirc hho�o v a zák ona bude ok am¾ité elektromotoric k é nap ìtí u

e

vti¹tìného

zdro je ro vno souètu ok am¾it ýc h ho dnot tìc h to nap ìtí, neb oli

u

e

= u

R

+ u

L

+ u

C

; (61)

pøièem¾

u

R

= R i; (62)

u

L

= L

d i

d t

; (63)

d u

C

d t

=

i

C

: (64)

Dosadíme-li do deriv o v ané ro vnice (61) pøíslu¹né deriv ace nap ìtí (48), (62),

(63) a výraz (64), dostaneme døív e uv edenou ro vnici (57).

Sv ork o v á nap ìtí prvkù (62) a¾ (64) ma jí význam pro mìøení { jsou to nap ìtí,

která mìøíme v oltmetrem aneb o jejic h èaso vý prùb ìh znázorò ujeme oscilosk o-

p em pøip o jen ým k e sv ork ám prvku.

K øe¹ení slo¾itìj¹íc h ob v o dù se s výho dou u¾ív á sym b olic k á meto da zalo¾ená

na p o jm u fázor (P o drobnìji viz napø. [1], [2]. [3]).
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c) F ázo v é vztah y mezi nap ìtím a proudem na prv cíc h R , L , C

Pøedp okládejme, ¾e ob v o dem s R , L , C v sérii pro c hází støída vý proud s n ulo-

vým p o èáteèním fázo vým p osunem:

i = I

m

sin ! t (65)

a urèeme svorková napìtí na jednotlivýc h prv cíc h ob v o du.

Na r ezistoru bude nap ìtí (62), neb oli u

R

= R I

m

sin ! t , které je v e fázi

s proudem. Na sv ork ác h cívky bude nap ìtí (63), neb oli u

L

= ! LI

m

cos ' , které

pøedbíhá proud o

�

2

. Nap ìtí na sv ork ác h kondenzátoru dostaneme in tegrací

výrazu (64) p o dosazení z (65). Zøejmì je

u

C

=

I

m

C

Z

sin ! t d t = �

I

m

! C

cos ! t =

I

m

! C

sin

�

! t �

�

2

�

;

neb oli nap ìtí je fázo v ì op o¾dìno o

�

2

oproti proudu (65). Pøehlednì jsou èaso v é

prùb ìh y proudu a nap ìtí znázornìn y na obr. 27. Zde b yl zv olen zvlá¹tní pøípad

u

C

= � u

L

. P ak výsledné nap ìtí je ro vné nap ìtí u

R

a je v e fázi s proudem. Jde

o pøípad rezonance v sério v ém R LC ob v o du.

0

T

2

T

t

u

i

u

L

u

C

i

u

R

Obr. 27 Èaso vý diagram proudu a nap ìtí na prv cíc h R , L , C

Pøíklad 7 { rezonance v ob v o du s R , L , C v sérii

Je dán ob v o d s R , L , C v sérii (obr. 26) tìmito ho dnotami: L = 0 ; 10 mH , C =

= 1 ; 0 � F ; U

m

= 100 V a tøemi úro vnìmi o dp orù: 1. R

1

= 20 
, 2. R

2

= 50 
,

3. R

3

= 100 
. Vyp o ètìte rezonanèní frekv enci !

0

a f

0

ob v o du a ampli-

tudy proudu pøi rezonanci. Nakreslete funk èní zá vislosti I

m

= I

m

( ! =!

0

) a

' = ' ( ! =!

0

) p o dle vztah ù (58).
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Øe¹ení

F rekv ence !

0

=

1

p

LC

= 1 ; 0 � 10

5

rad � s

� 1

, f

0

=

!

0

2 �

= 16 kHz :

Amplitudy proudu pøi rezonanci jsou

I

m1

= 5 ; 0 A ; I

m2

= 2 ; 0 A ; I

m3

= 1 ; 0 A :

Zá vislost amplitudy I

m

a fázo v ého p osun u ' na relativní úhlo v é frekv enci

!

!

0

je na obr. 28.

0 ; 5 1 1 ; 5 2 2 ; 5 3

1

2

3

4

5

I

m

A

!

!

0

0

1

2

3

0

0 ; 5 1 1 ; 5 2 2 ; 5 3

�

2

�

�

2

'

!

!

0

1

2

3

Obr. 28 Zá vislost amplitudy proudu I

m

a fázo v ého p osun u

' v sério v ém R LC ob v o du na relativní úhlo v é frekv enci

!

!

0

,

kde !

0

je rezonanèní úhlo v á frekv ence, pro o dp or R

1

= 20 
,

R

2

= 50 
, R

3

= 100 
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Pøíklad 8 { energie v ob v o du s R , L , C v sérii

Analyzujte energii v uza vøeném ob v o du s R , L , C v sérii, který není pøip o jen

k vnìj¹ím u zdro ji nap ìtí a p omo cí energetic k é bilance o dv o ïte p oh yb o v ou ro v-

nici kmitù tohoto oscilátoru. P o èáteèní sta v: ob v o d rozkmitáme napø. tak, ¾e

nabijeme k ondenzátor pøip o jením k e zdro ji stejnosmìrného nap ìtí a pak zdro j

o dp o jíme.

Øe¹ení

Elektromagnetic k á energie ob v o du

E = E

e

+ E

mg

=

q

2

2 C

+

Li

2

2

(66)

není k onstan tní { v dùsledku zap o jeného rezistoru nastá v á její disipace (roz-

pt yl). Ryc hlost této disipace (ztráto vý výk on) se pro jevuje jak o tep eln ý výk on

rezistoru:

d E

d t

= � R i

2

: (67)

Deriv ací ro vnice (66) a dosazením z (67) dostaneme

q

C

d q

d t

+ Li

d i

d t

= � R i

2

; kde i =

d q

d t

:

P ak

q

C

+ L

d i

d t

= � R i: (68)

P o vyjádøení proudu i p omo cí náb o je q a p o úpra v ì je

d

2

q

d t

2

+

R

L

d q

d t

+

1

LC

q = 0 ; (69)

co¾ je p oh yb o v á ro vnice elektric kýc h kmitù v ob v o du, kdy¾ jsme za nezá visle

promìnnou v olili ok am¾it ý náb o j q na k ondenzátoru. Èastìj¹í je vyjádøení p o-

h yb o v é ro vnice p omo cí ok am¾itého proudu i . Dostaneme ji deriv ací ro vnice

(68):

d

2

i

d t

2

+

R

L

d i

d t

+

1

LC

i = 0 : (70)

T ato ro vnice je zvlá¹tním pøípadem ob ecnìj¹í ro vnice (57) pro U

m

= 0, platné

pro buzen ý sério vý R LC ob v o d.
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Matematic ky jsou diferenciální ro vnice (69), (70) p o dobné. Jejic h øe¹ením

je funk ce pro tlumené kmit y s exp onenciálnì ub ýv a jící amplitudou, napø. pro

proud (v pøípadì p o dkritic k ého tlumení) je

9

i = I

0

e

� � t

sin( !

0

t + � ) ;

kde souèinitel tlumení � a úhlo v á frekv ence !

0

jsou dán y výrazy

� =

R

2 L

; !

0

=

s

1

LC

�

�

R

2 L

�

2

=

q

!

2

0

� �

2

;

pøièem¾ !

0

je úhlo v á frekv ence netlumen ýc h kmitù. Konstan t y I

0

, � se urèí

z p o èáteèníc h p o dmínek.

9

P o drobnìj¹í rozb or øe¹ení této diferenciální ro vnice druhého øádu s k onstan tními k o e�-

cien t y pro pøípad mec hanic k ého oscilátoru lze na jít napø. v min ulém studijním textu [15] na

str.16 { 21.
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4 Aplik ace elektromagnetic k é induk ce

4.1 V ázané oscilaèní ob v o dy

Elektric ký ob v o d s R , L , C v sérii, který jsme analyzo v ali v èl. 3.2b, je jed-

no duc h ý buzen ý elektric ký oscilátor. Je základním elemen tem elektronic kýc h

k om unik aèníc h systém ù, jak o rozhlaso výc h a televizníc h vysílaèù a pøijímaèù,

mobilníc h telefon ù, radarù a j. Dùle¾it ým prvk em elektric kýc h systém ù (napø.

zesilo v aèù) jsou tak é v ázané (spøa¾ené) oscilaèní ob v o dy . Nyní se budeme zab ý-

v at jedno duc h ým pøípadem tak o výc h ob v o dù { vyøe¹íme vlastní kmit y sousta vy

dv ou stejn ýc h induktivnì spøa¾en ýc h elektric kýc h oscilátorù p o dle obr. 29.

U

u

1

u

2

u

L 1

u

M 1

u

L 2

u

M 2

� q

1

C C

L L

+ q

1

� q

2

+ q

2

M

i

1

i

2

1 2

Obr. 29 Dv a spøa¾ené elektric k é oscilátory; vyznaèená nap ìtí na jednot-

livýc h prv cíc h jsou sv ork o v á (ob v o do v á)

Pro jedno duc host neuv a¾ujme elektric ký o dp or v o dièù v ob v o dec h.

Oscilátory rozkmitáme napø. tak, ¾e nabijeme k ondenzátor prvního osci-

látoru pøip o jením k e zdro ji o nap ìtí U . Pøip o jíme-li p osléze k e k ondenzátoru

cívku pøepn utím pøepínaèe, zaène se k ondenzátor pøes cívku vybíjet. V ob-

v o du zaène vzrùstat proud a v cív ce se bude induk o v at elektromotoric k é nap ìtí

namíøené proti zmìnì proudu i

1

(na obr. 29 jsou vyznaèena sv ork o v á nap ìtí

na prv cíc h ob v o du, která ma jí opaèn ý smìr ne¾ nap ìtí elektromotoric k á { viz

p oznámku na k onci èl. 3.2b). V dùsledku induk èní v azb y p opsané vzá jemnou in-

duk èností M se bude v e druhém ob v o du induk o v at nap ìtí u

M 2

, které rozkmitá

tak é ten to oscilaèní ob v o d. Induk o v an ý proud i

2

bude nabíjet k ondenzátor na

nap ìtí u

2

a v cív ce se v dùsledku promìnného proudu i

2

indukuje samoinduk èní

nap ìtí u

L 2

a zp ìtno v azebné do prvního ob v o du nap ìtí u

M 1

. V¹ec hna nap ìtí

jsou promìnná, a v¹ak m usí se nac házet v dynamic k é ro vno v áze tak, ¾e p o dle

2. Kirc hho�o v a zák ona m usí b ýt v k a¾dém ok am¾iku jejic h souèet ro v en n ule

samostatnì pro k a¾dý oscilátor (úb ytek nap ìtí na rezistorec h je n ulo vý , proto¾e

pøedp okládáme R

1

= R

2

= 0).
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Z hledisk a exp erimen tálního o v ìøení èinností tìc h to v ázan ýc h oscilaèníc h

ob v o dù je vho dné praco v at s uv eden ými sv ork o vými (ob v o do vými) nap ìtími

{ budeme tedy hledat funk ce pro nap ìtí u

1

, u

2

na sv ork ác h k ondenzátoru (ta

m ù¾eme snímat oscilosk op em). Zv olíme-li za kladn ý smìr pøi ob ìh u p o uza vøené

sm yèce ob v o du vyznaèené smìry proudù i

1

, i

2

, m usí platit

� u

1

+ u

L 1

+ u

M 1

= 0 ;

� u

2

+ u

L 2

+ u

M 2

= 0 ;

�

(71)

pøièem¾ proudy i

1

, i

2

v ob v o dec h jsou dán y vybíjením k ondenzátorù a tudí¾

vztah y

i

1

= �

d q

1

d t

= �

d( C u

1

)

d t

= � C

d u

1

d t

;

i

2

= �

d q

2

d t

= �

d( C u

2

)

d t

= � C

d u

2

d t

:

9

>

=

>

;

(72)

Nap ìtí na sv ork ác h cív ek pak jsou

u

L 1

= L

d i

1

d t

= � LC

d

2

u

1

d t

2

; u

L 2

= � LC

d

2

u

2

d t

2

;

u

M 1

= M

d i

2

d t

= � M C

d

2

u

2

d t

2

; u

M 2

= � M C

d

2

u

1

d t

2

:

P o dosazení do ro vnic (71) dostaneme sousta vu v ázan ýc h diferenciálníc h ro vnic

druhého øádu pro nap ìtí u

1

, u

2

:

u

1

+ LC

d

2

u

1

d t

2

+ M C

d

2

u

2

d t

2

= 0 ;

u

2

+ LC

d

2

u

2

d t

2

+ M C

d

2

u

1

d t

2

= 0 :

Výho dné bude hledat funk ce pro souèt y u

1

+ u

2

, a rozdíly u

1

� u

2

, pro nì¾

z tìc h to ro vnic dostaneme

u

1

+ u

2

= C ( L + M )

d

2

( u

1

+ u

2

)

d t

2

= 0 ; (73)

u

1

� u

2

= C ( L � M )

d

2

( u

1

� u

2

)

d t

2

= 0 : (74)

Z matematic k ého hledisk a n yní ji¾ jde o dv ì samostatné diferenciální ro v-

nice, které fyzik álnì p opisují harmonic k é kmit y o úhlo výc h frekv encíc h

!

1

=

1

p

C ( L + M )

=

!

0

p

1 + k

v

; (75)
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!

2

=

1

p

C ( L � M )

=

!

0

p

1 � k

v

> !

1

; (76)

kde je

!

0

=

1

p

LC

vlastní úhlo v á frekv ence osamo ceného oscilátoru,

k

v

=

M

L

èinitel induktivní v azb y (jde o zvlá¹tní pøípad výrazu (28) pro L

1

= L

2

= L ).

Ro vnicím (73), (74) vyho vují funk ce sin us a k osin us a proto¾e jde o ro vnice

druhého øádu, p ou¾ijeme lineární k om binaci ob ou mo¾ností:

u

1

+ u

2

= A

1

sin !

1

t + B

1

cos !

1

t; (77)

u

1

� u

2

= A

2

sin !

2

t + B

2

cos !

2

t; (78)

kde in tegraèní k onstan t y A

1

, B

1

, A

2

, B

2

urèíme z p o èáteèníc h p o dmínek. Pro

ten to výp o èet urèíme je¹tì proudy , pro nì¾ v souladu s (72) platí

i

1

+ i

2

= � C

d( u

1

+ u

2

)

d t

= � C !

1

( A

1

cos !

1

t � B

1

sin !

1

t ) ; (79)

i

1

� i

2

= � C

d( u

1

� u

2

)

d t

= � C !

2

( A

2

cos !

2

t � B

2

sin !

2

t ) : (80)

Ze situace p opsané v úv o du tohoto èlánku plynou p o èáteèní p o dmínky: pro

t = 0 je u

1

= U , u

2

= 0, i

1

= i

2

= 0. P ak z ro vnic (77) a (78) dostaneme

B

1

= B

2

= U a z ro vnic (79) a (80) A

1

= A

2

= 0. Z ob ecn ýc h in tegrálù (77),

(78) diferenciálníc h ro vnic (73) a (74) tak vyplýv a jí partikulární in tegrály

u

1

+ u

2

= U cos !

1

t; u

1

� u

2

= U cos !

2

t;

neb oli pro jednotliv á nap ìtí funk ce

u

1

=

U

2

(cos !

1

t + cos !

2

t ) = U cos

!

1

� !

2

2

t � cos

!

1

+ !

2

2

t; (81)

u

2

=

U

2

(cos !

1

t � cos !

2

t ) = � U sin

!

1

� !

2

2

t � sin

!

1

+ !

2

2

t: (82)

Proto¾e !

2

> !

1

, je rozdílo v á úhlo v á frekv ence !

1

� !

2

< 0, co¾ v ede k e

zmìnì znaménk a u nap ìtí u

2

, neb o» sin us je funk ce lic há. F unk ce rozdílo výc h
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frekv encí jsou v e sro vnání s funk cemi souèto výc h frekv encí p omalu promìnné

a lze je p o v a¾o v at za promìnné amplitudy kmitù nap ìtí u

1

, u

2

(viz obr. 30).

Èaso vý diagram nap ìtí u

1

a u

2

pro zv olené parametry ob v o dù z obr. 29 je

na obr. 30. Záznam b yl získ án øe¹ením na PC p omo cí program u F amulus .

0

0

2

2

4

4

6

6

8

8

� 10

� 2

� 10

� 2

0

0

2

2

4

4

� 2

� 2

� 4

� 4

t

t

u

1

u

2

Obr. 30 Èaso vý diagram nap ìtí u

1

a u

2

na k ondenzátorec h ob v o dù z obr. 29 pro

L = 1 ; 0 H, M = 0 ; 20 H, C = 1 ; 0 � F ( f

1

= 145 Hz , f

2

= 178 Hz) a U = 5 ; 0 V

4.2 T ransformátor

T ransformátor se skládá ze dv ou cív ek o znaèné vlastní a vzá jemné induk ènosti.

T oho se dosah uje tím, ¾e cívky se vinou na feromagnetic k é jádro (obr. 31) slo-

¾ené ze ¾elezn ýc h plec h ù (plec h se p ou¾ív á proto, ab y se omezily ztrát y víøivými

proudy). Do vstupní cívky { primární (1) { se pøiv ádí støída vý proud, èím¾ se

v e výstupní cív ce { sekundární (2) indukuje støída v é nap ìtí stejné frekv ence.

Vztah mezi amplitudami U

m1

, U

m2

vstupního a výstupního nap ìtí zá visí na

p o ètec h zá vitù N

1

, N

2

. Elektric ký o dp or vin utí pro jedno duc host zanedbáme.
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Proto¾e ob ì cívky jsou na sp oleè-

ném feromagnetic k ém jádøe, je mezi

nimi tìsná induktivní v azba. Mù¾eme

proto pøedp okládat, ¾e v¹ec hn y mag-

netic k é induk èní èáry � vybuzené pri-

mární cívk ou budou pro c házet sekun-

dární cívk ou. Proto¾e cívky ma jí N

1

a N

2

zá vitù, bude pro celk o vý magne-

tic ký induk èní tok primární a sekun-

dární cívk ou platit

�

1

= N

1

� ; �

2

= N

2

� : (83)

u

e1

u

e2

N

1

N

2

2

1

Obr. 31 T ransformátor

Magnetizaèní p ole � v jádøe vybudíme tak, ¾e primární vin utí pøip o jíme k e

zdro ji o elektromotoric k ém nap ìtí

u

e1

= U

m1

sin ! t: (84)

Pøíslu¹n ý magnetizaèní proud i

mg

m ù¾eme urèit u¾itím Hopkinsono v a zák ona

(viz napø. [14], str. 17). Platí

� =

U

mn

R

mg

;

kde R

mg

je magnetic ký o dp or jádra a U

mn

= N

1

i

mg

je magnetomotoric k é nap ìtí

v ob v o du primární cívky . P ak magnetizaèní proud

i

mg

=

R

mg

�

N

1

(85)

je dán k onstruk cí jádra (to urèuje R

mg

), jeho sycením magnetic kým p olem ( � )

a p o ètem zá vitù N

1

primární cívky .

a) T ransformátor pøi c ho du naprázdno

Uv a¾ujme nejprv e jedno duc h ý pøípad èinnosti transformátoru, kdy¾ sekundární

cívk a není pøip o jena k zátì¾i a neo debírá se z ní výk on (tj. c ho d naprázdno).

Sekundární cívk ou tedy nepro c hází proud a do primární cívky se z ní zp ìtnì

neindukuje ¾ádné nap ìtí.

Nec h » primární cívk a je pøip o jena k e zdro ji elektromotoric k ého nap ìtí u

e1

(84). Promìnn ý magnetizaèní proud i

mg

v ní vyv olá promìnn ý magnetic ký

induk èní tok �

1

= N

1

� , v dùsledku nìho¾ se v cív ce indukuje elektromotoric k é

nap ìtí

u

i1

= �

d �

1

d t

= � N

1

d �

d t

: (86)

51



P o dle 2. Kirc hho�o v a zák ona platí

u

e1

+ u

i1

= R

1

i

mg

= 0 ; (87)

proto¾e o dp or R

1

primárního vin utí zanedbá v áme ( R

1

! 0). P o dosazení do

(87) z (84) a (86) dostaneme

U

m1

sin ! t = N

1

d �

d t

:

Separujeme-li d t na lev ou stran u a in tegrujeme, dostaneme

� = �

U

m1

! N

1

cos ! t =

U

m1

! N

1

sin

�

! t �

�

2

�

: (88)

Magnetizaèní proud p o dle (85) pak bude

i

mg

=

R

mg

U

m1

! N

2

1

sin

�

! t �

�

2

�

:

Z toho je zøejmé, ¾e magnetic ký tok � i magnetizaèní pro d i

mg

jsou fázo v ì

op o¾dìn y za nap ìtím u

e1

o

�

2

.

V dùsledku promìnného magnetic k ého induk èního toku �

2

= N

2

� pro c há-

zejícího N

2

zá vit y sekundární cívky , kde � je dáno (88), se v této cív ce indukuje

elektromotoric k é nap ìtí

u

e2

= �

d �

2

d t

= � N

2

d �

d t

= �

N

2

N

1

U

m1

sin ! t = U

m2

sin( ! t � � ) ; (89)

kde pro amplitudu nap ìtí na sekundární cív ce zøejmì platí

U

m2

=

N

2

N

1

U

m1

; neb oli

U

m2

U

m1

=

U

2

U

1

=

N

2

N

1

= k ; (90)

kde k =

N

2

N

1

je tr ansformaèní pomìr a U

1

, U

2

efektivní ho dnot y nap ìtí. P o-

díl maximálníc h neb o efektivníc h ho dnot nap ìtí na sv ork ác h ob ou vin utí je

tedy ro v en p o dílu p o ètu zá vitù ob ou vin utí. Z (89) je zøejmé, ¾e elektromoto-

ric k é nap ìtí induk o v ané v sekundárním vin utí je fázo v ì p osun uto o � , neb oli je

v protifázi oproti elektromotoric k ém u nap ìtí v primárním vin utí.
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b) Zatí¾en ý transformátor

Zatí¾íme-li sekundární vin utí transformátoru pøip o jením sp otøebièe (jeho o d-

p or R

2

m usí splòo v at p o dmínku R

2

� ! L

2

), bude jím pro c házet sekundární

zatì¾o v ací proud i

2

. T en vyv olá pøída vn ý magnetic ký tok �

0

2

, pro nìj¾ p o dle

Hopkinsono v a zák ona (tedy analogic ky vztah u (66)) platí

�

0

2

= N

2

i

2

R

mg

: (91)

V dùsledku tohoto promìnného toku se v primárním vin utí vybudí magnetic ký

tok �

0

1

. T en m usí b ýt tak o vý , ab y se nep oru¹ila ro vno v áha nap ìtí (87). T o

nastane tehdy , kdy¾ tok �

0

1

prá v ì vyru¹í to �

0

2

, neb oli m usí platit �

0

1

= � �

0

2

.

Pøída vn ý tok �

0

1

bude vybuzen zatì¾o v acím proudem i

1

tak, ab y v souladu

s (91) platilo

�

0

1

= N

1

i

1

R

mg

= � �

0

2

:

Musí tedy b ýt N

1

i

1

= � N

2

i

2

. Proud i

1

je tudí¾ v protifázi s proudem i

2

. Pro

amplitudy resp. efektivní ho dnot y tìc h to zatì¾o v acíc h proudù zøejmì platí

I

m1

I

m2

=

I

1

I

2

=

N

2

N

1

=

U

2

U

1

= k : (92)

c) Výk on transformátoru

Výk on P

2

o debíran ý ze sekundárního vin utí je u skuteèného transformátoru

v¾dy men¹í ne¾ pøík on P

1

pøiv ádìn ý do primárního vin utí. Zanedbáme-li ztrát y

transformace (úèinnost transformátoru m ù¾e b ýt a¾ 98%), bude

P

2

= U

2

I

2

cos '

2

= P

1

= U

1

I

1

cos '

1

;

kde jsme výp o èet pro v edli p omo cí efektivníc h ho dnot nap ìtí a proudu, pøièem¾

cos '

1

a cos '

2

jsou úèiníky .

Pøi c ho du transformátoru napr ázdno je I

2

= 0, P

2

= 0 a tedy i P

1

= 0.

Proto¾e U

1

6= 0, I

1

6= 0, m usí b ýt cos '

1

= 0, neb oli '

1

=

�

2

, tj. úèiník pro

primární cívku je n ulo vý .

Je-li sekundární cívk a zatí¾ena pøip o jením rezistoru, m ù¾eme brát cos '

1

�

� cos '

2

� 1. P ak U

2

I

2

= U

1

I

1

v souladu s (92).
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Pøíklad 9 { transformátor jak o sousta v a v ázan ýc h ob v o dù

Øe¹te transformátor jak o sousta vu dv ou v ázan ýc h ob v o dù s v elmi tìsnou v az-

b ou. Uv a¾ujte, ¾e primární cívk a má induk ènost L

1

, N

1

zá vitù a zanedba-

teln ý o dp or R

1

! 0. Cívk a je pøip o jena k e zdro ji o elektromotoric k ém nap ìtí

u

e1

= U

m1

sin ! t . Sekundární cívk a o induk ènosti L

2

a N

2

zá vitec h je pøip o jena

k zátì¾i o o dp oru R

2

. V dùsledku uza vøeného feromagnetic k ého jádra uv a¾ujte

èinitel induktivní v azb y k

v

= 1, tak¾e M =

p

L

1

l

2

. Odv o ïte výrazy pro ok a-

m¾it ý proud a nap ìtí v sekundárním vin utí.

Øe¹ení

u

e1

u

iL 1

u

iM 1

u

iL 2

u

iM 2

L

1

L

2

M

i

1

i

2

R

2

Obr. 32 T ransformátor jak o sousta v a

v ázan ýc h ob v o dù s tìsnou v azb ou

Ob v o dy transformátoru (obr. 32)

jsou p opsán y sousta v ou ro vnic

u

e1

� L

1

d i

1

d t

� M

d i

2

d t

= 0 ;

� M

d i

1

d t

� L

2

d i

2

d t

= R

2

i

2

:

Z ro vnic vylouèíme deriv aci proudu

i

1

tak, ¾e ji vyjádøíme z první ro v-

nice a dosadíme do druhé.

P otom

M u

e1

+ ( L

1

L

2

� M

2

)

d i

2

d t

= � L

1

R

2

i

2

:

Proto¾e k

v

= 1 je L

1

L

2

� M

2

= 0. P ak pro sekundární proud platí

i

2

= �

M

L

1

R

2

u

e1

= �

1

R

2

s

L

2

L

1

u

e1

= �

U

m1

R

2

N

2

N

1

sin ! t;

neb o» vlastní induk ènost je úmìrná druhé mo cninì p o ètu zá vitù ( L

1

� N

2

1

,

L

2

� N

2

2

). P ak nap ìtí na rezistoru o o dp oru R

2

, neb oli sekundární nap ìtí

transformátoru je

u

2

= R

2

i

2

= � U

m1

N

2

N

1

sin ! t:

Pro amplitudu U

m2

a efektivní ho dnotu U

2

zøejmì platí

U

m2

U

m1

=

U

2

U

1

=

N

2

N

1

= k

v souladu s výsledk em (92).
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4.3 Víøiv é (F oucaulto vy) proudy

Z dosa v adního výkladu plyne, ¾e promìnné magnetic k é p ole vytv áøí v e v o di-

èíc h elektric k é p ole, které se pro jevuje tok em uza vøen ýc h elektric kýc h proudù.

Do dud jsme v esmìs uv a¾o v ali tenk é dráto v é (þ jednorozmìrnéÿ) v o dièe. Jev sa-

mozøejmì nem ù¾e b ýt omezen jen na ten to t yp v o dièù a m usí se pro jev o v at

ro vnì¾ u prosoro výc h (tro jrozmìrn ýc h) a plo¹n ýc h (dv ourozmìrn ýc h) v o dièù.

Nahradíme-li napø. u exp erimen tu na obr. 4 dráto vý v o diè k o v o v ou desk ou

(obr. 33), vzniknou v ní pøi jejím p oh ybu napøíè magnetic kým p olem víøivé

pr oudy .

smìr p oh ybu desky

F

0

F

B

Obr. 33 Víøiv é proudy v e v o div é desce

P oprv é je p opsal francouzský

fyzik L. J. F oucault (1819 { 1868)

a nazýv a jí se ro vnì¾ F oucaltovy

pr oudy . Jejic h význaènou vlast-

ností { v souladu s Lenzo vým pra-

vidlem { je, ¾e ma jí tak o vý smìr,

je¾ brání zmìnì, která jej vyv o-

lala. Jsou-li vyv olán y p oh yb em

v o dièe, brzdí jeho p oh yb. Proti

ak èní síle F

0

na obr. 33 p ùsobí

brzdná síla F .

Brzdného úèinku víøivýc h proudù se vyu¾ív á u elektric kýc h brzd a k e tlu-

mení mìøicíc h pøístro jù (p oh ybliv á èást systém u je opatøena v o div ou destiè k ou,

která se p oh ybuje v p oli p ermanen tního magnetu). Výho dou tìc h to brzdicíc h

systém ù je, ¾e brzdná síla je úmìrná ryc hlosti p oh ybu, tzn., ¾e pøi v elk é ryc hlosti

je v elk á, pøi n ulo v é ryc hlosti n ulo v á. Tím se p o dstatnì li¹í o d tøení.

Víøiv é proudy vznik a jí v souladu s p o dstatou elektromagnetic k é induk ce i

v nep oh yblivýc h v o dièíc h, které se nac házejí v promìnném magnetic k ém p oli.

Je tom u napø. v jádrec h transformátorù aneb o to èivýc h elektric kýc h stro jù

(alternátorù, dynam, motorù). V tìc h to pøípadec h pro v ází existenci tìc h to

proudù Jouleo v o teplo a tedy ztrát y elektromagnetic k é energie dané zv ìt¹o-

v áním vnitøní energie uv a¾o v ané sousta vy . T yto ztrát y se zmen¹ují zv ìt¹o v á-

ním elektric k ého o dp oru jádra. T oho se dosah uje tím, ¾e jádro se sesta vuje ze

vzá jemnì o dizolo v an ýc h plec h ù neb o se p ou¾ije jádro ferito v é

10

.

10

F erity jsou p olo v o div é slouèenin y ¾eleza a kyslíku neb o i jin ýc h prvkù (Cu, Mg, Ni); jsou

to feromagnetik a ( �

r

� 10

2

a¾ 10

3

) s v elkým mìrn ým o dp orem (10

4

a¾ 10

8


 � m). Proto ma jí

malé ztrát y p o c házející o d víøivýc h proudù, i vysok ofrekv enèníc h (vyjímeènì a¾ do 10

10

Hz ).
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Pøíklad 10 { ohøev víøivými proudy

Hliník o vý k otouè o p olomìru r

0

= 40 ; 0 mm a tlou¹»ce h = 1 ; 00 mm vlo-

¾íme do magnetic k ého p ole o induk ci B = B

m

cos ! t , kde B

m

= 30 ; 0 mT ,

! = 100 � rad � s

� 1

tak, ab y jej induk èní èáry protínaly k olmo. Vyp o ètìte:

a) Proud, který se indukuje v k otouèi a jeho výk on.

b) Vzrùst teplot y k otouèe za èaso vý in terv al � = 240 s.

Hustota hliníku je % = 2 ; 70 � 10

3

kg � m

� 3

mìrná tep elná k apacita hliníku

je c = 896 J � kg

� 1

� K

� 1

, k onduktivita (mìrná elektric k á v o div ost) hliníku


 = 3 ; 70 � 10

7




� 1

� m

� 1

= k onst: (zá vislost 
 na teplotì zanedb ejte).

Øe¹ení

B

r

0

r

d r

h

Obr. 34 K výp o ètu víøivýc h proudù

a) Z k otouèe vyjmeme elemen tární prs-

tenec o p olomìru r , tlou¹»ce h a ¹íøce d r .

V souladu se vztahem (16) se v nìm in-

dukuje víro v é elektric k é p ole o in tenzitì

E

i

= �

1

2 � r

d �

d t

=

r

2

B

m

! sin ! t:

P o dle Ohmo v a zák ona v lok álním tv aru

(viz napø. [13], str. 10), tj. proudo v á h us-

tota j = 
 E , kde 
 je k onduktivita, má

proudo v á h ustota na p olomìru r v elik ost

j = 


r

2

B

m

! sin ! t:

Uv á¾íme-li, ¾e elemen tární prstenec má ob délník o vý prùøez o plo¹ném ob-

sah u d S = h d r , dostaneme pro celk o vý induk o v an ý proud v k otouèi výraz

I =


 B

m

! h

2

sin ! t �

r

0

Z

0

r d r =


 B

m

! hr

2

0

4

sin ! t:

Amplituda proudu má tedy v elik ost

I

m

=


 B

m

! hr

2

0

4

= 139 A :

Elemen t výk on u proudu induk o v aného na elemen tárním prstenci urèíme ze

vztah u

d P = U

2

i

d G = (2 � r E

i

)

2

d G; kde d G = 


h d r

2 � r
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je v o div ost elemen tárního prstence. P o dosazení za E

i

a in tegrací pøes celý

k otouè dostaneme

P =

� 
 B

2

m

!

2

h

2

sin

2

! t �

r

0

Z

0

r

3

d r = P

m

sin

2

! t;

kde

P

m

=

� 
 B

2

m

!

2

hr

4

0

8

= 330 W

je nejv ìt¹í ho dnota, které dosah uje cyklic ky promìnn ý výk on.

b) Proto¾e výk on proudu je p erio dic k ou funk cí èasu, uplatní se pøi ohøevu k o-

touèe jeho støední ho dnota za jedn u p erio du T . P o dle v ìt y o støední ho dnotì

11

je

^

P =

1

T

Z

T

0

P

m

sin

2

! t =

P

m

2

:

Práce elektric k ého proudu v èaso v ém in terv alu � se sp otøebuje na vzrùst vnitøní

energie k otouèe:

^

P � = cm � #; kde m = � r

2

0

h% = 1 ; 36 � 10

� 2

kg

je hmotnost k otouèe. T eplota vzroste o

� # =

P

m

�

2 cm

= 32 ; 6 K :

4.4 Skinefekt

Víøiv é proudy v e v o dièíc h jsou pøíèinou dùle¾itého povr chového jevu , neb oli

skinefektu

12

, který zp ùsobuje omezení prùc ho du vysok ofrekv enèníc h støída výc h

proudù v o dièi. Významn ý rozdíl mezi víøivými F oucalto vými proudy a víøivými

proudy , které se uplatò ují pøi skinefektu je v tom, ¾e v pøípadì tìc h druh ýc h

p ostaèí promìnné magnetic k é p ole proudu, který tìlesem v o dièe pro c hází.

K výkladu skinefektu v e v álco v ém v o dièi o p olomìru r

0

si pøedsta vme si-

tuaci naznaèenou na obr. 35a). Ab y v o dièem mohl pro c házet støída vý proud

o proudo v é h ustotì j ( t ), m usíme jej pøip o jit k vnìj¹ím u zdro ji elektromotoric-

k ého nap ìtí, který v e v o dièi vyv olá vti¹tìné elektric k é p ole o in tenzitì E

v

( t ).

Promìnn ý elektric ký proud pak vyv olá promìnné magnetic k é p ole o èaso v ì

promìnné induk ci B , jeho¾ induk èní èáry jsou uza vøené kru¾nice le¾ící v ro vinì

11

S tím to výp o ètem se setk á v áme pøi výp o ètu efektivní ho dnot y proudu a nap ìtí.

12

skin { angl. slo v o pro kù¾i, slupku
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k olmé k p o délné ose v álce. V dùsledku promìnnosti magnetic k ého p ole se v e

v o dièi indukuje víøiv é elektric k é p ole o in tenzitì E

i

, pøièem¾ silo èáry tohoto

p ole jsou uza vøené køivky le¾ící v ro vinác h pro c házejíc h p o délnou osou v álce.

Cirkulace induk o v aného p ole E

i

má tak o vý smìr, ¾e její smìr u p o vrc h u je sou-

hlasn ý se smìrem vti¹tìného p ole E

v

a tudí¾ v oblasti vzdálenìj¹í o d p o vrc h u

(na obr. 35a v blízk osti p o délné osy v álce) má opaèn ý smìr.

r

0

E

v

( t )

j ( t ) ;

d j

d t

B ( t )

d B

d t

E

i

( t )

a)

f

4

f

3

f

2

f

1

f

0

0

1

1� 1

r

r

0

j

j

0

b) f

0

= 0 Hz

f

1

= 25 kHz

f

2

= 60 kHz

f

3

= 120 kHz

f

4

= 400 kHz

Obr. 35 a) K výkladu skinefektu. b) Rozlo¾ení proudo v é h ustot y p o prùøezu kru-

ho v ého v álco v ého v o dièe pøi rùzn ýc h frekv encíc h proudu (prùb ìh funk cí je øe¹en pro

mìdìn ý v o diè o p olomìru r

0

= 0 ; 6 mm ; pro p olo vièní p olomìr budou uv edené frek-

v ence èt yønásobné)

Ob ì elektric k á p ole se skláda jí a o toku proudu v o dièem rozho duje výsledné

p ole E = E

v

+ E

i

. Proudo v á h ustota je p o dle Ohmo v a zák ona v lok álním tv aru

(viz [13], str.10): j = 
 E pøímo úmìrná E . Proudo v á h ustota bude tedy nejv ìt¹í

u p o vrc h u v o dièe a v e smìru k ose bude klesat. Proto¾e v elik ost E

i

zá visí na

ryc hlosti zmìn y magnetic k ého p ole, bude se efekt zvýrazòo v at se vzrùsta jící

frekv encí pro c házejícího proudu.

Kv an titativní øe¹ení skinefektu je sp o jeno s øe¹ením sousta vy Maxw ello výc h

ro vnic. Proto¾e jde o parciální diferenciální ro vnice, je toto øe¹ení náro èné. Pro

zá jemce s dobrými základy diferenciálního p o ètu je v¹ak dobøe zvládn utelné

pro pøípad v o div ého p oloprostoru (viz napø. [11], str. 180). Øe¹ením tohoto

problém u m ù¾eme zjistit, ¾e proudo v á h ustota se zmen¹uje se vzdáleností o d
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p o vrc h u { klesá p o dle exp onenciální funk ce. Mìøítk em p oklesu j je vzdálenost � ,

v ní¾ v elik ost h ustot y klesne e-krát. Jestli¾e pro mìï a zvuk o v ou frekv enci

1000 Hz je � = 2 ; 0 mm , tak pro rozhlaso v ou frekv enci 300 kHz je � = 0 ; 11 mm

a pro televizní frekv enci 300 MHz dok once jen � = 0 ; 0036 mm .

Øe¹ení skinefektu pro tec hnic ky nejb ì¾nìj¹í pøípad, tj. pro kruho vý v álec, je

sp o jeno s øe¹ením Besselo výc h diferenciálníc h ro vnic, které o v¹em nelze vyjádøit

v uza vøeném analytic k ém tv aru. Výsledek n umeric k ého øe¹ení pro ten to pøípad

je naznaèen na obr. 35b).

Existence skinefektu má zá v a¾né dùsledky pro v edení vysok ofrekv enèníc h

proudù. Jestli¾e u stejnosmìrného proudu (a praktic ky i u nízk ofrekv enèníc h

proudù) se uplatní v e stejné míøe v¹ec hn y elemen t y pøùøezu v o dièe, tak u vy-

sok ofrekv enèníc h proudù je to jen tenk á vrstviè k a v o dièe u jeho p o vrc h u, která

se se zv ìt¹ující se frekv encí zmen¹uje. Proto se pro v edení tìc h to proudù p o-

u¾ív a jí v o dièe s relativnì v elkým p o vrc hem { buï v e formì lank a slo¾eného

z v elk ého mno¾ství tenkýc h izolo v an ýc h drátkù neb o pro výk ono v é sousta vy

(napø. výk ono v é ob v o dy vysílaèù) v e formì dut ýc h tìles (napø. v álco výc h neb o

ob délník o výc h trub ek).

Skinefektu se s výho dou vyu¾ív á k vysok ofrekv enèním u ohøevu pro p o vr-

c ho v é k alení exp ono v an ýc h o celo výc h souèástí (napø. klik o výc h høídelù spalo-

v acíc h motorù). U tìc h to souèástí p o¾adujeme tvrdý p o vrc h k e zmen¹ení op o-

tøeb ení tøením a hou¾evnaté jádro k e zvý¹ení o dolnosti proti lom ùm. Proto se

s vyu¾itím Jouleo v a tepla pøi prùc ho du vysok ofrekv enèního proudu ohøeje na

k alicí teplotu jen p o vrc h souèásti a pøi následném prudk ém o c hlazení v k alicí

lázni se zak alí jen p o vrc ho v á vrstv a souèásti. P okud b yc hom zak alili celý ob jem

souèásti, b yla b y sice souèástk a tvrdá, ale i køehk á, co¾ je málo vho dné pro její

dynamic k é namáhání.

4.5 Betatron

Na principu elektromagnetic k é induk ce sestro jil r. 1941 D. W . Kerst uryc hlo v aè

elektron ù { betatr on . Z dosa v adního výkladu víme, ¾e induk o v ané elektric k é p ole

je víro v é a p okud za jistíme oso v ou symetrii magnetic k ého p ole, budou silo èáry

tohoto p ole kru¾nice. Induk o v ané elektric k é p ole má p o dle (14) in tenzitu E .

V e v o dièi toto p ole uryc hluje v olné elektron y , a v¹ak jejic h p oh yb je brzdìn

o dp orem v o dièe. Budou-li elektron y v e v akuu, jak je tom u u b etatron u, nebude

jejic h p oh yb brzdìn a mohou dosáhnout v elk é ryc hlosti a kinetic k é energie.

Proto se u b etatron u elektron y p oh ybují uvnitø v akuo v é prstenco v é trubice

s pøíèn ým o v áln ým prùøezem (obr. 36).

Chceme-li, ab y se elektron y p oh yb o v aly p o kruho v é tra jektorii o p olomìru

r

0

, m usí b ýt trubice umístìna v magnetic k ém p oli tak, ab y induk èní èáry le¾ely

k olmo k tra jektorii elektron ù. Pøitom induk ce B

0

v b o dec h tra jektorie m usí
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b ýt tak o v á, ab y dostøediv á síla na tra jektorii o p olomìru r

0

b yla ro vna síle

magnetic k é, neb oli

mv

2

r

0

= B

0

ev ;

kde m je ok am¾itá (relativistic k á) hmotnost elektron u. Odtud

B

0

=

mv

er

0

=

p

er

0

; (93)

kde p je v elik ost ok am¾ité relativistic k é h ybnosti elektron u.

záøení 


v akuo v á trubice

terèík

elektrono v é dìlo

stabilní tra jektorie

r

0

p ólo v é násta v ce

B

0

^

B v akuo v á trubice

Obr. 36 Oso vý øez b etatronem a p ùdorys jeho trubice. Úpra v ou

p ólo výc h násta v cù se dosah uje p o dmínky

^

B = 2 B

0

pro stabilní

p oh yb elektron ù

Elektron je uryc hlo v án na kruho v é tra jektorii o p olomìru r

0

induk o v an ým

elektric kým p olem, pro jeho¾ in tenzitu platí p o dle (14) vztah

2 � r

0

E = �

d �

d t

: (94)

T oto p ole p ùsobí na elektron teènou silou o v elik osti

F = � eE =

e

2 � r

0

d �

d t

;
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která v souladu s 2. Newtono vým p oh yb o vým zák onem zp ùsobí v èaso v ém

in terv alu d t zmìn u h ybnosti

d( mv ) = F d t =

e

2 � r

0

d � : (95)

Má-li elektron v b etatron u dosáhnout v elk é ryc hlosti a energie, m usí se

v prùb ìh u v elk ého p o ètu ob ìh ù udr¾et na stabilní kruho v é tra jektorii. V prù-

b ìh u uryc hlení vzroste jeho ryc hlost z malé v elik osti v � 0 na ho dnotu v , která

se blí¾í ryc hlosti sv ìtla. Souèasnì tok magnetic k ého p ole m usí vzrùst z ho dnot y

� = 0 na � . In tegrací vztah u (95) pak dostaneme

p = mv =

e

2 � r

0

� : (96)

Vyjádøíme-li induk èní tok � plo c hou kruh u omezeného tra jektorií o p olomìru

r

0

, tj. � = � r

2

0

^

B , m ù¾eme z (96) urèit, jak á m usí b ýt støední ho dnota induk ce

^

B v e sro vnání s induk cí B

0

(93) p o dél tra jektorie:

^

B =

2 p

er

0

= 2 B

0

: (97)

Má-li b ýt tra jektorie elektron u stabilní, m usí tedy b ýt støední ho dnota magne-

tic k é induk ce uvnitø tra jektorie ro vna dv o jnásobku její ho dnot y p o dél tra jek-

torie. T oho se dosah uje vho dn ým tv arem p ólo výc h násta v cù elektromagnetù {

v e støední èásti vytv áøejí men¹í magnetic k ou mezeru (obr. 36).

P o¾ado v ané promìnnosti magnetic k ého p ole p o dle (94) se dosah uje napá je-

ním cív ek elektromagnetu støída vým proudem, napø. sí»o v é frekv ence 50 Hz.

dopad elektron ù na terèík

vstøik elektron ù elektrono vým dìlem

�

0

d �

d t

> 0

T = 20 ms

� t = 5 ms � t = 5 ms

t

� = �

m

sin ! t

Obr. 37 Prùb ìh toku � v b etatron u s vyznaèením p erio dic ky se opakujícíc h

in terv alù � t , v e kterýc h lze dosáhnout uryc hlení elektron ù
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Proto¾e pak èaso vý prùb ìh toku � je p o dle obr. 37, lze pro pro ces uryc hlo-

v ání vyu¾ít maximálnì èaso vý in terv al � t =

T

4

, napø. kdy¾ je � > 0 a

d �

d t

> 0.

V prùb ìh u dob y � t vyk oná elektron v elk é mno¾ství ob ìh ù a dosáhne p o¾ado-

v ané energie. Napø. u b etatron u èesk oslo v ensk é výrob y elektron za 5 ms vyk oná

1 ; 6 � 10

6

ob ìh ù a dosáhne energie 15 MeV .

Se vzrùsta jící energií elektron ù v b etatron u v¹ak vzrùsta jí ztrát y energie

zp ùsob ené elektromagnetic kým záøením, které vydá v á k a¾dá nabitá èástice, je-

li uryc hlo v ána. T yto ztrát y rostou se ètvrtou mo cninou energie èástice. Napø.

u b etatron u na 100 MeV elektron vyzáøí na k onci uryc hlo v acího in terv alu pøi

k a¾dém ob ìh u energii 12 eV , která je malá proti energii 400 eV , kterou pøi

jednom ob ìh u získ á v á, kde¾to u b etatron u na 300 MeV elektron získ anou ener-

gii pøi jednom ob ìh u na k onci uryc hlo v ání prá v ì vyzáøí a uryc hlo v ání ji¾ je

neefektivní.

Uryc hlené elektron y se na k onci uryc hlo v acího in terv alu � t o dkloní napø.

pøída vn ým magnetic kým p olem (získ an ým proudo vým impulsem v e vin utí elek-

tromagnetu) a dopada jí na w olframo vý terèík uvnitø trubice (viz p ùdorys b e-

tatron u na obr. 36). Pøi tom to dopadu se prudce zabrzdí, pøièem¾ se generuje


 záøení v e v elmi ¹irok ém sp ektrálním rozsah u. Bude-li mít elektron kinetic k ou

energii E

k

, m ù¾e vyzáøen ý foton mít energii a¾ E

k

= h�

max

a tedy vlno v ou

délku a¾

�

min

=

c

�

max

=

hc

E

k

; (98)

kde h = 6 ; 6261 � 10

� 34

J � s je Planc k o v a k onstan ta. T ak napø. u zmínìného

b etatron u na E

k

= 15 MeV je �

min

= 8 ; 3 � 10

� 14

m. T oto v elmi tvrdé záøení 


se u¾ív á pro defektosk opii (napø. k e k on trole kv alit y o dlitkù v elkýc h rozmìrù)

aneb o k nièení nádorù pøi léèb ì rak o vin y .

Pøíklad 11 { Kerstùv b etatron

D. W . Kerst sestro jil ji¾ r. 1945 v elký b etatron, který uryc hlo v al elektron y

na kinetic k ou energii E

k

= 100 MeV , pøièem¾ p olomìr ro vno v á¾né tra jektorie

elektron ù b yl r

0

= 1 ; 00 m.

a) Vyp o ètìte hmotnost, ryc hlost a h ybnost elektron ù na k onci k a¾dého uryc h-

lo v acího in terv alu.

b) Jak á m usí b ýt støední ho dnota

^

B induk ce magnetic k ého p ole uvnitø tra jek-

torie elektron ù a induk ce B

0

p o dél jejic h tra jektorie na k onci uryc hlo v acího

in terv alu.

c) Urèete nejkrat¹í vlno v ou délku záøení 
 , které vznikne p o dopadu uryc hle-

n ýc h elektron ù na terèík.
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Øe¹ení

a) Z relativistic k ého vztah u pro celk o v ou energii elektron u

mc

2

= m

e

c

2

+ E

k

plyne, ¾e hmotnost elektron u p o uryc hlení je

m = m

e

+

E

k

c

2

= m

e

�

1 +

E

k

m

e

c

2

�

= 196 ; 7 m

e

= 1 ; 79 � 10

� 28

kg : (99)

Ze vztah u pro relativistic k ou hmotnost dostaneme ryc hlost na k onci uryc hlení:

v = c

s

1 �

�

m

e

m

�

2

= c

s

1 �

�

m

e

c

2

m

e

c

2

+ E

k

�

2

: (100)

Numeric ky

v = 0 ; 9999871 c = (1 � 1 ; 29 � 10

� 5

) c = c � 3870 m � s

� 1

= 2 ; 9979 � 10

8

m � s

� 1

� c:

Hybnost elektron u p o jeho uryc hlení je

p = mv =

�

m

e

c +

E

k

c

�

s

1 �

�

m

e

c

2

m

e

c

2

+ E

k

�

2

=

E

k

c

s

1 +

2 m

e

c

2

E

k

: (101)

Pro dané ho dnot y p = 5 ; 37 � 10

� 20

kg � m � s

� 1

:

b) Ze vztah u (97) p o dosazení za h ybnost (101) dostaneme, ¾e na k onci uryc h-

lo v acího in terv alu støední ho dnota induk ce magnetic k ého p ole m usí b ýt

^

B =

2 p

er

0

=

2 E

k

ecr

0

s

1 +

2 m

e

c

2

E

k

= 0 ; 671 T : (102)

P ak B

0

=

^

B

2

= 0 ; 335 T :

c) Nejkrat¹í vlno v á délk a brzdného záøení je dána vztahem (98). P o dosazení

je �

min

= 1 ; 24 � 10

� 14

m :

Poznámka

Proto¾e kinetic k á energie E

k

je mnohem v ìt¹í ne¾ klido v á energie elektron u

m

e

c

2

= 0 ; 511 MeV , m ù¾eme u na¹eho b etatron u s vyho vující pøesností zjed-

no du¹it vztah y (100), (101) a (102) do tv aru, v nìm¾ p olo¾íme výraz p o d

o dmo cninou ro v en jedné. P ak

v � c; p �

E

k

c

= 5 ; 34 � 10

� 20

kg � m � s

� 1

;

^

B �

2 E

k

ecr

0

= 0 ; 667 T :
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5 Úloh y

1. Vin utí v e tv aru Arc himédo vy spirály

Plo c há cívk a má na p olomìru r

0

celk em

N zá vitù v e tv aru Arc himédo vy spirály

(obr. 38), které jsou h ustì vin ut y o d støedu

k okra ji cívky (cívku lze dobøe vytv oøit

napø. na destièce s ti¹tìn ými sp o ji). Cívk a

se nac hází v p erio dic ky promìnném mag-

netic k ém p oli, jeho¾ induk ce se mìní p o dle

vztah u B = B

m

cos ! t a je k olmá k ro vinì

cívky . Vyp o ètìte elektromotoric k é nap ìtí,

které se indukuje v cív ce.

2 r

0

Obr. 38 Vin utí v e tv aru

Arc himédo vy spirály

2. Cívk a v nehomogenním p oli

Uv a¾ujme nehomogenní magnetic k é p ole

o induk ci B ( x; t ), její¾ v elik ost je dána

funk cí B = 15 x

3

t

2

, kde v elièin y B , x , t

jsou v jednotk ác h SI. Do p ole (obr. 39)

umístíme cívku o N = 24 ob délník o výc h

zá vitec h o rozmìrec h a = 200 mm , b =

= 250 mm tak, ¾e induk èní èáry vstupují

k olmo do ro vin y cívky . Vyp o ètìte indu-

k o v ané nap ìtí v cív ce v èase t = 0 ; 300 s.

Jaký proud bude cívk ou pro c házet pøi je-

jím zkrato v ání, má-li o dp or R = 1 ; 20 
.

B

0

b

a

x

y

Obr. 39 Cívk a v nehomogenním

p oli

3. Øazení o dlehlýc h cív ek

Dv ì cívky o induk ènostec h L

1

a L

2

jsou umístìn y dalek o o d seb e. Jak á bude

výsledná induk ènost tìc h to cív ek, sp o jíme-li je a) do série, b) paralelnì.

4. Sério v é øazení blízkýc h cív ek

Cívky o induk ènostec h L

1

, L

2

jsou umístìn y blízk o seb e tak, ¾e jejic h vzá-

jemná induk ènost je M . Jak á bude vlastní induk ènost tìc h to cív ek pøi je-

jic h zap o jení do série tak, ¾e a) zá vit y ob ou cív ek budou vin ut y v e stejném

smìru, b) zá vit y budou vin ut y v e vzá jemnì opaèném smìru. c) Na vrhnìte,

jak lze z namìøen ýc h induk èností L

a

, L

b

urèit vzá jemnou induk ènost M

sp o jo v an ýc h cív ek.
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5. Vzá jemná induk ènost dv ou solenoidù

Do solenoidu o délce l , p olomìru r

1

� l a p o ètu zá vitù N

1

je zasun ut

druh ý solenoid stejné délky o p olomìru r

2

< r

1

a N

2

zá vitec h tak, ¾e osy

jsou ro vnob ì¾né. Vyp o ètìte vzá jemnou induk ènost této sousta vy cív ek a

zdùv o dnìte, pro è nezá visí na r

1

a na vzá jemné vzdálenosti os solenoidù.

6. Sousta v a solenoidu a plo c hé cívky

Na solenoidu délky l = 400 mm a prùøezu S = 500 mm

2

o N

1

= 1000

zá vitec h je uprostøed na vin uta krátk á cívk a o N

2

= 20 zá vitec h stejného

p olomìru. Vyp o ètìte vzá jemnou induk ènost sousta vy solenoidu a cívky . Jak

v elk é nap ìtí se bude induk o v at v cív ce, kdy¾ v solenoidu vzroste proud

o � I

1

= 5 ; 0 A za � t = 10 ; 0 ms. Jak se v elièin y zmìní, vlo¾íme-li do

solenoidu ¾elezné jádro o støední p ermeabilitì ��

r

� 1000 pro uv a¾o v ané

sycení jádra. Uv a¾ujte, ¾e jádro vyplò uje vnitøní prostor solenoidu.

7. Sousta v a dv ou plo c h ýc h cív ek

Uv a¾ujme sousta vu dv ou plo c h ýc h cív ek se zá vit y o p olomìru a , z nic h¾

cívk a (1) má N

1

a cívk a (2) N

2

zá vitù. Ro vin y cív ek jsou ro vnob ì¾né a

vzdálené o d seb e b � a (obr. 40). P ermeabilita prostøedí � � �

0

.

b

!

a

a

(1)

N

1

(2)

N

2

Obr. 40 Sousta v a dv ou plo c h ýc h cív ek

a) Vyp o ètìte vzá jemnou induk è-

nost sousta vy (pro ! = 0).

b) Vyp o ètìte nap ìtí induk o v ané

v cív ce (2), bude-li cívk ou (1) pro-

c házet støída vý proud

i

1

= I

m

cos ! t:

c) Cívk ou (1) bude pro c házet stej-

nosmìrn ý proud I

m

a cívk a (2) se

bude otáèet úhlo v ou ryc hlostí ! .

Jak é se bude v ní induk o v at na-

p ìtí?

8. Cívk a a pøím ý v o diè

Je dána sousta v a pøímého dlouhého v o dièe a rámo v é cívky o stranác h a ,

b a N zá vitec h. Její støed je v e vzdálenosti r

0

, její strana b je ro vnob ì¾ná

s v o dièem a v o diè le¾í v ro vinì cívky (obr. 41). Prostøedím je vzduc h.
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r

0

a

b

Obr. 41 Sousta v a cívky

a pøímého v o dièe

a) Urèete vzá jemnou induk ènost této sousta vy

v o dièù.

b) Urèete nap ìtí, které se bude induk o v at

v cív ce, bude-li pøím ým v o dièem pro c házet

støída vý proud i = I

m

cos ! t:

9. Sousta v a solenoidu a oto èné cívky

Uv a¾ujme sousta vu dv ou vzduc ho výc h cív ek z obr. 42. Jde o solenoid, který

má na délce l = 300 mm N

1

= 240 ro vnomìrnì na vin ut ýc h zá vitù o p olo-

mìru r . Uvnitø solenoidu k olmo k jeho ose je oto ènì ulo¾ena úzk á rámo v á

ètv erco v á cívk a o stranì a = 40 mm s p o ètem N

2

= 100 zá vitù.

a) Vyp o ètìte vzá jemnou induk ènost M sousta vy cív ek v zá vislosti na

úhlu � .

b) Solenoidem nec háme pro c házet proud I

1

= 2 ; 0 A a oto ènou cívk ou

budeme z výc hozí p oloh y � = 0 ro vnomìrnì otáèet úhlo v ou ryc hlostí ! =

= 60 � rad � s

� 1

: Odv o ïte výraz pro induk o v ané nap ìtí v oto èné cív ce a

vyp o ètìte jeho amplitudu.

a

�

2 r

b ok orys

N

1

N

2

l

Obr. 42 Sousta v a dv ou cív ek

10. Induk ce v ok olí trubky

Pøím ým v o dièem v e tv aru kruho v é trubky (viz obr. 43a) s v elmi tenk ou

stìnou ( h � r

0

) pro c hází støída vý proud i = I

m

sin ! t . V b o dec h A , B

p o vrc h u v o dièe je pøip o jen v oltmetr, jeho¾ pøív o dy jsou upra v en y
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a) p o dle obr. 43b;

b) p o dle obr. 43c { zde jdou v o dièe tìsnì p o dél p o vrc h u v o dièe.

Jak é nap ìtí udá v á v oltmetr v prvním a v e druhém pøípadì? Pøedp okládejme

pøitom ro vnomìrné rozlo¾ení proudu v pøíèném prùøezu trubky (trubk a je

tenk á, a proto se výraznì neuplatní víøiv é proudy induk o v ané v trub ce støí-

da vým proudem). Konduktivita materiálu trubky je 
 .

V V

l

h

r

0

r

0

+ h

a

A B A B

l

a) b) c)

Obr. 43 Exp erimen t s elektromagnetic k ou induk cí v ok olí trubky , jí¾ pro c hází

støída vý proud

11. P ada jící cívk a

B

m , R , N

m g

a

h

a

Obr. 44 Situace cívky

pøed pádem

Plo c há ètv erco v á cívk a o stranì a = 20 mm a

hmotnosti m = 2 ; 5 g má N = 12 zá vitù. Pøí-

v o dní k once cívky jsou zkrato v án y , elektric ký o d-

p or vin utí je R = 0 ; 60 
. Cívku umístíme do

svislé ro vin y nad p óly magnetu p o dle obr. 44, kde

h = 300 mm , pøièem¾ rozmìry p ólu jsou stejné

jak o cívky a p ole je homogenní. P o uv olnìní za-

ène cívk a padat v oln ým pádem (o dp or prostøedí

neuv a¾ujte), a v¹ak pøi prùletu magnetic kým p o-

lem je induk ce B nasta v ena tak, ab y cívk a dráh u

2 a prolétla k onstan tní ryc hlostí. Urèete

a) jak é nap ìtí U se v cív ce indukuje pøi prùletu

magnetic kým p olem a jaký proud I cívk ou pøi

tom pro c hází,

b) jakým výk onem P je vin utí cívky ohøív áno pøi

prùletu magnetic kým p olem,

c) jak á m usí b ýt induk ce B , ab y p o dmínky exp e-

rimen tu b yly splnìn y .
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12. Víøiv é proudy v trub ce

Dlouhá tenk ostìnná trubk a, její¾ prùmìr je 2( r + h ), kde r je vnitøní p olomìr

a h tlou¹»k a stìn y (obr. 45), je na k oncíc h v o div ì zaslep ena.

B ( t )

r

h

Obr. 45 Øez trubk ou

T rubk a je umístìna v homogenním èaso v ì pro-

mìnném p oli o induk ci

B = B

m

cos ! t;

její¾ induk èní èáry k olmo protína jí osu trubky .

Vyp o ètìte celk o vý víøivý proud, který se indukuje

v trub ce. Skinefekt, stejnì jak o o vlivnìní vnìj¹ího

p ole induk o v an ým proudem, neuv a¾ujte.

13. Brzdìní pásku víøivými proudy

Dlouh ý úzký pøím ý pásek z neferomagnetic k ého

k o vu nec háme v olnì padat v e svislé orien taci ze

sta vu klidu mezi p óly magnetu s homogenním p o-

lem o induk ci B (obr. 46). Na pásek, který má

hmotnost m , bude kromì tího v é síly p ùsobit brz-

dná síla F

v

vyv olaná víøivými proudy . Má v elik ost

F

v

= k B v , kde k je k onstan ta a v v elik ost ok a-

m¾ité ryc hlosti.

a) Odv o ïte funk èní zá vislost ryc hlosti na èase a

stano vte její mezní v elik ost v

m

.

b) Odv o ïte ro vnici x = x ( t ) pro dráh u pásku.

m

N S

B

v

Obr. 46 P ada jící pá-

sek mezi p óly magnetù

14. Betatron

Betatron má slou¾it k pro duk ci elektromagnetic k ého záøení o vlno v é délce

a¾ �

min

= 5 ; 0 � 10

� 14

m. Elektron y se uryc hlují na kruho v é tra jektorii o p o-

lomìru r

0

= 250 mm. Urèete:

a) Výstupní kinetic k ou energii E

k

elektron ù.

b) P otøebnou v elik ost induk ce magnetic k ého p ole p o dél tra jektorie ( B

0

)

a støední ho dnotu magnetic k é induk ce (

^

B ) celk o v ého magnetic k ého p ole

uvnitø tra jektorie.

c) Výstupní hmotnost a ryc hlost elektron u.

15. T eorie balistic k ého galv anometru

Elektric k é náb o je lze mìøit balistic kým galv anometrem, jeho¾ zjedno du¹ená

teorie je pøedmìtem øe¹ení této úloh y . Základem pøístro je je lehk á cívk a
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(uv a¾ujte, ¾e má N ètv erco výc h zá vitù o délce stran y a ) za v ì¹ená na svislém

torzním vláknì tak, ¾e se m ù¾e natáèet v homogenním magnetic k ém p oli

o induk ci B . V základní p oloze je ro vina cívky k olmá k B . Nato èení cívky ,

resp. zkroucení vlákna, se mìøí optic ky p omo cí zrcátk a pøip evnìného k e

sp o ji vlákna s cívk ou. Vlákno má torzní tuhost k

t

a oto èn ý systém momen t

setrv aènosti J . Tlumení systém u je zanedbatelné.

Odv o ïte základní ro vnici balistic k ého galv anometru Q = k � , p o dle ní¾ je

(první) nejv ìt¹í výc h ylk a � (neb oli amplituda kmitù systém u) pøímo úmìrná

náb o ji Q , který v krátk ém èaso v ém in terv alu � pro jde cívk ou. Urèete balis-

tic k ou k onstan tu k za pøedp okladu, ¾e � � T , kde T je p erio da vlastníc h

kmitù systém u.

16. Mìøení magnetic k ého p ole

Urèete v elik ost induk ce B magnetic k ého p ole p omo cí h ustì na vin uté zku-

¹ební cívky , která má N = 20 zá vitù, k a¾dý o plo¹e S = 1 ; 50 cm

2

. Odp or

cívky je R = 4 ; 00 
 a ro vina cívky svírá s induk cí B úhel � = 60

�

. Cívk a je

sp o jena v o dièi o zanedbatelném o dp oru s balistic kým galv anometrem o o d-

p oru R

g

= 16 ; 0 
. Kdy¾ cívku ryc hle vysuneme z mìøeného p ole do místa,

kde B � 0, pro jde galv anometrem náb o j Q = 2 ; 34 � 10

� 4

C.
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Øe¹ení úloh

1. Elemen t cívky o p olomìru r a ¹íøce d r obsah uje celk em

N

r

0

d r zá vitù o plo¹ném obsah u d S = � r

2

N

r

0

d r :

Induk èní tok celou cívk ou

� = B

� N

r

0

r

0

Z

0

r

2

d r =

� r

2

0

N

3

B

m

cos ! t:

Induk o v ané nap ìtí

U

i

=

� r

2

0

N B

m

!

3

sin ! t:

2. � =

15 ab

4

N

4

t

2

, U

i

=

15

2

ab

4

N t = 42 ; 2 mV , I

i

=

15 ab

4

N t

2 R

= 35 ; 2 mA :

3. a) Sério v é øazení L

s

= L

1

+ L

2

.

b) P aralelní øazení

1

L

p

=

1

L

1

+

1

L

2

.

4. a) Zá vit y v e stejném smìru: L

a

= L

1

+ L

2

+ 2 M :

b) Zá vit y v opaèném smìru: L

b

= L

1

+ L

2

� 2 M :

c) M =

1

4

( L

a

� L

b

) :

5. M = �

0

� r

2

2

N

1

N

2

l

:

Vzá jemná induk ènost nezá visí na r

1

proto, ¾e na nìm nezá visí induk ce p ole

vnìj¹í cívky . Proto¾e toto p ole je homogenní v celém ob jem u vnìj¹í cívky ,

nezá visí M ani na vzdálenosti os cív ek, p okud druhá cívk a zùstá v á uvnitø

první cívky .

6. M =

�

0

N

1

N

2

S

l

= 3 ; 14 � 10

� 5

H,

j U

i

j =

�

0

N

1

N

2

S

l

� I

1

� t

= 15 ; 7 mV :

P o vlo¾ení jádra bude M

0

= ��

r

M = 31 ; 4 mH , U

0

i

= ��

r

U

i

= 15 ; 7 V .
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7. Proto¾e b � a uv a¾ujeme p ole v e v¹ec h b o dec h kruh u o p olomìru a stejné

jak o na ose (sro vnejte s pøíkladem 3 v [13]). P ak

a) M =

�

0

� a

4

N

1

N

2

2

p

( b

2

+ a

2

)

3

�

�

0

� a

4

N

1

N

2

2 b

3

;

b) u �

�

0

� a

4

N

1

N

2

! I

m

2 b

3

sin ! t:

c) Nap ìtí bude stejné jak o v pøípadì ad b).

8. Z plo c h y zá vitu vyjmeme v e vzdálenosti r o d v o dièe elemen t { prou¾ek o

plo¹e b d r , urèíme pøes nìj tok magnetic k ého p ole o d pøímého proudo v o dièe

a in tegrujeme. P ak

a) M =

�

0

N b

2 �

ln

2 r

0

+ a

2 r

0

� a

;

b) u

i

=

�

0

N b! I

m

2 �

ln

2 r

0

+ a

2 r

0

� a

sin ! t:

9. a) M =

�

0

N

1

N

2

a

2

l

j sin � j ;

b) u

i

= �

�

0

N

1

N

2

a

2

I

1

!

l

cos ! t;

amplituda U

m

=

�

0

N

1

N

2

a

2

I

1

!

l

= 23 ; 7 mV :

10. Elektric k é p ole v o div ého proudu v trub ce má p o dle Ohmo v a zák ona in ten-

zitu o v elik osti

E

v

=

I

m

sin ! t

2 � 
 r

0

h

:

a) V oltmetr namìøí nap ìtí U , které v edle nap ìtí U

v

= E

v

l dané proudem

v trub ce zahrn uje nap ìtí U

i

nainduk o v ané v e sm yèce C pøív o dníc h drátù

(obr. 47) èaso v ì promìnn ým magnetic kým p olem � proudu v trub ce, tj.

� =

Z

S

B � d S =

�

0

l I

m

sin ! t

2 �

ln

r

0

+ h + a

r

0

+ h

:
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C

U

E

v

a

l

V

A B

i

S

Obr. 47 K výp o ètu nap ìtí

v ob v o du C

Pro sm yè ku C platí

I

C

E � d l = �

d �

d t

;

neb oli (obr. 47)

E

v

� l � U = �

d �

d t

:

P ak

U =

l I

m

2 �

�

sin ! t


 r

0

h

+ �

0

! ln

r

0

+ h + a

r

0

+ h

� cos ! t

�

:

b) Proto¾e n yní plo¹n ý obsah sm yè ky je S ! 0, namìøí v oltmetr jen nap ìtí

U

0

= U

v

=

l I

m

2 � 
 r

0

h

sin ! t:

11. Doba prùletu p olem t =

2 a

p

2 g h

:

a) Proto¾e cívk a se p o dél p ole p oh ybuje ro vnomìrnì, bude se tok � cívk ou

ro vnomìrnì zv ìt¹o v at z n uly do maxima �

m

= B N a

2

. Pøitom se bude

v cív ce induk o v at nap ìtí U . Kdy¾ bude cívk a op ou¹tìt p ole, bude se �

ro vnomìrnì zmen¹o v at a induk o v ané nap ìtí bude mít stejnou v elik ost U ,

a v¹ak opaènou p olaritu. Induk o v ané elektric k é p ole vyk oná práci

W =

U

2

R

2 a

p

2 g h

:

Proto¾e ryc hlost cívky se pøi prùletu magnetic kým p olem nezv ìt¹uje, m usí

b ýt tato práce ro vna práci tího výc h sil, tj. W = 2 mg a . P ak

U =

p

R mg

4

p

2 g h = 189 mV : (103)

Induk o v an ý proud

I =

s

mg

R

4

p

2 g h = 315 mA :
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b) Cívk a je ohøív ána výk onem induk o v aného proudu

P = U I = mg

p

2 g h = 59 ; 5 mW ;

který je zøejmì ro v en výk on u tího v é síly cívky P = mg v , p oh ybující se

ryc hlostí v =

p

2 g h .

c) Na dráze a , tj. za èas � t =

t

2

, vzroste induk èní tok o � � = �

m

= B N a

2

a induk o v ané nap ìtí

j U j = B N a

p

2 g h

m usí b ýt ro vno nap ìtí (103). P ak

B =

p

R mg

aN

4

p

2 g h

= 0 ; 324 T :

12. Na trub ce vytkneme prstenco vý elemen t s ro vinou k olmou k B , který tv oøí

zá vit nakrátk o (obr. 48).

�

d �

r

h

B

Obr. 48 K øe¹ení víøivýc h

proudù

Pro c hází jím tok � = 2 l r sin � � B

m

cos ! t a

induk o v ané p ole má in tenzitu

E

i

=

U

i

2( l + 2 r )

�

U

i

2 l

= ! r B

m

sin � � sin ! t:

T oto p ole vyv olá p o dle Ohmo v a zák ona

proud o h ustotì j

i

= 
 E

i

: Elemen t proudu je

d I

i

= j

i

hr d � . Celk o vý víøivý proud v trub ce

dostaneme in tegrací pro � 2 h 0 ; � i :

I

i

= 2 
 ! r

2

hB

m

sin ! t:

13. a) P oh yb o v á ro vnice pro kladn ý smìr dolù je

m

d v

d t

= mg � k B v :

Separací promìnn ýc h a in tegrací pro v o d 0 do v o pro t o d 0 do t dostaneme

v =

mg

k B

 

1 � e

�

k B

m

t

!

:

73



Mezní sta v p oh ybu nastane, kdy¾ argumen t exp onenciální funk ce p oroste

nad v¹ec hn y meze { tedy pro t ! 1 : P ak

v

m

=

mg

k B

:

T uto ryc hlost urèíme tak é pøímo z p oh yb o v é ro vnice, její¾ pra v ou stran u

p olo¾íme ro vnou n ule. P ak je n ulo v é zryc hlení (brzdná síla se vyro vná tího v é

síle).

b) Do funk ce v = v ( t ) dosadíme do lev é stran y deriv aci funk ce x ( t ) p o dle

èasu. S vyu¾itím v

m

je

d x

d t

= v

m

 

1 � e

�

g

v

m

t

!

:

In tegrací

x =

mg

k B

"

t +

m

k B

 

e

�

k B

m

t

� 1

! #

:

14. a) E

k

=

hc

�

min

= 3 ; 97 � 10

� 12

J = 24 ; 8 MeV � 25 MeV :

b) P o dle (102) je

^

B = 0 ; 675 T, B

0

= 0 ; 337 T :

c) P o dle (99) je m = 49 ; 5 m

e

= 4 ; 51 � 10

� 29

kg ;

p o dle (100) je v = 0 ; 99978 c = 2 ; 9973 � 10

8

m � s

� 1

.

15. Pøi pro jití náb o je Q za èas � do jde k e zmìnì p oh yb o v ého sta vu cívky p o dle

p oh yb o v é ro vnice J " = M , kde úhlo v é zryc hlení je

" �

� !

� t

=

!

b

� 0

�

=

!

b

�

:

V elik ost momen tu síly je dána p ùsob ením magnetic k ého p ole na cívku, jí¾

pro jde proudo vý impuls I =

Q

�

. P o dle zák on ù elektro dynamiky (viz napø.

[13], str. 28) p ùsobí na cívku momen t síly

M = I S B =

QN a

2

B

�

:

74



P ak úhlo v á ryc hlost cívky p o pro jití náb o je Q za èas � bude

!

b

=

N a

2

B

J

Q:

P oté se sousta v a c ho v á jak o netlumen ý torzní oscilátor k ona jící vlastní

kmit y o úhlo v é frekv enci


 =

s

k

t

J

;

o úhlo v é výc h ylce (balistic k á výc h ylk a � je ro vna amplitudì '

m

):

' = '

m

sin 
 t = � sin 
 t

a s p o èáteèní úhlo v ou ryc hlostí !

b

. Musí tedy platit

�

d '

d t

�

t =0

= !

b

; neb oli �

s

k

t

J

=

N a

2

B

J

Q:

Odtud

Q =

p

J k

t

N a

2

B

� = k � ;

kde balistic k á k onstan ta galv anometru je

k =

p

J k

t

N a

2

B

:

Urèuje se zpra vidla exp erimen tálnì tak, ¾e se galv anometrem nec há pro jít

znám ý náb o j (vybije se k ondenzátor: Q = C U ).

Zá jemce o pøesné øe¹ení balistic k ého galv anometru o dk azuji na práci [16], v

ní¾ se uv a¾uje k oneèná doba � v e vztah u k p erio dì kmitù a nen ulo v é tlumení

systém u.

16. B =

Q ( R + R

g

)

N S sin �

= 1 ; 80 T.
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