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Kapitola 1

Distribuce

1. pfednéaska

1.1 Uvod.

Distribuce, nebo také zobecnéné funkce, byly pouzivany nejdiive symbo-
licky v teoretické fyzice. Nejznaméjsi distribuci - delta funkci - zavedl a
zacal pouzivat vynikajici teoreticky fyzik P. Dirac. Formalné se chovala jako
Kroneckerovo delta, ale index jiz nebyl diskretni, ale spojity. Analogie byla

zfejmé. Pro diskrétni index mé Kroneckerovo delta d;;;4,j = 1,...,n nésle-
dujici zakladni vlastnost: pro pevné ¢,7 = 1,...,n a pro libovolny vektor
v = (vj) € R" plati ——1

5ijUj = V;.

J
Oznac¢me dp(z) Diracovu delta funkci v nule. Analogie pfedchozi formule pro
spojity index fika, Ze pro kazdou (vhodnou)funkci f(x),z € R plati

Potiz s touto analogii spociva v tom, Ze delta funkce dg musi ziejmé byt
(podobné jako Kroneckerovo delta) rovna nule ve vSech nenulovych bodech,
ale pak pro zadny rozumny integral prislusny vzorec nemuze platit, vzdy
na pravé strané vyjde nula. Fyzikové toto obchézeli zdvotilou poznamkou,
7ze ma delta funkce v bodé nula hodnotu rovnou nekonecnu, ale ani pak
predchozi vzorec nedava zadny smysl, pokud nalevo stoji opravdu integral.

Podstatnou inspiraci pro vhodnou definici distribuce bylo pozorovani,
ze fyzikové pri pouzivani delta funkce nikdy tuto funkci nepouzivali jako
takovou. Delta funkce se vzdy vyskytovala jen pod integraénim znamenim
v symbolu ]

(00, ) = R50($)80(90)dw,
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jehoz hodnota se rovna ¢islu ¢(0). Kazdé 'testovaci funkci’ ¢ se tedy piifa-
dila hodnota ¢(0). Toto pfifazeni je ziejmé linedrni zobrazeni z (vhodného)
prostoru testovacich funkci do redlnych ¢isel. To vedlo k matematické de-
finici, kde distribuce je linearni funkcionél na (nekone¢né dimenzionalnim)
prostoru testovacich funkci.

Netrivialni soucast definice byl vybér vhodného podprostoru v prostoru
vSech linearnich funkcionalt na prostoru testovacich funkci. Bylo nutné pri-
dat pozadavek spojitosti ve vhodném smyslu, protoze pro funkcionaly na
nekonecné dimenzionalnich prostorech jiz neplati, Ze jsou automaticky spo-
jité vici vSem rozumnym konvergencim na prislusném prostoru funkeci.

Obrovskéd vyhoda distribuci, je Ze libovolné derivace vSech fadd distri-
buci vzdy existuji. Brzy si zobecnéné funkce ziskaly velkou popularitu a vy-
znamné prispély k rozvoji teorie parcidlnich (i obycejnych) diferencilnich
rovnic. Dnes jsou jiz standardni soucasti bézného matematického aparatu
matematické fyziky.

1.2 Prostory testovacich funkci

V této casti si zavedeme vhodné prostory funkci. Budeme uvazovat re-
alné funkce na (otevienych podmonozinich) v R™. Pro multiindex a =

(o1,...,a,) (kde «; jsou nezaporné celd ¢isla) budeme pouzivat zkraceny
_ a1 vz v .y _ o

symbol z% = z7*..... xon pro prislusny monomidl a symboly k] P07 @

9% = 97" ... 99 pro piislusné parcidlni derivace. Cislo |a| =  «; je pii-

slusny rad této posledni parcialni derivace.

Definice 1.2.1 Zavedeme si nasledujici prostor testovacich funkci:
Prostor £(€2) je prostor viech funkci na oteviené mnoziné Q@ C R™, které
maji (spojité) parcialni derivace vSech radl ve vsech bodech. Takovéto funkce
budeme nazyvat hladké funkce na . (Nékdy se tento prostor oznacCuje také
symbolem C>°(2).)
Nosi¢ funkce ¢ € £(Q) je uzavér mnoziny bod(, ve kterych je funkce ¢
rdzna od nuly:

supp ¢ = {x € Qlp(z) #0} NQ.

Zakladni prostor testovacich funkci je prostor D(2) vSech hladkych funkci,
které maji kompaktni nosi¢ v 2. Casto se pouziva oznateni D = D(R"). Ng-
kdy se prostor D(£2) oznaCuje C3°(£2).

Nalézt explicitni piiklady funkci z D neni tézké. Funkce ¢(x) na R de-
finovana predpisem p(z) = exp(;zljl) pro |z| < 1 a rovnajici se nule jinde
je jednim takovym pfikladem. Funkce ¢ (z1,...,2,) = ¢(z1) ... ¢(x,) nebo
o(x) = ¢(|z|) patii do prostoru D(R™).
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Definice 1.2.2 Prostor testovacich funkci D(2) je linearni vektorovy pro-
stor (nekonetné dimenze). Topologii v tomto prostoru zavedeme pomoci kon-
vergence posloupnosti funkci.

Rekneme, Ze posloupnost testovacich funkci ¢, € D konverguje k nule v
D, pokud existuje kompaktni mnozina K C R" takova, Ze supp ¢; C K pro
viechna j a pokud pro kazdé o funkce 0“¢; = 0 na R".

Rekneme, Ze posloupnost ¢, konverguje k ¢, pokud ¢; — ¢ konverguje k
nule.

1.3 Definice

Definice 1.3.1 Rekneme, Ze linearni funkcional 7' na prostoru D(f2) je spo-

jity, pokud pro kazdou posloupnost ¢; € D(2) s vlastnosti ¢; 2@ 0 plati

T(¢j) — 0. Prostor distribuci D'(Q2) je prostor vSech spojitych linearnich
funkcionalli na prostoru D(Q). Casto se pouziva oznageni D’ pro D’'(R™).
Hodnotu T'(y) funkciondlu T' na testovaci funkci ¢ budeme také nékdy
znalit T'(¢) = (T, ).
Dvé distribuce jsou stejné, pokud maji stejné hodnoty na vsech testova-
cich funkcich.

Poznamka 1.3.2 Obrovska vyhoda distribuci je snadné zachazeni s nimi.
Ukazeme si, ze kazda distribuce ma vsechny derivace vSech Fadd. Navic,
kdykoliv posloupnost distribuci T, konverguje k distribuci 7', pak automaticky
derivace T,, konverguji k T. Derivace distribuci je tedy spojitd operace na
prostoru vSech distribuci! To ma zabavné dlsledky pro s¢itani Fourierovych
fad ve smyslu distribuci, jak uvidime pozdéji.

Priklad 1.3.3
(1) Oznatme symbolem Lj joc(£2) mnoZinu vsech lpkalné integrovatelnych
funkci f, t.j. takovych funkci, Ze Lebesgueliv integral . f existuje pro kazdou
kompaktni podmnoZinu K C Q. Je-li f € L1 0c(£2), pak je mozné definovat
spojity linearni funkcional T’ predpisem

1

Ti(p) = Qf@%ﬂwdmwelxﬂi

Tento funkcional je evidentné linearni, jeho spojitost plyne z toho, Ze
(| 1
D(Q)
p; — 0=supp; — 0, |Tr(p)| < |f| sup|o(z)].
Q supp ¢ Q
Funkcionaly tvaru T, f € L1 1oc budeme nazyvat regularni funkcionaly.

Je-li f spojita nebo dokonce hladka funkce, patfi do Lq oc. Kazda tako-
vato funkce tedy urcuje regularni distribuci. Je dllezité si uvédomit, Ze riizné
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lokalné integrovatelné funkce urcuji rdzné distribuce (viz Appendix, DUsle-
dek 4.3.3). Je tedy moZné prostor L1 1oc(€2) povaZovat za podprostor prostoru
D'(Q).

(2) Slavna Diracova delta-funkce (soustfedéna v bodé a € R) je distribuce
5, € D'(R) definovana nésledujicim zplsobem.

da(p) = ¢(a), ¢ € D(R).

Pro libovolné k£ nezaporné celé budeme definovat podobné distribuce T}, , €
D'(R) predpisem

Tia(#) = (=1)*¢®(a), ¢ € D(R).

PresvédCte se, Ze je to opravdu spojity linedrni funkcional na D(R). Pozdéji
uvidime, Ze tyto distribuce jsou derivace Diracovy delta-funkce.

Zcela analogicky se definuje Diracova delta funkce 6, € D'(R™) v n pro-
ménnych.

Ted si popiSeme vlastnost spojitosti linedrniho funkciondlu na D jesté
jinym, ekvivalentnim zpdsobem. Zaroven to pro nas bude inspirace pro defi-
nici fadu distribuce (¥ad distribuce intuitivné feceno popisuje, kolik derivaci
testovaci funkce potfebuji pro definici dané distribuce).

Véta 1.3.4 Linearni forma 7' na D(f2) je spojitd pravé kdyZ pro kazdou
kompaktni mnoZinu K C  existuji konstanty C' € R,k € NU {0} takové, Ze
pro vSechny testovaci funkce ¢ € D(2) s nosiCem v K plati

1
IT(p) <C  sup|0®p(x)].
o<k K

Dukaz.

Predpokladejme nejdiive, ze T je distribuce na €2, tj. Zze T' je spojita na
D(Q). Predpokladejme sporem, ze podminka ve vété neni splnénd, tedy Ze
existuje kompaktni mnozina K s vlastnosti, ze nerovnost ve vété neplati pro
zéddnou dvojici konstant C, k. Vezméme C = k = j, tedy pro kazdé j € N
existuje ¢; € D s nosiCem v K takova, Ze

1
T(ps)l >3 sup[0%p;(z)|.
|| <5

Muzeme také piedpokladat, ze T'(¢;) = 1 (vzdy je mozné funkci ¢; vyna-
sobit konstantou, nerovnost se pii tom nezméni). Pak tedy [0%¢;| < 1/j
pro j > |a|. Z toho plyne, ze ¢; — 0 v prostoru D, ale T'(¢;) nekonverguje
k nule. To je spor.

Opac¢na implikace je snadné, pfimo z definice. Pfedpokladejme, Ze pro
linedrni funkciondl T' na D(Q) plati podminka ve vété, t.j ze pro kazdou
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kompaktni mnozinu K C € existuji konstanty C' € R,k € N U {0} takové,
ze pro vSechny testovaci funkce ¢ € D(Q) s nosi¢em v K plati

—
T(p)l <C  sup|dp(z)].
al<k &

Pak chceme ukéazat, ze

(ij(—Q>)02>T(ij) — 0.

D(Q
Piedpokladejme, Ze ¢; P©) 0, t.j. ze existuje K takové, ze pro kazdé j plati
supp ¢; C K a zaroveil pro kazdé a plati supg [0%p;(x)| — 0. Pro toto K
pouzijeme podminku z véty. S jejim pouzitim dostaneme ihned, Ze

L 1
C sup [0%p;(x)| — 0,
jal<k

a tedy ze T'(¢;) — 0.

Definice 1.3.5 Rekneme, Ze Fad distribuce T € D(Q) je mensi nebo ro-
ven k, pokud v predchozi vété mizeme vzit totéz €islo & pro vSechny mnoziny
K, tj. pokud existuje nezaporné celé Cislo k takové, Ze pro kazdou kompaktni
mnozinu K C € existuje konstanta C' € R s vlastnosti, ze

I
T(p)| < C sup [0%¢|

|| <k

pro vSechny testovaci funkce ¢ € D(2), supp ¢ C K.
Nejmensi & s touto vlastnosti se nazyva fad distribuce 7.

Priklad 1.3.6
(1) PresveédCte se, Ze kazda regularni distribuce ma fad nula. TotéZ plati pro
Diracovu delta funkci.
(2) Pro libovoIné k nezaporné celé jsme definovali distribuce T}, € D'(R)
predpisem

Tea(p) = (1™ (a), o € D(R).

PresvédCte se, Ze rad distribuce T}, , je roven k.

Néavod: Z definice plyne ihned, ze fad T} , je mensi nebo roven k. Je tfeba
tedy ukazat, Ze neni mensi nez k. Zvolte testovaci funkci ¢ € D(R) tak, aby
1(0) = 1. Definujte pro libovolné n € N testovaci funkci ¢,, predpisem

bn = 2FP(n ).
Pak T}, o(¢n) = k!, ale zaroven pro n — oo a vSechna j < k plati

sup [p&| < CniF — 0.
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Poznamka 1.3.7 Casto je také uZitecné uvazovat distribuce s ’komplexnimi
hodnotami’. Komplexni distribuce T je spojité linedrni zobrazeni z D(f2) do
C, kde oba vektorové prostory uvaZujeme jako vektorové prostory nad R.
Prostor vSech komplexnich distribuci na €2 oznacime D.(Q2) (je to vektorovy
prostor nad C). Zfejmé plati, ze T' € D.(Q2) pravé kdyz T' = Th +iT5; 11,15 €
D'(Q).
Bylo by velmi dobie mozZné definovat komplexni prostory testovacich funkci

D.(2). VSimnéte si, ze pro kazdé T € D’'(Q2) je mozné definovat komplexni
rozSifeni T, t.j. linearni zobrazeni T, z D.(Q2) do C predpisem

Te(p1 +ip2) = T(p1) + T (p2).

Naopak, kazdé komplexni linedrni zobrazeni T, z D.(2) urCuje (restrikci)
prvek T € D'().

1.4 Konvergence a derivace distribuci, nasobeni
hladkou funkci.

Definice 1.4.1 Prostor D'(Q) je vektorovy prostor, operace v ném jsou de-
finovany vztahem

(alT]_ + asz)(gp) = alTl(gp) + asz(go); (NS D(Q), 15 € D’(Q),aj €R.

Jsou-li T;, T distribuce, pak fekneme, Ze T; — T v prostoru D’(2), pokud

pro vechny ¢ € D(Q) platiFifsg) — T()-
Soucet fady distribuci 77 v prislusném prostoru se definuje jako limita
odpovidajici posloupnosti ¢asteénych souctd v prislusném prostoru distribuci.

Motivaci pro definici derivace distribuce je piipad regularnich distribuci.
Je-li f € £(), pak také funkce 0;f je hladkd a obé tyto funkce urcuji

regularni distribuce, pro které plati
1 1

To () = Q(ajf)wdx = fOjp)dx = =T(9;¢), ¢ € D(2).

Podobné se motivuje soucin hladké funkce a distribuce (zkuste si napsat
sami).

Definice 1.4.2 Je-li T € D(2),Q2 C R", pak pro libovolné j = 1,...,n
definujeme novou distribuci 9;T" predpisem

[0;T)(¢) = =T(9;¢); » € D().

Indukci definujeme derivace vysSich rada.
Je-li f € £(Q)aT e D (), pak definujeme distribuci fT € D'(Q) takto:

[fT](p) = T(f)-
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Lema 1.4.3 Pro kazdy multiindex a je 0*T dobfe definovana distribuce
z D'(Q). Také soucin fT je dobfe definovand distribuce z D’(Q2) pro kazdou
f e &K) aT € D). Jejich nosic je podmnoZina nosi¢e T. Zobrazeni
T — 0*T aT — fT jsou spojité.

Dukaz.
Staci ovérit spojitost nové definovanych funkcionald. To plyne ihned
z piislusnych definic (zkuste ovéfit samil). O

Priklad 1.4.4 Spocitejte si, ze podle definice distributivni derivace plati:
(1) Distributivni derivace Heavisideovy funkce je Diracova delta-funkce.
(2) Pro k-tou derivaci Diracovy delta-funkce plati:

00(p) = (=1)*M(0).

Nasledujici podstatna informace fika, jaky je pro funkce jedné proménné
vztah mezi obycejnou a distributivni derivaci. Tento fakt se ve vypoctech
casto uziva.

Veéta 1.4.5 Predpokladejme, Ze funkce f je hladka na R — {0} a Ze jeji
jednostranné derivace maji v pocatku skoky

A= f®04) - MO, k=0,1,...,n—1

a ze f™ je integrovatelna v okoli nuly. Oznatme T; € D'(R) regularni
distribuci zadanou funkci f.
Pak
[T = Ty + An—16 + An_20' + ... + Ags™ D

Dukaz.
Dtikaz stac¢i provést pro prvni derivaci a pak pouzit indukci. Vypocet
pro prvni derivaci je
- = ]
Ti(p) = — . felde = —f(0)p(0)+  flpde+f(0+)p(0)+  flode =

—00 0
= Aop(0) + Ty ().
]
Véta 1.4.6 (Derivace je spojita operace)

Pokud posloupnost 7; konverguje k 7' (v pFislusném prostoru distribuci),
pak pro kazdé o konverguji derivace 0“T; k 0“7 (ve stejném prostoru).

DUikaz.
Staci to ukézat pro nékterou z derivaci 0;. Ale

[0:iTj1(p) = =T;(0ip) — —=T(9ip) = [0:T(¢p).
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Priklad 1.4.7 (1) Funkce f(x) = In|x| na R je lokalné integrovatelna, a
tedy definuje regularni distribuci 7. Jeji derivace v klasickém smyslu je
funkce 1/x, ta v8ak jiz neni integrovatelnd v okoli nuly. PFesto existuje jeji
derivace ve smyslu distribuci. Pokud spocitdme podle definice jak tato dis-
tribuce vypada, dostarlw:rlne pro ¢ € D(R)

1)) =~ S ==l Infelg/()ir =
- = -
— i W@ - o)+ (ple)/a)ds =
] || 2e
= lim (p(x)/z)dx.

e=0" e

Zaveéreeny integral (dany limitou) se tradicné nazyva hlavni hodnota inte-
gralu |m|>€(g0(x)/x)dac. My tuto distribuci oznafime prosté symbolem 1/z.
Tato distribuce je zfejmé limitou regularnich distribuci.

(2) Pro kazdé y > 0 je funkce fy(x) = In(z+1iy) hladka v proménné z a tedy
urCuje regularni distribuci. Snadno se ukaze, ze existuje ve vSech nenulovych
bodech limita lim,_,o+ fy(7) = In|z| + imf(—x), kde 6(—z) je analogie Hea-
visideovy funkce, ktera méa hodnoty rovné 1 pro = < 0, zatimco pro kladna =
je rovna nule.

Pomoci zakladnich vét o konvergenci integralu se da ukazat, ze lim T},
pro y — 0% existuje ve smyslu distribuci z prostoru D’, vyslednou distri-
buci oznaCime symbolem In(zx + i0). Derivace T, jsou regularni distribuce
definované funkci 1/(x + iy), které pak tedy konverguji k distribuci, kterou
oznacime symbolem 1/(x + i0). Ze vzorce pro In(x + i0) dostaneme ihned
tzv. Sochockého formuli

1/(x +1i0) =v.p.1/x — imdo.

2. prednéska

(3) Znéme jiz priklady distribuci, které maji fad & pro libovolné k pFirozené.
Otazka je, zda existuji distribuce, které konecny rad nemaji. Odpovéd je ano.
Jeden z priklad( je mozné sestrojit nasledujicim zpUsobem. Ptedpokla-
dejme, Ze aj je posloupnost redlnych éisel,&gf konverguji k +oo0, napfr.
ar = k. Pak Ize definovat distribuci T' = kéak) (ukaZte, Ze tento soucet
existuje ve smyslu souctu fady distribuci). Kazdy €astecny soucet této fady
ma konecny fad, ale limitni distribuce uz koneCny rad nema.
(4) Regularni distribuce, které maji za limitu ¢-funkci.
Predpokladejme, Ze je dana posloupnost funkci f,,(z) na R s vlastnostmi:
(a) VM > 0 existuje konstanta C' takova, ze pro kazdé a, b, |a| < M, |b] <

M plati nerovnost
ﬁ__b]fn(x)dx@ C.
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(b) pro kazdou dvojici rdznych ¢isel a a b je limita lim L:b_lfn(x)dx rovna
nule, pokud 0 ¢ (a,b) a je rovna jfjné, pokud 0 € (a,b). Pak lze ovérit,
ze distribuce Tr,, kde F(n)(x) = 7| fa(t)de jsou primitivni funkce k f,,
konverguji k Heaviseadové distribuci 6. Pak ale distribuce T%, konveruji k
Diracové §-funkci.

Konkrétnim pfikladem jsou funkce f,(x), které maji hodnotu 2n na in-
tervalu < —1/n,1/n > a jsou rovny nule jinde. Takovéto funkce popisuji
aproximaci bodového naboje v pocatku s celkovou hustotou jedna a konver-
guji ve smuslu distribuci k Diracové o-funkci.

Ovérte pomoci uvedeného postupu, Zze nasledujici posloupnosti regular-
nich distribuci konverguji ve smyslu distribuci k Diracové delta funkci:

0]

1
o) = oz
(ii)
fulz) = %—
(iii)
1 sinnx
fla)=——

1.5 Fourierovy fady, Poissonova sumacni formule.

Hodné toho jiz vite o rozkladu funkci do Fourierovjch fad tvaru

Cn eZﬂmz )

nez

Typicky ptiklad je rozklad funkce f(z), ktera je periodicka s periodou rovnou
jedné a ktera je lokalné integrovatelna. Koeficienty ¢, jsou dany vztahem
[ A
= flx)e 2™y,
0
Chceme si rozmyslet, jaky je vztah mezi reguldrni distribuci Tt a souctem
regularnich distribuci, uréenych funkcemi ¢, e? .
Z minulych semestru vime, ze fada primitivnich funkci

je Fourierovou fadou primitivni funkce F'(z) k funkci f(z). Vime také, ze
F(z) je (absolutné) spojitad a jeji Fourierova fada konverguje k F' stejno-
meérné. Rovnost

F(.%') — 5 TL eZﬂinz + cox + 5 n eZm’nx
oo min 1 mTin



12

KAPITOLA 1. DISTRIBUCE

tedy plati ve smyslu prislusnych regularnich distribuci. Pouzijeme-li derivaci

na obé strany rovnosti, dostaneme

Ty

ve smyslu distribuci.

Cn€2mnx

Napriklad je velmi dobife znam soucet rady

1 1
T sindrna 1
— =T 5%
1 n
a (0,1), dél periodicky.
Pak tedy
—1 1
2 cos2mnx = —1 + On,
1 —00
1 1
4t nsin2mnzr =-— 0§,
1 —00
1
812 nfcos2mnz=— O
1 —o0

Eﬂinz

Podobnymi tivahami lze ukazat, Ze libovolna fad tvaru  cpe s ko-
eficienty, které nerostou rychleji nez néjaka mocnina, konverguje ve smyslu
distribuci. Staci integrovat fadu ¢len po ¢lenu tolikrat, az jeji koeficienty bu-
dou dostatecné rychle klesat a pak vysledny soucet derivovat ¢len po ¢lenu
ve smyslu distribuci.

Poissonova sumac¢ni formule

Vztah
1 1
2 cos2mnx = —1 + On,s
1 —00
se da prepsat v jiném tvaru
i g S |
eZmnx — 5n

—00 —00

Pouzijerpe;li Fourierovu transformaci (na testovaci funkei ¢(z), tj. pokud
Y(y) = g p(z)e ?™Wdz), pak dostaneme pouzitim piedchoziho vztahu na
testovaci funkci ¢ rovnost

—00 —00

ktery se nazyva Poissonova sumacni formule.
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1.6 Slozeni distribuce s difeomorfismem

Predpokladejme, Zze h je difeomorfimus oteviené podmnoziny 2 C R™ na
jinou otevienou podmnozinu €2 v R™. (V této prednésce slovo difeomorfismus
oznacuje nekonec¢né diferencovatelné zobrazeni 2 na ), pro které existuje

inverzni zobrazeni najQ; kperf je také nekonecné diferencovatelné.) Jacobiho

matice Jh(z) := det g—gj‘ je pak nenulovéa funkce na ).

Je-li T, € D (Q) regularni distribuce, zadand pomoci lokdlné integrova-
telné funkce u(y),y € Q, pak je také slozend funkce u(h(x) lokdlné integro-
vatelnd na Q a jeji hodnota na testovaci funkci ¢(x) € D(Q) je ddna vzorcem
(pomoci véty o substituci)

1 1 1
-1
ulb(@)ple)ds = _a)eh™ ) o
To vede k nésledujici definici.

Definice 1.6.1 Predpokladejme, Ze h je difeomorfimus oteviené podmno-
Ziny @ C R™ na jinou otevienou podmnozinu €2 v R™. Pro danou distribuci

T =T(y) € D'(Q) definujeme distribuci T'(h(x)) € D'(Q2) predpisem
(T(h(z)), ) = (T(y), 2(y)),
kde ¢ € D(Q) & ©(y) := rgsrangy 2(h-())-

Priklad 1.6.2 (1) Standardni a velmi Casty specialni pripad je tento: pred-
pokladejme, Zze h : R®™ — R" je tzv. afinni zobrazeni, tj. y = h(z) =
A-z+0b A€ GL(n,R), z,y,b € R™. pak h je difeomorfismus a pro li-
bovolnou distribuci T plati

1

_ mmy), P(AY - (y = b))

(T(A-z+0D),p)
Jako specialni pFipad dostaneme také slozeni distribuce s posunutim: pro
a € R™ plati
(T(x +a),¢) = (T(x), p(z — a)).
(2) Rozmyslete si sami:
(i) Pokud T = dp,, pak dostaneme

(Bo(4-2).) = 3 (T (A1) = rgre(0),

tedy
1

=——39 .
) = Tqer a1 0@)
Vsimnéte si, Ze tedy Diracova delta funkce &g je invariantni viéi libovolné
linedrni substituci y = A -« pro matice A € SL(n,R).

0o(A-x
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(ii) Velmi uziteCny je také vzorec pro sloZeni distribuce s dilataci. Pro
a > 0 uvazujme dilataci, tj. difeomorfismus R™ na R™ dany vztahem y = ax.
Pak jako speciaoni pFipad (1) dostaneme vztah
1
(T(az), ) = —(T(x), p(x/a).
Specielné,
1
{do(az), p) = —{o(2), p(z/a)),

1.7 Lokalizace distribuci.

Pro distribuci nelze definovat rozumné hodnotu distribuce v bodé, lze ale
definovat restrikci distribuce na otevienou podmnozinu. Predpokladejme, zZe
jsou dény dvé oblasti ' C Q v R™. Abychom si definovali takovouto restrikci
distribuce T z Q na ', ukdZeme nejdiive, Ze je mozné povaZzovat prostor
testovacich funkci D(Q') za podprostor prostoru D(2). Je-li ¢ € D(),
dodefinujeme ¢ v bodech Q mimo €’ nulou. ProtoZe mé ¢ kompaktni nosic¢
v ' je toto rozsifeni hladké funkce v Q. Pak pro kazdou distribuci T' € D' (Q)
je zuzeni T'|o/ opravdu jen ztzeni funkcionalu 7' na mensi prostor testovacich
funkci.

Funkci f 1ze zadat nékolika predpisy na nékolika ¢astech jejiho definic-
niho oboru. Pokud se tyto ¢asti definiéniho oboru prekryvaji a prislusné
definice se na spole¢ném priniku shoduji, je tim zfejmé funkce dobie defi-
novana. Analogickd véta plati i pro distribuce.

Véta 1.7.1 Je-li Q; libovolny systém otevienych mnozin a 2 = U;;, pak
pro kazdy systém distribuci T; € D'(€);), ktery splfiuje podminku Vi, j, T;|4 =
Tjla na A := Q; NQ;, existuje pravé jedna distribuce 7' € D'(Q2) s vlastnosti
Vi, T, = T;.

Definice 1.7.2 Predpokladejme, Ze T' € D'(2). Jeji nosi¢ supp T je defino-
van, jako mnozina vsech bodd z € Q takovych, Ze neexistuje okoli U bodu z,
pro které by platilo 7’|y = 0.

Mnozina supp T je charakterizovana vlastnosti, ze Q —supp T je nejvétsi
oteviend podmnozina U C €, pro kterou plati Ty = 0 (to je jednoduchy
disledek Véty 1.7.1). Plati tedy, Ze

T € D'(Q), p € D(Q), suppT Nsuppp =0 = T(p) = 0.

Podobné se definuje singularni support 7'. Je-li T' € D'(2), pak singularni
support sing supp T je mnozina vsech bodd = € Q s vlastnosti, Ze neexistuje
okoli U bodu z, pro které by T'|;; byla regularni distribuce, zadané hladkou
funkci na U. Alternativngé, mnozina U = Q) —sing supp T je nejvétsi oteviena
podmnozina v Q s vlastnosti, Ze restrikce 7" na tuto mnozinu je regularni
distribuce zadana hladkou funkci.



1.7. LOKALIZACE DISTRIBUCI. 15

V zévislosti na nosici distribuce T je mozné rozsitit defini¢ni obor 71" na
veétsi mnozinu testovacich funkei. Je-H napt T’y regularni distribuce zadana
funkcei f € L10.(52), pak integral  fodx je dobie definovany pro kazdou
testovaci funkci ¢ € £(Q), pro kterou je supp T N supp ¢ kompaktni pod-
mnozina ). Pro pohodli se domluvme, ze symbol A CC €2, oznacuje to, Ze
uzévér A je kompaktni podmnozina Q. Obecné plati nasledujici véta.

Veéta 1.7.3 Necht T' € D'(Q2) a supp T je jeji nosic. Pak existuje pravé
jedna linearni forma T' ha mnoZiné testovacich funkci

(1.7.1) {p € E(Q)|supp T Nsupp ¢ CC N}

takova, Ze plati
(i) T(p) = T(¢) pro viechny ¢ € D();

(ii) T(p) = 0, pokud supp T N supp ¢ = .

Hlavni myslenka dikazu je prosta. Zvolme libovolné testovaci funkci ¢ €
D(Q) tak, aby 1) = 1 v okoli supp ¢ N supp T. To je mozné, protoze mnozina
supp ¢ N supp 1" je kompaktni a je tedy dost mista na to, aby funkce ¢ méla
kompaktni nosi¢ v ). definujeme prislusné rozsireni T predpisem

T(p) = T(¥), ¢ € E(Q).

Zbytek diukazu je jen ovéfeni, ze toto rozsifeni je jediné mozné. Cely dikaz
je mozné najit v apendixu.

Dohodnéme se, ze vzdy rozsifime defini¢ni obor dané distribuce na mno-
zinu testovacich funkeci popsanou v (1.11.5) a Ze toto rozsifeni oznacime
stejnym symbolem T

1.7.1 Distribuce s kompaktnim nosi¢em

Je-li tedy T distribuce s kompaktnim nosi¢em v €2, pak ji podle pfedchozi
véty muzeme rozsifit jako linearni funkcional na vétsi prostor testovacich
funkci £(€2). Distribuce jsou definovany jako linedrni funkcionaly na D(2),
které jsou spojité pro vhodnou konvergenci na prostoru testovacich funkci.
Pro distribuce s kompatktnim nosi¢em vznika prirozena otazka, zda je mozné
také tuto specidlni tf¥idu distribuci charakterizovat pomoci vhodné pod-
minky spojitosti na prostoru testovacich funkci £(2). Odpovéd je obsaZena
v nasledujici definici a vété.

Definice 1.7.4 Konvergenci na prostoru £(Q) zavedeme takto. Rekneme,
Ze posloupnost ¢; € £(€2) konverguje k nule, pokud tyto funkce konverguiji,
spolu se vSemi svymi derivacemi, lokalné stejnomérné k nule. Podrobnéji
feceno, ¢; — 0 v £(2), pokud VK kompaktni v Q a Ya plati 0%¢; = 0 na
K.



16 KAPITOLA 1. DISTRIBUCE

Ekvivalentné Ize tuto podminku vyjadfit takto. Pro kazdou kompaktni
mnozinu K a kaZzdé pFirozené Cislo & definujeme pseudonormu

I
ok, i = sup [0%p(z)], ¢ € £(Q).
|a‘<k:v€K

Pak p; — 0 v £(Q2) pravé kdyZz VK C 2 kompaktni a V& prirozene plati
|©jlk,c — 0.

Véta 1.7.5 Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) Linearni funkcional T' na £(2) je spojity.
(i) Existuji C € R, k pFirozené a kompaktni mnozina K C () takoveé, Ze
Vo € £(Q) plati
T(p)| < Clelkk-

(iii) T je distribuce z D'(2) s kompaktnim nosi¢em (rozsifena podle nasi
dohody na celé £(12)).

Dtikaz této véty je mozné také najit v Apendixu.

P¥iklad 1.7.6 UvaZzujme funkci =3, Re\ > —1, kterd ma hodnotu z* pro
x > 0 a jinde je nula. Je to funkce lokalné integrovatelna na R, tedy urCuje
distribuci v D’(R). Nosi¢ této distribuce je ale obsazen v intervalu < 0, +c0),
tedy mohu tuto distribuci rozsiFit a definovat ji i pro testovaci funkce, které se
chovaji libovolné u minus nekoneCna. Misto poZadavku, Ze ¢ méa kompaktni
nosic stai poZadavek, Ze existuje L € R, pro které p(z) =0 pro x > L.

Diky tomu, Ze rdst nasi funkce v plus nekoneénu je polynomialni, mohl
bych dokonce rozsiFit pFislusny funkcional i na testovaci funkce, které rychle
klesaji v plus nekonecnu. Jedna z takovychto funkci je funkce e~*. VSimnéte
si, Ze pak

3™ (e) = T(\).

1.8 Homogenni distribuce

Poznamka 1.8.1 Kazdy vi, Ze je snadné najit realnou funkci f, ktera ma
v z € N predepsané hodnoty, napf. mohu chtit aby f(n) = (n — 1)!. Tako-
vychto funkci je hodné. SloZit&jSi uloha je najit holomorfni funkci F(z) (na
vhodné oblasti) pro kterou plati totéz, t.j. napf. F'(n) = (n — 1)!. Problém
je v tom, Ze hodnoty F' v malém okoli libovolného bodu (a dokonce jesté o
hodné mensi informace) urcuji jednoznacné hodnoty holomorfni funkce na
maximalni oblasti, na kterou lze rozsiFit. Pokud bych zacal funkci definovat
v okoli 1, pak musim hodnoty pobliz 1 zvolit tak, abych se strefil do zadanych
hodnot ve vSech prirozenych &isel najednou.

Je proto pozoruhodny fakt, Ze takova holomorfni funkce existuje. Uz jsme
ji v této prednalce potkali, je to Gamma funkce I'(z), ktera je holomorfni
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na celé komplexni roviné kromé zapornych celych cisel a pro kterou, jak uz
vite, opravdu plati I'(n) = (n — 1)!. Podobn4, ale jeSté sloZit&jSi uloha se d&
formulovat takto:

Najdéte parametricky systém distribuci 7'(z) € D',z € C, ktery na kom-
plexnim parametru z zavisi holomorfné s vlastnosti T'(—k) = 6% (), k € N.

Uvidime, Ze vhodné FeSeni uvedné Ulohy umozZni zaroven ukazat cestu
k FeSeni dalsi, vice méné nesmysiné ulohy. Chtéli bychom, abychom kromé
prvni, druhé, tfeti, atd. derivace uméli pocitat (v néjakém vhodném, blize
nespecikovaném smyslu) polovinovou, tfetinovou, 7-tou, nebo dokonce (1 +
5i)-tou derivaci! O tom ale vic pozdgji.

1.8.1 Distribuce Xj.

Priklad 1.8.2 Zkusme si rozmyslet, pro které hodnoty parametru X je funkce
z*, A € C lokalné integrovatelnd na intervalu = € (0,0c). PFipomefime si,
ze 2* = A% a |2*| = 2B° A Funkce % o € R ma konegny integral na
intervalu (0,1) pravé kdyz o > —1.

Tedy funkce z* je loké&lné integrovatelna na R pravé kdyZ? Re A > —1.

Definice 1.8.3 Pro A € C oznagime symbolem z3 funkci

) = 2 pokud z > 0;

) = 0 pokud z < 0.

Pak 23 € L1 1,(R) & Re A > —1. Pro tyto hodnoty X tedy funkce repre-
sentuje regularni distribuci, kterou budeme oznaCovat stejnym symbolem.

Poznamka 1.8.4 Pro A € C,Re X\ < —1 nelze pomoci funkce z* definovat
primo odpovidajici distribuci. Radi bychom ale nasli néjaky postup, jak de-
finici vySe uvedeného parametrického systému distribuci roz$iFit i na ostatni
hodnoty parametru. MnoZina komplexnich €isel, pro kterou se ndm obecnou
mocninu podafilo jako distribuci definovat je dost velkd a tak zkusime rozsi-

Fit definici co nejdal pomoci analytického pokracovani holomorfnich funkci.

3. pfednaska

Definice 1.8.5 Necht T je parametricky soubor distribuci pro A € Q c C.
Rekneme, Ze Ty holomorfné zavisi na X, pokud pro viechna ¢ € D je (T, ¢)
holomorfni funkce na oblasti €.

Je-li T, parametricky soubor distribuci, ktery holomorfné zavisi na \
Q2 C C, pak je ihned z definice vidét, Ze totéZ plati pro derivace T3 (nebo
indukci pro jakékoliv vySsi derivace).

Ptedpokladejme, Ze soubor T, mé v bodé )\ isolovanou singularitu (tj.
pro kazdé ¢ € D(Q2) ma holomorfni funkce (T, ) v bodé A\ isolovanou
singularitu). Pak distribuci resy, 7 definujeme predpisem

(resx, Th, ) = resyy (I, ¢).
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Je ziejmé, ze soubor distribuci Ty = z23; Re A > —1 zavisi na této mno-
ziné holomorfné na A\ (sta¢i ovéfit splnéni C-R podminek pro komplexni
derivaci derivaci za integralem). Na jak velkou mnozinu jde (pro pevné zvo-
lenou testovaci funkci ¢ ) tuto holomorfni funkci rozsiit?

Existuje vice zpiisobt, jak pozadované holomorfni rozsifeni distribuci a3
sestrojit. Nejjednodussi varianta vyuziva toho, ze umime kazdou distribuci
derivovat. UvaZzujme nejprve pravou polorovinu A € C|ReA > 0. Pak je

funkce x3 spojita v nule a podle Véty 1.4.5 plati

d -
%(xi) = (z}) = a7t

To umoznuje pro vSechny A € C; Re\ > —2, \ # —1 definovat

g G )
+ - A+l + P A+1

Na oblasti Re > —1, kde je pfislusna distribuce jiz definovana a regularni
obé definice, diky vzorci (1.8.1), ziejmé splyvaji. Obdobné lze pomoci vyssich
derivaci postupovat dal.

Abychom nemuseli opakovat totéz dvakrat, zavedeme si zaroven pro \ €
C,Re|\ > —1 reguléarni distribuci 2}, kterd je zadané funkci, ktera se rovna
pro zaporné z funkci |z|* a ktera je rovna nule pro kladna é&isla z. Pro
A, Re A > —1 plati

1 -

2 o(x)dr = 2[Mp(—2)d.

0 —00

Ziejmé tedy @} = (—2)*, . (2}, p(@)) = (@), p(~2)).

Definice 1.8.6 Necht k je pevné pFirozené Cislo. Pak pro kazdé A € C, Re >
—k—1,\# —1,-2,...,—k definujeme distribuci =3 € D’(R) pFedpisem

(@3, ™)
A+ +2) ... (A + k)

(@2, 9) = (=)
Pro tytéZ \ definujeme distribuci z* € D'(R) predpisem

(@3, () = (22, p(~2)).

Je snadné si rozmyslet, Ze vySe uvedend definice je bezesporna. Pro dvé
ruznéa k jsme sice definovali tutéz distribuci dvéma riznymi zpisoby, ale pro
pravou polorovinu A, Re\ > 0 obé definice splyvaji a z principu analytic-
kého pokracovani to tedy plati na celém pruniku defini¢nich obort. Zakladni
vlastnosti téchto distribuci jsou obsazeny v nésledujici vété.
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Véta 1.8.7 (1) Distribuce x3 jsou vy3e uvedenym vzorcem definovany pro
libovolng A € C — {—1,-2,...} aplati zz} = )",

(2) V bodech A = —k, k € N plati

(_1)k—15(k—1)

IreS\=—k ‘Ti\_ == (k’ — 1)' ;
§k=1)
IreS\=_—r T= = m

(3) L(z2) = Azd~! kdykoliv 0b& strany maji smysl.
(4) V bodé X = 0 se distribuce z} rovna Heavisideové theta funkci.

Dlkaz.
(1) Plyne z rovnosti pro A, ReA > —1 analytickym pokracovanim.
(2) Z definice 3 plyne Ze

1 1 A+n_(n)
resy=—n, Th,p = lim (—1)" s ™) .
T AS—n A+1D)A+2)...(A+n—1)
Ale
i (23", o) _ (8(z), ™) _

e O+ DA+ ... A tn—1) (n+tD)(—n+2)...(—n+tn—1)

_ ")
n=1)(n-2)...(1)
Residuum pro z2 se snadno dostane z vzorce (1).

(3) Rovnost se snadno ovéfi piimou derivaci v oblasti A € (—1,0). Z
principu holomorfniho pokracovani pak plati vSude, kde maji obé strany

A

smysl.

(4) Thned z definice.
Cviceni. Rozmyslete si, Ze je mozné definovat 27 nasledujicim ekvivalent-
nim zplsobem.

1 o 1
o) = deldr=  Pe@drt 2 e(e)ds =
0 0 1
o 1
= Alel) - odr+ 20 T oy
2, RN ] 2 I o
Re A>—2 AFE-1 AeC

Tento piedpis tedy definuje distribuci z} pro libovolné A € C,Re A >
—2, A # —1. Podobné budeme chtit postupovat krok za krokem dal a defi-
novat tuto distribuci pro vSechna A € C, kromé zapornych celych ¢isel.
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Podobné pro Re A > —n—1;\# —1,-2,...,—n
A — A a" ! 1 =+ A
(T450) = " [p(z)=¢(0)—¢' (0)z—- '—m@(”_ )(0)]da+ L p(z)da+
ljgﬁ(k—l)(o)
T DIt R
k=1 )
Pokud Re A € (—n — 1, —n), pak dostaneme také
A =+ A z" 1
/ n—
@)= 2le(@) = 90) — @O~ = o= mw( )(0)]da.

1.8.2 Normalizace distribuci Xi.

Ziskali jsme velmi pékny systém distribuci, ale zatim jsme jesté nevytesili
puvodni tlohu najit holomorfni soubor distribuci, ktery by se v danych bo-
dech rovnal derivacim Diracovy delta funkce. Mtzeme ale zkusit odstranit
singularity v celych zapornych cislech tim, Ze budeme nas systém distribuci
délit vhodnou meromorfni funkci tak, aby se pdly zkratily. Nejjednodusi zpa-
sob, jak meromorfni funkci se stejnymi poly najit je pouzit distribuci 2 na
vhodnou testovaci funkci. Zkusme vzit ¢ = e™®. Pak (273,e5%) = T(A +1).

Véta 1.8.8 Definujme normalizované systémy distribuci y2 € D’(R) pred-
pisem

A
A T3
=———— AeC—{-1,-2,...
X:I: F()\ + 1)5 S { 9 ) })
pak lze tyto systémy holomorfné prodlouZit i do bodl A\ = —k,k € N a
vysledné systémt budou holomorfni systém na celém C. V bodech A = —k, k €
N pak plati
(k) = LE — k=1
X+ T(A+1)
A=—k
a
x- (k) = —AE = (~DF 10D
B r'(A+1) 3

Na celém C plati £ (x2) = x3t.

DUkaz. V okoli bodu A = —k plati zaroven

T(A+k+1)

T )=y o+ h

(xR o)

<$i\-7<ﬁ> = (_1)16()\_,_1)()\4—2)...()\"‘]{3)'




1.8. HOMOGENNI DISTRIBUCE 21

Tedy
0, ) = (“DFOATE By = (AR B ).

Tedy
= = 8¢,

Vzorec pro x» se odvodi stejné.
Vztah %(Xﬁ\r) = x27 ! se snadno ovéH pro A € C, Re A >0 :

A—1 A—1
d xi B Axs T 1

de T(A+1) T(h+1) T(n) ™

7Z principu holomorfniho pokracovani pak plati v celém C.

1.8.3 Distribuce |x|*, |x|*sgn(x).
Dalsi dva systémy distribuci jsou definovany jako linearni kombinace:

|z =2 + 2, |z} sgn(x) = 2 — 2t

Jako cviceni si rozmyslete vlastnosti téchto distribuci. Spocitejte si, ze
existuji limity (m € N)

i A, i A
,\Jinzm’x‘ ’ ,\Higﬁl)ﬂx’ sg1.]

Pro tyto specidlni pripady si zavedeme nasledujici prirozené oznaceni:
—2m ._ i A —2m+1 ._ | A
rM = limy o 2]t @ 2T = limy (o) |2] sgn ().

Rozmyslete si, Ze distribuce, nékdy oznacované jako hlavni hodnota 1/z

je totéz jako vyse uvedena distribuce z 1.

1.8.4 Distribuce (x £ i0)*.

Definice 1.8.9 Pro Re A > —1 jsou distribuce definované vztahy

2 +40)* := lim (2 + iy)>
(@ +i0)" o= (o + i)

x —i0)* := lim (2 — iy)>
(& 10)" = i — i)

In(x +10) := lim In(x + 1
(@ +10) = lim In(a + i)

regularni distribuce, pFislusné limity jsou lokalné integrovatelné funkce. Snadno
se spoCita, Ze pro z > 0 plati

(z +i0)* = (z — i0)* = 2,
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zatimco pro x < 0 dostaneme
(x +i0)* = ez, (x —i0)* = e [a|.
To vede k ekvivalentni definici

MA A AT A
=z o
(z +10) rh + e

(z —i0)* == 2 4+ e Az

pro libovolné \ £ —1,—2,.... ProtoZe je leva strana definovana pro libovolné
A komplexni, musi se v zapornych celych Cislech pFislusné singularni ¢leny
odeCist.

Pozndmka 1.8.10 Da se dokézat (pfipad &k = 1 je tzv. Sochockého for-
mule), Ze

im(—1)k1
(z + io)—k — gk F (5{: _1)1)! 5(k—1)(x)

To vede k ekvivalentni definici distribuci z =% :
1
z k= sl + i0) % + (x —i0)F]; k e N.
a ke vztahu

(z +i0) ™% — (z —i0) ™" = —2m7((;1_)k1; o¢=D ().

1.9 Fourierova transformace distribuci

1.9.1 Temperované distribuce.

Pro Gcely Fourierovy transformace se ukazalo byt velmi uzitecné pouzivat
prostor S(R™) rychle klesajicich funkei. Je to podprostor prostoru D(R"), a
pojem konvergence se v ném zavadi jinym zpiisobem.

Definice 1.9.1 Schwartzlv prostor S rychle klesajicich hladkych funkci na
R™ je definovan takto. Rekneme, 7e hladka funkce ¢ klesa v nekone¢nu rych-
leji nez libovolny polynom, pokud pro libovolny multiindex « a libovolny
polynom P(z) je funkce P(z)0%p(x) omezend na R™. Je jednoduché cviceni
ukdazat, Ze rychle klesajici funkce Ize ekvivalentné charakterizovat podminkou

161l = sup [(1 + [2[*)*]0%(z)| < oo
zeRN

pro libovolny multiindex « a libovolné pFirozené Cislo k.
Rekneme, Ze posloupnost hladkych funkci @, konverguje k nule v £, pokud
pro kazdy multiindex o a pro kazdou K kompaktni 0%¢; = 0 na K.
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Véta 1.9.2

(1) Plati inkluze D(R™) C S.

(2) Plati i topologicka inkluze, tj. posloupnost konvergujici v topologii men-
Siho prostoru konverguje také v topologii prostoru vétsiho.

Dikaz.
(1) Je zfejmé pfimo z definice.
(2) Staci si uvédomit, ze plati odhad

sup [P(2)0%;(@)] < Cr.psup|0®ip; ()],

kde konstanta Cg p zévisi na kompaktni mnoziné K a polynomu P. Po-
kud ¢; konverguji k nule v prostoru D(R"), pak podle definice konverguje
supgn [0%¢;(x)| k nule, tedy také pro kazdé k nezaporné celé a pro kazdé a
konverguje ||@;||k,o k nule.

]

Definice 1.9.3 Prostor temperovanych distribuci S’ je prostor viech spoji-
tych linearnich funkcionalll na Schwartzové prostoru testovacich funkci S.

Véta 1.9.4 Plati inkluse S’ c D'.

Dikaz.

Necht T je distribuce v &’. Protoze plati D C S, je restrikce T na D
dobfte definovany linearni funkcionél. Staci tedy ukazat, Ze je spojity. Pred-
pokladdejme, Ze posloupnost testovacich funkci p; € D konverguje v prostoru
D k nule. Ve Vété 1.9.2 jsme ukazali Ze vnoreni prostori je spojité zobrazeni,
¢; tedy konverguji k nule i v prostoru S. Ze spojitosti 7' na S pak plyne, Ze
T(¢;) konverguji k nule.

d

1.9.2 Fourierova transformace pro temperované distribuce.

Poznamka.

V druhém roc¢niku jste se dozvédéli zakladni fakta o Fourierové trans-
formaci a jeji vlastnostech. Tato transformace byla definovana prirozenym
zpusobem pro funkce integrovatelné, zobrazovala prostor rychle klesajicich
hladkych funkci S(R™) na sebe a bylo mozné ji rozsifit na isomorfismus Hil-
bertova prostoru Lz(R™) na sebe. Nyni bychom chtéli rozsitit Fourierovu
transformaci na vhodné prostory distribuci.

Je snadné najit zptisob jak toto rozsifeni definovat pro temperované
distribuce z S'(R™). Jsou-li funkce f,g z S(R™), pak

1 I 1
F(f)g = f(@)e 2™z g(€)de =
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I A 1 1
= 9(&)e 2 @Ode  f(zx)dr = fF(g).

Chceme-li definovat F pro distribuce tak, aby definice souhlasila s vyse
uvedenou rovnosti pro regularni distribuce definované pomoci hladkych funkci,
nabizi se nasledujici definice.

Definice 1.9.5 Pro libovolné T' € S’ definujeme Fourierovu transformaci
F(T) predpisem
(F(T),9) == (T, F(9)),9 €S.

Veéta 1.9.6 (1) Zobrazeni F: S — S’ je prosté a na;
(2) inversni zobrazeni F~1 je dano vztahem

(3) F a F~1 jsou spojita.

DUkaz. Prvni vlastnost je okamzitym diisledkem téZe vlastnosti pro S. Druh4
vlastnost nabizi definici inverzniho zobrazeni, pro které se ihned ovéri, ze je
opravdu inverzni. Déle, T,, — T v &' pravé kdyz Vg € S (T,, F(g9)) —
(T, F(g)), coz plati pravé kdyz Vg € S (cF(T,),9) — (F(T),g), coz je
ekvivalentni s F(7,,) - T v §'.

Vsimnéte si, ze rozsifeni Fourierovy transformace na Hilbertiv prostor
Ly(R™), odvozené loni, je specidlnim pfipadem nasi soucasné definice pro
distribuce.

4. prednaska

Poznamka 1.9.7 V posledni pfednasce jsme si definovali Fourierovu trans-
formaci pro temperované distribuce. Jina (a jak se ukaze ekvivalentni) de-
finice je zaloZzena na faktu, Ze prostor S je husty v prostoru S’ tempero-
vanych distribuci (viz Véta 1.9.11 v pristim paragrafu). Tato ekvivalentni
definice je velmi uziteCna pri odvozovani vlastnosti Fourierovy transformace
temperovanych distribuci, které se snadno pfenesou z vlastnosti Fourierovy
transformace hladkych funkci.

Zminénd ekvivalentni definice Fourierovy transformace pro temperované
distribuce se da formulovat takto. Je-li T € &', pak existuji hladké funkce
fn € S takové, Zze f, — T v prostoru S’. Z predchozi véty plyne, Ze pak
F(fn) — F(T) v S'. Tato limita by tedy mohla byt ekvivalentni definici
(zaroven toto tvrzeni ukazuje existenci limity a jeji nezavislost na vybéru
priblizovaci posloupnosti). Pomoci této ekvivalentni definice se snadno roz-
SiFi platnost formuli pro Fourierovy transformace z protoru S na prostor
S'.

Véta o hustoté (Véta 1.9.11) se dokazuje pomoci konvoluci distribuci.
Nyni si tento pojem zavedeme.
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1.9.3 Konvoluce distribuci

Poznamka 1.9.8 Ptedpokladejme, Ze jsou dany dvé funkce f(z), x € R™ a
9(y), y € R™. Pak definujeme tensorovy soucin téchto dvou funkci predpi-
sem F(xz,y) := f(x)g(y). Vysledkem je tedy funkce na R"*™. Pokud funkce
f(x),g9(y) zadavaji regularni distribuce T, T, pak funkce F(z,y) predsta-
vuje také regularni distribuci a plati

1 1 1

(Tr,o(x,y)) = f(@)g)e(z,y)dedy = [f(x)[ 9(y)e(z,y)dyldz =

= (Tt@), (Tyqy: (2, ) )-
To vede k nasledujici definici.

Definice 1.9.9 Jsou-li dany dvé distribuce S € D'(R") a T € D'(R™), pak
jejich tensorovy soucin definujeme predpisem

(ST, ¢(x,y)) = (S(x), (T(y), e(z,y))), ¢ € DR™™).

Totéz plati i pro temperované distribuce (tensorovy soucin dvou tempe-
rovanych distribuci je opét temperovana distribuce).

Véta 1.9.10

(1) supp(S® T) C supp S x supp T, tedy sou€in dvou distribuci z £ tam
také patri.

(2) (distributivni Fubiniova véta)

(T(x),(S), o(z,9))) = (S(y), (T(x), p(x,y))), ¢ € DR™™™).

(3) (asociativnost)
n® (Tz X Tg) = (T]_ X Tz) ® T3.

(4) (spojitost) pokud 7;, — T'v D',S8" nebo &, pak T, ® S - T ® S.
()
0/0xi(T(x) ® S(y)) = (9/0z:T(x)) @ S(y);

a(z)(T(x) @ S(y)) = (a(2)T(z)) @ S(y); a(z) € D.

V tomto odstavci nebudeme véty dokazovat. Vétsinou jsou dtisledkem
podobnych vét pro hladké funkce a limitniho prechodu, popsaného v na-
sledujici vété. Poznamky o myslenkach dtikazu lze také najit v prislusnych
oddilech skript P. Cihak a kol.: MA pro fyziky V.

Velmi uzitecna informace pro pochopeni vlastnosti distribuci jsou véty
o hustoté hladkych funkci v prostorech distribuci, které umoznuji odvodit
prislusné vlastnosti ze znamych vlastnosti regularnich distribuci a limitniho
prechodu.
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Veéta 1.9.11 Prostor D(Q) je husty v prostoru D’(Q2). To znamend, ze VT €
D'(Q)3f, € D(Q) takové, ze f,, — T v prostoru D'().
Je-li navic T € &', pak Ize zvolit f, tak, ze f, — T v prostoru S’.

Dllkaz. Vime, Ze existuje posloupnost funkci v, € S se stejné omezenymi
kompaktnimi nosici, které v prostoru S’ konverguji k Diracové delta funkci o.
Z vlastnosti konvoluce pak plyne, Ze pro libovolné T' € D’ plati T x 1), —
T %6 = T. Funkce T * 1, patii do D’, protoze funkce 1, jsou hladké a maji
kompaktni nosi¢ (detaily tohoto odvozeni nebudeme probirat).

Stejné se odvodi tvrzeni, tykajici se hustoty prostoru D(R™) v pro-
storu S’

Definice 1.9.12 Predpokladejme, Zze T, S € D’. Oznatme
Qr :={(z,y) e R"" xR"|||lx + y|| < R}, R > 0.

Necht pro TS € D’ plati, Zze pro viechna R > 0 je (supp T X supp S) N Qg
omezeny.
Pak definujeme konvoluci T x S € D’ predpisem

(TxS,0):=(T®S,p(x+vy)),p D.

Poznamka 1.9.13 Podminka ve vété zaru€uje, ze ma definice smysl, i kdyz
funkce p(z + y) nemé kompaktni nosi¢ v D(R™). Podminka totiz zaruCuje,
Zze prlnik nosice distribuce T"® S a nosice testovaci funkce je kompaktni,
a tedy Ze prislusna hodnota je dobfe definovana.

Podminka v definici véty je ¢asto disledkem jesté jednodussich predpo-
kladl. Uvedme si ted alespor nékolik pFikladd.
(1) Staci, aby jeden z Ciniteld mél kompaktni (tj. omezeny) nosic.
(2) Je-li n = 1, pak staci, aby nosiCe obou distribuci byly omezeny s téZze
strany. To plati napf. pro T =z, S = /.
(3) Ve vysSich dimenzich staci napriklad pfedpokladdat, Zze oba nosice jsou
v témze (ev. posunutém) prvnim oktantu.

Véta 1.9.14 (1) Operace konvoluce je komutativni a asociativni
(2) Pokud maji vSechny uvazované distribuce aZz na jednu kompaktni nosic,
pak je jejich postupna konvoluce asociativni.
() 9/0x;(T x S) = (0/0x;T) * S; pokud maji obé strany rovnosti smysl
(4) Predpokladejme Ze T,, — T. Pak plati T, « S — T % .S, pokud bud
(a) S kompaktni nosic,
(b) vSechny distribuce T,, maji nosi¢ v téze kompaktni mnoZing,
() n =1 a a v8echny distribuce T, S maji nosi¢ stejné ohraniceny ze
stejné strany.
(5) supp(T « S) C supp T + supp S
6) 6xS=8%6=2S5,
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(7) Pokud T = T; je distribuce, ktera zavisi na realném parametru pak plati
%(Tt x S) = (%Tt) * S, pokud je splnén jeden z nasledujicich predpokladu:

(a) distribuce S ma kompaktni nosic,

(b) vSechny distribuce T; maji stejny kompaktni nosic,

(¢) n =1 a nosicCe v3ech distribuci T3, .S jsou stejné ohranifené ze stejné
strany.

1.9.4 Necelé derivace

Predpokladejme, Ze funkce g(x) je lokalné integrovatelnd a rovna nule pro
x < 0. Z analyzy je znama Cauchyova formule pro n-nasobnou primitivni

funkci. Pokud )
(1) = o o) — )" te
z) = ——+ x —
pak gfln) = g. To se ekvivalentné da vyjadiit pomoci konvoluce jako
(I,':L__l (I,':L__l
gn(z) = g(x) * [CEE g(z) * T(n)’

kde funkce g(x) a xﬁ_l jsou pro x < 0 podle definice rovny nule. To nas
inspiruje k nasledujici definici.

Definice 1.9.15 Prtedpokladejme, Ze A € C a g je libovolna distribuce, jejiz

nosic leZi v (0, c0). Funkci
A1
-—_ x+
ga(x) == g(x) = Ty

pak nazveme primitivni funkci fadu X k funkci g(z).
A—1

Ptedpoklady na nosi¢ g a vlastnosti nosice distribuce % zaruCuji exis-
tenci konvoluce.

A—1
Z rovnosti xr?—)\)\ r=—_r = 0¢) dostaneme

x)\fl

90 = g() * ﬁlpo = g(x) * §(x) = g(x),

xﬁ\:l

g-1=g(x) * TO) \=—1=g(z) *d'(z) = ¢'(2),
podobné pro vétsi n. To vede k definici

Definice 1.9.16 Prtedpokladejme, Zze A € C a g je libovolna distribuce, jejiz
nosic leZi v (0, c0). Distribuci
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pak nazveme derivaci fadu A funkce g(x) a budeme ji oznaCovat symbolem
d)\
g-x= Wg-

A—1
Predpoklady na nosi¢ ¢ a vlastnosti nosice distribuce = zaruuji existenci

ro)
konvoluce.

Zkusme dokézat rovnost
— -1 _
27t gk el

T T TO+p)

Uvazujme komplexni ¢isla A, i, pro kterd plati ReA > 0,Rep > 0. Leva
strana rovnosti se da napsat jako

it Mg g

xifl . Ty T ) de
LA T(w) o TN T(w)
Substituci £ = xt dostaneme rovnost

YU et ag = Mt N1 — 0 dt = LB ).
0 0
Dokazovand rovnost tedy plyne ze zndmého vyjadieni Beta funkce pomoci
podilu hodnot Gamma funkci. Podle principu analytického pokracovani pak
dokazované rovnost plati vSude, kde jsou obé strany definovéany.
Tim jsme zaroven dokazali, Ze pro libovolné (3, dostaneme
d° I%flg _— d?*g

def  dxv T daP

Pomoci takovéto 'necelé’ derivace je mozné Besselovy funkce fadu p vyjadrit
pomoci elementarnich funcki (cos, resp. mocnina).

1.9.5 Vlastnosti Fourierovy transformace temperovanych dis-
tribuci.

P¥iklad 1.9.17 (1) Zkusme nyni spogitat Fourier(v obraz distribuce =, \ €
C. Pro vypocet se omezime na A z intervalu (—1,0).

Zvolme &islo 7 > 0 pevné. Budeme potitat Fourier(v obraz F(zye=2777).
Protoze pfi 7 — 0 plati 3¢ 2""% — 23 v prostoru D/, stagi pak nakonec
udélat prislusnou limitu ve vysledku.

Funkce z}e™?""7 je zfejmé integrovatelna a tak jeji Fourier(v obraz je
dan integralem

1
F(xiefzmzefzmgz) — x/\6727r(7'+i£) Ty — x/\epxdx — Z)\epzdz’
0 0 R+
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kde p = —2x(7+i&) a integracni obor je kladn& realné poloosa R.. VVSimnéte
si, Ze argp € (7/2,37/2), tj. p patfi do levé poloroviny.

Integral spoCitdme pomoci substituce pz = —u,z = —u/p,dz = —du/p.
Integracni obor po substituci bude polopFimka ~ vychazejici z pocatku a pro-
chézejici bodem —p. ProtoZe je argument Cisla —p v intervalu (—m/2,7/2),
lezi ~ v pravé poloroviné. Funkce e~ * tedy exponencielné klesa na . To
umoznuje nahradit v komplexnim integralu z holomorfni funkce integracni
obor ~ realnou osou. Ve formulich niZze pouzivame hlavni hodnotu obecné
mocniny, ktera odpovida jednoznacné vétvi argumentu s hodnotami v inter-
valu (—m, 7). Dostaneme tedy

1 1 1

AePrdz = (—1/p)t wreVdu = (—1/p)M*t uwte du =
R+ vy R+

= (—p) " MDTA + 1) = —ie”*/22m) A IT(A + 1) (€ —i)" O,
protoZe —p = i27(£ —i7),i=e"/? a

(_p)—()\+l) _ e—i(A+1)7r/2 (5 o Z-T)—(A+1)
Limitnim prechodem 7 — 0 tedy dostaneme
F(xd) = —ie 2 2m) A ID(A +1)(€ —i0) ML

Po normalizaci dostaneme
—1 1

A
_ T —iOwDn/2(g AL i g)-A-l
T(A+1) € (2m) (§—1i0) :

Leva i prava strana rovnosti jsou celé funkce, a tak tato formule plati pro
libovolna A komplexni.
Alternativni verze je

L1 L1
3 . Iji)ﬂr/Z —A-1 _ _—idm/20—A-1
F m =1 € f_,_ — € 57 .

Specielné pro A=n =0,1,2,..., dostaneme

Flat) = W“ oL

napr. . . .
F(23) = F(0(x)) = %[f —i0] 7t = %ffl + 55(5)7

(2) Zcela obdobné se da ukazat (zkuste sami), Ze plati vztah
1 1

A
T _ fOFDT/2 9\ —A-1 - N—A—1
F 7P()\+1) e (2m) (£+10) )
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Veéta 1.9.18 Pro vsechny distribuce 7' € S’ plati

&
FIET) = (2 € (D), FPT) = ol (D)),
@
ET) = G P D) F NI = (2m) e 1)

(3) pro viechna S, T € &’ plati
F(S*T)=F(S) - F(T);FXS«T)=F1S) - F 1),
F(S-T)=F(S)« F(T); F XS -T)=F 1S« FYT)

ey
F(T) (&~ B) = F(T - & @M)(¢), e R"

F(I(z = b)) = e 2MOF(T)(€); be R
(

kde distribuce T'(z—b) je definovana predpisem T'(z—b)(¢(x)) = T(p(x+Db)).

®)
FF(T) = T(~a).

kde distribuce T'(—z) je definovana predpisem T'(—z)(¢(x)) = T(p(—2x)).

DUkaz. Sta¢i pouzit znamé vlastnosti Fourierovy transformace pro hladké
funkce a to, ze derivace, nasobeni polynomem, F, nadsobeni a konvoluce jsou
spojité zobrazeni.

Pro vypocet Fourierovy transformace distribuci s kompaktnim nosic¢em je
uzite¢na nasledujici véta, kterd umozinuje odbyt si jednou pro vzdy vypocet
a uvahu, kterou by bylo jinak nutné znovu a znovu pfi vypoctu opakovat.

Véta 1.9.19

(1) Necht T € S’ ma kompaktni nosi¢. Pak funkce a(¢) := T (e 2m(=:9)
patfi do S a plati 7(T') = a.

(2)Necht pro T plati slabsi podminka, Ze existuje o > 0 takové, ze T :=
eollelPT € &', Pak funkce a(¢) := T, (e~2i@e—ellzl*) patii do S a plati
F(T) = .

DUkaz. Prvni ¢st tvrzeni (hladkost, chovani v nekoneénu) je pouze tech-
nicka a nebudeme jeji detaily probirat. Pokud plati slabsi podminka ve véte,
patii T := e~°lleIPT do S

Podle definice

F(T)() = T(F(9)) = e T F(p)) = [T (F(e W) =

= [Ty @ 1¢)(e M2 p(£)e 2@ = 1(T,, (e o llolP p(£)e 28 =
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5. prednaska

1.9.6 Paley-Wienerova véta

sy

V predchozi ¢asti jsme si rozsifili Fourierovu transformaci na temperované
distribuce. Nyni bychom chtéli definovat Fourieriiv obraz i pro distribuce z
vétsiho prostoru D’. Abychom toto mohli udélat, musime si nejdiiv rozmys-
let, jak vypadé obraz prostoru D pii Fourierové transformaci.

7Z vlastnosti Fourierovy transformaace vime, Ze rychlost klesani vzoru se
pri této transformaci projevi hladkosti obrazu, a naopak stupen hladkosti
vzoru ma vliv na rychlost klesani v nekone¢nu prislusného obrazu. MiZeme
tedy ocekavat, Ze funkce s kompaktnim nosi¢em budou mit obzvlast pék-
nou hladkost. Opravdu, obrazy funkci s kompaktnim nosi¢em budou reilné
analytické na celé primce. Takovéto funkce maji holomorfni prodlouzeni na
celou komplexni rovinu (funkce holomorfni v celém C se obvykle nazyvaji
funkce celé). V této situaci bude pfirozenéjsi uvazovat misto prostoru D
prostor D, vSech funkei F' : R — C s komplexnimi hodnotami, jejichz redlna
i imaginarni ¢ast patii do D. Ne kazda celd funkce bude ale lezet v F (D).
Presny popis obrazu je pfedmétem nésledujiciho tvrzeni.

Definice 1.9.20 Oznatme H = H(C) prostor funkci holomorfnich na C a
ozname No = N U {0}. Definujme prostor Z takto:

- 1
Z = F(p) € H|Fa > 0Yq,l € NgIe > 0Vp € C (1 + |p|)[FP(p)| < ceallmPl

Poznamka.

(1) Vsimnéte si, ze konstanta a je stejna pro vSechny [, ¢ € Np, zatimco
konstanta ¢ = ¢, na [, g zavisi.

(2) Neni tézké si rozmyslet, ze podminka v definici prostoru Z je ekviva-
lentni analogické podmince, kde pfislusné nerovnost je nahrazena nerovnosti
Pl F (p)] < cqecmsl,

(3) Kterakoliv z téchto ekvivalentnich podminek fika, Ze na kterékoliv
svislé primce Rep = const. v komplexni roviné roste F' v nekonecnu nej-
vySe jako exponenciela, zatimco na kterékoliv vodorovné piimce Imp =
const.patfi prislusna funkce redlné promeénné do Schwartzova prostoru S,
(hodnoty funkce jsou v C).

(4) Je tedy zfejmé, ze pfi vypocétu kiivkového integralu F'(p)dp podél
obvodu obdélnika

Or:={p€C||Rep| < R;|Im p| € (a,b)}
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budou integraly pres svislé tsecky konvergovat k nule pii R — +o00. Integraly
F(p)dp ptes vodorovné piimky tedy existuji a nezavisi na umisténi pfimky
(tj. na volbé hodnoty Imp).

Véta 1.9.21 (Paley-Wienerova véta) Zobrazeni F je prosté na D a zob-
razuje tento prostor na Z.

DUkaz.
(1) Je-li f funkce hladka, s kompaktnim nosi¢em, pak existuje kladné
¢islo @', pro které plati supp f C (—d’,d’). Integral

L .
F(f)p)=  flx)e ?™Pdx

—a

existuje pro kazdé p € C a zfejmé je to funkce celd (staci derivovat podle
parametru p a ovéfit Cauchy-Riemannovy podminky). Protoze |e2™#P| <

e?!'m?l: ¢ = 27¢’ dostaneme pro ¢ = o f(x)|dx

F(f)@)] < e,

Pro libovolné ¢,1 € Ng patii funkce z!f@ opét do D, tedy stejnou
uvahou jako predtim dostaneme odhad

F (' fD)p)| = 2| p(F ()P )] < e,

ze kterého plyne, ze F(f) patii do Z.

(2) Naopak, je-li F' € Z, chceme ukazat, ze existuje f € D,, pro které
F(f) = F. Ozna¢me si redlnou a imginarni ¢ast ¢isla p takto: p = u + i v.
Zuzeni funkce F' na redlnou osu patii do prostoru S, tedy pro ni existuje vzor
v tomto prostoru pii Fourierové transformaci. Tento vzor je dan vztahem

1

f(z) = F(u)e*™%du,
R

Podstatné je, ze (podle Cauchyovy véty) tento vzor muZzeme vypocitat také
jako integral pres jakoukoliv vodorovnou primku. Zvolme hodnotu a € R
libovolné, pak ]
fle)= F(p)e*™Pdp,
Ra

kde R, je vodorovna primka Imp = «. Podle poznamky za definici prostoru
Z, funkce f nezavisi na volbé éisla a.

Jediné tvrzeni, které mame dokézat je fakt, Zze supp f je kompaktni.
Ukazme, ze supp f C (—a/27,a/2m), kde a je konstanta pro F' v definici
prostoru Z.
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Uvazujme nejprve ¢isla x > a/2mw, tj. ¢isla, pro které plati 2rz > a. Pak
pro libovolné a > 0 plati

1
f(SC) — e2mi (u+ia)xF(u + ZOé)du
R
a tedy
1 - ]
|f(z)] < . 6_27Ta$|F(u +ia)|du < ce~@rr—a)a i fTJu'Z

Pro a — 400 tedy prava strana konverguje k nule, a tedy f(z) = 0 pro
x> a/2m.

Pfesné stejnou uvahou (tentokrat pro o — —oo) se dokéze, ze f(x) =0
pro z < —a/2m.
Poznamka. Inversni Fourierova transformace F~! je na Schwarzové pro-
storu dana transformaci F—, zadané predpisem

1
F-(N© = fa)em@da,
Rn
Stejnym zptisobem jako ve vété se dokaze, ze F~ = F~1 zobrazuje prosté

D. na Z. Je tedy ziejmé, ze F zobrazuje naopak prosté Z na D..

Definice 1.9.22 Na prostoru Z budeme definovat topologii tim, Ze ji po-
moci Fourierovy transformace preneseme definici konvergence posloupnosti
z prostoru D. Rekneme, ze F,,, — F v prostoru Z, pokud F~1(F,) — F~(F)
v prostoru D..

Da se ukazat, ze je mozné charakterizovat konwvi i v prostoru Z
nasladujicim zptisobem. Pro p € C,, oznaéime |p|?> = %2

Tvrzeni. Plati, ze F,,, — F v prostoru Z pravé kdyz Ja > 0Vq € Np, o €
(No)™ Jc > 0 takové, ze Ym € N, p € C plati

(L+ [p)UED (p)] < ce™P

a navic F,, konverguji k F' stejnomérné na kazdém kompaktnim intervalu v
R.
Poznamka.

(1) Vsimnéte si, ze tvodni podminka v pfedchozim tvrzeni znamena,
ze Fourierovy vzory f,,, sestrojené v dikazu Paley-Wienerovy véty, maji
stejny kompaktni nosi¢. Podminka stejnomérné konvergence pak odpovida
podmince stejnomérné konvergence v prostoru D pro Fourierovy vzory. Je
tedy vidét, ze opravdu si konvergence na D a Z odpovidaji.

(1) Holomorfni funkce vic komplexnich proménnych jsou funkce, které
jsou holomorfni v kazdé jednotlivé proménné, pokud ostatni proménné za-
fixujeme. Z toho ihned plyne, %e v kazdé proménné zvlast spliiuji takovéto
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funkce prislusné Cauchy-Riemannovy rovnice. Teorie funkei vice komplex-
nich proménnych byla vytvorena po druhé svétové valce, je to velmi rozsahla,
elegantni a dilezitd soucist matematiky s bohatymi aplikacemi v ¢asticové
fyzice. Pro nase ucely stac¢i znat jen definici a vlastnosti analogické funkcim
jedné komplexni proménné.

(2) Zcela obdobné je mozné definovat analogii vySe popsané situace pro
vic proménnych. Pro parcidlni derivace budeme pouzivat jiz diive zavedené
oznaceni 0%, kde o = (a1, ... A\,). Obrazem prostoru D.(R™) pfi Fourierové
transformaci bude prostor Z definovany obdobné:

1
Z = F(p) € H|Fa > 0Vq,adc>0Vp e C (1+ |p|)¥0“F(p)| < cealimp|

(3) Vsechny tvrzeni, které plati pro Fourierovu transformaci na S ztsté-
vaji v platnosti i pro Fourierovu transformaci na D, protoZe (kromé rozsifeni
na funkce s komplexnimi hodnotami) jsou to prostory obsazené v S.

1.9.7 Dual k prostoru Z.

Definice 1.9.23 Prostor Z’ definujeme jako prostor vsech spojitych linear-
nich funkcionall na prostoru Z.

Priklad 1.9.24 (1) Prostor Z mUzZe byt povazovan za podprostor (komple-
xifikace) prostoru S (staci zUzZit funkci f € Z na redlnou osu v C). je tedy
snadné vidét, ze S’ C D..

Zaroven také vSechny regularni funkcionaly (tj. funkciondly zadané inte-
graci vzhledem k (lokalné) integrovatelné funkci) v D’ jsou priklady regular-
nich funkcionalli v D..

(2) V naSi specidlni situaci je mozné pojem regularni distribuce jesté
zobecnit a zavést pojem tzv. analytického funkcionalu. Predpokladejme, Ze
funkce ¢ je holomorfni v néjaké oblasti 2 C C a Ze ~ je kFivka v £ (pokud
je tato kFivka neomezend, napf. to mize byt parametricky zadana primka,
je tfeba pridat vhodné predpoklady zarucujici konvergenci uvazovanych inte-
grald). Pak definujeme funkciondl 7' = T, -, predpisem

1

(T,¢) == gp)op)dz, ¢ € Z.

ol
Vzhledem k tomu, Ze integrujeme holomorfni funkci, je jasné, Ze vysledek
integrace nebude zaviset na spojité deformaci integracniho oboru v oblasti €.
V typické situaci, kdy funkce ¢ je holomorfni napf¥. v celém C s vyjimkou
nékolika singularnich bodd, je zfejmé jen konecny pocet kFivek, které zadavaji
navzajem rlzné analytické funkcionaly.

Je-li napf. g = 5 (2 — 20),20 € C a je-li napF. + kruznice se stfedem
zo a kladnym polomérem, pak 7T, , = 0., (staCi pouzit Cauchyovu integralni
formuli).
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(4) Dalsi funkciondly lze ziskat derivovanim funkcionall existujicich.
Jako vzdy predtim definujeme pro 7' € 7’

(T,a gb) = (_Ta gb,)

(derivace ¢’ zde znamena komplexni derivaci holomorfni funkce).

(5) Zvolme g(z) = % a za v+ zvolme dvé vodorovné primky v C, ta se
znaménkem + v horni poloroviné a ta se znaménkem — v poloroviné dolni
(orientace na pfimkach je ve sméru rostouci realné ¢asti).

Oznacme ﬁ analytické funkciondly zadané dvojicemi (g,~v+) (vSim-
néte si, Ze hodnota téchto funkcionall nezavisi na poloze primek v horni,
resp. dolni poloroving).

Pak zrejmé

1 1
r—10 x40
Geometricky je tento vzorec zfejmy, misto integrace po spodni pFimce do-
prava a horni doleva deformujeme integracni obor do kladné orientované
kruZnice kolem pocéatku.

Také dalsi z tradi¢nich vztah( Ize dostat ihned geometricky. Integraci
podél vodorovné primky v definici distribuce ﬁ mUzeme nahradit integraci
podél kiivky +/ zadané néasledujicim zplsobem. NejdFive budeme integrovat
pres interval (—oo, —¢), pak pFes zaporné orientovanou polokruznici z Cisla
—e do Cisla €, a pak pres interval (¢,00) (nakreslete si obrazek!). Limita
integralu (pro ¢ — 0™) pies soucet prvni a tieti kFivky je pravé hodnota
distribuce 1/z na testovaci funkci, zatimco limita integralu pres prostredni
kFivku je —imp(0), tedy hodnota distribuce —i7d na testovaci funkci. Z toho
ihned plyne vzorec

= 271 0.

1 1

— = — —4md.
r+10 x
Podobné dostaneme
1 L + 1w
= — +mo.
x—10 T T
Souctem téchto vzorcl dostaneme
] [

1 1 n 1
2 z—i0 x+10

1
T

(6) Pfipometime si definici distribuci =% pro & € N. Jsou definovany

vztahem ] ]
1 1 1 1

kT2 (z+i0)k * (z —i0)k

Pomoci residuové véty ukazte, ze

1 (I

k-1
o r 1 P Gt )
2 (x+i0)* (z—1d0)k (k —1)!
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Z toho odvodte zobecnény Sochockého vzorec

1 1 —1)k1
= 4 2772'L5(k71).
(x £i0)k (k—1)!

(7) Rozmyslete si, ze plati nasledujici ekvivalentni definice distribuci
—k
x " keN.

— = lim |2/ —— = lim sgnz - |z
,\kal ™ L2k T %6 =]
Pomoci této definice ukazte, Ze hodnota téchto distribuci na testovaci

funkci ¢ je dédna vzorcem

z= M (p) =
_l:'loo 1 |:(|)+ ) 2|:|(0)+x2 T L2k—2 2% —2)0)
T, aZ PR e or¥ BN T T
resp.
z 2 p) =
L, , I:I, 2 1
p2k+1 o(x) —p(—z) =2 zp (0)—|—§¢ (0)+"'+m

Pro k£ = 1 dostanem znovu tvrzeni, ze nase distribuce % je totozna s
klasickou hlavni hodnotou v.p.1/x.

1.9.8 Fourierova transformace distribuci z prostoru D', resp
Z.

Nyni bychom chtéli rozsirit Fourierovu transformaci na distribuce, které jsou
prvky prostoru D.,. Aby definice souhlasila pro p¥ipad hladkych rychle kle-
sajicich funkci, resp. pro temperovanQ distribuce, chceme pouzit obvykly
predpis

(F(T),¢) = (1. F(9)), ¢ € Z.

Definice 1.9.25 Fourierova transformace F(T') na prostorech D., resp. Z'
je definovana pomoci vztahu

(F(T), ¢) = (T, F(9));

kde T €D, pe Z resp.do T € Z', p € D..

Priklady.

(1) Uz vime, ze F(§) =1, a F(1) = 4.

(2) Zcela obecné, pokud je funkciondl T' nejen v D., ale dokonce patii do
(komplexifikace) prostoru &', pak jeho obraz patii také do S’ (tj. lze jej de-
finovat pro libovolné testovaci funkce z S a je roven obrazu definovanému

111
dx,

LI 1

P2k =1)(0)  da
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dfive pro prvky z &’ (komplexné linedrné rozsifenému na komplexni line-
arni kombinace). To plati napfiklad pro distribuce s kompaktnim nosi¢em,
distribuci s nejvyse polynomialnim rtistem a vsSech jejich derivaci.

(3) Necht a € C je dané komplexni é&islo. Pak F(e?™ %) = §,_, = 6,. To
plyne z toho, Ze i pro tyto obecnéjsi distribuce poradd plati, ze Fourierova
transformace pfevadi nasobeni funkci 2™ ?®) na slozeni s posunutim. Je to
mozné také ukézat primo nasledujicim zpisobem:

f(eZﬂ'Z'a{L‘) — _7:( %)nxn _ %)n]:(x") —

0 n! 0 n!
_Feshyr 1 B e
| —2m)" |
0 n!  (—2mi) o
Ale pro ¢ € Z,
L1 L1
= Eangl (0)
0" (@)= —— = 9¢(a)
n! n!
0 0
Tedy

j:(eZWiaa:) — 5a-

2mier omezend a je to regularni

Vsimnéte si, ze pro a realné je funkce e
distribuce v &', zatimco pro a € C,a € R ma4 tato funkce exponencialni rist
v nekonecnu a je to tedy pouze element prostoru D.. Pro tato a je obrazem
delta funkce soustfedéna v bodé komplexni roviny mimo realnou osu a tak
zfejmé jiz nepatii do S'.

(4) Pomoci obrazi exponenciel lze snadno popsat obrazy trigonometrickych
a hyperbolickych funkci (zde je opét a € C):

F(cos(2max)) = %((5(1 +0_q); F(sin(2ra z)) = 2%((5(1 —0_q);

F(sh(2raz)) = %(5% — 61): Flch(2maz)) = %(@a F6):
(5) Jiz dfive jste si spocitali, ze
F(@d) = e O D29 =2 1D(A41) (6= 0) A1 = D(A+1)(2mi) AL (€—i0) A1,

a po normalizaci

—1 \ —1
Ty | CN—A—1
= (2 — .

F T+ 1) (27i) (&—10)
Vlevo i vpravo celé funkce a tak tato formule plati pro libovolna A komplexni.

V téchto vztazich se pouziva hlavni hodnota obecné mocniny.
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Alternativni verze je

1 1
xy lzil()\+l)7r/2 A—1 iO+D)T/2 p—A—1
F —— = T —e” AT
T+ 1) © & ¢ =
Specielné pro A =n =0,1,2,..., dostaneme
_ —n—1
F(zh) = W[S—w] o

Fouriertuv obraz Heavisideovy funkce je tedy

1 1 1
0y _ S P R P R
Fad) = F(0@) = 5l6 —i0] " = o€+ 25(6),
(6) Spocitejte si, ze plati obdobny vztah
L1 \ 1
x
- — (9i) M1 0y A1
F Tt (27i) (£+410)

Pomoci inverzni Fourierovy transformace ovéite, ze

(] (]
F x+i0)) = 2mi) Mxx) L

Linearni kombinaci tedy spocitejte, ze pro k prirozené
1 1 . . (|
—in(k+1) ink+1) &%
(27T)k;+l e 2 £+ — §

—1-k\ __ S+ 5—
Fla7) = e !

N | —

= r(2m)ki 1 F (sgn f)k—l:

Jako specidlni pripad tedy
F(z™b) = —imsgne.

(7)
Ze znamych Fourierovych obrazti lze pocitat dalsi pomoci zékladnich
vlastnosti. Vime, jak se chova Fourierova transformace pfi derivaci, nasobe-

nim polynomem a pii posunuti.
e o - C s 1 1
Spocitejte napt. Fouriertv obraz distribuce —=—,a € C, nebo —7 =
L[L — L]
2ilx—1 z+il”

6. pfednaska
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1.10 Fourierovy obrazy distribuci ve vice promeén-
nych.

V této Casti se budeme vénovat podrobnéji zajimavym distribucim ve vice
proménnych a jejich Fourierovym obraziim. Podobné jako v pfipadé jedné
proménné, za¢neme s distribucemi, které jsou homogenni. V pripadé vice
proménnych je mnoho typt takovychto distribuci.

Dalsi velmi vyznacny typ distribuci jsou rota¢né symetrické distribuce.
Regulérni rotacné symetrické distribuce jsou distirbuce, které jsou genero-
véany funkcemi, které zavisi jen na proménné r.

Na tivod si zavedeme tfidu rotacné symetrickych homogennich distribuci.

1.10.1 Distribuce r*, A € C.

Veéta 1.10.1 Definujme distribuci * € D’(R™) takto:

Pro pfipad A € C,Re A > —n je tato distribuce regularnj,—jeyepresen-
tovana pomoci lokalné integrovatelné funkce 7*, 72 = [z = ;2 naR" a
holomorfné zavisi na parametru A. Pomoci analytického pokraCovani lze tuto
distribuci definovat jako meromorfni funkci s hodnotami v D’(R"™), ktera méa
jednonésobné poly v bodech A = {—n,—n —2,n —4,...}.

Residuum v pélu A = —n je dano formuli

resy=_n || = Kndo(z),

kde ,, oznacuje povrch sféry S"~1 c R™.
Residuum v p6lu A = —n — 2k, k € N je dano vztahem

2@ (0) 5@ (p
resyx=—n—2k 7”)\(90) = S0(2}{;)(!) - (2/745()9'0)7

— 1
kde ¢(r) := gn-1 p(rw)dS.

Dilkaz.
Pro A € C,Re X > —n a pro testovaci funkci ¢ € D(R™) dostaneme ve
sférickych soutradnicich vyraz
1 L —1
(e’ ) = |aPp@)de= 71 prw)dS, dr =
RN 0 sn-1
= <7)\+n—17¢(7a)>’ Y e D(Rn)v

kde @(r) = E’t—l o(rw)dS a kde integrél je plosny integral prvniho druhu
vzhledem k proménné w pfes jednotkovou sféru S~ v R™.

Z vlastnosti testovaci ¢ je vidét snadno, Ze funkce @(r) je hladka pro
r > 0 a ma kompaktni nosi¢. Chovani této funkce v okoli nuly si zaslouzi
trochu pozornosti. Pro testovaci funkci ¢ zfejmé plati

L 1 .
o(x) = ¢(0) + 0;0(0)z; + ...+ Ojr e p(0)z gy ...z + ¢ (),
j j17"'7jk
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kde ¢/ = o(r*) v okoli nuly. Protoze integral pfes S"~! z liché funkce je
nulovy, je funkce @(r) sudé a plati

?(r) = knlp(0) + apr® + ...+ ager?t + O(Tzk)]a

kde ap; jsou vhodna ¢isla. Je tedy mozné funkci @(r) rozsifit sudé na celé R
a vysledkem bude funkce z D’(R), kterd ma vSechny derivace lichého fadu
v nule rovny nule.

D4 se také snadno rozmyslet, ze pokud ¢ € S(R"), pak ¥ € S(R) a ze
distribuce 7 patii ve skute¢nosti do S'(R™).

Dostali jsme tedy, ze

() = rE @ ().

Tvrzeni véty nyni plyne z vlastnosti funkce z3. Pély v n — k, kde k je
liché pfirozené &islo jsou odstranitelné singularity, protoze je distribuce x4
pouzita na testovaci funkci, kterd ma derivace lichého rddu v nule rovny
nule. Vztah pro ostatni pély plyne z vlastnosti residui distribuce z2. ]

Existuje alternativni a pfimy zpusob, jak definovat meromorfni prodlou-
zeni distribuci r*, podobny tomu, ktery jsme pouzivali v jedné proménné.
Jeho pouziti zaroven vede ke vztahu, jak vyjadiit hodnoty residui distribuce
v jejich pélech piimo pomoci testovaci funkce ¢ (misto vyjadfeni pomoci
funkce @). V jedné proménné jsme pouzivali distributivni derivaci regularni
distribuce 22 k analytickému rozsifeni na vétsi poloprostor v A. Ve vic pro-

ménnych misto derivace budeme pouzivat Laplacetv operdtor A.

Véta 1.10.2 (Pizzettiova formule) Regularni distribuci »* lze meromorfné
prodlouzit opakovanym pouzitim vztahu

N A(T’\+2)
A +2)(N+En)

Residuum v bodé A = —n — 2k, k € N Ize vyjadfFit takto:

B IinAk((S)
2% En(n+2)...(n+2k—2)

reéS\=—n—2k 7“)\

Tedy pro k € N

B - (2k)!kn AF (0)(0)
7R (0) = 26kln(n+2)...(n+2k—2)

Duikaz.
V oboru Re A > —n se formule

A2 () = A+ 2)A +n)r ().
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odvodi pfimou derivaci piislusné funkce r**? za integraénim znamenim.

Tento vztah je mozné pak vzit za definici distribuce 7 v oboru Re\ >
—n—2, A # —n. Opakovanim tohoto postupu dostaneme holomorfni rozsifeni
distribuce r* na oblast C — {—n,—n —2,—n —4,...}.

Pro vypocet residua pouzijeme predchozi vétu a vztah

N Ak,,)\+2k;
CA+FDA+2) (A 200 A+ A+ n+2) . A+ n+2k—2)
Residuum v bodé A = —n — 2k distribuce r* spoéitame jako residuum pravé

strany v tomto bodé. Jmenovatel se v tomto bodé nerovné nule, staci tedy
do né&j dosadit a vynéasobit ho residuem dcitatele. Ale pro libovolnou testovaci
funkci plati

AR 2R () = TR (AR (p)),

tedy s pouzitim piedchozi véty dostaneme, ze residuum funkce r*(¢) v bodé
A = —n — 2k se rovna

Kn A () (0)
(—2k —n+2)...(—n)(—2k)...(-2)’

a tvrzeni véty je jiz snadnym dusledkem.
Vsimnéte si, ze jsme dostali explicitni vzorce pro koeficienty v Taylorove
rozvoji funkce B(r), které jsme dfive oznacili symboly ay.
O
Podobné jako v piipadé jedné proménné je mozné meromorfni funkci
r* s hodnotami v distribucich normalizovat tak, aby byla holomorfni v celé
komplexni roviné. Vhodna normalizace se dostane vydélenim funkci

& o,
r)‘(efrz) = e lgr ds = n
o 2 2

Véta 1.10.3 Normalizované distribuce 7* € S’(R™) jsou definovany vzta-
hem
A 2
K Py

Tyto distribuce jsou definovany pro libovolné )\ € C a jejich hodnoty v bodech
A = —n — 2k se rovnaji

AF§

—n—2k k
= (-1 .
g D i s

Specielné plati
2rA

- — - —_ :5_
n Knr()\;zn)‘\)\ n
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1.10.2 Fourierova transformace regularnich radialnich distri-
buci.

V této Casti si spocitame Fourierovu transformaci ve vic proménnych pro
regularni distribuce, zadané radiadlnimi funkcemi. Pfedpokladejme tedy, Ze
f(r) je radialni funkce. Pfesnéji feceno, necht funkce f(r) je definovana na
< 0, +00) a uvazujeme funkci F'(z) na R™ dano pfedpisem F(z) = f(|z|),z €
R". Je-li F' lokalné integrovatelnd na R", pak urcuje regularni distribuci,
kterou oznacime T nebo f(r).

Pro ¢ € D(R™) dostaneme

L L 1

flr) p(rw)dsS,, dr.
0 sn-1

Tr(p)

To nas vede k definici tzv. plosné miry v,.

Definice 1.10.4 Distribuci v, € D'(R™),r > 0 definujeme predpisem
1

v (o) = o(rw)dsS,,.
Snfl
Tato distribuce méa kompaktni nosi¢ a ma fad nula. Casto se ji Fika plosna
mira (ndzev mira pouzivaji matematikové pro distribuce fadu nula).

Pro vypocet Fourierovych obrazu regularnich radialnich distribuci bu-
deme potiebovat Fourierovy obrazy plosnych meér.

Véta 1.10.5 (1) pro n = 3 plati
2
F(vr)(p) = = sin 27 p;
p

(2) pro libovolné n plati
1

ro 2

Fr)(p) =2mr P Jm_1(2mrp), p=[¢];
(3) Je-li f radidlni, lokalné integrovatelna funkce na R™, pak jeji Fourierova
transformace je také radialni a plati

F(h)p) = f(r)F(vr)(p)dr.

Dlkaz.Viz Cihék a kol., str. 50 - 54.
]

Priklad 1.10.6 Fourierova transformace radialni funkce m,k >0 je
kr

rovna S—-. (Viz skripta str. 51).
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7. prednaska

1.11 Skladani distribuce s hladkym zobrazenim,
substituce

Jiz dfive jsem se naucili, jak je definovana substituce pro distribuce, tj. slo-
zeni distribuce s difeomorfismem. V jedné proménné jsme si definovali fadu
uziteénych distribuci a chtéli bychom je pomoci vhodné substituce prenést
do vice proménnych. Nyni si tedy budeme definovat slozeni distribuce v
jedné proménné s funkci vic proménnych. Podobnou definici lze zavést obec-
néji i pro substituci pomoci hladkého regularniho zobrazeni z R¥ do R™. Pro
zédjemce je toto zobecnéni zavedeno v Appendixu.

Jsou dva jednoduché zpisoby, jak prislusnou sloZenou distribuci defino-
vat. Prvni je zaloZen na faktu, Zze prostor D testovacich funkci je husty v
prostoru D’ distribuci. Pro testovaci funkce neni problémem definovat slo-
zenou funkci a tuto definici 1ze snadno pomoci limitniho prechodu rozsirit
na pripad distribuci. Tato definice je zaroven velmi pohodlnd, chceme-li do-
kazat, ze bézné vlastnosti skladani zobrazeni se pfenesou na tento obecné;jsi
typ sloZeni.

Druha moznost definice je pouzit postup, ktery jsme od zacatku pou-
zivali pro definice operaci na distribucich. Pfi ném jsme nejprve rozebrali
ptislusny pojem pro piipad regularni distribuce (tj. distribuce, represento-
vané obycejnou funkei), pfislusnou operaci jsme prevedli vhodnou tpravou
na testovaci funkci. To pak vedlo k navodu, jak definovat prislusnou operaci
pro pripad distribuci. V obou postupech ziejmé platilo, Zze nové definovana
operace splyva s operaci standardni pro regularni distribuce (representované
obycejnymi funkcemi). Tento druhy zptsob muze v konkrétnich pfipadech
pomoci ziskat silnéjsi vlastnosti pro definované distribuce.

Véta 1.11.1 Priedpokladejme, ze je dana hladka funkce ¢ : Q € R® — R,
pro které plati, Ze jeji gradient je rdzny od nuly ve vSech bodech oblasti Om.

Pak existuje jediné spojité linedrni zobrazeni ¢* : D'(R) — D'(Q2), pro
které plati

g"(u) =uoh,Vu € C>®(Q).
Takto definovanou distribuci ¢*(7") budeme znacit symbolem T'(g(x)).

DUlkaz
(i) Jednoznacnost. Rozsifené zobrazeni ¢g* je podle definice spojité, tedy jed-
noznac¢nost plyne z hustoty prostoru testovacich funkci v prostoru distribuci.
(ii) Existence.

Pro dikaz existence je tfeba zobrazeni g* zkonstruovat. Pro jednodu-
chost budeme predpokladat, ze existuji funkce go,..., g, takové, Ze zobra-
zeni G = (g1,...,9n), g1 = g je difeomorfismus Q na Q C R". (Lokalné je
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toto mozné udélat, protoze gradient funkce g je v kazdém bodé €2 nenulovy.
Pokud to neni pravda globalné, bylo by tfeba pouzit rozkladu jednotky.)

Oznaéme symbolem H = G~1 inverzi k H na  a uvazujme testovaci
funkci ® na 2. Pak pomoci substituce y = H(z) dostaneme

L] |
g*(W)®dr =  u(H(z))®(z)dz =
Q Q
.
= QU(y’)‘ﬁ(H’l(y))\ det J(H™Y)|(y)dy = (u©1,0),

kde W(y) := ©(H *(y))|det J(H)|(y).
To ukazuje, ze pro distribuci T € D'(f2) a testovaci funkci ® muzeme
definovat distribuci ¢*(7T") pfedpisem

(g"(T),®) :== (T ©1,T).

Vzhledem k tomu, Ze je operace tensorového néasobeni spojita, je takto
definované zobarazeni ¢*(T) spojité, navic je zfejmé linedrni jako zobrazeni
mezi prislusnymi prostory distribuci. Tim je existence zobrazeni g* dokéa-
zana.

Jako disledek pfedchozi véty dostaneme nésledujici uzitecna tvrzeni,
jejich platnost plyne ihned z jejich zfejmé platnosti pro regularni distribuce,
spojitosti uvazovanych operaci a limitniho prechodu.

Dusledek 1.11.2 (1) (%_(h*(t)) = I;',Fl g—’;;h*(a;gk(T),VT € D'(Q);
(@) h*(9T) = (9o h)h*(T), Vg € C();

Poznamka.

Je-li tedy A nedegenerovand matice a A(x) = (Ax,z) ptislusnd kvadra-
tickd forma, pak jeji gradient je ruzny od nuly vsude, kromé pocatku. Mame
tedy pro prislusnd komplexni ¢isla A dobfe definovany distribuce

A , 1
(A(z))%, (A(z) £40, W,k eN
jako distribuce na R™ — {0}.

Specialni ptipad positivné definitni kvadratické formy A(z) = r? = I%I
jsme diskutovali jiz dfive a ukazali jsme si, ze je mozné prislusné distribuce
r = (A(x)))),/ ? rozsi¥it na celé R™. Chtéli bychom nyni zobecnit toto rozsi-
feni i na dalsi pfipady. Udélame to systematicky pro homogenni distribuce.

1.11.1 Homogenni distribuce

Udélejme nejdiive jednoduchy vypocet pro regularni piipad. Je-li f integro-
vatelnd funkce, pak fekneme, Ze je homogenni stupné A, pokud pro kazdé
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kladné é&slo t plati f(tz) = t* f(z). Pro libovolnou testovaci funkci ¢ tedy
dostaneme

(f(2),

To vede po jednoduché tpravé k nasledujici definici.

1 =

p(7)) = (f(tz), (2)) = (1 f(2), p(2)) = (f(2), ().

N

Definice 1.11.3 Distribuce 7' € D'(R™ — {0}) se nazyva homogenni stupné
A v R"™ — {0}, resp. v R™, pokud plati

T(p) = T(#""p(tx)) Vi € DR" — {0}).
pro vSechny testovaci funkce ¢ € D(R™ — {0}), resp. ¢ € D(R").

.....

lentni definice homogennosti.

Lema 1.11.4 Distribuce 7' je homogenni stupné A v R™ — {0} pravé kdyz
plati jedna z nésledi%h ekvivalentnich podminek.
(1) OznaCme X =, x;0;, pak

T(Xe+(A+n)p)=0 Vo € DIR" —{0})

(2) Definujme operator R z prostoru D(R™ — {0}) do sebe predpisem

1
[Ba(¥)](z) = Ly (ra) .

0

Pak pro vsechny ¢ € D(R™ — {0}), takové, Ze Ry() = 0 plati

T(¢) = 0.

DUkaz.
(1) Derivaci podminky v definici a dosazenim ¢t = 1 dostaneme postupné pro
kazdou testovaci funkci z D(R™ — {0})
1 1
0=T() A+ Lolta) + "X (p(t)) =

— T()((A+ n)p() + X (o)) = 0.

(2) Staci si rozmyslet, ze podminka pro ¢ € D(R™ — {0}) v tvrzeni (2) je
pravé podminka pro Fesitelnost rovnic (A+n)e+X (p) = ¢, ¢ € D(R"—{0}).
Euleriv operator X ma v polarnich soutadnicich tvar X = ry;.

Diky homogennosti lze uvazovat jen x = w, pro které ||z|| = 1. Eulertv
operator X ma v polarnich souradnicich tvar X = r%, tedy po vynasobeni

faktorem r**"~1 v t&chto soufadnicich dostaneme

O+ ()L 4 X (plra))r ) = ),
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tedy
0
A ER(rw) = Bl
”
Podminka v tvrzeni (3) je pravé podminka zarucujici pro kazdé pevné w, zZe
zvolime-li primitivni funkeci pro ¢ v proménné r rovnou nule v okoli nuly,
bude rovna nule i v okoli nekone¢na. Tedy bude v prostoru D(R™ — {0}).

g

Véta 1.11.5 Je-li T € D'(R™ — {0}) homogenni distribuce stupné A\, a \ #
—n,—n —1,—n —2,..., pak existuje a je jednoznacné urena distribuce
T € D'(R™), kterd je homogenni stupné \. Je-li P homogenni polynom, pak

(HEy =P 7R gl —9)(T) pro A # 1 — n. Zobrazeni T — T je spojité.

Dikaz.
(i) Jednoznacnost.

Rozdil mezi dvéma homogennimi rozsifenimi ma nosi¢ v pocatku a je
homogenni stupné, ktery nepatii do mnoziny —n, —n — 1,... Plati (i kdyz
jsme si to nedokazovali), Ze libovolna distribuce, kterd ma nosi¢ v po¢atku je
linearni kombinace delta funkce a jejich derivaci. Ale delta funkce je homo-
genni stupné —n a jeji derivace jsou homogenni stupné —n — k pro vhodné
prirozené ¢islo k.

(ii) Existence.
Zvolme pevné funkei f € D((0,00)), pro kterou plati

du
u)— = 1.
0 u
Pro funkeci ¢(x) = f(|x|) na R™ — {0} pak plati
(tx)ﬁ =1
0 t

Pak pro kazdé ¢ € D(R") je v R)(¢) € D(R™ —{0}) a
L1

RA(PRA(9))(x) = . R () Ra () (tx)dt =

— dt

= B\(@)(x) i) T = Ra(p)a)

Tedy funkce ¥Ry (¢))(x) — ¢(x) patii do Ker Ry. Z toho plyne, Ze pro ¢ €
D(R" —{0}) plati T'(¢) = T(VRA(¢)-
Hledané rozsifeni tedy budeme definovat predpisem

T(¢) = T(¥RA(9)), ¢ € D(R").

Lze ovérit, ze takto definovany funkcional je spojity, a je to tedy distribuce.
Protoze HE—H i 6}5’“%3jT jsou homogenni stupné A + st P, resp,

A — 1, a maji nosi¢ v pocatku, musi byt rovny nule.

g



Kapitola 2

Fundamentalni reseni

2.1 Zakladni pojmy.

2.1.1 Definice a zakladni vlastnosti.

Definice 2.1.1 Predpokladejme, Ze D je diferencialni operator

1
D= 0,0
|| <k

s konstantnimi koeficienty. Rekneme, Ze distribuce T € D’(R") je funda-
mentalni feSeni pro pfislusny diferencialni operator, pokud plati

D(T) =6.
Vyznam fundamentélnich feseni je vidét z nasledujiciho tvrzeni.

Véta 2.1.2 Je-li E fundamentalni feSeni pro diferencialni operator D, pak
pro kaZdou distribuci f s kompaktnim nosi¢em na R"™ plati

Ex(D(f)) =f; D(Ex*f)=f.

Tedy operace konvoluce s E je oboustranna inverze k operatoru D.
Druhé vlastnost tedy Fika, Ze feSeni rovnice s pravou stranou

D(T)=f, fe&(R")
Ize napsat ve tvaru T'= E * f.

Duikaz tvrzeni plyne ihned z vlastnosti derivace konvoluce a z toho, Ze
se Diracova delta funkce chova jako jednotka vuéci operaci konvoluce:

Ex(D(f))=DExf)=(DE)«f=65xf=F.

47



48 KAPITOLA 2. FUNDAMENTALNI RESENI

Pri reseni diferencidlnich rovnic s pravou stranou v oboru distribuci je
uzitecné si uvédomit, ze jde o linedrni rovnice. Obecné feSeni se tedy do-
stane jako soucet jednoho partikuldrniho feseni rovnice s pravou stranou a
obecného feSeni prislusné homogenni rovnice. Je dulezité védét, co lze Tici o
feSeni homogennich rovnic v oboru distribuci.

Lze dokézat, Ze distributivni feSeni obycejné diferencialni rovnice uz musi
byt klasické FeSeni (tj. ze pFislusna distribuce je regularni a odpovida funkci,
kterd ma tolik spojitych derivaci, kolik je fad rovnice). Plati tedy nasledujici
tvrzeni.

Véta 2.1.3 Uvazujme obycejnou diferencialni rovnici fadu k ve tvaru
T® 4+ ap 1T D 4 4T = f,

kde koeficienty a; jsou hladké funkce a f je spojitd na R. Pak kaZzdé feSeni
T € D'(R) této rovnice je regularni distribuce, zadana funkci, ktera ma
k spojitych derivaci. Kazdé distributivni reSeni rovnice se spojitou pravou
stranou je tedy feSeni v klasickém smyslu.

Tuto vétu si nebudeme dokazovat. Jako cviceni si rozmyslete nasledujici
nejjednodussi pfipad (vice podrobnosti je mozné najit v Appendixu).

Lema 2.1.4 Je-li T € D'(R) a plati 7" = 0, pak T je regularni distribuce
zadanda konstantni funkci.

Pro nékteré parcidlni diferencidlni rovnice (ale ne pro vSechny typy) po-
dobné véty o regularité feseni také plati, situace v tomto piipadé je ale
podstatné komplikovanéjsi. Véty o regularité distributivnich feseni jsou pod-
statnou soucasti teorie distribuci, my se jim vSak v pfednésce jiz nebudeme
vénovat.

Fundamentalni feSeni pro obyc¢ejné diferencialni rovnice se hledaji rela-
tivné snadno. Vzdycky je mozné najit alespon jedno fundamentalni feseni
v ¢S’'(R). V8echny fundamentalni feSeni se najdou jako obvzkle jako soucet
jednoho fundamentéalniho feSeni s libovolnym (klasickym) FeSeni rovnice s
nulovou pravou stranou.

Vsechna klasickd feSeni generuji regularni distribuce v ¢D’'(R), tedy kazda
obycejna diferencialni rovnice fadu nméa prostor fundamentalnich feseni v
¢D'(R), které zavisi na n libovolnych konstantach. Velmi ¢asto je jen jedno
z nich v §.

Hledé4ni jednoho fundamentdalniho feSeni v S’ l1ze bud pomoci Fourierovy
transformace, nebo pomoci navazovani feSeni homogenni rovnic v pocatku.
Tyto ptiklady se budou pocitat na cviceni.
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2.1.2 Odmocnina z determinantu komplexnich matic.

Jako pripravu pro dalsi vypocty si budeme definovat odmocninu z determi-
nantu matice v obecnéjsim pripadé, nez je obvyklé.

Definice 2.1.5 Ozname symbolem H mnoZinu viech komplexnich symet-
rickych nxn matic, které maji realnou ¢ast positivné definitni. Tuto mnozinu
mUZeme chépat jako otevienou podmnozinu ve komplexnim vektorovém pro-
storu dimenze n(n + 1)/2 vSech symetrickych komplexnich matic. Je snadné
si rozmyslet, Zze mnozina H je konvexni. Kazda matice A € H je regularni,
tj. det A # 0.

Funkce det A je holomorfni nenulova funkce na H. ProtozZe je mnozina H
konvexni, je mozné definovat jednu ze dvou jednoznacnych vétvi odmocniny
z této funkce na H pozadavkem, Ze hodnoty této odmocniny pro A realnou a
positivné definitni jsou kladné. Tuto jednoznaCnou vétev oznaCime symbolem
(det A)Y/2.

To, Ze matice A € H jsou reguldrni je mozné odtuvodnit nésledujicim
zpusobem. Je-li A € H a Ax =0,z € C", pak
1 1
L1 —1
0 = Re :aijziz_j - Re Q5 2%,
ij ij

a tedy z = 0. Matice A definuje prosté linearni zobrazeni, takze matice A je
regulérni.

Ze spojitosti je funkce (det A)Y/2 definovéna také na uzavéru mnoziny H,
kam patii symetrické matice, jejichz realna Cast je positivné semidefinitni.
Ptikladem jsou symetrické matice, jejichz realné c¢ast je nulova. Jako cviceni
si ukazte, ze plati nasledujici tvrzeni.

Lema 2.1.6 Je-li A =1iB, kde B je redlna regularni matice, pak
(detiB)Y/2 = | det B|M2e™ 5.

Cislo sgn B je definovano jako rozdil n+ — n_, kde (n+,n_) je signatura
matice B.

Dukaz.
Definujme matici A. = el +iB, kde I je jednotkova matice.
(1) Predpokladejme, ze B je diagonalni. Pak det(el + iB) = IL;(e +ib;) a

. 1 o
(det(e] +iB))Y2 = ILj[e + ibjlez’ 1 39ET®)
kde kazdé ¢islo arg(e +1ib;) patii do intervalu (—m/2,7/2). Pro e — 0™ plati

1 o L1 T
arg(e + ib;) — 5 sen bj = 5 581 B,
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tedy )
(det(e +iB))Y/2 — | det B[Y/2e™ 4" |

(2) Pro B symmetrickou reguldrni najdeme ortogonélni transformaci, ktera
tuto matici (jako matici kvadratické formy) prevadi na diagonalni tvar. Ta-
kovato transformace neméni ani hodnotu determinantu, ani hodnotu signa-
tury. Pro realné matice neméni tato transformace ani hodnotu odmocniny
(det A)1/2 totéz tedy plati z principu analytického pokracovani i pro matice
z uzaveéru mnoziny H.

0

2.2 Fundamentalni feSeni zakladnich rovnic.

vvvvvv

typy parcialnich diferencialnich rovnic druhého radu.

2.2.1 Laplaceuv operator

Véta 2.2.1 Fundamentalni feSeni pro Laplaceovu rovnici na R™ maji tento
tvar:

Dn>2:

_ 1 2—n

T(z) = o= n)nnr
kde , je povrch jednotkové sféry v R™.
(2)
n=2:
T(@) = —1

T 2 ogr.

Dukaz.(1)

Vyjdeme ze vztahu
A2 = (A +2)(A +n)r?,

ktery jsme si pro distribuci r* odvodili difve. Spoéitejme limitu obou stran
pro A — —n.

Operace derivovani distribuci je spojitd, tedy muzeme zaménit limitu
A — —n a Laplacetiv operator. Leva strana mé tedy limitu rovnou A(r?~™").

Residuum distribuce 7* v bodé —n je rovno &,,0. Limita ¢lenu (A+n)r? v
bodé A = —n je tedy rovna k,,0 a prava strana ma za limitu vyraz (2—n)k,0.
Tedy

A(r?™™) = (2 = n)kpd.
(2)
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Pro pripad n = 2 plati
A(rw’z) =(A+ 2)27“)‘.

Pravé strana mé tentokrat v bodé n = —2 faktor s dvojnasobnym ko-
Fenem, takze limita A — —2 je na obou stranach trivialni. Proto nejdfive
udélame derivaci podle proménné A na obou stranach a pak teprve limitu v
bodé —2.

Derivaci podle A dostaneme vztah

1
A2 Inr) = 200 + 2)r + (A + 2)2 5T/\

Parametricky systém distribuci 7* mé jednonasobny pél v bodé A = —2

s residuem rovnym k9. Tedy v prstencovém okoli bodu —2 lze psat

1

A

rt = Kod +To+AN+2)T1 + ...,
(A+2) 2 o+ ( )T

kde Tp,T1 jsou vhodné distribuce. Derivaci podle A dostaneme

0 -1
—rt=— +....
an ()\+2)2/§2(5+ 1+

Nyni mizeme spocitat limitu v bodé —2 pro ptuvodni vztah a dostaneme
A(logr) = 2kK20 — K20 = K20.

Staci tedy dosadit kp = 27.

8. pfednaska

2.2.2 VlInovy operator

V celém tomto paragrafu budeme predpokladat, ze n > 2. Fundamentalni
feSeni pro vlnovy operator odvodime z fundamentédlniho feSeni pro Lapla-
ceuv operator, které jsme pravé spocitali. Pohodlny zpisob, jak to udélat,
je uvazovat obecny pripad, tj. uvazovat diferencialni operator

1

B(0) = B;;0,0;,

ij
kde B je obecna regularni ¢tvercova matice. To zahrnuje jako specidlni pii-
pad Laplacetiv operator (B je jednotkova matice) a ptipad vlnového opera-
toru (kde B je matice odpovidajici Minkowského metrice). Abychom mohli
plynule prechazet mezi témito redlnymi, nedegenerovanymi piipady, budeme
uvazovat matice s komplexnimi prvky.
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Predpokladejme tedy, Ze je dana kvadraticka forma
1
Az, z) = Ajjrizy, © = (x1,...,2,) € R,
ij
kde matice A je reguldrni a ma obecné komplexni prvky.

Piedpokladejme, ze T € D'(R) je homogenni distribuce stupné A, pak
T(A(x)) je homogenni distribuce stupné 2\ na R™ — {0}. Pfedpokladejme
dale, ze 2\ # —n,—n—1,—n—2,.... Podle Véty 1.11.5 existuje jednoznacné
rozsifeni této distribuce na celé R™. V dalsim bude T'(A(x)) oznacovat toto
rozsifeni.

Ozna¢me B := A~! matici inverzni a vypoétéme distribuci

BT (A(x))].
Dostaneme postupné (X =  z;0;)
Ok(T(A)) = T'(A)0A, X(T(A)) = 2AT(A);
0;06(T(A))) = 2a,;,T'(A) + T"(A)d, Ad; A
B(9)[T(A(z))] = 2nT'(A) + 4A(z)T"(A) = 2nT'(A) + 2X (T'(A))
Protoze T'(A) je homogenni stupné 2\ — 2, vyjde

B(O)[T(A(z))] = 2(n + 2\ — 2)T'(A).

Distribuce T'(A) tedy bude feSenim mimo pocatek, pokud A = sz"

Jiz pfedem vime, ze distribuce B(0)[T(A(x))] musi byt nésobek Dira-
covy delta funkce, protoze je homogenni stupné —n a mé nosi¢ v pocatku.
Nasledujici véta ukazuje, jaky nasobek to je a dava fundamentalni feseni pro

vlnovou rovnici (a zéroven také pro dalsi jeji ultrahyperbolické verze).
Véta 2.2.2 Necht A(x) je nedegenerovand, redlna kvadratické forma se sig-
naturou (n+,n_) a ¢, necht oznaCuje povrch jednotkové sféry v R™. Pak:
1) ] ] _
2—n imn_
B(d) (A+i0)2 = (2—n)ey|det A|7Y2eF 24,
) —
2 W, 1 ]
B(9) % [ 447" sin o | det A|7Y25.

Pozndmka. Pro n sudé je tieba v bodé 2 tvrzeni véty chapat podil na levé
strané takto:

(A@)Y? 1o _ o (AR
ny A-1-0T(A+1)



2.2. FUNDAMENTALNI RESENI ZAKLADNICH ROVNIC. 53

Dikaz.
I. Nejprve dokézeme, ze

VA, ReA>0: B()(A(x)) 2" = (2 — n)ep(det A)1/25.

a) Pro pfipad, ze A = B je jednotkovad matice je tvrzeni dokazano, je to
pripad fundmentélniho feSeni pro Laplacetv operator.

b) Je-li A(x) positivné definitni, existuje regularni transfo‘qqia;‘e soufad-
nic # = Ty, kterd ji pfevadi na soucet kvadrata A(Ty) = ,y7. Tvrzeni
pak plyne z pfedchoziho bodu, protoze T*AT = I, (I je jednotkova matice),
|det T| = |det A|7Y/2 a 6(y) = 6(T1z) = |det T|6 ().

c) V obecném prfipadé tvrzeni plati z principu analytického pokraco-
véani na prostoru H vsech matic s komplexnimi koeficienty a s realnou ¢asti
positivné definitni. Jednozna¢na vétev odmocniny z determinantu A je de-
finovana tak, ze pro positivné definitni pfipad ma hodnoty kladné.

IT. Ted dokézeme, Ze pro kazdou nedegenerovanou redlnou kvadratickou
formu A(z) se signaturou (n+,n_) plati

D 2-n D imn_
B(0) (A4i0)Z = (2—n)cy|det A|7Y2e= 72§

Zavedeme si komplexni kvadratickou formu A. := —i A(z) + ¢ |z|?> =
(—i)[A(z) + ie|z|?] a oznacime B, := (A.)"L. Pak Re A. > 0 a z bodu ILc)
dostaneme, zZe

- -
B.(8) (Ac(z)%2" = (2 — n)ep(det A.)~Y/25,

Limitnim pifechodem ¢ — 0% dostaneme

iB()(A +i0)°2" (=) 2" = (2 — n)cn| det A|"H2e ™52,

protoze (det A.)"Y/2 — | det A[fl/zeinsan, A: — (—i)(A +1i0) a B-(0) —
2-n imn(ng+n_)

iB(0). Tvrzeni pak plyne ze vztahu (—i) 2 = (—i)e- 4 . Druha ¢ast
(druhé znaménko) prvniho tvrzeni véty je pak jen komplexnim sdruzenim
prvni, pravé dokazané casti.

III. Prvni ¢ast druhého tvrzeni véty je disledkem prvniho tvrzeni a linearni
algebry, protoze fundamentalni feseni v druhé ¢asti jsou vhodnou linearni
kombinaci feseni v ¢asti prvni. Pro odvozeni je tfeba pouzit vztahy:

(67
(x +10)* = 2§ + €™, (r —i0)* = 2§ +e "% x§ = ﬁ,

(‘Tiio)a _ L« tirta., o
F(Oé-f—]_) —X++€ X—7
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MNa+ 1DI'(-a) =

o ZF(_OC) L] -\ I -\ —iwal:l
X+ =5 (x —i0)%e"™™ + (z +1i0)%e ,aeCa#—-1,-2,...
T
I'n/2 -1 n—
2= m)en 2T et i 2k in(1— n)2) = (1 — na/2).
™

Podobny (ale jednodussi) postup lze pouzit pro druhou ¢ast druhého
tvrzeni.
Nasledujici véta popisuje fundamentalni feSeni vlnové rovnice.

Véta 2.2.3
(1) Neght-Af = RY* je Minkowského prostor s kvadratickou formou A(z) =
c?t2— T aZ% kde c oznacuje rychlost svétla. Pak fundamentalni feseni E(z,t)
pro vinovy operator
102
2 ot2

ma tvar
1—-k

2 1-k
ot (A@).
Nosi€ supp E je obsazen ve svételném kuzelu {z|A(x) > 0}. Toto fundamen-
talni FeSeni se Casto nazyva Feynmanovo fundamentalni reSeni.
(2) Definujme distribuce E(z,t) takto:

Ey(z,t) =2E(x,t) prot >0, E4(z,t) = 0 jinde;

E_(z,t) =2E(x,t) prot <0, E4+(z,t) =0 jinde.

Pak jsou E. fundamentalni feSeni pro vinovy operator (nazyvaji se né-
kdy advancované, resp. retardované). Distribuce E. je jediné fundamentalni
reSeni, které ma nosic v poloprostoru ¢ > 0 (ve skute¢nosti nosi¢ je v horni
Casti svételného kuzelu). Podobné pro E_.

E(x,t) =

Dikaz.

Tato véta je pro diasledkem ptedchozi véty pron = 1+ k > 2. Pripad
n = 2 byl v pfedchozi vété vyloucen. Véta plati i pro n = 2 a neni tézké
si vzorec odvodit pfimo (udélejte si jako cviceni!). V Appendixu je ukdzan
alternativni dukaz, ktery funguje i pro dimenzi 2.

Predpokladejme tedy, ze n > 2. Fundamentélni feseni F(z,t) odpovida
pfiw+ predchozi véty piedchozi véty, kde n+ = 1,n=k, 1 — 5 = %
a |det A] = c. Nosi¢ distribuce x% je < 0,400), tedy nosi¢ E(x,t) je ve
svételném kuzelu.

Definice distribuci E(x,t) ve vété je trochu neformalni. Presnéjsi verze
je tato:

Definujme distribuce T3 jako restrikci distribuce 2F na otevienou mno-
zinu {(z,t)|t > 0}. Ozna¢me symbolem 73 trividlni distribuci, ktera se rovna
nule na svém defini¢nim oboru RV  — {(x,t)|A(x,t) > 0,t > 0}. Protoze
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T1 = T» na priniku obou defini¢nich obort, definuji dohromady distribuci

E4 na R?’kO}., ktera je homogenni stupné 1;": . Existuje tedy jeji homogenni

rozsifeni na celé R1*, které je urceno jednoznacné. Stejné se postupuje pro
distribuci E_. Navic E_(z) = E4+(—=z), tedy O(E+) = O(F-). Protoze
ziejmé E_ + E4 = E, dostaneme O(E4) = O(E_) = 0.
O

Specialni pripady jsou vzorcu v nizkych dimenzich jsou:
k=1 (d’Alembert):

V tomto piipadé je 3£ = 0 a x% = 60(z), kde 0(z) je Heavisideova
funkce. Tedy

(zde O(&t)0(c?t? — 2?) = O(%xct — |z|)).
k = 2 (Poisson):

ot —lz))
2 242 — mz’
k = 3 (Kirchhoff):
0(£t) 0(+t)
Eizcié 212 — |z|?) = 2=26(c|t] —
o O —laf®) = Lot — la)

V tomto piipadé je nosi¢ fundamentalniho feseni obsazen v plasti nulo-
vého kuzelu, coz je matematické vyjadieni Huygensova principu. Obdobné
vlastnost plati také pro vyssi k, které jsou liché.

2.2.3 Rovnice pro vedeni tepla

Véta 2.2.4 Pro z € R",t € R oznaéme (|z|?> = xé)

(2
x|2
E(z,t) := (47rt)_”/ze_%,t > 0,

E(z,t):=0,t <0.
Pak F € LUOC(R"H) a prislusnéa regularni distribuce spliuje

)
— —A,)E=34.
(5 )

Navic E € C>*(R"*1 — {0}).

1
Lema 2.2.5 (1) Vt >0, on E(z,t)dr =1,
(2) E(\/ex,e) = E(x,1)e /2.
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Prvni tvrzeni je disledkem Gaussovych integralii, druhé je snadné.
Dikaz véty.
(1) nejdiive ukazeme, ze F je hladka funkce mimo pocatek. Pro body, kde
t # 0 neni do dokazovat. Je-li t = 0,z # 0, pak mé funkce raznou definici
shora a zdola, ale pro t blizici se k nule shora je limita funkce i vSech jejich
derivaci rovna nula a tak se v nule obé definice hladce navazi.
(2) E € Ly v okoli poéatku, nebot sta¢i integrovat pfes malou krychli ob-
sahujici poc¢atek a pouzit Fubiniovu vétu a prvni tvrzeni lemmatu (E je
apornd). Integral pfes takovouto krychli je omezen koneénym integrélem
S O(t)dt.
(3) E je radidlni v x a tak

Ay (E)=—-n—+|z

Spocitame-li derivaci podle ¢, je vidét, ze pro ¢t > 0 splriuje funkce F rovnici
pro vedeni tepla.
(4) Pro vSechny testovaci funkce ¢ € D(R"*1) plati
1
0 0 = o¢p

(Gr= BB 0) = ~(B, (g +809) = lim (B 50+ Au-g)do dh.

Pouzijeme-li fakt, ze F fesi rovnici pro vedeni tepla a substituci x = /ey,
dostaneme

1 ]
0 0o OF
(G=Ba)E.0) = lim (BT dadi = T Ba,)ol.e)do -
1 1
= lim - E(y, 1)e 2 ¢(\/ey, )" 2dy = $(0) . E(y,1)dy = $(0) = 6(¢).

9. prednéaska

Poznamka.
(1) Analogicka formule plati i pro fundamentalni feseni Schrodingerovy rov-
nice [i% + ALY (z,t) = 0. Jeji fundamentalni FeSeni mé tvar

E(a,t) = — W)

Tento pfipad muze byt odvozen z rovnice pro vedeni tepla tak, ze budeme
uvazovat opét misto Eukleidovské normy (a pfislusného Laplaceova opera-
toru) obecnou kvadratickou formu s komplexnimi koeficienty a redlnou ¢asti
positivné definitni, jako pfi odvozeni vlnové rovnice. Dokazeme si nasledujici
tvrzeni.
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Véta 2.2.6 Predpokladejme, Zze A je symetricka, komplexni, regularni ma-
tice, jejiz redlna Céast je positivné semidefinitni. Pak nasledujici predpis de-
finuje distribuci

1 NN 1

_1x,x
E(¢) = (4mt)""/*(det A) /2 B )<b(x,t)dx dt, ¢ € D(R™1),
0 RN

ktera je fundamentalnim feSenim pro operator L = % — A(0).

Dulkaz.

V tomto piipadé uz piislusné jadro neni lokalné integrovatelnd funkce,
proto je nutné vyse uvedena opatrné definice. Aby bylo vidét, Ze je tato dis-
tribuce dobre definovana, je tfeba ukazat, ze funkce pod vnéj$im integralem
je integrovatelna v okoli 0. Ukazeme, Ze ve skutecnosti mé v nule konec¢nou
limitu.

K tomu pouzijeme informaci o Fourierové transformaci Gaussovych funkci
(v proménné z). Vime, Ze pro positivné definitni matici A plati

7rn/2

(det A)1/2°

-1
_g2(ATEY)

f(e—(Am,m)) —

Pomoci analytického pokracovani plati totéz i pro piipad, kdy je A matice
komplexni, nedegenerovand, s positivné semidefinitni realnou ¢asti. Pak tedy
dostaneme (e je parametr)

1
_ (A_lx,x)

F(E(z,e) = (4me)?(det A)TV2F e w =

_ (47r€)_”/2(det A)—1/27Tn/2(46)n/2(det A)l/26—7r2(46Aa:,a:) _ e—7r2(4€Ax,z)'

Limitnim pfechodem ¢ — 0" dostaneme na levé strané delta funkci, protoze
prava strana ziejmé konverguje k jedné.

Z toho plyne, ze funkce proménné ¢ pod vnéjsim integralem v tvrzeni
véty mé konecnou limitu rovnou ¢(0). Dikaz se pak provede stejné jako v
DUsledek.

Fundamentéalni feseni pro Schrédingerovu rovnici

0
i~ A U(z,t) =6
iz + A:¥(a,)

ma tvar
—i6(t) i\ﬁz
(4mit)n/2 ‘

E(z,t) =

Dlkaz.
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Pouzijeme-li predchozi vétu s A = i1, A1 = —iI,v/det A = einTn, do-
staneme pro operator

~ 0
L=— —ilA,,
ot ’
fundamentalni feSeni
- 1 —inn  ix?
FE = e 4 e 4t
(4mt)2

Pak si sta¢i uvédomit, ze £ = (—i)E.

2.2.4 Pocateéni uloha pro rovnice pro vedeni tepla.

Pocatecni tilloha pro rovnici pro vedeni tepla mé v klasické verzi néasledujici
pfirozenou formulaci. Hleddme funkci u(z,t) na poloprostoru ¢ > 0 tak, aby
pro ¢as ¢t = 0 platilo u(x,0) = g(x), kde g = g(x) je zadana klasickd funkce.

V tomto pripadé ma dobry smysl mluvit o hodnotéach funkce u na nadro-
viné t = 0, kde je zadana pocateéni podminka. Vime jiz, Ze se rychl pro dis-
tribuce nema smysl mluvit o hodnoté v bodé. Pravé tak neni mozné mluvit
o hodnotach distribucich pro t = 0, tj. o ziZeni distribuce na nadrovinu. To
pak znamena, ze neni jasné jak formulovat pocateéni podminku pro distri-
butivni feseni.

My udélame drobny krok stranou a budeme pro feseni pocatecni tlohy
uvazovat distribuce, které zavisi na jednom parametru ¢, a maji hodnoty v
prostoru distribuci D’'(R™). V tomto ptipadé jiz vime, jak bychom definovali
limitu ve zvoleném bodé tg, spojitou zavislost na prislusném parametru,
nebo derivaci podle parametru. Pro pristi pouziti také budeme konstatovat
fakt, ktery se snadno z definice ovéri, Ze je-li E; jednoparametricky systém
distribuci z D'(Q) a ¢; jednoparametricky systém testovacich funkei, pak

d
— < Et,gOt >=<

d d
E E,, —
dt (Et), ¢ > + < E4, dt(pt‘

dt
Fomulace ulohy.
viz skripta, str. 248, 249, 250: Uvod
I. Zakladni alohy pro rovnici (1),
II. Pojem feSeni.
III. Princip superpozice.

Véta 2.2.7 Je-li L = 0; —a?A operéator z rovnice pro vedeni tepla a E(z,t)
prislusné fundamentalni feSeni, pak:

(1) Pro pevné ¢ > 0, je funkce F;(x) = E(z,t) regularni distribuce v §'(R™),
Eo(z) = 6(x); tento systém distribuci zavisi spojité na ¢ pro ¢ > 0 a ma
derivaci podle t pro kazdé ¢ > 0;

(ii) Uloha s pravou stranou L(u) = f, f € £'(R™) ma feSeni

u(z,t) = E(x,t) % f;



2.2. FUNDAMENTALNI RESENI ZAKLADNICH ROVNIC. 59

(iii) Rovnice Lu = 0 s pocateni podminkou ug(z) = u(x,0) = g(x) € E'(R™)
ma jediné reSeni
ut(z) = g(x) * Ey(x),t > 0.

(iv) Greenova funkce ulohy s poCateCni podminkou je definovana takto:
1
1 I;I, x|
e 4a2t .
2a+\/ 7t

Pak FeSeni u(x,t) ulohy s pocatetni podminkou g je definovano vzorcem

ml
u(z,t) = Gz, t)g(§)ds.

0

G(CC, 3 t) =

Dikaz.
Staci si jen uvédomit, ze jsme si dokézali, ze Ey(z) — o prot — 07.
Ostatni tvrzeni jsou snadnym dusledkem. O
Postup hledani nékterych okrajovych loh si popisete na cviceni.

2.2.5 Pocateéni ulohy pro vlnovou rovnici.

Formulace tlohy: Skripta, str.282.

V tomto pripadé budeme feseni zkoumat pro pocateéni podminky go, g1,
které jsou spojité. Zatimco pro feseni pocatecni tlohy pro rovnici pro vedeni
tepla platilo, Ze i pro distributivni pocateéni podminky bylo feseni hladké
pro vSechny kladné ¢asy, totéz pro vlnovou rovnici neplati. Jsou-li poc¢atecni
podminky zobecnéné funkce, bude mit singularity i feSeni. My zde budeme
rozebirat jen feseni pro hladké pocateéni podminky.

Definujme opét parametricky systém distribuci pro ¢t > 0 predpisem

Ei(x) = E4(x,t),

Je snadné se presvédcit, ze tento systém spojité zavisi na ¢ a m8 podle ¢ dvé
(distributivni) derivace. Je-li navic ®(x,t) € D(R**1), pak

=
< Ei(z,t),®(2,t) >= < Ey(z), ®(x,t) > dt.
0

Véta 2.2.8 Reseni zakladni pocate¢ni Glohy pro vinovou rovnici méa tvar
u(z,t) = f+T+ c_zEg % go + ¢ 2E; * g1.

Konvoluci f * T lze také psat jako I?Et,s(x) « f(s,z)ds, kde konvoluce pod
integralem se déla v proménné x.
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Dukaz.
Staci ukazat, ze

. / . . /!
lim E! = %6, lim E; = lim E' =0.
t ’ t
t—0+ t—0+ t—0+
(nebof pomoci téchto relaci se snadno ukaze, ze formule ve vété dava hledané
feSeni).

Jako pro parabolickou rovnici spoéitame (¢arka znaci derivaci podle t):

uni} ]

1
2(0) =< 0.E,® >= — < B, ®"(z,t) > — < B/, ®(x,t) > =
¢ o
LT, -
- 1<E’<I>"(xt)>—i<E”<I>(xt)> —
Cz 0 7dt t ’ dt to ’
1 [

]
=3 < Ey, ®(z,0) > — < Ep, ®'(z,0) > .

Pokud zvolime ®(z) libovolné a rozsifime konstantné (a ufizneme pro velké
t), pak druhy ¢len vypadne a z prvniho plyne E§ = c24.

Pokud zvolime ¢(z) libovolné a ®(x,t) = ¢(x)t (a uiizneme pro velké t),
pak prvni ¢len vypadne a druhy d4 Ep = 0. Abychom ukézali, ze Ej = 0,
stac¢i pro libovolnou testovaci funkei ¢(z) spocitat, zZe

< E{(2)¢(x) >= & < AE,¢ >= < E,A¢ >

konverguje k nule (pro ¢ — 0%) pro libovolné ¢. O

2.2.6 Explicitni popis FeSeni v nizkych dimenzich.

Fundamentalni reseni a feSeni pocatecni tlohy je definovano pomoci distri-
buce E(z,t) = Ei(z), kterd je slozenim jednorozmérné distribuce a kvadra-
tické formy A(z,t) = 2t? — |z|?. NapiSeme si ted explicitni definici téchto
distribuci. Véta o sloZeni fikd, Ze je nutné funkci tam kde ma nenulovy gra-
dient (pro A tedy vSude mimo pocétek) rozsifit nejprve na difeomorfismus.
Definujeme tedy zobrazeni h a jeho inverzi H = h~! takto:

h(z,t) = (z,A(z,t));2 = x,5 = A(z, 1)

s+ |z|? s+ |z|?
H(w,s) = (r,—— 1y p — g p = 2T
@) = o,y gy o 2
Déle p
det JH = 5= = .
ds  2c s+ |z]2

Pak tedy podle definice

1-k
1—k

T2 1-k
<E+aq)>:T<X+2 a\II>a
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kde 1 —
2 1
\IJ(S) = (P(:C, 5 + ’x‘ -_-_dw,t > 0

RN C S —|— |£C|2

Pokud definujeme
1
B(r,t) =r"? O (rw,t)dS,,
|w|=1
pak ] ]
-~ Vs+1r2 rdr ~ 1:22|—
U= & ,T) = O(t, t2c?>—s)dt

c Vs + 1?2 s<c2t2

a

1—k
2 1-k

T2 ik . 1
< E;, ® >= 0 < x42 ,P(t, t32—5)>.
Jako cviceni spocitejte konkrétni tvar feSeni pocatecni tlohy v dimenzich 1,
2a3.

2.2.7 Fourierova transformace homogennich radialnich dis-
tribuci.

Jako zévérecny priklad na Fourierovu transformaci si spoc¢itdme Fouriertuv
obraz distribuci .
Nejprve si vyslovime obecnéjsi vétu o Fourierové obrazu homogennich

distribuci.

Véta 2.2.9 Je-li T € S'(R™ — {0}) distribuce homogenni stupné \, pak jeji
Fourierliv obraz F(T') je homogenni distribuce stupné —n — A na R — {0}.

Formalni dikaz této véty najdete v Appendixu, ndzorna idea pro pripad
regularnich distribuci se d4 napsat takto. Je ¢(z) homogenni stupné n, pak

pro t > 0 plati
1

F9) = ez = o= S0 1) = I F (1)),

Fouriertiv obraz distribuce r* je ted radialné symetrické distribuce v
proménné ¢, homogenni stupné —n — \. Je to tedy nasobek distribuce p~"~ 2.

Abychom jednodusse vypocitali, jaky nasobek to je, pouzijeme Parce-
valovu rovnost. Vime, ze Fourierova transformace je isometrie Hilbertovych
prostorti Ly(R). Pro libovolné ¢, € I?(R) tedy plati

(@, 9) 2 = (F(9), F(¢) 2

2
Zvolme ¢ = e~ 2,4 = r* (pro vhodna \). Pak
[ml
Fo)= T PearF

5 F@)=c-p " p=I.

10. prednaska
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KAPITOLA 2. FUNDAMENTALNI RESENI



Kapitola 3

Specialni funkce

3.1 Elementarni teorie representaci grup

Nejbéznéjsi grupy, se kterymi se muzete ve fyzice setkat jsou konec¢né grupy
nebo maticové grupy (tj. podgrupy grupy GL(V) ~ GL(n,R) vSech in-
vertibilnich linedrnich zobrazeni). Radu maticovych grup jste potkali jiz v
prvnim roéniku v linedrni algebfe. Tam jste také (pro maticové grupy) po-
tkali pojem Lieovy algebry L(G) (tj. algebry infinitezimalnich generatort)
dané maticové grupy G. Dva zékladni typy grup jsou grupy fesitelné, jejichz
specialnim pfipadem jsou grupy nilpotentni (modelovym piikladem je grupa
trojuhelnikovych matic) a grupy jednoduché (modelovy ptiklad jsou grupy
SL(n,R),SO(n,R),SU(n). Dimenze dané maticové grupy je podle definice
dimenze jeji Lieovy algebry. Pro poradek si zopakujme definici téchto grup:

GL(n,R) := {A je n X n redlnd matice |det A # 0}.
SL(n,R) :={A € GL(n,R)|det A =1}
SO(n,R) :={A € GL(n,R)|(Azx, Ax) = (z,z)Vz € R",detA = 1},

kde (.,.) oznacuje standardni Eukleidovsky skaldrni soucin;
SU(n) := {A je nxn komplexni matice |(Az, Az) = (z,z),Vx € C" det A =

kde (,.,) oznacuje standardni Hermitovsky skaldrni souc¢in na C". Grupova
operace je v téchto pfipadech vzdy nasobeni matic. Podminka nenulového
determinantu zarucuje, ze existuje inverzni prvek v prislusné grupé.

Mezi nejbéznéjsi dalsi grupy patii grupy zobrazeni neboli transformacni
grupy. Je-li X dana mnozina, pak mnozina Aut(X) vSech invertibilnich zob-
razeni X na sebe tvoii grupu vzhledem k operaci skladéni (jednotkovym
prvkem je zde identické zobrazeni). Je-li X kone¢na, je i Aut(X) konecna.

Je-li X podmnozina v Eukleidovském prostoru, kiivka, plocha (nebo
varieta), pak se ¢asto uvazuje grupa Diff (X') vSech (hladkych) difeomorfismu
X na X (difeomorfismus f je hladké invertibilni zobrazeni, pro které je
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inverze také hladkd). V tomto piipadé je tato grupa (ve smyslu, ktery by
bylo tfeba upfesnit) nekoneéné dimensionélni.

Nejelementarnéjsi modelovy piipad situace, kde lze mluvit o néjaké sy-
metrii je pfipad akce grupy na daném prostoru. Velmi dilezity specidlni
pfipad je tzv. reprezentace grupy, ¢imz se zpravidla mysli akce grupy na
daném vektorovém prostoru V, pomoci linearnich zobrazeni (tj. homomorfi-
sumus grupy do grupy Aut(V)). Nejzédkladnéjsi pojmy z teorie reprezentaci
jsou shrnuty v néasledujici definici.

Definice 3.1.1
(i) Jsou-li G, H dvé grupy, pak zobrazeni ¢ : G — H nazveme homomorfis-
mem danych grup, pokud plati

?(9192) = #(91)9(92), 91,92 € G.

V pFipadé maticovych grup se poZaduje hladkost zobrazeni ¢.

Representace G na vektorovém prostoru V' je homomorfismus G do grupy
GL(V'). [NejbéZnéjsi jsou representace grup na konetné dimensionalnich
prostorech nad C, nékdy také nad R ¢i H (téleso kvaternion(). V teoretické
fyzice hraji dllezitou roli také representace na danych nekone¢né dimenzio-
nalnich vektorovych prostorech (typicky napf. pro representace Poincarého
grupy na vektorovém prostoru vSech poli daného typu).]

(i) Necht p : G — Aut(V') je reprezentace grupy G na vektorovém prostoru
V. Rekneme, Ze podprostor W je invariantni podprostor V, pokud Vg € G
plati p(g)(W) C W.

(iii) Rekneme, Ze reprezentace V je nerozlozitelna (irreducibilni), pokud je-
diné invariantni podprostory jsou podprostory trivialni, tj. podprostory {0}
av.

Jsou-li p1, po dvé reprezentace grupy G na vektorovych prostorech Vi, V5,
pak definujeme primy soucet p1 & p2 na Vi & V2 a tenzorovy sou€in p; ® p2
na V1 ® V, takto:

[p1 @ p2](9) == p1(9) © p2(9); [p1 ® p2](9) := p1(g) ® p2(g)

(vzpomernite si, jak je definovan primy soucet a tenzorovy soucin dvou line-
arnich zobrazeni).

(iv) Je-li p reprezentace na vektorovém prostoru V, pak dualni (nebo kon-
tragredientni) reprezentace p* na dudlnim prostoru V* takto:

p*(9) == [p(9)]",

operace hvézdicka pro komplexni matici A je transpozice spojena s komplex-
nim sdruzenim.

(v) Necht p je reprezentace grupy G na vektorovém prostoru V' se skalarnim
soucinem (.,.). Rekneme, Ze tato reprezentace je unitarni, pokud plati

(p(9)v, p(g)w) = (v,w), Vg € G, v,w e V.
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(vi) Necht p1, po jsou dvé representace grupy G na Vi, V. Rekneme, Ze line-
arni zobrazeni F : V1 — V5 je ekvivariantni (resp. splétajici) zobrazeni mezi
témito dvémi reprezentacemi, pokud plati

p2(9) o F(g) = F(g) o p1(9)

pro véechna g € G.

(vii) Rekneme, Ze reprezentace V3, V> grupy G jsou isomorfni, pokud existuje
ekvivariantni zobrazeni F': Vi3 — V5, které zobrazuje isomorfné V; na V5.
(viii) Rekneme, Ze reprezentace V je UpIné rozlozitelna, pokud je V isomorfni
primému souctu irreducibilnich reprezentaci.

Poznamka.

Kazda kone¢né dimenzionalni unitarni reprezentace je iplné rozlozitelna.
Kazda reprezentace kompaktni grupy je unitarizovatelnd, a tedy aplné roz-
lozitelna.

(Prvni tvrzeni plyne snadno z toho, Ze ortogonalni doplnék je opét invari-
antni, odivodnéni druhého tvrzeni potfebuje znalost toho, Ze na kompaktni
grupé existuje invariantni mira; pak je totiz mozné z libovolného skaldrniho
soucinu na prostoru V' dané representace sestrojit integraci vici této inva-
riantni mife invariantni skalarni soucin, vici kterému je pak representace
unitarni.)

Priklad 3.1.2
(1) zZé&kladni (definujici) reprezentace:

Je-li G C GL(n,R) jedna z vySe uvedenych maticovych grup, pak jeji
definujici reprezentace je representace p na vektorovém prostoru R™ dana
predpisem

p(A)v=A-v, Ae G,veR",

kde teCka oznaCuje maticové nasobeni. Matice A je tedy representovana sama
sebou, chapanou jako linedrni zobrazeni z prostoru R™ do sebe.
(2) Grupa R* nenulovych realnych Cisel, kde grupova operace je nasobent,
je indenticka s grupou GL(1,R) v3ech regularnich linedrnich zobrazeni z R
do R. Zobrazeni p: GL(n,R) — R*, definované predpisem p(A) = det A, je
representaci grupy GL(n,R) na jednodimensionalnim vektorovém prostoru
R.

Je to také reprezentace grupy SL(n,R), ale tato representace je trivialni,
tj. kazdé matici se pfifadi jednicka (tj. identické zobrazeni).
(3) Grupy SU (n) hraji podstatnou roli ve fyzice elementérnich ¢astic. Zkusme
popsat representace nejjednodussi z nich, grupy SU(2). Zakladni (definujici)
representace je dvojice (p, V), kde V' je vektorovy prostor C? a p je linearni
zobrazeni, které matici A € SU(2) prifadi opét odpovidajici linearni zobra-
zeni p(A) z V do sebe.

Bude nyni definovat (nekone¢né dimensionalni) vektorovy prostor P(C?)
polynom( s komplexnimi hodnotmai ve dvou proménnych z = (21, 22) € C? a
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podprostory P*(C?) téch polynomd, které jsou homogenni stupné k. Prostor
P(C?) je primy soucet téchto podprostord.

Je-li P € P(C?) a A € SU(2), pak definujeme (tzv. regularni) reprezen-
taci p predpisem

[p(A)(P)](z) = P(A™12), P € P(C?), A c SU(2).

To, Ze v definici pouZijeme hodnotu polynomu v bodé A=z, misto abychom
pouZili hodnotu polynomu v bodé Az, je vynuceno poZadavkem, abychom
reprezentace p byla opravdu reprezentace, aby zachovavala (a nepfehazovala)
poradi nésobeni.

Z definice je zfejmé, Ze tato podprostory P* jsou invariantni podprostory,
mlizeme representaci p zizenou na P* oznait pj,.

Prostor P* méa dimenzi k + 1. Sestrojili jsme tedy pro kazdé pfirozené
Cislo k representaci grupy SU(2) na vektorovém prostoru dimenze k£ + 1. Da
se ukazat, Ze tyto representace jsou ireducibilni (nerozlozitelné). Je zfejmé,
Ze tyto reprezentace jsou pro riizna ¢isla k rdizna (tj. nejsou izomorfni), pro-
toZe prislusné vektorové prostory maji rliznou dimenzi. Da se také ukazat, Ze
libovoln& nerozloZitelna reprezentace (p, V') grupy SU(2) na vektorovém pro-
storu V dimenze k + 1 je izomorfni s reprezentaci p; na prostoru polynomd
Pk(C?). Tim je tedy popsana klasifikace viech nerozoloZitelnych reprezentaci
této grupy.

ProtoZze pro vySe uvedené grupy jsou vSechny reprezentace Uplné rozlo-
Zitelné (to znamend, Ze se daji napsat jako pFimy soucet nerozloZitelnych
reprezentaci), je pomérné dobry prehled o struktufe téchto reprezentaci.

3.1.1 Lieova algebra maticové grupy.

Typicka Lieova algebra je vektorovy podprostor prostoru End(V) vSech li-
nearnich zobrazeni z vektorového prostoru V' do sebe, kterd je uzaviena na
operaci komutatoru dvou zobrazeni. Nejjednodussim ptikladem je tedy cely
prostor End(V'). Pro maticové grupy se snadno definuje jim odpovidajici
Lieova algebra.

Definice 3.1.3 Homomorfisumus dvou Lieovych algeber je linearni zobra-
zeni ¢ mezi nimi, které prevadi komutator na komutétor, tj. pro které plati

[0(X), 6(Y)] = ¢([X,Y]), X, Y €g.

Representace Lieovy algebry g na H je homomorfismus g do End(H).

Kazdy (spojity) homomorfismus 0 : R — G se nazyva jednoparametricka
podgrupa G (grupa R se bere jako grupa vzhledem ke sCitani). Z definice
homomorfismu plyne, Ze 6(0) = e, kde e je jednotka v grupé G.

Lieova algebra g maticové grupy G je mnozina vSech matic tvaru 6'(0),
kde 6 probiha vSechny jednoparametrické podgrupy grupy G. Lieovu algebru
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grupy G bude oznaCovat symbolem g, pro klasické grupy se pFislusna Lieova
algebra oznacuje malymi pismeny. D& se ukazat, Ze Lieova algebra g grupz
G je Lieova algebra ve smyslu predchozi definice, tj. plati pro ni, ze jsou-li
X,Y dva prvky g, pak jejich komutator [X, Y| patfi také do g.

Jeden z velkych objevii matematika Sophuse Lie bylo, Ze v jistém rozum-
ném smyslu je mozné nahradit zkoumani homomorfismi a representaci grup
pomoci zkoumani homomorfismi a representaci odpovidajicich Lieovych al-
geber. To je tloha podstatné jednodussi, protoze je vSe v ramci linearni
algebry.

Prislugné prirazeni mezi homomorfismy grup a homomorfismy jejich al-
geber se snadno popise. Pokud element X Lieovy algebry g je dan derivaci
X = 60'(0), kde 6(t) je jednoparametrickd podgrupa G, a je-li ¢ : G — H
homomorfismus, pak ¢(0(t)) je jednoparametrickd podgrupa H a ¢(X) =
(6(6))(0).

Specidlné, je-li T representace G na H, pak je takto indukovana repre-
zentace d1" Lieovy grupy g na H.

Priklad 3.1.4 Lieova algebra su(2) grupy SU(2) je mnozina vech 2 x 2
komplexnich matic, pro které plati X + X* =0, tr X =0.
Najdéte jednoparamterické podgrupy 6(¢), pro které ma 6'(0) tvar

L1 [ L1 [ 1 N B R B
0 0 -1 1
1 1

N —

la—
072_

N | .

a1 =

Tyto tFi matice tvori bazi su(2).
[Navod: Uvazujte zobrazeni 6,(t) = exp(ta;),t € R;i =1,2,3.]

3.1.2 Souvislost grupy SU(2) a SO(3).

Piifadme kazdému vektoru z = (1,72, 23) z R® 2 x 2 matici T, pfedpisem

1 -
x T1+1x
T, — 3 1 2
Tl —iry  —x3
Pak det T, = — (2% + 23 + x3). Piifazeni x — T, zobrazuje R® na mnozinu

vSech Hermitovskych matic s nulovou stopou. Pak plati nasledujici véta.

Véta 3.1.5 (1)
Je-li A € SU(2), pak pro kazdé = € R® existuje pravé jedno y € R3
takové, Ze plati
AT, A* =T,

Takto definované zobrazeni p(T') z R® do R® oznatime symbolem p(T).
(2) Zobrazeni p(T) je linearni a patfi do SO(3).



68 KAPITOLA 3. SPECIALNI FUNKCE

(3) Zobrazeni p : SU(2) — SO(3) je homomorfismus grup, které je dvojné-
sobné nakryti. PFesnéji, vzor libovolné matice z SO(3) je vidy dvojbodovy
a sklada se z dvojice opacnych matic. Napfiklad, vzor jednotkové matice z
SO(3) je plus nebo minus jednotkova matice v SU(2).

Dtikaz této véty je mozné najit v Apendixu. Dikaz se vyrazné zjedno-
dussi pouzitim télesa kvaternionii misto 2 x 2 komplexnich matic.

11. prednaska

V nasledujicich paragrafech si ukézeme piiklady toho, Ze teorie represen-
taci vede prirozené k definicim specidlnich funkci a Ze pomoci této teorie je
mozné porozumét mnoha vlastnostem specialnich funkci. Hlavni roli v defi-
nic prislusnych specialnich funkci hraji tzv. maticov0 elementy reprezentace,
které se definuji nasledujicim zptisobem.

Definice 3.1.6 Predpokladejme, Ze T je reprezentace grupy G na Hilbertové
prostoru . Jsou-li z,y dva vektory z H, pak funkci T,,(g) na grupé G,
definovanou predpisem

Tuy(9) = (T'(9)y, x),

kde (.,.) oznaCuje skalarni soucin na H, nazveme maticovym elementem
reprezentace 7.
Je-li {e;} baze H, pak oznaCime symbolem T;;(g) maticové elementy

Teie;(9)-

Vsimnéte si, Ze to, ze je T reprezentace, je ekvivalentni s tim, ze pro
libovolné dva elementy g1, g2 € G plati

1
Tij(9192) =  Tir(91) Trj(g2)-
k

Tento fakt ndm pozdéji pomize odvodit tzv. aditiéni véty pro specidlni
funkce a rekurentni formule pro né. Zaroven vede k odvozeni faktu, ze uva-
zované specialni funkce jsou fesenim obycejné diferencialni rovnice druhého
radu.

3.2 Grupa SU(2) a Jacobiho a Legendreovy poly-
nomy.

Nejprve se vénujeme nejjednodussi nekomutativni grupé SU(2).

3.2.1 Cartanuv rozklad, Eulerovy tuhly.

V grupé 11 (-
«
sue = glﬁmmz -1
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existuje kompaktni podgrupa

(I 1 1
! 0

K =50(2) = eo it |t € (0,2m)
a komutativni podgrupa
111 s tl:l 1
A=S0(2) = cost isin it € (0,27)

isint cost

Je zfejmé, Ze prvky matice z SU(2) mtzeme vzdy rozlozit néasledujicim
zpusobem (tj. G = KAK):

a f _ €2 0 COS%& isin@% ez 0 _
-6 @ 0 e % ising cos$ 0 e 2,
—1 1
9 9ty R P
_ cosgze’Z  isinge'Z
isin %eiw cos gcfi(pzlIJ
kde ¢ € (0,2m)0 € (0,m) ¢ € (—2m,27) a
0 0 -

|| = cos 2’ |3] = sin §,Argoz = #,Argﬁ = wﬁ

Vsimnéte si, ze pro a3 = 0 nejsou Eulerovy thly uréeny jednoznaéné (po-
dobné jako tomu je ve sférickych soutradnicich v bodech severniho a jizniho
pélu).

Jako cviceni si rozmyslete nasledujici interpretaci Eulerovych thli ¢, 6, 1.
Elementu g € SU(2) s vyse uvedenym rozkladem odpovida rotace, dané slo-
Zenim rotace kolem osy 3 o thel ¢, rotace kolem osy x, o thel 6 a rotace
kolem osy x3 o tthel ¢. Pro kazdou tuto rotaci je snadné napsat prislusnou
matici v SO(3). Jejich soucin dava prvek p(g) € SO(3), ktery odpovida
elementu g € SU(2).

3.2.2 Sféra S? jako homogenni prostor.

V dobach antiky byla zndma jen Eukleidovska goemetrie. Dlouho trvalo, nez
lidé akceptovali existence neeukleidovskych geometrii. Pak se ukazalo, zZe jich
existuje celd fada a Ze je mozné je klasifikovat pomoci grupy transformaci
(tzv. hlavni grupa), které k pfislusné geometrii patfi. Pro Eukleidovskou
geometrii je tato hlavni grupa vsech shodnosti (rotace, posunuti, reflexe).
Je-li M prostor bod dané geometrie, pak hlavni grupa G na ném pusobi
transitivné, tj. pro libovolné dva body existuje element grup G, ktery je
prevadi na sebe. Oznacime-li H isotropni podgrupu daného bodu m € M,
t.j. H ={g € Glg(m) = m}, pak M se d4 ztotoZnit s prostorem orbit pravé
akce grupy H na G. Kleinav Erlangensky program fika, ze kazda geometrie
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je takovyto homogenni prostor M = G/H, a ze tedy klasifikaci geometrii je
mozné provést pomoci klasifikace (Lieovych) group G a jejich podgrup H.
Grupa G = SO(3) ptisobi na R? a pfi této akci zachovava jednotkovou
sféru S2. Akce je transitivni a je snadno vidét, Ze isotropni podgrupa libo-
volného bodu je komutativni grupa H = SO(2). Sférickd geomerie je tedy
dalsim prikladem homogenniho prostoru.
Zvolime-li bod m = (0,0, 1) na sféfe, pak ma podgrupa H tvar

|:|:e|%|/2 0 1 1
0 it/ |t € (—2m,2m)

Pokud pouzivame Eulerovy thly jako soufadnice na grupé G, pak odpovi-
dajici bod m € S? ma soufadnice

(sin @ sin ¢, — sin 6 cos ¢, cos ).

Cisla —%+¢ a0 jsou tedy obycejné sférické souradnice a udéavaji, na kterém
poledniku a na které rovnobézce se bod nachézi.

3.2.3 Konec¢né dimenzionalni representace grupy SU(2).

Necht [ je libovolné nezaporné celé, nebo polocelé ¢islo. Jiz v predchozi ¢asti
jsme si popsali representace této grupy na prostoru homogennich polynomu
stupné [ ve dvou komplexnich proménnych. NapiSme jeji jinou realizaci na
prostoru H; polynomu v jedné komplexni proménné z tvaru

1
o(z) = an? ", a, € C.

n=-—1

Prostor vSech takovychto polynomt ma (komplexni) dimenzi 2/ + 1. Repre-
zentace T} grupy SL(2,C) vSech komplexnich matic

1 5 1
&
na H; je definovana takto:
1
az+ 3

Tig)o(:) = (9= -+ 00 Tt

Da se ukazat, Ze tyto reprezentace jsou ireducibilni a ze kazda jiné ire-
ducibilni reprezentace dimenze 2/ 4+ 1 je izomorfni s 7;.

Kazda reprezentace kompaktni grupy na vektorovém prostoru H je uni-
tarni. Tim se mysli, Ze existuje invariantni skaldrni souc¢in na H. Invariance
skalarniho souc¢inu (.,.) znamena, ze pro kazdé g € G a kazdou dvojici vek-
tord w,v, € H plati

(T'(g)u, T(g)v) = (u,v).
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Chépeme-li T; jako reprezentaci grupy SU(2), pak se d& ukazat, ze je
mozné zvolit jeden invariantni skalarni soucdin na H; tak, ze prohlasime bazi

vektoru
(L‘l —-n I |

Yp(x) = ——, 0= (—n)(l+n)!

Cln

za ortonormaélni bazi.

3.2.4 Maticové elementy reprezentace T,.

Pfipomenme si, Ze maticové elementy grupy G vzhledem k bazi{e;} jsou
definovany pomoci vztahu Tj;(g) = (T'(g)es, e;) a ze ze vztahu T(g192) =
T(91)T(g2) plyne —1

Tij(9192) = Tir(91)Tk;j(92)-

k

Definice 3.2.1 Maticové elementy reprezentace 7; vUCi bazi {+,} oznacime
symbolem T! . Jsou to funkce na grupé SU(2). Standardné budeme ele-
menty grupy SU(2) parametrizovat bud komplexnimi Cisly «, 5, nebo Eule-
rovymi Ghly, takze T =T (a,B) =T. . (0,0,).

Neni tézké tyto maticové elementy popsat podrobnéji. Protoze

(ax = 3 l:"(ﬁx +a)*n
(Il —=n)(l +n)!

Ti(9)¢n(x) =

)

jsou maticové elemen‘ify%l,ln(g) koeficienty pii /=™ v tomto vyrazu, vynaso-
beném koeficientem (I — m)!(l +m)!. Z Taylorovy véty dostaneme lemma

Véta 3.2.2

Th0(6) = (0 — B/~ (B + &)z,

kde 1

B (I +m)!
mn = T+ )l — m)!

Pomoci Eulerovych thli se snadno napisi maticové elementy
Tn(0,0,9) = e T,(0,6,0)
pomoci zatim nezndmé funkce 77, (0, 6,0).
Definice 3.2.3 Polynomy P! (z) definujeme predpisem
P! (cos®) =T! (0,6,0).

Tedy '
TL (¢,0,1)) = e Mot pl (o5 6).
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Nasim cilem ted bude identifikovat tyto polynomy se znamymi specidl-
nimi funkcemi a popsat si jejich vlastnosti. Uvedme si nésledujici standardni
definici Jacobiho polynomt.

Definice 3.2.4
(1) Jacobiho polynomy jsou definovany vztahem

_1)k k
P () = —(lek)! (1—2) (1 +a)" —dcik [(1— 2)* (1 +2)7*H].
2

Legendreovy polynomy jsou definovany vztahy

Tedy Pi(x) = P (x).
Asociované Legendreovy polynomy jsou (pro m > 0) definovany vztahy
(_1)m+k(1 o xZ)m/Z dm+k

Déle definujeme

-m m k—m)! m
P a) = ()" P o)
Tedy
m 2™(k +m)! —m —m,—m
pp(w) = T g2y p e,

Véta 3.2.5 Srovnanim obou definic ziskame vztahy

Tf,m(@ 0,v) = e_i(m¢+”w)ann(cos 0)

a
Pln(@) = (1 = 2) /2 (14 )02 plin e ),
kde 1
S = m)l+m)!
mn = Tome (=) + )
Specielné
C—1
(l — m)' —im m
Tho(9(4,0,¢) = me ?P™(cos 0)
a

TéO(g(¢’ 9’ Q;Z)) — B(COS 9)
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Je podstatné si vSimnout, ze maticové koeficienty Tfno zavisi jen na dvou
proménnych 6 a ¢. To je nutné interpretovat tak, ze tyto maticové elementy
jsou nejen funkce na G = SU(2), ale ze jsou tyto funkce konstantni na
(pravych) orbitach pfi akeci grupy H = SO(2) a ze jsou to tedy funkce na
sféte S = G/H (piislusné dva Eulerovy thly jsou sférické soutadnice na
sfére). Maticové koeficienty Tfno jako funkce sférickych souradnic se Casto
nazyvaji sférické (nebo kulové) funkce a znaéi se také symbolem Y (¢, 0).

Pro maticovy koeficient Téo plati dokonce, Ze zavisi jen na uhlu 6. To
znamend, ze tato funkce je konstantni na vSech rovnobézkach sféry a zZe
zavisi jen na zemépisné vysce.

3.2.5 Scéitaci véty pro Jacobiho a Legendreovy polynomy.

Jiz vime, ze pro maticové elementy plati
. 1
Ton(9192) = Tink(91)Tkn(g2)-
k

Tuto rovnost pouzijeme pro elementy ¢(0,01,0), g(¢2,602,0). Vime, Ze
Trn(g1g2) = e MO+ Pl (cos 0);
T (91) = P 1 (cos 01); Tin(g2) = e~ 92 P} (cos 6,).

Pokud roznasobime soucin g1g2 dvou prvki vyjadfené pomoci Eulero-
vych ahli a porovname s vyjadfenim pomoci Eulerovych thld pro souéin,
dostaneme vztahy mezi piislusnymi ahly:

cos 0 = cos 01 cos 0y — sin 01 sin 6 cos ¢,

git _ sin 01 cos 2 — cos 01 sin 05 cos ¢ + sin 65 sin po

sin 6§ ’
(6+0)/2 V/2[cos(01/2) cos(62/2)e'?2/2 — (sin 61 /2) sin(6 /2)e~92/2
¢ N cos(0/2) )

Formulujme si pro dalsi pouziti specidlni ptipady pro ¢ = 0 a ¢2 = 7/2.

Véta 3.2.6 Plati
1
Pf,m (cos(01 + 02)) = Prlnk(cos Hl)P,fm(cos 67).
k

' L 1
e Hmetn) pl (cosf) = i " P, (cosf1) P}, (cos 62),
k

kde . .
sin 61 cos 62 + 7 sin 6o

cos ) = cos 01 cos O, €' =

sin 6 ’

cilo+)/2 _ V2[cos((01 + 02)/2) +icos((01 — 62)/2)]
2cos(6/2) '
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3.2.6 Rekurentni vztahy pro Jacobiho polynomy.

Véta 3.2.7 Plati rekurentni vztahy pro Jacobiho polynomy

L1 g4 1 L1 1 (I
i 1= Bl @) =5 (+n)l—n+DPh, @)~ (—n)+n+ 1P ()
:I/‘ k) K

L 1 (I
(+n)l-n+1)P,, 1@+ (—n)(I+n+1)P, ()

Dusledkem jsou vztahy

] S
d n—mzx
122 42 "7 pl = — — 1)P!
Yt A Dl (=n)(I+n+1)Py, 4a(2),
] S
d n—mzx
_ 2t TR pl S — !
L= V1 - 22 P () ((+n)(l—n+1)P,, 1(z),
Dikaz.

Nejdiive si vSimneme, Ze koeficienty v Taylorové fadé pro maticové ko-
eficienty je mozné ziskat pomoci integralu
I I 1
1 I+m)(l—m)!

l _ az — 2\l—n 2+ a l+n szlfl .

Pokud tyto formule pouzijeme pro o = cos(0/2), 5 = isin(6/2), a pokud
obé strany rovnosti budeme derivovat podle # v bodé nula, dostaneme
o )
d i (+m)l—m) T — iln— ;
s Pl Npen = — I— i(n+1)¢o I i(n—1)¢ zm¢d ]
d@[ mn(COS )]9 0 An (l+n)'(l _n)' 0 [( n)e +( +n)e ]6 ¢

Ziejmeé je prava ¢ast rovna nule pro m rizné od n+ 1. Prom =n+1
dostaneme

Lipl | (cosO)lpmo = - U—mA+n+D)
d@ n+l,n =0 — 2 n n 9
pro m = n — 1 dostaneme
d P —
@[Pn_l’n(cos 0)]o=0 = 3 (l+n)(l—n+1).

Pokud budeme derivovat prvni vztah pfedchozi véty podle 6, a dosadime
nulu a pouzijeme dva pravé odvozené vztahy, dokdzeme prvni vztah této
véty.

Pokud budeme derivovat druhy vztah predchozi véty podle 0 a dosa-
dime nulu a vyuzijeme vztaht mezi jednotlivymi thly a z nich odvozenymi
derivacemi:

d9 dé 1 di
o, 0)=0, db, 0 =& 01 do, (0) = —cot 0,

dostaneme druhy vztah v této vété. Zbytek je linearni algebra. g
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3.2.7 Diferencialni rovnice pro Jacobiho polynomy.

Ze dvou poslednich rekurentnich vztaht v pfedchozi vété dostanem snadno
upravou nasledujici tvrzeni.

Véta 3.2.8 Jacobiho polynomy P! (z) spliiuji diferencialni rovnici

o N d m?2+n?-2mnz _, .

Kulové funkce
Yim(6,0) = const.e” ™ P/ (cos §) = const. T\ o(6,0)
spliuji rovnici

2 2
[sin@a——cosﬁg—i— L0

5 90 T smoaR T 1(1 + 1)]Y},y, sin 0(6, 0) = 0.

3.2.8 Relace ortogonality.

Zakladni a klicova véta o maticovych koefientech je Peter-Weylova véta,
ktera fika, ze pokud budeme uvazovat pro kompaktni grupy G maticové
koeficienty vici zvolené ortogonalni baze pro vSechny unitarni (navzéjem
neizomorfni) irreducibilni reprezentace G, pak jejich vSechny maticové ko-
eficienty tvofi ortogondlni systém v prostoru Ly (G, i), kde p je invariantni
(Haarova) mira na grupé G. Z této véty pak plynou vSechny relace orto-
gonality pro Jacobiho polynomy. Jako specialni pfipad z této véty plyne
ortogonalita kulovych funkci a jejich tiplnost v prostoru Ly(S?). Podobné je
také mozné z Peter-Weylovy véty odvodit hustotu Legendreovych polynomi
v prostoru Lp((—1,1)).

3.2.9 Generujici funkce.

Da se ukazat, ze Legendreovy funkce spliuji vztah

1 1
P = ——
0 V1—=2hx + h2

3.3 Grupa M(2) shodnosti v roviné a Besselovy
funkce.

Ted budeme uvazovat dalsi velmi jednoduchy pfipad Lieovy grupy. Bude to
Lieova grupa (piimgch) shodnosti v roviné R2. Piimé shodnosti jsou slo-
Zeni rotace a posunuti, zatimco typickym piikladem nepfimé shodnosti je
reflexe viiéi pfimce (nepfimé shodnosti obraceji orientaci roviny, Jakobin
ptislusného zobrazeni ma zaporny determinant).
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Definice 3.3.1 Grupa M (2) (pfimych) shodnosti je definovana jako grupa
transformaci roviny tvaru

/ .
r =xrcosa—ysino + a,

y = xsina +ycosa+ b,

kde a,b € R, a € (0, 2m). PFislusny element grupy M (2) oznaCime symbolem
9=g(a,b,a).

Existuje parametrizace grupy M (2), kterad je podobné paramterizaci ro-
taci pomoci Eulerovych thla. Staéi si bod (a,b) v roviné napsat pomoci
polarnich soufadnic:

a=rcosp, b=rsing; r € (0,00), ¢ € (0,2m).
Obecny element g € M (2) lze pak psat jako
g("", ®, Oé) = g(oa 0) @)g(’ra 0) 0)9(0’ 0’ o — 90)

Je to tedy slozeni rotace, posunuti ve sméru osy x, a rotace.
Pokud g1 = g(r1,0, 1), g2 = g(r2,0,0) a g1g2 = g(r, ¢, @), pak

—1
r= r%+r%+2r1rzcosa1,
1%
ip Lt reeTt _
e =—""; a=01.
r

3.3.1 Lieova algebra m(2).

Pokud si vezmeme jednoparametrické podgrupy

C 1 1
1 0 ¢
wi(t) = Lo oL
0 01
C 1 1
1 00
wyo(t) = Lo ¢+ L
0 01
1
cost —sint 0
ws(t) = t cost 0L
0 0 1
_dwi(?) s
pak prvky a; € m(2),a; = =5~ |i=0 maji tvar
C_1
0 0 1

a; = Lodo oL
000
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1 1
0 0 0
a;=Lodo 1L
0 0 0
C1 1
0 -1 0
az= 1o oL
0 0 0

Tyto t¥i matice generuji celou Lieovu algebru m(2), jejich komutaéni relace
jsou
[a1,a2] = 0, [az, a3] = a1, [az,a1] = ap.

3.3.2 Representace grupy M(2).

Definujme unitarni representaci T, grupy M (2) takto. Pfislusny Hilbertovy

prostor H je prostor L, funkci na jednotkové kruznici se skalarnim soucinem
1 _
(f,9) =5 [f(@)g(¥)dy < oo.

_27T 0

Representace T” je dana vztahem

[T7(g) () = €= f () — a),

kde g = g(r, p, ) a p # 0. Jako cviceni se presvéddete, Ze toto je representace
a 7e je unitarni.

3.3.3 DMaticové elementy.

V prostoru H si zvolime bazi f,(¢) = ¢™¥. Je ihned vidét, ze to je orto-
normalni baze. Maticové elementy T}, reprezentace T viiéi této bazi jsou
definovany takto:

—ino
e

T8, (9) = (T0(9) frs o) = eftr cos=p) iln=mv gy,

Tedy napf.

2 0

Thn(9(0,0,0)) = Th, (@)™ S,
Matice reprezentujici elementy ¢(0,0, «) je tedy v této bazi diagonalni.
Elementy ¢(r,0,0), které reprezentuji posunuti o 7 ve sméru osy x maji
maticové elementy

,[:Tl—m

T?(g(r,0,0)) =TF (1) eprsind—itn=m0 gy — jn=m g (pr).

2T
V integralu je lehké najit integralni vyjadfeni pro Besselovy funkce. Bes-
selovy funkce J;,_p,(r) s celo¢islenym indexem jsou tedy (az na konstantu)
maticové elementy reprezentace T jednoparametrické podgrupy posunuti o
délku r podél osy z. Z rozkladu obecného elementu g = g(r, ¢, &) pomoci
otoceni a posunuti podél osy x dostaneme, zZe

Tp(g) — ~nfmefi[na+(mfn)<p] Jnfm(p'r)-
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3.3.4 Scitaci véty.

Ted odvodime z vlastnosti reprezentaci s¢itaci véty pro Besselovy funkce s
celociselnym indexem tak, jak jsme to délali v ptipadé Jacobiho polynomi.
Pouzijeme zakladni vlastnost reprezentace

1
0. (9192) =  Th(91)T},(g2).
K

pro pfipad g1 = ¢(r1,0,0), g2 = g(r2, ¥2,0). Oznacime-li g = g(rep, a), pak

— .
1+ r2e'?

r= 7“%+7“%+2r17“200s<p1,ew:7r ,a=0.

Dosadime-li do tohoto vztahu vyjadfeni pro maticové elementy a polozime
m =0 a p =1, dostaneme

eupJn(T) = 6Zk(pzJn—k;("ﬂl)Jk(TZ)'

—00

Pro @2 = 0 dostaneme r = r1 4+ r2, ¢ = 0 a odpovidajici jednoduchy vztah
kopirujici vlastnost jednoparametrické podgrupy translaci podél osy x:

1
Jn(r1+m2) = Jn—r(r1) I (12).

k=—00

vvvvvv

1 o] O 1 g——y

ry+iry 2 .
_— Jn 7"]2_ + ’I"% = Zk‘Jnik(Tl)Jk(TZ)-
rL —1rp k=—o0

7Z unitarnosti reprezentace T plyne, Ze
1 1 \x
Omn = T (r)(Ti) " (1),
k

Po dosazeni a zdménou indext dostaneme tzv. Hansenovu formuli

_1
Jn+k(T)Jk(T) = Jn(O) = 0n0-

k=—o00

3.3.5 Rekurentni vztahy.

Podobné jako tomu bylo pro Jacobiho polynomu, i pro Besselovy funkce jsou
rekurentni vztahy infinitezimalni verzi s¢itacich vét.
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Véta 3.3.2 Besselovy funkce J,, splfiuji vztahy:
(D) 2J5(2) = Jn-1(x) = Jn+1(2);
(2 2Fan(x) = Jp-1(x) + Jn+1(2);

3) —1 1
"D @) = Jea();
. dr n = Jnp-1 )
1 ; 1
n

Dukaz.

Nejdfive musime spocitat hodnoty derivaci Besselovych funkci v bodé
x = 0. Derivaci integralniho vztahu pro Besselovy funkce (kterym jsou defi-
novany) dostaneme okamzité

2 ; 1 .
e—m&’ sin df = 4_ [e—z(n—l)e - e—|(n+1)0]d‘9.

/0y = -
Jn(o)_Qﬂ_O T 0

Toto ¢islo je nenulové jen pro n = £1, pro ostatni n je rovno nule. Pfi tom

1
J1(0) = —J" 1(0) = 3
Nyni budeme derivovat vztah
1
Jn(r1+1m2) = Jn—(r1) I (12).
k=—o00

podle r» a dosadime r, = 0. Tim dostaneme prvni tvrzeni.
Derivaci vztahu
1, . 0Bl g

71+ 1T .
- Jn( 7"% + 7"%) = ZkJn,k(Tl)Jk(Tz).
L — 1o =—o00

podle r, a dosazenim r, = 0,71 = = dostaneme druhy vztah. Zbytek je
linedrni kombinace pfedchozich vztahi. O

3.3.6 Besselova diferencialni rovnice.

7 predchozi véty dostaneme ihned

I:I1 dIIII dl:l
n — n

Snadnou tpravou dostaneme néasledujici vétu.
Véta 3.3.3 Besselovy funkce J,, splfiuji Besselovu diferencialni rovnici

2 J!(x) + xJ) (x) + (2% — n?)J,(z) = 0.
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3.3.7 Generujici funkce.

Definujici integrélni vztah pro Besselovu funkei iikd, ze J,(x) jsou Fourie-
rovy koeficienty funkce f(0) = e™*s"?. Tedy

eszan — Jn(.%,)em@7
n=—oo
neboli
b S |
etz — Jn(x)z”
n=—oo

Funkce €% je tedy generujici funkce pro J,,.

3.4 Hermiteovy polynomy.

Hermiteovy polynomy velice tizce souvisi s Heisenbergovou grupou a Hei-
senbergovou algebrou. Nejdfive si uvedem jejich definice.

Definice 3.4.1 Heisenbergova grupa H je grupa 3 x 3 realnych trojuhelni-
kovych matic tvaru 1 [ [T
1 1 a b 1

= — [g 1 L1
e o

Heisenbergova algebra je Lieova algebra Heisenbergovy grupy. Da se snadno
vypocitat ze standardnich jednoparametrickych podgrup (jako cvifeni na-
jdéte jednoparametrické podgrupy, jejichz infinitezimalni generatory jsou
nize uvedené t¥i matice).

Definice 3.4.2 Heisenbergova algebra h je vektorovy podprostor prostoru
vSech 3 x 3 redlnych matic tvaru

1 1 —1 1
1 0 a b 1

h= §:|Elo clid b ceRrR
000 ]

generovany maticemi

L1 L1 L[ 1 L1 L1 I
010 0 0O 0 01

ar =010 oLl =Lgdo 15 Lo oL
00 0 0 0 0 0 0 0

Primym vypoctem se snadno zjisti, Zze pro tii generatory a+,a_,b plati
nasledujici komutacni relace.

[a+,a_] = b; [a+,b] = O; [a_,b] =0
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Nasim cilem je sestrojit unitarni representaci p grupy H, resp. algebry h,
na vhodném Hilbertové prostoru. Odvodime si nejdiive jednoduché dusledky
komutacnich relaci, které musi platit v kazdé reprezentaci. V§imnéte si, Ze
element b je v centru Heisenbergovy algebry hA. Tim se mysli, Ze komutuje
se vSemi prvky h.

Jedna z moznosti, jak element b reprezentovat je prifadit mu nasobek
jednotkové matice (pro ireducibilni representace je to dokonce kanonicka
moznost).

Budeme hledat representaci, ve které je element b representovan dvojna-
sobkem jednotkové matice. V hledané reprezentaci pak pro matice p(a+ ), p(a_)
(které pro pohodli ozna¢ime prosté a+,a_) plati [a+,a_] = 2. Snadno od-
vodime néasledujici jednoduché lemma.

Lema 3.4.3 Pro libovolné prirozené Cislo j plati

la—, a%] = 2ja’, .
Dikaz.
Jsou-li X,Y dva prvky z dané Lieovy algebry ¢, pak se snadno dokéze,

[ RN
X" Y]= XX, Y]x" -1
=0

K tomu staci si napsat levou stranu jako
XXy - v X))+ X"y X —vX" =

= X" UX V] + [X" L Y]

a pouzit indukci. Pro X = a+,Y = a_,[X,Y] = 2 dostaneme tvrzeni lem-

matu. U
Predpokladejme jesté, ze v nasi hledané reprezentaci existuje ”vakuovy

vektor”, tj. element vg, pro ktery plati a_(vg) = 0. Oznacime postupné

v1 = a+(vo), v2 = a(vo), v; = a’y(vo).

Tedy element a+ je vzhledem k této bazi reprezentovan (nekoneéné rozmér-
nou) matici, kterd ma na vedlejsi diagonale samé jednicky.

7 predchoziho lematu ihned plyne, Ze pro reprezentaci elementu a_ plati,
ze vektor v; se pievadi na vektor 2jv;_1. Z pochopitelnych diivodii se ope-
ratordm a+, resp. a_, fik& kreacni, resp. anihilac¢ni operatory.

Tim jsme popsali jakousi nekone¢né rozmérnou reprezentaci, kterd je
zatim abstraktni a ptisobi na vektorovém prostoru, jehoz bazi jsou prvky
vj,7 =0,1,2,,....

Abychom nasli konkrétni realizaci, zkusme vzit za Hilbertiv prostor
H prostor H = L(R) vSech kvadraticky ingerovatelnych funkci na realné
primce.
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Snadno se ovéri, ze operatory

4

._ 2
L (@)s am = af () + 5 (@)

ar(f) = 21 (@) o

jsou dobfe definovany na husté podmnoziné a spliiuji relace [a+,a_] = 2.
Je snadné nalézt feseni rovnice a(vg) = 0, napi. lze vzit vo(z) = exp(—z?/2).
Pokud si v§imneme, Ze

z° d T
ar(f) = —exp o exp - f),
pak
22
’Uj(fI,') = P](.%') €xXp _77
kde plati
Y e e B
. _ J
Pj(z) = (-1) exp o o (eXP—E)

Takto definované polynomy se nazyvaji Hermiteovy polynomy.
Hermiteovy polynomy jsou feSenim vhodné diferencialni rovnice. Jeji
tvar dostaneme snadno takto.

~

Véta 3.4.4 Hermiteovy polynomy P;(x) fesi diferencialni rovnici
—P!(z) + 22P,(x) = (2n + 1) Py ().

Generujici funkce pro P; ma tvar

,_ B

exp2rz — z2° = —=2z".

Dikaz.

Z vlastnosti operatori ay plyne, Ze (a+a_)(v,) = 2nv,. Dosazenim za
a+ dostaneme piislusnou rovnici.

Déle

Ffog—?)0)

p (—2)".

exp 21z — 2% = exp x? exp —(x — 2)? =
0

O
Jesté si najdeme pomoci Hermiteovych polynomi bazi z vlastnich funkce
Fourierovy transformace.

Véta 3.4.5 Necht ¢, (x) = f,(V271x), fo(z) = Py(x) exp—x—;. Pak

F(on) = (=) pn.
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Duikaz.
O funkci po(z) = exp —mx
Pokud oznacime

2 vime, Ze F (o) = ¢o.

1

T+(f) = —Ef + \/%xf,
pak 74 (©n) = On+1.
Dale 1
Flrelf) = F —%f% Nor

ivarF(f)ee - TUO _ i m ),

12

L1

83



84

KAPITOLA 3. SPECIALNI FUNKCE



Kapitola 4

Appendix

V této casti je shromazdén dalsi material pro ty, ktefi se zajimaji o podrob-

néjsi informace, které jsou potiebné pro dikazy nékterych tvrzeni pouziva-
nych v textu.

4.1 Testovaci funkce

Lema 4.1.1
(1) Pro kazdé p > 1 plati, ze D(R") je husté v L,(R").
(2) Existuje posloupno%nezépornych funkci ¢, € D(R™) spliujici

¢n = 1,supp ¢, C U(0;1/n).

(3) Predpokladejme, Ze K C Q, K je kompaktni, Q C R" je oteviena. Pak
existuje ¢ € D(Q2) takova, ze ¢(x) =1 v okoli mnoziny K.

(4) Jsou-li Q;,j = 1,... k oteviené v R™ a ¢ € D(Ui_,Q;, pak existuji
pj € D(Q;) takové, Ze T p; = ¢ na UF,Q;. Je-li ¢ > 0, lze zvolit
wj = 0.

4.2 Lokalizace distribuci.

Véta 4.2.1 Je-li Q; libovolny systém otevienych mnozin a 2 = U;Q;, pak
pro kazdy systém distribuci T; € D’(Q;), ktery splfiuje podminku Vi, j, T; =
T; na Q; N, existuje distribuce T' € D'(Q2) s vlastnosti Vi, T = T; na ;.

Veéta 4.2.2 Necht T' € D'(Q) a supp T je jeji nosic. Pak existuje pravé
jedna linearni forma T' ha mnoZiné testovacich funkci

(4.2.1) {p € £(Q)|supp T N supp e CC N}
takova, ze plati
(i) T(p) = T(p) pro vdechny ¢ € D(Q);

(ii) T(p) = 0, pokud supp T N supp ¢ = .
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Dikaz.
(i) Jednoznacnost.

Necht je déna distribuce T. UkaZeme nyni, Ze kazdou testovaci funkci ¢
z mnoziny 4.2.1 lze rozlozit na soucet p = g + @1, kde o € D(Q2) a pro p1
plati supp ¢ Nsupp T = 0.

To je mozné ukazat takto. Zvolme testovaci funkci ¢p € D(Q2) tak, aby
¥ = 1 v okoli suppp N suppT. Pak po = v a ¢1 = (1 — ¢) maji
pozadované vlastnosti.

Z toho plyne, Ze hodnotu rozsifeni T'(¢) musime podle predpokladi véty
zvolit takto:

(4.2.2) T(p) = T(e0) + T(e1) = T(¢0)-

Pokud jsou T4, resp. Tb dvé rozsifeni T, museji se rovnat. To ukazuje jedno-
znacnost a dava zaroven navod na definici rozsifeni pomoci vyse uvedeného
vztahu.

(ii) Existence.

Je zfejmé, ze rozklad ¢ = o+ 1 s uvedenymi vlastnostmi zdaleka neni
jednoznaény. Abychom vztah (4.2.2) mohli vzit za definici rozsifeni, musime
ukazat, ze je tato definice nezavisla na vybéru rozkladu. Predpokladejme
tedy, Ze ¢ je rozlozeno dvéma zptisoby ¢ = po+p1 = ¢p+ ). Pak wo—¢p =
01 — ¢4, plati také supp(p1 — ¢y) Nsupp T = 0, a tedy i

T(po — ¢p) = T2 — 1) = 0.

To ukazuje, ze T'(po) = T(¢p). Vaztah (4.2.2) tedy lze vzit za definici hleda-
ného rozsieni 7' O

Véta 4.2.3 Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) Linearni funkcional T' na £(2) je spojity.
(ii) Existuji C € R, k pFirozené a kompaktni mnozina K C () takoveé, Ze
Vo € £(Q) plati
T(e)| < Clepli,k

(iii) T je distribuce z D'(2) s kompaktnim nosi¢em (rozsifena podle nasi
dohody na celé £(2)).

Dlkaz.

Dokazeme postupné tfi implikace.
(i) = (ii):

Predpokladejme, ze T' je spojity linearni funkcional na £(2). Vlastnost
(ii) dokdZeme sporem. Zvolme rostouci posloupnost kompaktnich mnozin
K takovou, ze U;K; = €. Pokud neplati podminka (ii), pak pro kazdé j
existuje ¢; € £(2) takova, ze

1T (05)] > 7 lejljxg
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Po vhodném vynéasobenim mtiZeme pfedpokladat, ze |T'(¢;)| = 1.
Vezméme si nyni pevnou kompaktni mnozinu K a pevné pfirozené ¢islo
k. Pak existuje jo takové, Ze Vj > jo plati K C K a k < j. Pak ale

1
ljlk,rc < ljlirg < ; — 0.

To je spor, nebot pro vSechna j je [T'(¢;)| = 1.
(ii) = (iii)

Plati-li podminka (ii), pak se snadno ukéze, Ze nosi¢ T' je podmnozina
K. Distribuce T' ma tedy kompaktni nosi¢ a staci ji zzit na mensi mnozinu
testovacich funkci D(2). Je také ihned vidét, Ze je na této mnoziné spojita.
(iii) = (i)

Predpokladejme, ze T' € D(£2) ma kompaktni nosi¢ K C €. Vime, Ze
tento linearni funkcional lze prodlouzit na celé £(Q2). Toto prodlouzeni je
dano néasledujicim pfedpisem. Zvolme funkci ¢ € D(Q) tak, Ze ) = 1 na
K. Pak Vo € £(Q) plati T(¢) = T(p). Je tieba nyni ukazat, ze toto
prodlouzeni je spojité.

Pokud ¢; — 0v E(Q), pak g1 — 0vD(Q) atedy T(¢;) = T(vp;) — 0.

]

4.3 Konvoluce a jeji vlastnosti

Lema 4.3.1 Vlastnosti konvoluce:
1

wro(a) = u(w —y)(y)dy, » € R", u € C(R™),v € Co(R™)

(@) u* v = v u(pokud alespon jedna funkce mé& kompaktni nosic)

(D) (u*v)*w=wux*(vxw) (pokud alespon jedna funkce méa kompaktni
nosic)

(©) 9°*P(u xv) = (0%u) * (0%v) (pokud alespon jedna funkce ma kom-
paktni nosic)

(d) Necht u € CJ, pak

VE Lijoc = u*xv el velr=uxved™,
Véta 4,32 Predpokladejme, Ze posloupnost nezapornych funkci ¢,, € D(R™)
spliiuje ¢, = 1,supp ¢, C U(0;1/n).
Pak plati:
fe€DR") = fxp, € DIR"); V| <5 0%(fxpn— f) =00 R™;

feEL,R") = frxpn € ER™); frpn—f—00Ly
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Dusledek 4.3.3 Predpokladejme, Ze f,g € L110c(92),2 C R™. Ukaite, Ze
pokud plati ] ]

Jodr = gpdz,

pro v3echny funkce ¢ € D(Q2), pak f = g s.v. na Q.



