PLOSNY A KRIVKOVY INTEGRAL: ZATIM BEZ DIFERENCIALNICH FOREM
Kapitola z projektu “Privodce plosnym a kfivkovym integralem”
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1. KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL PRVEHO DRUHU

1.1. k-rozmérna plocha. k-rozmérné plocha bude pro nés spojité diferencovatelné zobrazeni ¢ : G —
R? kde G C R je oteviend mnozina. Symbolem (1) zna¢ime mnozinu v(G), tzv. obraz plochy 1.

1.2. Nulové mnoziny. Rekneme, ze mnozina N C R? je k-nulové, jestlize pro kazdé C'-zobrazeni
prostoru R? do R* m4 obraz ¢(N) nulovou k-rozmérnou Lebesgueovu miru.

1.3. Jakobian prvého druhu. Je-li ¢ : G — R? k-rozmérna plocha, definujeme jakobidn prvého druhu
zobrazeni 1 v bodé ¢t € G jako odmocninu z Grammova determinantu, tedy Jy(t) > 0 a

k
(1)) = det(g—;f@ - g—;ﬁ@)

i,j=1

Budeme darazné tozliSovat mezi symboly Ji¢ (jakobidn, miZze byt zdporny) a J, (jakobidn prvého druhu,
vzdy nezéporny). Pro ptipad d = k, tedy zobrazeni ¢ : G — R*, mame Jy, = | J1|.

1.4. Sp-méFitelné mnoZiny. k-rozmérnou miru podmnozin R¢ budeme poéitat pomoci “véty o sub-
stituci”, podobné jako nam vhodna zaména proménnych casto usnadni vypocet objemové miry mnozin
v R?. Mnoziny, kterym budeme umét pfifadit k-rozmérnou miru budou az na k-nulové mnoziny Easti
obrazu k-rozmérnych ploch.

Reknéme, ze mnozina M C R? je Sy-méritelnd, jestlize pro kazdou prostou regularni k-rozmérnou
plochu v je 1y~ (M) Lebesgueovsky méfitelnd mnozina. Systém vsech Sj-méfitelnych mnozin zfejmé tvoii
o-algebru, kterou budeme znacit Si. Plochu ¥ budeme nazyvat pripustnou parametrizaci pro vypocet
Sy (M), jestlize 1) je prosté a reguldrni a mnaozina M \ () je k-nulova. Rekneme, ze M C RY je k-
rozmérny utvar, jestlize existuje pFipustnd parametrizace pro vypocet Si(M). Jestlize ¢ je pFipustna
parametrizace pro vypocet Si(M), definujeme

Sk (M, ) = / Tu(t) dt.
YH(M)
1.5. Véta. Necht ) a 1/; jsou pripustné parametrizace k-rozmérného utvaru M. Potom
Sk(M,9) = S(M, )
Diikaz. Dtikaz odlozime do podkapitoly 7 O

1.6. k-rozmérna mira. Pro kazdou Si-métitelnou mnozinu M definujeme
(1) Sk(M) = {

Sk(M,v), je-li M k-rozmérny utvar a ¢ pfipustnd parametrizace ,

0, jestlize M neni k-rozmérny utvar.

Korektnost této definice je ziejmé z pfedchozi véty. Poznamenejme, ze Sy (M) muize byt nekoneéno, i
kdyz M je k-rozmérny utvar.

1.7. Véta. Si je o-algebra obsahujici vSechny borelovské mnoZiny a Sy je mira.
Diikaz. Dtikaz odlozime do podkapitoly 7 (|

1.8. Integral prvého druhu. Krivkovy (k = 1) a plosng (k obecné) integral prvého druhu definujeme
jako integral podle k-rozmérné miry. Kfiivkovy integral bude pro nas specidlnim pfipadem plosného
integralu. Pokud mluvime o dimenzi jedna, davame pfednost terminu “kfivkovy”. Integral prvého druhu
tedy budeme pocitat podle substitu¢niho vzorce

/M u(z) dSy, = /pl(M) u(i(t)) Jy(t) dt,

kde 1 je pfipustné parametrizace pro vypocet Si(M). V pfipadé kiivky (k = 1) znaime ds = dS, pro
plochu kodimenze 1 zavadime dS = dSq_1.

L4zodpovédny” za tuto kapitolu



2. KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU

2.1. Retézce. V dalsim se nAm bude hodit “fetézeni” k-rozmérngch ploch do trochu slozitéjsich objektii.
Retézce definujeme jako formalni celodiselné linearni kombinace k-rozmérnjch ploch, tedy vyrazy tvaru

mel
kde I je koneéné indexovd mnozina, p,, jsou celo¢iselné koeficienty a v, jsou k-rozmérné plochy v R<.
Retézce
U= me[wm]a U= Zﬁm[wm]
mel mel

pokldadame za stejné, pokud pro kazdou k-rozmérnou plochu 1 je

> bm= >, m

{m’ll)m:w} {m:'lz"m:w}

Symbol [¢p] znaél “elementdrni” Fetézec z jedné plochy s koeficientem 1. Hlavni rozdil mezi ¢ a [¢)]
je v tom, ze 1 chapeme jako zobrazeni, a proto bychom napfiklad 2¢) mohli vykladat jako zobrazeni
t +— 21 (t). Oproti tomu 2[¢)] si pfedstavujeme jako plochu ¢ “zparametrizovanou dvakrat”.

Je-li U fetézec ve tvaru (2), znacime

Rekneme, 7e fetézec ¥ ve tvaru (2) je
e reguldrni, jestlize 1, jsou regularni,
e prosty, jestlize vSechny 1, jsou prosté, vSechny koeficienty jsou +1 a obrazy (), jsou navzijem
disjunktni.
e homeomorfni, jestlize vSechny v, jsou homeomorfni, vSsechny koeficienty jsou +1 a ze pro m # [
je

(Ym) N (1) = 0.
2.2. Jakobian druhého druhu. Necht o € {1,...,d}* je uspoiddand k-tice indexti (tzv. multiindex).
Potom zavédime zobrazeni (“projekci”) Il : R — R¥ piedpisem
Iy (2) = (Zay, -y Tay)-
Multiindexu « odpovida jakobidn druhého druhu
o, ... )
Oty .-, tk)
2.3. Integral druhého druhu. Nyni zavedeme kiivkovy (k = 1) a plosng (k obecné) integrél druhého

vvvvvv

Jotp = J (yot)) i=

korektnéjsi predstava je, ze integrujeme pies plochu danou parametrizaci a nikoli jen pres jeji obraz.
Tomu bude odpovidat i znaceni, kde plocha (obecnéji fetézec) se vyskytne v indexu u integrélu. Necht
Y : G — R? je k-rozmérna plocha v R? a u je funkce na (¢). Nechf a € {1,...,d}* je multiindex.
Definujeme

(3) /wdeal A NdTg, = /Gu(d)(t)) Jatp(t) dt

(pokud mé vyraz na pravé strané smysl). Symboly A se pouzivaji k posileni védomi, Ze hodnota integrélu
z&visi na poradi diferenciali (na rozdil od oby¢ejnych dvojnych a mnoznych integrélii). Pokud ¢tendie
toto vysvétleni (pravem) neuspokojuje, nalezne klid v kapitole o multilinearni algebie.

Je-li W =73 i Pm[tm] Fetézec, definujeme

/udzal/\~-~/\dxak ::me/ UdZTo, N ANdzq,
N

mel m

2.4. Vztah mezi integralem prvého a druhého druhu. Porovnéme-li integral druhého a prvého
druhu, zjistime, ze se 1isi pfedevsim pouzitym jakobidnem. Pomér jakobidnu druhého a prvého druhu



3

je diilezity invariant, pro né&jz ted zavedeme symbol. Pfedpoklddejme, ze ¥ = > _; pm[tm] je prosty

regularni fetézec, a € {1,...,d}* je multiindex, m € I a x = 1,,,(t). Pak definujeme
Jo(t
(4) fa (mv \II) = Pm ;jzi)) .

Hodnotu &, radéji pfifazujeme bodu z nez jeho vzoru, nebot tento funkce &, je krokem na cesté odprostit
se od zavislosti na parametrizaci. Vztah mezi integralem prvého a druhého druhu pak mtzeme vyjadrit
nésledujicim dilezitym vzorcem (véta 2.5), ktery je bezprostiednim dtisledkem definic. Véta 2.6 ndm pak
ukaze nazorny vyznam integralu druhého druhu. Jeji dikaz odlozime ke konci podkapitoly.

2.5. Véta. Predpoklddejme, Ze U = ) pm[tm] je prosty reguldrni Tetézec, o € {1,... ,d}* je mul-
titndex a u : (¥) — R je Si-méritelnd funkce. Potom

/ w(z)dzo, A Ndzg, = / u(z) a2z, ¥) dSk(x).
v

(¥)

2.6. Véta. Necht U =3 pm[m] je prosty requldrni k-rozmérny retézec a u je funkce na (¥). Necht
a€{l,...,d}* je multiindex. Potom

(5) [I]u(x)d:z:al A Adzg, /R< > u(z) sgnéa(z, \p)) dys . .. dyg,

{z: o (z)=y}
pokud integrdl nalevo konverguje.
2.7. Poznamka. Zobrazeni II, je vlastné substituce y1 = z4,,...,Yr = ZTq,, pak formalné vychazi
dy; = dzq,, i =1,...,k, coz motivuje zptsob znaceni tohoto druhu integralu.

2.8. Nezavislost integralu na parametrizaci. Z véty 2.6 mtiZzeme ucinit zavér o nezavislosti integralu
druhého druhu na parametrizaci. Pfedpokladejme, ze W = Y pp[thm] a U = 3 i Pm[tm] jsou
prosté regularni Fetézce, které parametrizuji stejnou mnozinu, tj. (¥) = (¥). Abychom mohli uéinit
ZAver, 7e

/udxal/\--~/\dxak:[udxal/\u-/\d:vak,
N &

staci ovéfit, ze v kazdém bod& z € (U) je sgnéy(z, ¥) = sgné,(z, ¥). To je pozadavek na stejnou tzv.
orientaci fetézcli ¥ a ¥, tomuto tématu se budeme vice vénovat pozdéji.

Diikaz véty 2.6. Ziejmé stadi provést ditkaz pro jednu plochu ¢ : G — R<. DokaZeme obecnéj$i vzorec

© [ dmd = [ B o)=Y () s ()

- {t€B: Ta ($(1) =y}
pro kazdou méfitelnou mnozinu E C G, pro niz integral nalevo konverguje. Ozna¢me
Gt ={teG: J(t) >0},
G~ ={te G: Ju(t) <0},
Z ={teG: J,(t) =0}
Vzorec (6) zfejmé plati pro £ C Z, Necht E C G je méfitelnd mnozZina a ¢t € E. Aplikujeme vétu
o inverznim zobrazeni na II, o 1. Podle ni existuje raciondlni okoli U bodu t tak, ze II, o ¥ na U je
difeomorfismus. Pro kazdé t € ENU je ziejmé ziejmé v(Il,(¥(1)), E) = u(y(t)). Tedy pokud je mnozina

E podmnozinou U, dostavéame (6) z obycejné véty o substituci. VSechna pouZita racionalni okoli srovname
do posloupnosti {Uy, } . Obecnou méfitelnou mnozinu £ C G pak mtzeme napsat ve tvaru

E=|JEn Ei=ENU, Ey=EnUs\Uy, Es=EnUs\ (U1UDy),....

m

kde mnoziny E,, jsou po dvou disjunktni a pro kazdou z nich uz (6) plati. Sec¢tenim pfes j dostaneme
(6) pro E. Podobné bychom dostali (6) pro E C G~. Pro obecnou métitelnou mnozinu E C G obdrzime
(6) rozkladem F = (ENGT)U(ENG™)U(ENZ). Tim je dokdzan vzorec (6), z néhoz plyne dokazovana
véta volbou F = G. ]



3. KLASICKY KRIVKOVY INTEGRAL
3.1. Krivkovy integral prvého druhu. Jednorozmérné plochy se nazyvaji krivky. Jakobian Jy se v
jednorozmérném piipadé redukuje na |¢)'|, mame

/ fds = / F6(0)) /(1)) dt.
(] G

3.2. K¥ivkovy integral druhého druhu. Necht ¢ : G — R? je kiivka a f : (¥) = R™ je vektorova
funkce. Definujeme

”) [ Fas= [ Fa)-dsta) = [ Fww)-owa
» P G
(pokud mé vyraz na pravé strané smysl). Definici lze snadno pfepsat ve tvaru

(8) /qbfdgz/wfldxl"'_i_fndxn

Definici (7) zobecnime na fetézce. Necht W = ), py[tm] je jednorozmérny fetézec, a () - R®
je vektorova funkce. Pak definujeme

f-di=Y pn | f-ds

Vzorec (8) plati analogicky i pro Fetézce.

3.3. Teény vektor. Necht ¥ = 3" pp[thy] je prosty regularni jednorozmérny fetézec. Tecny vektor
7(z) = (11 (z),...,7(x)) k ¥ v bod& 2 = 1), (¢) definujeme predpisem

I ()
©) A(a) = 7o W) 1= po

Ziejmé T(z) je jednotkovy vektor.

3.4. Orientace a nezavislost integralu na parametrizaci. Predpokladejme, ze ¥ = Zme 1 D[ V)]
je homeomorfni regularni jednorozmérny retézec. Podle 2.8 je veskera informace o ¥ potfebna k urceni
integralii druhého druhu tvaru f, f+d3 (za vySe uvedenych predpokladit) je skryta v mnozing (¥) a ve
vektorovém poli 7. Toto je spojité a miiZe nabyvat pro alternativni parametrizaci ¥ mnoziny () v bodé z
pouze hodnot 7(x, ¥) a —7(z, ¥). Odtud lze odvodit, ze pokud mnozina (¥) je souvisld, mohou globalné
nastat jen dvé moznosti: 7(z, ¥) = 7(z, ¥) nebo 7(x, ¥) = —7(z, ¥). Piedpoklad homeomorfnosti oviem
déva, ze mnozina (U) je souvisld, pravé kdyz U je jednotliva kiivka ¥ = [¢)] nebo ¥ = —[¢], ¥ : G — R",
a mnozina G je interval.

3.5. Vztah mezi integralem druhého a prvého druhu. Necht ¥ =3, p[m] je prosty regularni
jednorozmérny vetézec, © = 7(-,¥) a f : (¥) — R™ je vektorové pole. Potom

/f~d§:/ f-7ds,
v (o)

Diikaz. Tvrzeni je specidlni pfipad véty 2.5. ]

pokud aspon jedna strana md smysl.

3.6. Véta o potencialu. Necht ¢ : (a,b) — R? je krivka a U C R? je oteviend mnoZina obsahugici ().
Necht u : U — R je spojitd funkce, spojité diferencovatelnd uvvnitt U. Necht ¢ md vlastni limity

= 1 — ) = 1 .
plat) = lm o), p(b=) = lim (1)
Potom

(10) u(p(b-)) — ulp(at)) = / Vu-ds

©

plati, pokud integrdl vpravo konverguje.



Diikaz. Podle Newton-Leibnizovy formule je

b b
u(ip(b-)) — u(plat)) = / (wo ) (t) dt = / Vu(p(t)) - () dt = / Vu- ds.

4. KLASICKY PLOSNY INTEGRAL

4.1. Vektorovy Jakobidn. Necht G C R"! je oteviend mnozina. Vektorovy jakobidn diferencovatel-
ného zobrazeni 1 : G — R"™ definujeme pfedpisem

o N
Tl = gt x - x 5=
Ozna¢me —i (n—1)-tici indextt komplementéarni k (¢), tedy =i = (1,...,i—1,4+1,...,n). Snadno nahléd-

neme, ze
n

Tu(t) =Y (-1 &
i=1
4.2. Lemma. Je-li ¢ : G — R" diferencovatelnd zobrazeni a t € G, pak

[T ()] = Jy(t)-
Diikaz. Dukaz vyplyne pozdéji z obecnéjsi Cauchy-Binetovy formule. |

4.3. Plodny integral druhého druhu. Necht ¢ : G — R je (n—1)-rozmérna plocha v R% a f: (1)) —
R"™ je vektorova funkce. Definujeme

(11) /de /f -dS(x /f W(t) dt

(pokud mé vyraz na pravé strané smysl). Definici lze snadno pfepsat ve tvaru

(12) /f s = /det Fouw 2 at 8‘/’ )dt

n 1

nebo
(13) /f~d§:/fldxg/\-~-/\dzn—f2dx1/\d:c3/\-~-/\d:1:n—|—~-~+(—1)”*1fndx1/\-~-/\d:z:n_1.
P P

Tedy
/‘]?-dg:/fld(EQ/\df,Cg,—fgdwl/\dl'g—l-fzdl‘l/\dl‘z, n =23,
P P

/f'dgz/f1d$2—f2d$1, n=2.
P W

Vsimneéte si, ze v dimenzi 2, kdy kfivka 1 mé soucasné dimenzi a kodimenzi 1, je podstatny rozdil mezi
fwf-dSafwf-dé’. )

Definici (11) zobecnime na fetézce. Nechf W = 3" pp[t] je (n—1)-rozmérny fetézec, a f: (¥) —
R™ je vektorova funkce. Pak definujeme

[ros-gof s

mel m

Vzorec (13) plati analogicky i pro Fetézce.

4.4. Normaéla. Necht ¥ =3, pn[tn] je prosty reguldrni (n—1)-rozmérny fetézec. Normdlu v(x) =
(v1(x),...,vn(x)) k U v bodé x = 1,,(t) definujeme predpisem

Tt (8)

(14) v(x) =v(z, V) := pp, 0

Z rovnosti Jy, (t) = | J¢m (t)| (lemma 4.2) vidime, Ze #(z) je jednotkovy vektor. Porovnanim s (4)
okamzité dostédvame

(15) vi(z,¥) = (=1)" 1 (2.7), i=1,...,n.



4.5. Orientace podle normaly a nezavislost integralu na parametrizaci. Pfedpokladejme, Ze
U = % crPm[¥m] je homeomorfni regularni (n—1)-rozmérny fetézec. Jelikoz (15) dava piimy vztah
mezi soufadnicemi normaly a koeficienty &-;, podle 2.8 je veskera informace o ¥ potfebnd k urceni
integralit druhého druhu tvaru [, f-ds (za vySe uvedenych pfedpokladil) je skryta v mnozing (¥) a ve
vektorovém poli 7. Toto je spojité a miize nabyvat pro alternativni parametrizaci ¥ mnoziny () v bodé z
pouze hodnot 7(x, ) a —(x, ¥). Odtud lze odvodit, Ze pokud mnozina (¥) je souvisld, mohou globalné
nastat jen dvé moznosti: 7(z, ¥) = #(z, ¥) nebo 7(x, ¥) = —(z, ¥). Piedpoklad homeomorfnosti oviem
dava, Ze mnozina (¥) je souvisld, pravé kdyz ¥ je jednotliva plocha ¥ = [¢)] nebo ¥ = —[¢], ¢ : G — R™,
a mnozina G je souvisla.

4.6. Vztah mezi integralem druhého a prvého druhu. Necht U =3, py[m] je prosty reguldrni

(n—1)-rozmérny fetézec, 7 = 7(-,¥) a f : (¥) — R™ je vektorové pole. Potom
/ f~d§:/ f-vds,
v (¥)

Diikaz. Tvrzeni je specialni pfipad véty 2.5. ]

pokud aspor jedna strana md smysl.

5. VETA O DIVERGENCI A JEJI DUSLEDKY

5.1. SméFovani vektoru. Necht Q C R" je mnozina, x € 9 a i € R™ je vektor. Rekneme, ze @ sméruje
ven z Q) v bodé z, jestlize existuje d > 0 tak, ze

(16) r+CigQ, r—CieQ V¢e(0,9).

5.2. Véta o divergenci. Necht Q C R" je omezend oteviend mnoZina. Necht ¥ = 3 pm[tm] je
prosty reguldrni (n—1)-rozmérny tetézec. Necht 0Q = (V)UN, kde N je uzaviend (n—1)-nulovd mnozina.
Necht v kazdém bodé x € (U) sméruje normdla v(x, V) ven z Q. Necht f = (f1,...,fn) : & — R” je
spojité zobrazeni (“vektorové pole”), spojité diferencovatelné uvniti Q. Potom vzorec

(17) /f-dgz/divfdx
N Q
plati, pokud integrdly na obou strandch konverguji.

Diikaz. Dtukaz uvedeme pozdéji. |

5.3. Poznamky. Existence fetézce, ktery ohrani¢uje mnozinu Q tak jak to pozaduji predpoklady véty,
je moznd pouze pro mnoziny, jejichz hranice neni “pfilis divoka”. Pro ostatni mnoziny je nutné pouzit
profesionalnéjsi verze véty, a jsou i takové, na néz nelze uspésné aplikovat zadnou ze znamych verzi véty
o divergenci. Pokud uZ existuje fetézec ¥ splitujici nase pfedpoklady, pak 0% je (n—1)-rozmérny Gtvar,
norméla 7 = 7/(-, ¥) je uz jednozna¢né uréend pozadavkem vnéjsiho sméfovani a vzorec lze zformulovat
ve tvaru, ktery se neodvolava na konkrétni parametrizaci, totiz

(18) /mf-ﬁdS:/Qdivfd:c.

Predpoklad o sméfovani normaly méa hlavni Gi¢el vyloucit nevhodné orientované parametrizace hranice.
Mozn4 je zajimavé si v8imnout, Ze tento predpoklad také hlida, aby Q neméla velkou (ve smyslu (n—1)-
nenulovosti) ¢4st hranice “obklopenou mnozinou €2 z obou stran”. Napf. je-li Q2 sjednoceni dvou pfilehlych
otevienych polokouli, “rozhrani” mezi nimi je takovou $patnou ¢asti hranice.

5.4. Greenova véta. Necht Q a U splnuji predpoklady véty o divergenci pro dimenzi n = 2. Necht
f: Q—R? je spojité vektorové pole, spojité diferencovatelné na Q. Potom

(19) /Pf~d§’:/ﬂcur1f’dx,

pokud integrdly na obou strandch konverguyji.

Dikaz. Ozna¢me

Snadno ovérime



div g = curl f,

takze (19) dostaneme aplikovanim véty o divergenci na §. a

5.5. Specialni Stokesova véta. Necht Q a ¥ splriuji predpoklady véty o divergenci pro dimenzin = 2
a @ :Q — R® dvakrdt spojité diferencovatelnd plocha. Necht existuje C* rozsiveni ¢ zobrazeni ¢ na okoli
mnoziny QU (V). Necht U C R? je oteviend mnoZina obsahugici ¢(Q) a f: U — R? je spojité vektorové
pole, spojité diferencovatelné na U. Potom

fods= [ cif-as,
pov ®
pokud integrdly na obou strandch konverguji.

Diikaz. Mame
/ f~d§:/(f0@~ai€1+f0@'aig2)'d§§
Bol N 8.1‘1 61}2
skalarni souéiny nalevo a uvniti zévorky jsou vzhledem k R3, zatimco skaldrni souéin vné zévorky je
vzhledem k R2. V&imnéme si také, Ze diferencialy na levé a pravé strané maji rizny vyznam, protoze
integrujeme pres ruzné kiivky. Aplikujeme-li na integral vpravo Greenovu vétu, dostaneme

Mf-dg_/g(a%(m-g—;) —%(m.g—;)>dm_

Provedeme-li derivovani, ¢leny s druhymi derivacemi ¢ vypadnou podle véty o zdméné smisenych derivaci
a zbude nam

(20) /Saowf.dgz/gl<m.a_@_m.a_(p)dx.

Na druhou stranu,

NTIRT -7 O0p Oy
(21) /@curlf-dS—/Qdet(curlf, P 3—x2) dz.

Porovname-li integrandy na pravych strandch (20) a (21), po rutinnim rozndsobeni zjistime, Ze jsou
stejné. a

5.6. Obecnéjsi Stokesova véta. Nyni miZzeme vyslovit obecnou vétu, kterd zahrnuje vétu o potencialu,
vétu o divergenci, Greenovu vétu i specialni Stokesovu vétu jako zvlastni pripad.

Necht Q a ¥ spliuji predpoklady véty o divergenci a ¢ : Q — R? dvakrdt spojité diferencovatelnd
plocha. Necht ezistuje C' rozsiveni ¢ zobrazeni ¢ na okoli mnoZiny QU (¥). Necht U C R? je oteviend
mnoZina obsahujici o(Q) auw : U — R? je spojitd funkce, spojité diferencovatelnd na U. Necht a €
{1,...,d}* je multiindex. Potom

fdxmA--.AdxaM:/ng dz; Ndza, A A dig,,
©

> X
@ow i=1 7

pokud integrdly na obou strandch konverguji.

Drtikaz této véty je zalozen na stejnych myslenkach, jako dikaz véty (5.5): opird se o vétu o divergenci,
zéménu smisenych derivaci, a pak je dilezité mit systematicky prehled o ¢lenech, které se po rozderivovani
a roznasobeni obou stran vyskytuji. Posledni ikol ndm znac¢né usnadni kalkulus multilinedrni algebry a
na ném postavend teorie diferencidlnich forem. Proto podrobnéjsi rozbor a dukaz této véty odlozime do
dalsich kapitol.

6. CAUCHYOVA-BINETOVA FORMULE

6.1. Cauchyova-Binetova formule. Jestlize A, B : R¥ — R, jsou linedrni zobrazeni, pak
(22) det(BTA) = > det(B'ILI,A) = > det(BTII]) det(Il,A).
ael(dk) ael(dk)

(Pro B = A jde vlastné o zobecnéni Pythagorovy véty).



Diikaz. Prava rovnost je jen véta o nasobeni determinantii, jde ndm o levou rovnost. Uvazujme 2k-linearni
formy

(23) O(Ty,..., U, W, ) = Y det(Ilav; - Tawj)F
acl(d,k)
k
(24) @(51,...717]971171,...,U_}'k):det<ﬁi~lﬁj)ij:1.

Za malou chvili ovéfime, ze & a ¥ davaji stejny vysledek, kdyz ¥; a w; vybirdme z bazovych vektori,
tudiz z multilinearity plyne, Ze se musi shodovat. Vysledek aplikujeme na vektory v; = A(¢€;), w; = B(&;),
i=1,... k.
Necht tedy @; a w; jsou nékteré z bazovych vektori. Pokud o;, = ;,, kde i1,i2 € {1,...,n} jsou
ruzné, potom v matici
k
(UZ Wi )i,j:l

se shoduji fadky s indexy i1 a is, tedy determinant je roven nule. Ze stejného dtivodu jsou rovny nule
i vSechny determinanty v ®. Muzeme tedy predpokladat, Ze v; jsou navzdjem ruzné, tedy existuje § €
I(d, k) tak, Ze az na pofadi jsou ¥; pravé ég,,...,€s,. Nyni uvazujme piipad, Ze mezi vektory w; neni
zastoupen vektor ¥, p € {1,...,k}. Potom ® i ¥ davaji nulu, nebot v maticich

k k
(Ui . U)j) o y (Ha’l}i . Haw]-) =
3,7=1 1,j=1

je p-ty fadek nulovy. Zbyva piipad, Ze az na poradi jsou w; pravé €g,,...,€s,. Potom na pravé strané
(23) je nenulovy jediny s¢itanec, odpovidajici multiindexu indexu 8. Jelikoz

Igt; - gy = T - 0, ih,ji=1,...k,
davaji opét ® a VU stejny vysledek. Tim jsme ovérili, ze
D(Vy,. .., U, Wy, ..., 0) = U(T1,..., 0, W,...,0)

a dikaz je dokonan. |

7. k-ROZMERNA MIRA V R"

7.1. Lemma. Necht 1) : G — R?, QZJ : G — R? jsou prosté requldrni k-rozmérné plochy a o € {1,...,d}*
je multiindex. Potom
Ni={ze@)n{@): [l P)] # €ale D)}

je k-nulova mnoZina.
Diikaz. Necht g : R? — R* je C! zobrazeni. Oznaéme

Z={zeN:z=1(t), J(go)(t) =0},

Z={zeN:z=1(t), J(god)(t) =0},
Potom podle Sardovy véty je
(25) M(9(2)) = M(9(2)) = 0.
Zvolme z € N\ (ZU Z). Najdéme t € G a t € G tak, 7e 1(f) = 9(t) = 2. Potom podle véty o inverznim
zobrazeni existuji okoli G’ C G bodu t a G’ C G bodu t tak, ze go 1 je difeomorfismus na G" a g o ¢
je difeomorfismus na G’. Necht h je inverzni zobrazeni k restrikci g o 1) na G’ a h je inverzni zobrazeni
k restrikci g o ¢ na G'. Oznacéme y = g(z). Potom

doh(y)=¢oh(y) ==
Predpokladejme, ze
(26) (G oh)(y) = (Yo h)(y).
Pro kazdy multiindex 8 € {1,...,d}* je pak
Js( o h)(y) = J(v o h)(y)

a podle véty o soucinu determinantd odtud dostavame

(27) Jat(h(y)) Thiy) = Je(h(y)) Jh(y).
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Rovnost (27) umocnime na druhou, se¢teme pies 8 € I(d, k) a odmocnime. Cauchy-Binetova formule
nam da
(28) T3 (h(y)) 1Th(y)| = Jp(h(y)) |Th(y)].

Nyni podélime (27) pouzité na 3 = « rovnosti (28) a dostaneme

a2, )] = [€alz, ¥),

coz je spor s predpokladem x € N. Jelikoz pfedpoklad (26) vede ke sporu, mame

(@' o h)'(y) # (&' o h)' (y)
pro nékteré i € {1,...,d}. Podle véty o implicitni funkci existuje okoli V' bodu y, na kterém lze mnozinu

{y eV: P'(h(y)) - @' (h(y)) = 0}

vyjadiit jako graf funkce (k—1)-proménnych, tedy lebesgueovsky nulovou mnozinu. Bud B racionélni
okoli bodu ¢ obsazené v h(V'), potom A, (g(N N (B))) = 0. Sjednocenim pies vSechna takova racionalni
okoli dostaneme ~

A(g(N\ (ZU 2))) = 0
Pfipomeneme-li (25), mame A;(g(N)) = 0. Jelikoz testovaci zobrazeni g bylo libovolné, je N k-nulovd
mnozina. O
Diikaz véty 1.5. Necht ¢ : G — R™ a ¢ : G — R? jsou pripustné parametrizace pro vypocet Sk(M),
chceme dokazat

(29) /w oy 0= // IRZICLE

Zvolme t € M. Najdeme multiindex a € {1,...,d}* tak, ze J,(t) # 0. Podle véty o inverznim zobrazeni
existuje raciondlni okoli G’ C G tak, Ze II, o ¢ je difeomorfismus na G’. Dokazeme, Ze pro kazdou
Sk-méfitelnou mnozinu M’ C M NY(G') je

(30> Sk(M/>1/J) < Sk?(Ml?’LZJ)'

Oznacéme

N := {ac eM : |§a($71;)| 7"é ‘fa(malp)l}v

N := () \ ().
Potom
(31) AL(ITo(N)) =0, M (ILa(N')) = 0;
totiz N je k-nulova podle lemmatu (7.1) a N’ podle definice pfipustné parametrizace. Tedy podle vét
2.5 a2.6 je

dxe, N+ Ndx 1
= [ e d e [ 1y,
4 fa(x; w) I, (M) weMAIL (y) |§a(9€7¢)|
1
~/Ha(M’)\Ha(NUN’) (mEMﬁZHl(y) €a (T, 77ZJ)|)
Mo (MOVIa (NUND) N 2 Ea(, )]

dzo, N+ Ndxg,
< =
_/ ! 5a($,¢)
- Sk(M/aq’pv)

Srovnejme do posloupnosti {G,,} vSechna raciondlni okoli bodti ¢ € G na nichz je pro néktery multiindex
a 11, o ¢ difeomorfismus a pouzijme trik zdisjunktnéni na mnoziny M N (G,,), tedy polozme

M1 = Mn’l/)(Gl), Mz = Mﬂ'L/J(GQ \Gl), M3 = me(Gg\(Gl mGg)),....
Podle (32) je Sk (M, ) < Sk(Mm,zZ), tedy sec¢tenim ptes m dostavame
Sk(M, ) < Sp(M,3).

Opac¢nd nerovnost plyne ze symetrie situace. O
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7.2. Véta. Necht {My,}r, je posloupnost k-rozmérnych titvari. Potom M = \J,, My, je k-rozmérny
utvar.

Drikaz. Ke kazdému indexu m najdeme piipustnou parametrizaci ¢, : G,, — R? pro vypocet Sy (M,,).
Ke kazdému bodu t € G,, najdeme racionalni okoli B tak, ze B C G,,. Podle véty o substituci - nerovnosti
je ¥, (0B) k-nulovd mnozina. Srovname-li pary (m, B) do posloupnosti, najdeme posloupnost spojitych
zobrazeni {¢,}p, ¢, : By — R}, tak, ze B, jsou koule, ¢, jsou prostd a regulérni na B, ¢,(0B,) jsou

k-nulové mnoziny a
Uer@p) = Jtm(Gm)-
p m

Bez Gjmy na obecnosti mliZzeme predpoklddat, Ze koule B, jsou po dvou disjunktni, jinak provedeme

afinni zdmény proménnych, které zélezitost napravi. Oznaéme K, = ¢,(B,), p = 1,2,..., vime, ze K,
jsou kompaktni mnoziny. PoloZzme

Gl = Bl7 G2 = Bz\@;l(Kl), G3 = B3\QP§I(K1UK2),...,G:: UGP
p

a definujme
P(t) == pp(t), teGy,, p=12,....
Potom ¢ : G — R? je prosté regularni zobrazeni a

M\ () C U(Mm \ (¥)m) U U ©p(0By),
m P
coz je k-nulovd mnozina. Tedy v je pfipustnd parametrizace pro vypocet Si(M) a M je k-rozmérny
atvar. ]

Diikaz véty 1.7. Systém S, vSech Sp-méfitelnych mnozin je zfejmé o-algebra. Necht U C R? je oteviena
mnozina a ¢ je k-rozmérna plocha. Potom 1 ~1(U) je oteviena, tedy lebesgueovsky méfiteln4 mnozina.
Tedy U € Sk. Jelikoz oteviené mnoziny generuji borelovskou o-algebru, je kazda borelovska mnozina
Si-méfitelna.

Necht nyni {M,,},, je posloupnost po dvou disjunktnich Sy-méfitelnych mnozin a M = J,°_, M,,.
Chceme dokazat

(33) S0 = 3 S(My).

Jestlize nékterd z mnozin M, neni k-rozmérny atvar, pak ani jejich sjednoceni neni k-rozmérny tutvar a
na obou strandch (33) méame nekoneéno. Pokud M, jsou k-rozmérné utvary, potom podle véty 7.2 téz
M je k-rozmérny ttvar. Necht 1) je pFipustnd parametrizace pro vypocet Si(M). Potom v je pfipustnd
parametrizace pro vypocet viech Si(M,,) a

8. DUKAZ VETY O DIVERGENCI

8.1. Lemma. Necht jsou spinény predpoklady véty 5.2. Necht x € 90\ N. Necht @ € R™ je jednotkovy
vektor, U - U(x) > 0. Potom U sméruje ven z Q.

Diikaz. Najdéme m a t tak, ze x = 9,,(t). Oznacme

c=Li i(x).

NI

Uvazujme kuzel
K={ZeR":Z-V(x) > c}
Funkce s — (¢, (8)—1m (t))-U(x) je spojité diferencovatelnd a v s = ¢ ma zfejmé nulové parcilni derivace,
tudiz také nulovy totalni diferencial. Odtud je zfejmé, Zze pro dostate¢né malé € > 0 a hodnoty parametru
s € B(t,e) je Ym(s) — Ym(t) ¢ K. Z definice homeomorfnosti fetézce dostaneme, Ze existuje d; > 0 tak,
ze B(xz,61) N (T) C ¢ (B(t,¢€)). Jelikoz N je uzaviend, najdeme do > 0 tak, ze B(z,d2) N N = (). Necht
0 < § < min(dy, d2). Potom 9Q N B(z,d) C m(B(t, <)) a tudiz pro y € 02N B(z,d) méme y — x ¢ K.
Mnozina
K,s:={yeB(z,0): y—x € K}
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je konvexni a neobsahuje zadny bod 05, tedy K, s lezi cela uvnitt Q2 nebo celd vné Q. Prvni moznost
miizeme vyloudit, protoZe pro dostateéné mald ¢ > 0 je x + (7(z) vné Q (podle piedpokladu) i v K, s
(to je zfejmé). Tedy pro 0 < ¢ < § je x + (i € K, 5 C R™\ Q. Podobné se ovéii druhé polovina (16). O

Diikaz véty 5.2. Vzorec (17) vznikne seCtenim pies ¢ = 1,...,n rovnosti

dfi
oz, dx.

Rovnost (34) dokdzeme napf. pro ¢ = 1. Tato volba necini Zddnou Gjmu na obecnosti, ale umoziiuje nim
pouzit trochu pfehlednéjsi znaceni. Obecny bod z € R™ muZeme vyjidfit ve tvaru = ((,y), kde ¢ € R
a y € R" 1. Budeme znacit II = 11, tedy

(¢, y) = v, (¢,y) € R™

Déle pfipomeneme znaceni pro “fez” (v naSem piipade spi§ “pripich”) mnoziny M C R"

MY ={CeR: (Cy) e M}

(34) (71)”71 / fl dl’l JANCIREIVAN dlEi_l A d$¢+1 FANRRRIVAN dSCn = /
v Q

Levou stranu (34) si pfepiSeme podle véty 2.6 ve tvaru

[nasncnd, = [ (% An0) s ITe6,)0) dy

{m,t: T (b (£)) =y}

= [ (Z s smnicn) i

(¥)

(35)

Na pravé strané pouzijeme konvergenci integralu k ovéfeni predpokladt Fubiniovy véty, podle niz

af1 B af1
(36) [P [ ([ i)y
Podle (35) a (36) zbyva tedy pouze ukazat, Ze pro (n—1)-skoro viechna y € R""! je
of1
(37) > f1(Gy) sena(Cy) = L SLS

(B

Za timto tcelem “vyhodime” z R"~! dvé (n—1)-nulové mnoziny. MnoZina II(N) je (n—1)-nulovd podle
definice (n—1)-nulové mnoziny. Je-li Z,, mnozina vSech bodu ¢, pro které vy (¢, (t)) = 0, potom mizeme
prepsat

Zm ={teG: J(oy,) =0}

a podle Sardovy véty je (Il o ¢,,)(Z,,) mnoZina (n—1)-nulova. Zvolme tedy
y ¢ (V) U J@ o ¢)(Zin)

a dokazujme (37). Jestlize © = ({,y) = ¥m(t), pak v1(z) # 0, protoze y ¢ (Ilot,, )(Zym,). Piedpokladejme
nejprve U(z) - €1 = vi(x) > 0. Podle lemmatu 8.1 existuje d > 0 tak, ze

(C+hy)¢Q, (C—hy)eQ Vhe/(0,SH).

Jestlize naopak v1(z) < 0, pouzijeme lemma 8.1 na vektor —é&;. Mnozina (0Q)Y je tedy omezend a
izolovand. Déle, nemé zadny hromadny bod, nebot ten by musel lezet v NV a to jsme vylou¢ili volbou z.
Je tedy tato mnozina konecna. Mnozina Y je oteviend v R a tudiz k nasemu pevnému y majdeme po
dvou disjunktni intervaly (a;, b;) tak, ze

(38) 0 = | J(ai,br).
leL

Zde I probihé néjakou indexovou mnozinu L, kterd musi byt koneénd, protoze, jak uz jsme fekli, (9Q)Y
je kone¢nd mnozina. Z vyse provedenych tvah vyplyva, ze

{¢e (W)Y : sgnvi(¢,y) >0} ={b:1€ L}
{¢Ce(W)?: sgnui(¢,y) <0} ={a;:leL}.



12

Tedy podle Newton-Leibnizovy formule

> Aw) sl >:Z(f1<bl,y> - fi(ary))

Ce(w)¥
-3 [
ofr
- | S
Qv 071
coz dokazuje (37) a tudiz zavrSuje dikaz véty. O
9. DUKAZ STOKESOVY VETY
9.1. Lemma. NechtU C R" je oteviend mnoZina, g1, . .., g jsou dvakrdt spojité diferencovatelné funkce,
0<k<n-1, aty,...,Un_g_1 jsou konstantni vektory. Potom
"0 o R -
Z ((%Vgla s VG Unmf—1, - - - ,01) =0.
i=1 O

Diikaz. Dtikaz provedem indukci podle k. Pro k = 0 tvrzeni trividlné plati, nebot derivace konstanty je
nula. Predpokladdejme, ze k > 1 a tvrzeni plati pro k£ — 1. Rozvojem podle k-tého sloupce dostaneme

n

2o

(€l7 vg].7 AR ) vgk7 ﬁn*k717 AR 7/(_}’1)

ai.(det(é},Vgl,.. ,Vgr_ 1,28 €jy Un—k—1y- - 171))

-

©
Il
-

M:

©
Il
i
S
I
-

(a det(emvglv"'avgkflvé'j?ﬁnfkfla"'7’171))
Zj

>~ P At (Ziy Vg, s Vo1, €5, Tamkots 1) )
8$78$j

M=
NE

1
ZZ gif; 3(; (det(@, Vor,- . Vor 1,8 B0 k1, 51) ).

Prvni ze sum na pravé strané je nulova podle véty o zadménnosti smiSenych derivaci, totiz zaménime-li
prvy a k-ty sloupec, podle pravidla o zaméné sloupci v determinantu zménime znaménko. Pfi nasledném
preznaceni ¢ na j a naopak ale dostaneme ptivodni sumu beze zmény znaménka. Druhd suma na pravé
strané je nula podle indukéniho predpokladu. Tim je dikaz proveden. O

.
Il
<.
I

-

Diikaz véty 5.6. Necht 1) : G — R" je jedna z parametrickych ploch 1),,. Podle definice, Cauchy-Binetovy
formule a tvrzeni 4.6 je

(@"‘101/1,---7@“"*101#)
/c,oow f dyal " " dya / f 8(tla s 7tn—1) (t)

(€3} Qp—1 31 Br1
:/GWW”)) PO A D) e 1)

Bel(nm—1) 8(1;51,...,955"71) 8(t17...,tn,1)

(31 QU —1
(39) /f ACas )dxgl/\~-/\d$ﬂn_1
561(71 n— 1) a(xﬁl, T ’xﬁn—l)

Qp—1
ey P )
= E dri N - Ndx;—1 Ndx;1 Ndx
/f 83717 sy Li—1y Lty - xn) ! ot o "

= [ sty Yoy g Bt as(a)

(L1, Tie1, Tig 1y - - Tn)
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kde v; jsou souradnice normaly k ¥, zatimco

of of O(p?, %, ..., 1)
40 /—d»/\dal/\-~~Adan71:/— T x)dx.
(40) KA aws = [ g pla) S )
Rozvojem determinantti podle prvého fadku dostaneme
d .
of Nl o™,y t) o O ow, @™, )
; o T B e P T b e O

=det(V(f o), Vo, ..., V1)
(zde i v dalsim vystupuji determinanty z matic zapsanych jako seznam sloupctt) a
(_1)i+1 a(walw"v@an_l)
O(x1, .., X1, Tig1, .- Tpy)

Podle véty o divergenci tedy staci dokazat vzorec

= det(e;, Vo™, ..., V1)

"0
(41) Z D (f o det(é’i7 Ve, ... ,Vgo“”*l)> = det(V(f o), Ve ..., Vgoo‘”*l).
i=1 "
Podle pravidla o derivovani souc¢inu dostaneme

an aii (f o det(gi, Vo, . .., V(pan—l))

7=

;) "0

= of o 9) det(é;-, Voo, ... WQH) +fop Y — det(a-, Vo, wam).
i=1 Oz ] ox;

Prvy ¢len je zfejmé roven pravé strané (41), zatimco druhy je nula podle lemmatu 9.1. Tim je dokdzan

vzorec (41) a tudiz zavrSen dikaz véty. O

10. PoC¢IiTANT KRIVKOVYCH A PLOSNYCH INTEGRALU

10.1. Orientace povrchi. Tolerance k nulovym mnozindm nadm umoziuje parametrizovat napf¥. kulovou
sféru (hranici koule) pomoci sférickych soutadnic. Abychom mohli pouzit Gaussovu vétu, potfebujeme
zjistit, zda normala sméfuje ven z koule. Z tvah v 4.5 jesté neplyne, Ze orientaci staci testovat v jednom
bodé. Tento zavér vsak dostaneme dostaneme z nasledujici véty.

10.2. Véta. Necht Q C R" je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je homeomorfni requldrni plocha.
Predpokldadejme, Ze G je souvisld mnoZzina a (V) je relativné oteviend cdst Q2. Potom sméfuje-li normdla
v(z,v) ven z Q v jednom bodé, sméruje ven z Q v kaZdém bodé x € ().

Diikaz. Oznacme
Iy ={z € (¢): V(x) sméfuje ven z O},

I'_ ={z € (¢): —v(x) sméfuje ven z 2},

o= () \([+ul-).

Zvolme t € G a najdéme nejprve i € {1,...,n} tak, ze v;(x) # 0, kde z = ¢(t). Déle najdéme okoli G’
bodu ¢, na némz je II_; o ¢ difeomorfismus (k tomu pouzijeme vétu o inverznim zobrazeni). Necht pro
jednoduchost v;(z) > 0 a i = 1, budeme znacit Il = II_; a pouzivat zapis z = ((,y), ( € R, y € R*~ L,
Bud V' :=TI(¢(G")) a g inverzni zobrazeni k II o ¢ na V’. JelikoZ v je homeomorfni a (1) je relativné
oteviend ¢ast 01, existuje okoli U bodu ¥(t) tak, ze 9QNU C ¥(G"). Tomuto okoli miizeme vepsat vilec
[a,b] x V, kde [a, b] je jednorozmérny otevieny interval a V- C V' je (n—1)-rozmérné koule, x € (a,b) x V.
Mnoziny V, :={a} x V, V}, := {b} x V jsou konvexni a neprotinaji 9Q, takze V, bud lezi cela v Q nebo
celéd vné ), podobné pro Vj,. Oznaéme

U ={(Cy): yeV,a< <y (g(y)}
Up :={(Cy): yeV, ¥ (g(y)) < ¢ < b}

Predpoklddejme, ze V, C Q. Potom kazdy bod = € U, lze spojit vodorovnou (tj. rovnobéznou s prvni
soufadnicovou osou) useckou s bodem na V, a takova tisecka neobsahuje zZadny bod 99Q. Tedy U, C Q.
Jelikoz pro U, nebo R™ \ Q je situace podobna, dostdvame, ze U, bud lezi celd v € nebo celd vné Q,
podobné pro Uy,. Jestlize obé mnoziny Uy, Uy, lezi v 2, nesméfuje €1 ani —é; ven z Q. Jelikoz é; - v;(x) > 0,
podle lemmatu 8.1 nesméiuje v;(z) ani —v;(x) ven z Q v z, a stejnd situace nastdva na relativnim okol
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(W) N [(a,b) x V] bodu z. Je tedy x spolu se svym relativnim okolim v I'g. Jestlize obé mnoZiny U,, Uy
lezi vné €, pak QN [(a,b) x V] = ), coz je ve sporu s inkluzi (1)) C 9. Pokud U, C Q a U, N Q = 0,
pak € sméfuje ven z v z a podle lemmatu 8.1 sméfuje v;(x) ven z Q v x. Stejna situace nastava na
relativnim okoli 92 N [(a,b) x V] bodu z. Je tedy z spolu se svym relativnim okolim v T';. Konecné,
pokud U, C Q a U, N Q = (), pak je = spolu se svym relativnim okolim v I' . Tedy mnoziny 'y, T_, T'g
jsou relativné oteviené v (1), a jelikoz (1) je souvisld mnoZina, jedna z nich je cely obraz (i). Odtud
dostavame tvrzeni véty. O



