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Tento text je vysledkem spolecné préace Gcastnikt seminare Martina Panaka, Mi-
chala Fikery, Ondry Kamenika, Michala Kunce, Ondry Klimy, Davida Krumla a
Josefa Pojsla, ktefi zachytili do pisemné formy obsah mych seminafu. S ro¢nim
zpozdénim jsem se snazil pfidat alespon ve strucnosti véci, které se (hlavné diky
¢tyFem odpadnutym pondélkiim) nepodafilo v piivodnim seminafi pfednést. Hlavné
zasluhou pana Pojsla vznikl 1 z téchto dodatkt celkem podrobny zapis. Zamérem
je poskytnout zdjemctim zakladni pfehled teorie koneénérozmérnych reprezentaci
Lieovych algeber (a grup), strukturni teorie Lieovych algeber (a grup) a naznacit
nékteré mozné aplikace. Predpoklada se pouze zakladni zbézna znalost linearni
algebry a realné analyzy vice proménnych, zato se ale pocita se samostatnym ak-
tivnim piistupem. Rada tvrzeni je pouze odkazovana, ¢asto je misto podrobného
diikazu podévan spise navod, jak jej provést. Casto je ¢tenaf vyzvan k doplnéni dii-
kazt poznamkou ”cviceni” na okraji textu. Patrné text svoji ndrocnosti presahuje
standard béznych ucebnich textt. Pfehled definic a zdkladnich vlastnosti tykajicich
se diferencovatelnych variet a multilinearni algebry je pfipojen v dodatcich.

Pii pripravé seminaiu jsem cerpal zejména z téchto zdroju:

[FH]  Fulton, W; Harris, Joe, , Springer-Verlag, GTM 129,
1991, pp. H551.
[HN]  Hilgert; Neeb, K.H., , Teubner, 19927, pp. 3507.

[Ki]  Kirillov, A.A.
, Pieklad 7 rustiny (to appear).
[KMS] Kola¥, I.; Michor, P.W.; Slovik, J.,
, Springer-Verlag, 1993, pp. 434.

[Sa) Samelson, Hans, , Springer-Verlag, Uni-
versitext, 1990, pp. 162.
[Zh] Zhelobenko, D. P, ,in russian,

Nauka, Moscow, 1970, pp. 664.

Preposledni kniha bude asi vyuzivana nejvice. Je v ni prehledny a struény vyklad
strukturni teorie Lieovych algeber a jejich reprezentaci, zalozeny na prednaskach
autora. [HN] je vice zaméfena na Lieovy grupy a je psdna s "némeckou dtiklad-
nost{”. Kniha [FH] je velmi péknym tvodem do reprezentaci grup, jednd se témér
o soubor konkrétnich piikladi, lze tam tedy najit mnoho detailnich informaci o
jednotlivych Lieovych grupach a jejich reprezentacich. Budeme ji také velice casto
vyuzivat. [Ki] je spiSe sirokym ptehledem dostupnych vysledki. Je to typicky
?rusky pristup”, kde se hovoii vice o vysledcich nez o jejich dtikazech. Ptesnéji,
hovoii se o vysledcich a vétsina dikazi je rozepsana do cviceni, které ale vesmeés
povazuji za obtizné. [Zh] je podrobnou ucebnici, vyklad je ale vice veden z hlediska
reprezentaci Lieovych grup. Konecéné, posledni z citovanych zdroji, [KMS], nenf
vubec zaméfen na Lieovy grupy ¢i algebry, obsahuje ale dobfe ¢itelny Gvod do Lie-
ovych grup z hlediska diferencidlni geometrie (a aplikace v diferencidlni geometrii).
Uvadim jej mimo jiné proto, ze je mi divérné znadm (a proto jej rad vyuzivam).
Vétsinu pouzivanych tvrzeni z linearni algebry lze najit v mych ucebnich textech
dostupnych v nasi sfti.

Cervenec 1996 Jan Slovak



V této casti textu se budeme snazit naznacit dulezité skutecnosti a konstrukce,
na kterych je cela teorie Lieovych grup a Lieovych algeber zalozena. Hlavnim smys-
lem je predvést ctenafi fascinujici souvislosti zcela nelinedrnich objekti (Lieovych
grup a jejich homomorfismil) a odpovidajici zcela linedrn{ teorie (Lieovy algebry
a jejich homomorfismy). Zde nebudeme hlavni tvrzeni (formulované jako ”prin-
cipy”) dokazovat, dostaneme se k tomu teprve mnohem pozdéji. Poskytnou ndm
ale potfebnou motivaci pro studium zminéné linearni teorie.

Je-li G néjaké grupa, V jistd matematicka struktura a
Aut V grupa vsech automorfisma V.V, pak reprezentaci A grupy GG na V rozu-
mime grupovy homomorfismus A: G~ Aut V. Nas bude zajimat vyhradné pfipad,
kdy V je vektorovy prostor, tj. Aut V' je grupa vsech linearnich isomorfismu pro-
storu V. Této grupé ikame , znacime GL(V), ve specidlnim
pfipadé vektorového prostoru piseme GL(n, ), pfipadné jen GL(n), pokud je
pole skalaru zifejmé z kontextu nebo nepodstatné. V celém dalsim vykladu bude
znacit bud pole redlnych ¢isel nebo pole komplexnich ¢isel

G je grupa jejiz nosna mnozina je vybavena struk-
turou hladké variety a operace grupového nasobeni p: G G (i operace vzeti
inverze jsou hladké zobrazeni.

G H G
e: G H Te: TG TH ¢
G
Aby byl tento princip prakticky uzitecny, musime jej doplnit o informaci, jak
rozpoznat ta linedrni zobrazeni TG T H, ktera skutecné odpovidaji homomor-

fismum Lieovych grup GG a H. Navic bychom také potifebovali hlubsi souvislosti
vlastnosti téchto homomorfismia. Odvodime nyni pravé tyto souvislosti.

Ad Oznacme f : ¢ G nésobeni zleva v G prvkem ¢ G,

podobné ¢ : H H, a r bude analogicky oznacovat nasobeni zprava. Pfimo z
definice homomorfismi plyne, ze ¢: G H je homomorfismus pravé kdyz ¢ £ =
£ ©, ekvivalentné ¢ r = r . Tyto vztahy nam zatim nepomohou,

protoze T¢ :T'G T (G. Muzeme ale pouzit zobrazeni
Conj :G G, h ghyg
Zobrazeni Conj je grupovy homomorfismus ¢ Aut (. Z predchoziho dostaneme
Te T (Conj)=T (e Conj)=T (Conj p)=T (Conj ) T

Protoze te¢na zobrazeni zachovavaji souciny je zobrazeni g T Conj grupovy
homomorfismus G~ GL(T G). Budeme jej znacit Ad, jeho hodnoty pak Ad(yg)
nebo zkracené Ad .

7 predchoziho vyplyva, ze pro homomorfismus Lieovych grup ¢: G H je
Ty Ad =Ad T ¢. Ani tento vztah nas nemuze Gplné uspokojit, protoze se
v ném jesté stale objevuje zcela explicitné ptivodni homomorfismus .



ad Zobrazeni Ad: ¢ GL(T G) mizeme chipat jako zob-
razeni (které momentalné znacime stejnym symbolem) Ad: G T G T G. Pied-
chozi komutacni relace pro Ad muzeme pak prehledné zobrazit v diagramu a na
viechna zobrazeni aplikujeme tec¢ny funktor 7. Piitom je tieba si uvédomit, ze
tecné zobrazeni k libovolnému linearnimu zobrazeni je v kazdém bodé vzdy znovu
ptvodni zobrazeni.

¢ T2 T g ryg 16 16 LY T¥ rp rH

JAd AdJ JT Ad T AdJ
T T

TG TH TG TH

Definujeme ad := T Ad : T G T (GL(T GY) Hom(T G, T ). Linearni
zobrazeni ad lze také chapat jako bilinearni zobrazeni ad: TG T G Td,
zavedeme si pro néj oznaceni

—

ad(X,Y) = ad(X)(Y) =: [X, Y].

V pravém diagramu je ve sloupcich pravé toto zobrazeni. Jeho komutativnost nyni
lze zapsat jako T o([X,Y]) = [T ¢(X), T ¢(Y)], kde nalevo se jednad o operaci v
T G, napravo v T H.

Zahy uvidime, ze zobrazeni ad je infinitesimalni verzi nasobeni v G, zejména
zachycuje ”jak moc je grupa G nekomutativni”.

Homomorfismus ¢ G Lieovych grup, kde  chapeme jako
aditivni grupu, se nazyva v G
Podrobnéji, jednoparametrickd podgrupa v GG je homomorfismus spliujici

p(t+5) = p(t).0(s), #(0) =e.

Tecny vektor —| w je vidy prvkem v T' (. Ve skutecnosti, jsou to pravé vsechny
prvky v T' GG, coz je klicem k pfedvadénym zakladnim principtm.
G G
ad
Je-li G komutativni, pak Conj je konstantn{ zobrazeni ¢  Id . Je tedy
1 Ad konstantni zobrazeni g Id a proto ad = 0. Opacnou implikaci
nebudeme nyni dokazovat.
G ad
(1) [X,Y]= [V, X] XY Td
(2) [X, [V, 2]l = [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]] XY,z TG

Pfimo z definice plyne, ze pro X T G, které je tecnym vektorem k
jednoparametrické podgrupé plati [X, X] = 0. Protoze tak lze ziskat vSechny X
T G plyne jiz odtud antisymetrie. Identitu (2) nebudeme nyni dokazovat.

Identité (2) se Fika . Rikd nam vlastné, ze ad je derivace na

algebie T' G.



Vektorovy prostor V' spolu s bilinedrn{ operaci [, ]: V.V  V
spliyjici (1) a (2) z predchozi véty se nazyva . Zobrazeni [, ] fikdme
na V. Pro kazdou Lieovu Grupu GG bude znacit jeji Lieovu algebru
T G s Lieovou zavorkou ad.
Homomorfismy Lieovych algeber V', W jsou linearni zobrazeni f: V W spl-
nujicl f([X, Y]) = [f(X), fF(Y)].

G H G

p: G H ®

Algebra vsech ¢tvercovych matic fadu n nad s operaci
X, Y]=XY YX

Jje Lieova algebra. Jak uvidime hned v prvni kapitole, jde o Lieovu algebru grupy
GL(n, ), budeme ji znacit (n, ). Pro libovolny koneénérozmérny vektorovy
prostor V dostavame analogicky Lieovu algebru (V) vSech endorfismia V', kde
Lieova zavorka je komutator linedrnich zobrazeni.

na vektorovém prostoru V je libo-
volny homomorfismus ¢ (V) Lieovych algeber, tj. linedrn{ zobrazeni spliu-
el o([X, Y]) = o(X) oY) oY) o(X).
Jako dusledek druhého principu dostavame moznost studovat reprezentace Lieo-
vych grup prostifednictvim representaci Lieovych algeber.
Ovérte si jako cviceni, ze samo zobrazeni ad chapané jako X  ad () ]Je
reprezentaci Lieovy algebry v automorfismech ( ). (Pfepsani Jacobiho identity.)



Zaméfime se nyni na tzv. maticové grupy a algebry, tj. takové, které tvori pod-
grupy grupé G L(n, ) vSech invertibilnich matic nad  #adu n (s operaci nasoben{
matic), resp. Lieovy podalgebry v Lieové algebfe vech ¢tvercovych matic Fadu n
se zavorkou danou komutatorem. V této situaci budeme moci podrobnéji vysvétlit
zakladni principy uvedené v predchozi ¢asti. Zaroven si na konkrétnich prikladech
pripravime motivaci pro dalsi postup. Pole  bude pro nas vzdy nebo |, vyrazy
GL(n) a (n) oznacuji bud redlné nebo komplexni maticové grupy a algebry v
dimenzi n a jsou pouzity v ptripadech, kdy tvrzeni plati pro obé moznosti.

Ad Méame Conj X = AX.A . Musime spocist tecné
zobrazeni T' (Conj ). Vezméme tedy kiivku ¢t  X(¢), GL(n) a pocitejme
—| (A.X(t).A ). Jde vlastné o matici (redlnych nebo komplexnich) funkci jedné
realné proménné a musime derivovat kazdy prvek vysledné matice. Jednotlivé
funkce jsou ale linedrni vyrazy v prvcich matice X (¢) a plati X(0) = E. Proto

—| (AX(1).4A )=A(—| X(1).4

ajeli Y = —| X(t), pak Ad Y = AY.A . Je tedy reprezentace Ad opét déna
konjugovanim, na rozdil od Conj ale na celé algebie matic  (n, ).

ad Z definice je pro matice X = —| A, Y (n, ),
ad(X)(Y) = —| (Ad(A))(Y)) = —| (t  A@®).Y.A(t) ). Vypocet se opird o

dvé snadné tvrzeni z diferencidlniho poctu.
GL(n) Y (n)
(1) —| (A(t).Y.B(t)) = (—| A()).Y.B(0) —|—A(0).Y.(—| B(t))
(2) A0)=E = @ )= —| AW

Prvni tvrzeni plyne z vlastnosti derivovani bilinearnich funkef a véty o de-
rivovani slozenych funkci. Druhé tvrzeni je okamzitym dusledkem prvého a vztahu

A(l).A(l) = E.

XY (n, ) X, Y]=XY YX
ad

Podle predchozich pomocnych tvrzeni je
—| AdA®)(YV)) = (=] AW).Y.E  EY.(—| A(t))

a zbylé vlastnosti nyni plynou pfimo z tohoto vztahu.



Pro libovolnou matici X (n) definujeme

(1) exp(X):E—I—X—I—)Q(—!-I-);—!-i- :Z)/i_'
€Xp (n’ ) (n’ )
X (n )

V definiénim vztahu (1) jde vlastné o matici nekone¢énych fad. Méme
tedy ovéiit vlastnosti jednotlivych prvkia vysledné matice. Nechf C' je maximum
absolutnich hodnot prvka v X. Pak absolutni hodnota libovolného prvku v X je
shora omezena vyrazem n (' a proto je kazda ze zminénych fad majorizovana
fadou pro e

XY (n) A GL(n)
(1) XY =YX [X,Y]=0 (exp X).(expY) = exp(X +Y)
(2) exp: (n) GL(n) (expX) =exp X
Ei; AlexpX).A =exp(A.X.A ) Conj exp=exp Ad

X (n) @ GL(n) t exp(tX)
GL(n) —| p=X
(5) exp 0 (n) T exp =
Id o (n) (n)

(1) Je-li X.Y =Y. X, pak

exp(X +Y)=>. —=> > Q-
=5 5 ———=expXexpV.

Pfi vypoctu jsme samoziejmé vyuzili absolutni konvergenci v8ech uvazovanych rad.
Tim je dokdzéna rovnost (1).
(2) Protoze X a X spolu vidy komutuji, dostdvame

expX.exp( X) =exp(X X)=FE.

(3) Vzdy plati (4. X.A ) =A.X .A . Vztah tedy plyne pfimo z definice exp.
Vlastnost (4) je pfimym dtisledkem (1).
(5) Pro dtikaz posledniho tvrzeni zvolme libovolné

X=—| (tX) T (n)= (n).

Protoze fada exptX konverguje absolutné a stejnomérné, plati

T exp(X) = —| (exptX)= —[ (¥ —)
= —| (¢X)+-—| (X)) +-—| (tX) )+...
= —| tX =X.

Za zdiraznéni stoji, ze jsme mimo jiné ukdzali, ze kazd4d matice X v (n) je
tecnym vektorem k jednoparametrické podgrupé.



(1) X (n) det(expX) =e¢ Tr X X
(2) Ad(expX)Y =5 —(adX) Y =¢ Y=
=Y+ [X,) Y]+ —-[X, [ X, Y]]+ - [X,[X,[X,Y]]]+ . ..

(1) Stopa i determinant matice se nezméni, jestlize zaménime matici X
matici ekvivalentni. Pocitejme proto pfimo v pro matici X v Jordanové tvaru,

tj. X =diag(A ,...,A )+ Y, kde Y je ostfe horni trojihelnikovd matice. Pak
X =diag(A ,...,A )+ Y, kde Y je opét ostfe horni trojihelnikova matice a
tedy exp X = diag(e ,...,e )+Y, kde Y je znovu ost¥e horni trojihelnikova.

Celkem det(exp X) = e
(2) Plyne bezprostiedné predchozich tivah, zejména pak z Lemmatu 1.4.(4).

(2) .U (n, ) 0 exp

(1) Vzdy plati det(exp X) > 0, tedy zobrazen{ neni na. Dale uvazme nad
matici X = (2("6“{7 2woik ), k,k , pro kterou je exp X = FE, tedy zobrazeni
neni ani injektivni. Najdéte redlny protipiiklad!
(2) Plyne z véty o inverzni funkei.

Zobrazeni inverzni k exp (definované na jistém okoli £ GL(n, ))
znac¢ime A log A. Hovofime o A.
Uvahami o fadach ziskdme podobné& jako v analyze redlné proménné

logA=> (1) %(A E)

zejména o konvergenci se presvéd¢ime majorizaci geometrickou fadou.
Pro fadu podmnozin je logaritmus definovdn globalné. Uvedme nékolik priklad:

() n = X (n) X =0 N = A GL(n,K) A=E4+X,X n

exp : n N

(2) Sym = (n)
exp : Sym

(3) Herm :=

exp : Herm

(1) Vzhledem k Vété 1.6. staci ukézat, ze exp : n N je injektivni a
surjektivni. Nejprve provéime, ze zobrazeni vede tam, kam ma:

(expX E) =(_ —) =pol(X) =0, neb pol(X) je polynom obsahujici
pouze p-té ¢i vyssi mocniny X . Zaroven si vSimnéme, ze funkce log je definovana na
celém N | protoze v definiéni sumé log se pro prvky z N vyskytuje pouze konecné
mnoho s¢itancu. Vcelku snadno se lze téz presvédcit, ze tam, kde jsou definovéna,
Jjsou zobrazeni log a exp navzajem inverzni. Je tedy exp : n N difeomorfismus.



(2) Necht X Sym. Pak lze X diagonalizovat pomoci ortogonalni matice P:
PXP =diag(z ,...,z )a

exp(X) =exp(P diag(z ,...,# )P)=P exp(diag(x ,...,z ))P
=P diag(e ,...,e )P,

coz je pozitivné definitni matice a dokonce kazdou pozitivné definitni matici ma-
zeme psat v této formé. Tedy zobrazeni je na.

Nyni ptipomenme znamy fakt z linearni algebry, ze dvé symetrické matice jsou di-
agonalizovatelné pomoci stejné matice, jestlize komutuji. Necht exp(X) = exp(Y),
QYQ =diag(y ,...,y ) Zvolme polynom f takovy, zef(e )=z ,j=1,...n.

flexp(X)) = f(P diag(e ,...,e )P)
=P diag(f(e ),...,fle HP=X.

Nyni si vSimnéme, ze

X Y=7FflexpX) YV = flexpV
=Q flexp(diag(y ,...,y )))Q @ diag(y,...,y )@
)

)

y
=Q diag(y,...,y )Q Q flexp(diag(y ,...,y )))@Q
=Y flexpY)=Y X

Y

Tedy X a Y lze diagonalizovat se stejnou matici a konecné z exp(X) = exp(Y)
vyplyvd X = Y. Tim jsme ukéazali, ze zobrazeni je prosté, tedy celkem bijekce.

(3) Ukaze se analogicky jako (2).

(1) Komutétor nilpotentnich matic je nilpotentni. Jak uvidime pozdé&ji, diky
tomu je N podgrupa GL(n, K).

(2) Komutétor symetrickych matic nenf symetricky a pozitivné definitni matice
nejsou podgrupa GL(n, K).

Prostiednictvim (aspon lokdlné definované) inverze log k zobrazeni exp musi
byt ndsobeni v podgrupach v GL(n) vyjadfitelné na prvcich v Lieové algebte
Nasledujici dialezité tvrzeni ukazuje, ze je dokonce vyjadritelné pomoci vektorovych
operaci a Lieovy zavorky. To mé& zasadn{ vyznam pro celou teorii!

Xy 0 7T GL(n, ) X Y



exp(X Y)=expX expV

X Y:Y—l—/ fle e )Xdt
_ (1 (ad X) (adY) (ad X) (adY)
=X+Y ) =T D k- Fh)ET kU1 11
= XY+ IV SN YD [ XT) +

Nebudu uvadét. Pomérné prehledny je k nalezeni v [HN], kratky (ale dosti
zhustény) je i v [KMS]. Koeficienty (u nékolika prvnich ¢lent) v zdvéreéném vztahu
muzeme ovérit 1 primym dosazenim nekonec¢nych sum pro exp a log. Cely problém
vlastné spociva v tom ukazat, ze po tomto dosazeni se vyrusi vzajemné vse kromé
vyrazi v komutatorech. Ovéite vyraz alespon do druhého fadu!

Lieova podgrupa v Lieové grupé je podvarieta uzaviena jako mno-

zina vzhledem ke grupovym operacim.

Necht G GL(m, ) je podgrupa. TG T GL(m, ) je podalgebra,

(m, )
Naopak pro libovolnou podalgebru (m, ), uvazme z0Zen{ exponencidlniho
zobrazeni na malé okoli nuly U, kde je definovano nasobeni X Y z Véty 1.10.
Obraz exp( ) GL(m, ) je uzavieny k néasobeni v GL(m, ), diky Vété 1.10.
Pro kazdé malé U generuje ale exp(U ) (algebraickou) podgrupu v GL(m, ).
Ve skutecnosti je to vzdy souvislad ”skoro” Lieova podgrupa, v kazdém pripadé ale
je to obraz homorfismu Lieovych grup, a Lieova algebra vlozené Lieovy grupy je
pravé . Doplite si podrobnosti!

Odvodili jsme tedy pfimou souvislost mezi souvislymi Lieovymi (vlozenymi) pod-
grupami G GL(m, ) a Lieovymi podalgebrami (m, ). Tato souvislost
odrazi daleko obecnéjsi vysledek:

Obtizna cast dikazu této korespondence spoc¢iva v konstrukci Lieovy grupy k
predem dané Lieové algebte. Opird se o Adovu vétu, kterd iika, ze kazda Lieova



algebra nad  je podalgebrou v (n, ) pro vhodné n. Tuto vétu nebudeme do-
kazovat (pfehledny dikaz lze najit v [FH, Appendix E]). Zbytek dikazu jsme ale
vlastné jiz dosti podrobné naznacili.

Poznamenejme, ze disledkem zminéné Adovy véty je skutecnost, ze vSechny
Lieovy grupy jsou Lieovy podgrupy ve vhodné GL(n). Vlastné tedy omezenim
studovanych objekti na maticové grupy a algebry nic neztracime!

Nyni si mizeme pfimo ovérit vztah mezi homomorfismy Lieovych grup a homo-
morfismy Lieovych algeber pro podgrupy v GL(m, ).

o
p exp G

Situaci zachycuje diagram

(m’ ) > (n’

)
Jexp Jexp Jexp JeXP

GL(m, ) GL(n, )

Pokud je dan homomorfismus ¢, je jeho tecné zobrazeni v e vidy homomorfismus
Lieovych algeber. To jsme ukézali jiz v prvni casti textu. Obtiznéjsi je opacna im-
plikace. Je-li v8ak ¢ homomorfismus, pak zobrazeni definované na okoli jednotky
vztahem exp ¢ (exp ) je kompatibilni s ndsobenim, protoze nasobeni je
vyjadteno formuliz 1.10. Zbyva ovéfit rozsiteni tohoto zobrazeni v pfipadé jednodu-
ché souvislosti . To vynecham, vyzaduje to podrobnéjsi diskusi pojmu tykajicich
diferencovatelnych variet. Uplny diikaz je vcelku snadny, Ize jej najit napt. v [HN]
nebo [KMS]

O matici rikame, ze je ,
jesthize vsechny jeji prvky pod diagonalou jsou nulové. Mnozinu vsech takovym

matic v GL(m, ) zna¢ime B . Nasobeni dvou hornich trojihelnikovych matic je
opét horni trojihelnikova matice:

nn nn

Je tedy B podvarieta v GL(m, ) dimenze -m(m + 1) nad

Oznacme = vBechny horni trojihelnikové matice v (m, ) . Podle pred-
choziho vypocétu je [ , ]= ostie horni trojihelnikové matice v (m, ) .

exp: B azOZeni exp: [ , ] unipotentni horni trojahelnikové .
Rovnost dimenzi zarucuje, ze je Lieova algebra B

Komplexifikace relné (m, ) je komplexni (m, ).



SL(n, ) Definujeme

SLn, )= A GL(n, ); detA=1
(n, )= X (n, ;TrX=0

Ziejmé jde o podgrupu, je tfeba ale ovérit, ze jde o Lieovu podgrupu. Nejsnad-
néji se to ukdze prostfednictvim véty o inverznim zobrazeni (viz. standardni ma-
tematickd analyza). Je-li totiz néjakd podmnozina ve varieté zadana jako vzor
jednoho bodu v zobrazeni, které méa konstantni hodnost, pak pravé véta o inverzni
funkeci poskytuje piimo potiebné souradné mapy pro podvarietu. Protoze vidy plati
A A =det(A)F, kde A je algebraicky adjungovand matice, m4 tecné zobrazen{
T det konstantni hodnost 1 (nezdvislou na A).

P#imo z definice determinantu spocteme, ze — (det(F 4+ tX)) = TrX. Je
tedy stopa derivaci deteminantu. Protoze pro X = — A1), YV (n) plati
[X,Y]=— (AQ)YA(@) ), dostavdme Tr[X,Y] = 0 pro véechny X,V (n, ).
Podle vztahu 1.5.(1) exp: (n, ) SL(n, ). Jetedy (n, ) Lieova podalgebra
a porovnanim dimenzi piimo plyne, ze je to Lieova algebra podgrupy SL(n, ).

Komplexifikace (n, )je (n, ).

Necht () je bilinearni forma na ,Qv,w)=v w,kde jeregularni matice.
Definujeme GG GL(n, ) takovych matic A, pro které Q(A v, A w) = Q(v, w).
Tzn.v w=v A Aw, proto jde pravé o matice spliujici A A= ,t. 4 =

A . Zeyjména tvori tyto matice podgrupu.
Spoctéme nyni tecné zobrazeni k hladkému zobrazeni A A A na GL(m, ).
Zvolme —| A(t) = X, A(0) = B a pocitejme

—| (A(t) A(t)=X B+B X=0.

Odtud lze vycist dvé skutecnosti. Jednak je to pro regularni B systém rovnic
konstantni hodnosti, je tedy vzor jednoprvkové mnoziny podvarieta a tim mame
ovéreno, ze (G Je Lieova podgrupa. Ddle, volbou B = E obdriime rovnici pro
Lieovu podlagebru této podgrupy: X + X = 0. Oznacme ji

Miuzeme také alternativné pfimo zacit s vektorovym podprostorem matic  spl-
fiujicich tuto rovnost (kandidat na Lieovu algebru konstruované podgrupy). Sku-
tecné

exp(X) = exp(X ) =exp( X )=exp( X) = (exp(X))

a porovnanim dimenzi ovéfime, ze matice spliujicf tuto rovnici ( A = A je
ekvivalentni vyse uvedené rovnici) tvofi pfislusnou Lieovu podgrupu.

Analogicky muzeme uvazovat bilinearni formy na komplexnim vektorovém pro-
storu . Obdrzime pak komplexni Lieovy algebry



SO(k,l, ) Uvazujme bilinedrni formu Q(v,w) =
v w,kde = % a F je jednotkova matice rozméru j j. Pak grupu G
!

definovanou v pedchézejicim odstavei oznacujeme SO(k,l, ) a piislusnou algebru
(k,{, ). Zvlasté pro k = n, | = 0 piSeme

SO(n,0, Yy=50(n, )= A GL(n, ;A =A
(n,0, )= (n, )= X (n, ;X+X =0

D4 se ukazat, ze SO(k,l, )= SOk, ).

Komplexifikace algebry:  (k,l, ) = = (k+I, ). Pro komplexni vektorové
prostory se symetrickou bilinearni formou danou jednotkovou matici dostaneme
komplexni Lieovy algebry (m, ). Casté&jsf je v tomto pifpadé pouziti jiné sy-

n

metrické nedegenerované bilinearni formy @, napt. formy s matici pro
sudou dimenzi m = 2n.

Sp(2n, ) Provedme stejnou Gvahu jako v odstavci s matici

n

= . Zde I je matice j j, kterd ma vSude nuly jen na vedlejsi

diagonale mé jednicky. Vzniklou grupu nazyvame n
a oznacujeme Sp(2n, ).

s ={( (- )0 )0 )= )}

Uvazime-li, ze _ F znamend zrcadlové obraceni tadku, F _ znamena obraceni
sloupcti, tedy F' _ F znamend _ , dale F' = E, muzeme psat:

Sp(2n, ):{( );AC:CA,DB:BD,AD CB=FE=DA BC}

Odtud, mimo jiné, pfimo plyne Sp(2, )= SL(2, ).

Jinou volbou nedegenerované antisymetrické formy ¢ s matici " do-

stavame isomorfni Lieovu grupu. Z rovnice X @+ X = 0 pro prislusnou
Lieovu algebru dostaneme v tomto pripadé velmi prehledny popis algebry:

(2n, )= ( T);B,C S

Komplexifikace:  (2n, ) 5 = (2n, ).

SU(n) U(n) Nyniuvazujme grupu U(n) komplexnich linearnich au-
tomorfismu n-rozmérného komplexniho vektorového prostoru V| které zachovavaji
pozitivné definitni Hermiteovskou formu H na V. (Pro Hermiteovskou formu H
plati: H(Av,uv) = pAH(v,w), H(w,v) = H(v,w); je positivné definitni, kdyz
H(v,v) >0 prov=20.)



Stejné jako v pfedchazejicich odstavcich je jednoduché uréit, jak vypadd U(n).
Necht tedy H odpovida matici M. Potom

Hv,wy=v M w, wvw
tedy grupa U(n) je grupa matic A spliyjicich
A M A=M.

Jestlize M = E (tj. H(v,w) = v w), je U(n) grupa matic A spliyjicich A =
A . Tato podminka opét definuje Lieovu podgrupu v GL(n, ). Derivaci této
podminky dostavame: (n) = X;X 4+ X = 0, a to je jen redlny vektorovy
podprostor! (Divodem je, ze pro obecny komplexni ndsobek matice X bude platit
(aX) +(aX) =aX +aX.) Tato Lieova algebra je tedy redlnd Lieova podalgebra
v o (n, ) (2n, ). Podminka A A = F zarucuje, 7e det A = 1. Zejména U(1)
Je komutativni grupa komplexnich ¢isel na jednotkové kruznici v komplexni roviné.

Grupa SU(n)  U(n) jsou matice automorfismti s determinantem 1. Potom v

algebfe u(n) (n) jsou pravé matice v (n) s nulovou stopou.
Komplexifikace:  (n) g = (n, ). Skutecné, (n) g = (n) i (n)
a libovolnou matici X (n, ) muzeme rozlozit na soucet Hermiteovské a anti-

Hermiteovské matice: X = -(X X )4+ -(X + X ). Pfitom, je-li stopa X nulova,
jsou nulové i stopy obou sé¢itanct. Je tedy prvni z nich v (n) a é-ndsobek druhého
také. Celkem dostdvame X = -(X X ) i(-)(X+X ). Opacnd inkluze je zfejma
7z definice  (n).

Algebra (2, ) GL(2, ) je podprostor viech matic s nulovou stopou a
(jako vektorovy prostor) mé bazi

i-( )= ) =()

Lieova zavorka na bazi vypada takto:

[H X ]=2X ,[H, X ]= 2X ,[X ,X |=H, [H H=0.

Bézové vektory v (3, ) lze zvolit takto:

) ... rotace o /2 kolem osy x

( ) ... rotace o /2 kolem osy y

) ... rotace o m/2 kolem osy 2



Lieova zavorka na bézi pak vypadé takto:
[R ,R]=R, [R,R]=R, [R,R]=R.

Bézové vektory v (2) zvolime

s3( )= Ym0 )

Piimym vypoctem najdeme stejné relace mezi témito bazovymi prvky jako v pri-
padé predeslém, tj.

S,5]=S5, [S.S]=S, [S.5]=S5.

Je tedy (2) = (3, ). Protoze jiz vime, ze w(2) g = (2, ), je i komple-
xifikace t¥irozmérné redlné ortogondlni algebry rovna (2, ). Dalsim pfikladem je

(2’ ): (2’ )

Al ) (V) v
ANH):V OV u AX )(v) 0
L2 AX ) 0
po2 A(H)

Predpokladejme A

AMH)AX ()

)(v) = pv. Pro X plati

(H
(AKX )AH) + M[H, X ]))(v)
A ) (ko) +2MX ) (v) = (1 + 2)(AX ().

Pro X dplné stejné.

Vime, ze nad komplexnimi ¢isly ma kazdy linearni operator vlastni vektor.
Zvolme takovy vektor v, tedy A(H)(v) = av, v = 0. Sestavme posloupnost vektori:

v, MX )(@), - A (X)), ..

Protoze A(H) mé pouze koneény pocet ruznych vlastnich hodnot, v A(H)(v ) =
pv v =0, A(X )(v)=0.

Zvolme tedy pevné piimo takovy vlastni vektor v s vlastni hodnotou u a
A(X )(v ) =0. Definujeme v = A(X )(v),...,v =A(X )(v ),kdev =0a
AX J(v )=0. Ziegmé A(H)(v ) = (¢ 2{)v proi=20,...,r. Protoze

AX ) ) =AX DAMX (v )= AMX JAMX v )+ AX X Dle ),

,r+1.

indukef dostavame A(X (v )=puv ,kdepy =i(p+1 §),proi=0,...
v . Pritom

Zejména pro i = r4+ 1 mame 0 = AM(X JAX v )=(r+HE r)
r+1>0, atedy p=r,z cehoz plyne, 7ze p ,pu 0.

Nyni vezméme libovolné r ,7 0, a libovolny vektorovy prostor V' dimenze
r+lsbazi v ,...,v adefinujmenanémakci (2, ) pfedpisy A(X )(v)=v
proi=0,...,7 LAXX )Jv)=0,AXH)v)=(00 2 arX(X Y v)=pv
kde p =i(r+1 ), proi=0,...,r. Ziskdme tak reprezentaci (2, ), oznacime

iD.



Necht  je Lieova algebra, A : (V) jeji reprezentace. Rikéme,

7e A je
, jestlize ve V neexistuje netrividlni -invariantni podprostor.
, Jestlize ve V existuje netrividlni -invariantni podprostor.
yJestlize V=V V... V  kde V jsou ireducibilni podprostory.
reprezentaci A : (V'), je-li A(X)) d&no souc¢tem A (X) na V',
tji. prov Viv=v+..4v,v V platiA\(X)(v) = A (X)(v )+.. +X (X)(v ).
(2, ) D
r ,7 0

Provedeme-li pfedchozi konstrukci 1D pro ireducibilni reprezentaci A, zis-
kédme reprezentaci DD s A izomorfni. Zbyvé ukazat, ze kazd4 reprezentace D je
irrep. Méme libovolny nenulovy vektor v =a v +...4a v ,a =0,z V. Pak
(A(X ) (v) je ndsobek v | a tedy linedrni kombinace vektort (A(X )) (A(X )) (v)
prol = 0, ...,r vygeneruji cely prostor V. To znamena, ze nemize existovat
netrividlni -invariantni podprostor V.

(2, )

Bud A: (2, ) (V) reprezentace. Diikaz provedeme indukci vzhle-
dem k m = dim(V). Pfedpoklddejme, ze véta plati pro vSechny reprezentace di-
menzi mensich nez m. Je-li V ireducibiln{ (pro m = 1 trividlné splnéno), je tvrzeni
ziejmé. V opacném pripadé bud V V netrividlni ireducibiln{ podprostor (exis-

tuje diky konecnosti dimenze V) a oznacme 7 : V V/V pFirozenou projekei.
Podle indukéniho pfedpokladu je indukovand reprezentace na W = V/V' rozlozi-
telnd, tj. W =W ... W, W ireducibilni. Oznac¢ime-i W == (W), pak

V W aW =W /V. Staci tedy dokézat tvrzeni pro W ireducibilni. K tomu
postaci, kdyz nalezneme ve V invariantni komplement k V.

Necht V' ma dimenzi »+ 1 a bazi v ,...,v , piislu$na zzena reprezentace
je D . Podobné na W je indukovana reprezentace rovna D s bazi w , ..., w
Vlastni hodnoty A(H) jsou (véetné ndsobnosti) pravé vlastni hodnoty v. D av D .
Nyni rozlisime 2 pripady:

(1) ¢ > r roq Necht u je vlastni vektor A(H) s
vlastni hodnotou ¢. Pak u V', protoze bud je nejvétsi moznd vlastni hod-
nota vektort z V mensi nebo ma ¢ jinou paritu nez vsechny vlastni hodnoty v
D . Pfitom A(X )(u ) = 0, protoze ¢ + 2 neni vlastni hodnota A(H). Pak ovéem i

(A(X ) (w) V a generujf invariantni podprostor U = u , ..., (AMX )) (u)
komplementarni k V.
(2)q r roq Ozna¢me d = 2¢ = r ¢. Pak vlastni vektor v

ve V spliuje A(H)(v ) = (r 2e)v = qu . UkéZeme, ze k této vlastni hodnoté exis-
tuje jesté jiny nezdvisly vlastni vektor u , ktery navic spliuje A(X )(u ) = 0. Ten
potom jisté nepatii do V' a generuje proto invariantni podprostor komplementarni
kV.

Piedpokladejme, ze takovy vektor neexistuje. Potom ale existuje vektor u spl-
nujici (A(H) ¢ id ) (w ) =0a (AH) ¢ id )(u) =0, tedy i M(H)(u ) =
qu + v (viz. véta o rozkladu na kofenové prostory z elementdrni linedrni alge-
bry, resp. existence Jordanova kanonického tvaru matice). Navic mizeme poza-
dovat m(u ) = w .Definujeme v = A(X )(u ), ... a indukei (s pouzitim vztahu



AH)AX ) = AX OAH) 20X ) se ukdze A(H)(u ) = (¢ 2i)u +v

Je-li ¢ < r, pak u V', nebof m(u ) = AMX )(w ) = 0. Piitom ale
AH)uw )= 2¢ 2u +Hv , coz nemuze zadné linedrni kombinace
v ,...,v splhovat, spor.

Je-lig=r, tj. e =0, potom AM(H)(u )=( r 2)u . Jelikoz vSak r 2
neni vlastni hodnota A(H), musf byt « = 0. Indukcl ukdzeme, 7e A(X )(u) =

pu  +iv L, kdepu =i(r+1 ). Protoze
AH)AMX )(u ) = AMX )AH) () + 20X )(u ) = (r+ 2)AX ) (v )

a r + 2 neni vlastni hodnota A(H), plati A(X )(u ) = 0. Indukén{ krok se provede
uzitim vztahu A(X JAMX ) = AMX )A(X )+ A(H). Pro i = r + 1 dostdvame
AX )0)=0 u +(r+1)v,tj. v =0, spor.

Existuje proto jisté vlastni vektor v / V s vlastni hodnotou ¢. Vlastnost
A(X )(u ) = 0 je pro r = ¢ automaticka, pro r > ¢ plyne z lemmatu 3.3, protoze
nasobnost vlastni hodnoty ¢ + 2 je 1.

Necht A : (V) je rozlozitelnd reprezentace. Tedy A =

A A oo A kde A L0 A (V) jsou ireducibilni. Kazdd A je

isomorfni p (V). Pocet A isomorfnich pevné p nazgyvime p
v A. Pideme A =5 n p (pro konecné mnoho n nenulovych).

dvou reprezentaci A : (V) A (V') definujeme

vztahem
A )X w) = (X)) wtv (A (X)(w))
V dalsim budeme pfedeslou rovnici psat podle konvence ve tvaru
Xv wy=Xv wHv Xuw.
D D =D D . D

Vzhledem k dikazu véty 3.6 nam staci ukazat, ze H ma stejné vlastni
vektory pro obé strany rovnice.

Necht v aw jsou baze prostord reprezentaci D a D tvoFené vlastnimi vektory
operdtoru H, viz. 3.3. Déle necht jev w=>_ a v w vlastni vektor H na
tenzorovém sou¢inu. Pak podle definice H(v w) = a(v  w). Podle definice
tenzorového soucinu mame

H(Za v w):Za (2s  2i+2t 2j)(v w):aZa vooow

z ¢ehoz méme a« = 2(s+¢ ¢ j) proa = 0. Vlastni hodnoté a = 2(s + 1)
tedy odpovida ¢ = j = 0, tedy jediny vlastni vektor, ktery je vlastnim vektorem

v D . Podobné vlastn{ hodnoté o« = 2(s +¢ 1) odpovidd i = 1;5 = 0 a
t = 0;5 = 1 tedy dva vlastni vektory, které jsou vlastnimi vektory v D a
D atd. Promyslete, proc¢ je posledni ¢len na pravé strané pravé D !

Ovérili jsme, ze s1 vlastni vektory odpovidaji.

Tato rovnost je znama pod nazvem Clebsch-Gordanova fada. Lze se s ni setkat
napf. ve fyzice v kvantové teorii.



Reprezentace D . Plati Hv =0; X v =0; X v =0.
D je trividlni akce na
Reprezentace D . Plati Hv = v ; X v =v; X v = 0. D je identickd

reprezentace (2, ) na
Reprezentace D . Kazdy prvek X (2, ) lze psat ve tvaru X =
aX +bH + cX . Podle 3.1, v této bazi odpovidaji akce prvka H, X | X

maticim

2.0 0 0 2 0 0 0 0
adH=0 0 0|, adXx =[0 0 1), adX =[ 1 0 0
00 2 0 0 0 0 2 0

Volime-liv =X pak Hv =2v; X v =0; X v = H; X X v = 2X .
D D =D D . Tentorozklad odpovidé presné rozkladu bilinearnich forem
na symetrickou a antisymetrickou c¢ast, tj. =5 A aleA =

(D D) D =D 2D.



Otézky, které jsme si kladli na konci pfedchozi ¢4sti pro reprezentace (2, ),
budeme chtit studovat pro obecné Lieovy algebry. Obecné reprezentace Lieovych al-
geber pritom budeme zkoumat ve dvou krocich. Nejprve si musime udélat ”hruby”
rozbor struktury algeber. Zjistime, ze kazda je tzv. polopfimym soucinem dvou
algeber se specidlnimi vlastnosti, pficemz ireducibilni reprezentace algeber prv-
niho typu jsou vzdy trividlni. Pozdéji se budeme vénovat podrobnéji vlastnostem
algeber druhého typu, tzv. polojednoduchych Lieovych algeber. V této casti uka-
zeme zminény rozklad a zavedeme zakladni algebraické nastroje pro pozdéjsi diskusi
struktury algeber a jejich reprezentaci.

Necht  je Lieova algebra nad
Lieovy algebry nazyvame jeji podalgebru

Z()= X ; [X,)Y]=0, V

Podalgebru nazyvame , Jestlize pro vSechna X , Y plati
[X,Y] . Necht je idedl, pak vektorovy prostor / s indukovanou Lieovou
zavorkou nazyvame . (Prvky / jsoutvaru X+ a Lieovazavorka
je definovéna vztahem [X + YV + [=[X, Y]+ )

Ide4l definovany =[ , |nazyvime algebry . (Vyraz
[ , ]chdpeme jako vektorovy podprostor generovany mnozinou [X,Y]; X Y

a z definice je jasné, 7e jde o idedl.)

Necht = = , ] pak , e ,... nazyvame

Vo
Necht = =1, ] pak , e ,... nazyvame
v
G
Z() G
/ G/A

Bud idedl algebry . Pak z definice derivované algebry plyne .
Vezmu-li 7 ANV libovolné, pak podle Jacobiho identity [Z,[Z ,Z ]] =
Z,Z2,Z1+1Z,1Z,7Z]] . Protoze prvky [Z ,Z ] linedrné generuji | plyne
odtud, ze  je ideal.

Indukci se timto postupem ukaze, ze je 1idedl. Protoze je 1dedl, je ideal



Lieovu algebru nazyvame
, Je-l = 0 pro jisté k.
, je-h = 0 pro jisté k.
, Jestlize neobsahuje netrividlni idealy a nema dimenzi 0 nebo 1.
, jestlize neobsahuje nenulové fesitelné idealy.
Jjelin =

Piimo z definic plyne . Zeyjména, je-li algebra nilpotentni
pak je 1 fesitelnd. Jednoduchym poumtlm Jacoblho identity se navic ukaze, ze
Lieova algebra je fesitelna pravé, kdyz je jeji derivace  nilpotentni.

Ukazte, ze v8echny vlastnosti z definice 4.4. se zachovavaji pii komplexifikaci!

(2, ) je jednoduché, viz. 3.1.
(3, ), (2) jsou jednoduché, viz. 3.1.
Horni trojihelnikové matice tvoif v (n, ) Fesitelnou algebru, kterd nenf nil-
potentni.
Ostie horni trojihelnikové matice tvofi v (n, ) nilpotentni algebru.
Afinn{ algebra na pfimce (1, ) je FeSitelnd a nenf nilpotentni. Jeji prvky

(g 3) @ ).

muzeme chapat jako

(1)
(2)

(1): Pro podalgebru plati a cJe-li idedl, je

(/)= +.I

(/).C/)I=+ ...

[/.(/)]=
(2): V kazdé takové exaktni posloupnosti je / a tedy podle (1) jsou a
fesitelné, je-li  fesitelnd. Predpokladejme naopak, ze 1 jsou fesitelné. Vsechny
sipky jsou homomorfismy, tedy se zobrazi do . Pro dostatecné velka s je

v obrazu . Protoze Jje injekce, = 0 implikuje = 0. (Vsimnéme
si, ze pro doln{ centralni fadu posledni argument neprojde!)
(3): 4+ jeidedl pfimo z definice.
a) Pro Fesitelné: Uvazme exaktni posloupnost 0 + (+ )/ 0, kde



(+ )/ /( )je Tesitelnd podle (1). Podle (2) je tedy feSitelnd i +
b) Pro nilpotentni: Jsou-li , nilpotentni, iterované zavorky alespon feknéme s+1
prvki, jsou nulové. Rozepsanim Jacobiho identity se pfesvédéime, ze ( + ) je
nulové.

Indukci se predchozi tvrzeni snadno dokézou pro libovolny koneény soucet ideéli.
Diky konecné dimenzi algebry odtud plynou tvrzeni i pro nekone¢né soucty.

/

Podalgebru  (resp. ) obdrzime sectenim vsech Fesitelnych (resp. nilpo-
tentnich) idedla.

Predpokladejme, ze v/ je Fesitelny idedl ~. Pak je ~ obrazem idedlu a
Fesitelnost ~ znamend, Ze pro dosti velkd k. 7 definice fesitelnosti plyne,
7ze 1 je feSitelny. Pak ovsem je a ~ je trivialn{ idedl.

Pro nilradikal analogie této véty neplati, viz. priklad v 4.10.

Mgjme exaktni posloupnost Lieovych algeber (pFip.
grup nebo jinych vhodnych struktur s neutralnim prvkem)
J
p—

S

0 A—t B 0

kde s je fez homomorfismu j, tzn. homomorfismus s vlastnosti j s =1d . Zejména
je B A (C na Grovm vektorovych prostoru. Libovolné & B koresponduje s
(i (b s(j(b)),j(b)), naopak k (a,¢) A C méame i(a) + s(¢) B a mame
tak definovanu bijekci realizujici zminény isomorfismus. Dale definujme zobrazeni

¢: C Hom(A, A) vztahem

Protoze je i(A) B ideél (je to jddro homomorfismu), je timto vztahem skutecné ¢
definovano a z Jacobiho identity plyne ¢([c,c]) = ¢(c) @(c) @(c) ¢(c). Je tedy
 homomorfismus Lieovych algeber. Lieovu zavorku na B nyni vyjadiime takto:

[i(a) + s(c),i(a ) + s(c )] = i([a,a]) +s([e; ¢ ]) (e )(a) + ¢(e)(a).

Rikdme,ze B = A C's takto definovanou zavorkou je algeber
AacC.

Naopak, kdykoliv zaddme homomorfismus ¢: C Hom(A, A) pro dvé alge-
bry A, C, ziskdme prostfednictvim predchozi formule strukturu Lieovy algebry na
vektorovém prostoru A (.



Podalgebra z tvrzeni véty se nazyva algebry

Nebudu provadét (i kdyz neni p¥ilis tézky), viz. [FH, str. 499-500].

(1 (n, )= (n, ) , protoze (n, ) = A (n, ;TrA =0 a
lze chapat jako skalarni nasobky jednotkové matice, tzv. stopové cast. Mame tedy
korespondenci (Leviho rozklad) A (A —F,TrA).

(2) Faktorova algebra / mitize mit nenulovy nilradikdl. Napt. v algebfe (1)
matic (8 3 jsou v pravé matice (8 8) a (1)/ je jednorozmérné (tedy
abelovska).

v
v V v=0 X(v)=0 X

Indukc{ vzhledem k dimenzi . Pro dim = 0 je tvrzeni zfejmé. Necht
nyni je dim = 0, ¢ : (n)(V) reprezentace. Pokud ¢ neni injektivni, pak
ker ¢ je idedl a indukované reprezentace ¢ : /ker ¢ (n)(V) je injektivni a
dim( /ker ) < dim | proto lze pouzit indukéniho predpokladu. Pokud je ¢ prosté,
muzeme uvazovat (n)(V). Potom  pisobi na (n)(V) prostfednictvim
ad a pro vSechna X je ad X nilpotentni: (ad X)Y = XY VX, (adX) Y =
XY 2XYX4+YX ,.... Protoze pro kazdé X je X = 0 projisté & dimV,
je (ad X) 0. Piedpokladejme, ze je maximalni vlastni podalgebra.
Uvazme ad (n)( ). Protoze je vzhledem k ad invariantni, mame
indukovanou reprezentaci na / , tj. homomorfismus (n)( /), s hodnotami
v nilpotentnich operatorech. Podle indukéniho predpokladu tedy existuji spolecné
nenulové vektory s trivialn{ akci. Necht X + / Je takovy vektor. Pak X/
al[X, ] 7 Cehoz plyne X , = . Oznaéme W  V mmnozinu vsech vektora
s trividlnf akef . W= 0,YX = XY +[V,X]proV . Prow W je
YXw=X04+0=0,tedy X W W. Piitom X Jje nilpotentni a proto musi
existovat vlastni vektor w W, X w = 0. Pak w je hledany vektor.

(n)(V) dimV 1

ad X : X

Dle Lemmatu 4.11 existuje vV, v =0, v = 0. Pfedpokladejme, ze uz
mame bazi v ,...,v =W V takovou, ze .wv ,... v Voo, . To
znamena, ze zizeni operatori na W ma vzdy ostie horni trojihelnikovou matici.
Pak akce na V/W mad opét vektor v+ W = 0 takovy, ze (v+ W)= 0+ W .

Piitomv / Wa w W.Proto v,...,v ,v je opét podprostor s pozadovanou



vlastnosti. Po dim krocich dostaneme bazi na V', ve které vSechny X maji
ostfe horni trojihelnikovou matici a  je podalgebra v nilpotentni algebre, tedy

nilpotentni.

Je-li  nilponetni, pak vsechny ad X jsou nilpotentni ptimo dle definice nilpo-
tentnosti. Necht tedy naopak ad X je nilpotentni pro v8echna X . Opakovanim
predchozi konstrukce ziskame posloupnost 0 W w W = s vlast-

nosti ad X : W W . Pak ovsem kazda iterované zavorka s dim 4+ 1 prvky je
nulova a je tedy nilpotentni.
(n)(V)
vV X Xv = A(X)v
A
Ekvivalentni formulace:
(1) Kaizd4 ireducibiln{ reprezentace komplexni fesitelné Lieovy algebry je jed-
norozmeérna.
(2) Kazda komplexni feSitelnd Lieova algebra je izomorfni jisté podalgebte
hornich trojihelnikovych matic.

Pro realnou fesitelnou uvazme v+ iw  VC — vektor z Lieovy véty pro kom-
plexifikovanou ¢, tedy pro mame dvourozmérny invariantni podprostor v, w a
zuzeni mna v,w Je abelovské. Zejména odtud plyne, zZe ireducibilni reprezentace
realné fesitelné Lieovy algebry je abelovska a nejvyse dvojrozmérna.

Diikaz Lieovy véty je opfen o nasledujici lemma.

V A
w v
A w
Vezméme v W, A , X . Pak

(1) AXv = XAv+ [A, X]v = A(A)Xv + A([A4, X])v
(2) AX v) = XAX v+ [AX]X v
Staci tedy ukazat, ze A([A, X]) = 0.

Podprostor U := v :=v,v :=Xv,...,v :=X v,... V' je invariantni vuci
X. Ukédzeme, ze U  U. Zieimé Av = A(A)v U. Priedpoklidejme, ze pro
véechna A je A(X wv) U.Pak XAX UalA,X]X v U, tedydle

(2) AX v U. Nyniz (1) a(2) mame, ze matice A v bdzi v , v ,... bude
horni trojahelnikovd s A(A) na diagondle A je Tr(A ) = dimU A(A).
Zaroven [A, X] aTr[A, X] = 0. Pfi dimU > 0 méme A([4, X]) = 0.

Provedem indukci pres dimenzi . Pro dim = 0 véta ziejmé plati.
Necht nynf dim = n > 0 a pfedpokladejme, Ze véta plati pro algebry dimenze
mensi. Kazdy vektorovy podprostor v obsahujici  je idedl, tedy v  existuje
idedl  kodimenze 1. Podle predpokladu existuje na V spolecny vlastni vektor

vV pro akci s vlastni hodnotou A . Dle 4.15 je prostor W vsech téchto
vlastnich vektord invariantni vicéi . Predpoklddejme, ze X , X / . Pak
X+ = . XwW WX ma4 vlastni vektor v (plati nad |, ne nad )s
vlastni hodnotou A . Pro obecny prvek X = A +rX , A , T , nyni

mame Xv = A(A)v +7\ v .



Necht  je Lieova algebra nad | necht ¢ : (V) je reprezen-

tace. Zobrazen{ (X)Y)  Tr(e(Y) (X)) nazyvame
reprezentace ¢ a znacime jit .
Pro ¢ = ad : (V) mluvime o , stru¢né bu-

deme hovotit o Killingové formé. Jeji hodnotu na X, Y budeme znacit (X,Y),
B(X,Y) nebo X,Y . Tato bilinedrni forma je vzdy symetrick4.

: B(DX,Y)+B(X,DY) =0

D
D =ad B(Z,[X,Y]) 4+ B(X,[Z,Y]) =0

ad(a(X))(Y) = [a(X), Y] =0a[X,a (Y)]=a ad(X) o (V)
ad(e(X)) ad(a(Y)))

X) «o a adlY) a )

X) ad(Y) a )=

adY « a adX)=Tr(ad X ad?).

o ad

(
(
(a0 ad
(

Kazda derivace na Lieové algebfe vznikne skutecnym derivovanim ”kiivky auto-
morfism”. Odtud okamzité plyne zbyvajici tvrzeni.

(2, ).
Obecny vektor je X = aX +bH +c¢X |, pro bazové vektory X , X | H, viz. 3.2.
Odtud

2b 2a 0 4b 4+ 2ac 4ab 2a
ad c 0 a (ad ) 2be dac 2ab
0 2c 2b 2c 4be  4b + 2ac

a tedy dostavame B(X,X) = Tr(ad X ad X) =8b + 8ac.

(2).
Zde X = aS + 43S +~S , viz. 3.2, pficemz

1 e B+
@ X §<ﬁ+i~y ia )

Dostavame tedy, ze jako prvek v podgrupé (2, ) ma X soufadnice
a=1/2( B+ 1y), b=1/2ia, ¢ =1/2(F + iv)

Odtud B(X, X)=2( « f 7 ),jetedy zGZeni B na (2) negativné definitni.
(3, )= (2) atedy vyjde totéz.



(n, ). Spoctéme (ad ) : M AM MA A M 24AMA+MA . Budeme

pracovat s bazi e v prostoru matic, kde

Kazd4 matice je tvaru M = m e (vynechdvdme znaky pro sumaci) a zobrazen{

8. M AM AMA je na bazovych vektorech dano e a e a ae .
Odtud

Troz:Za =nTrA, Trﬁ:Za a

atedy Tr(ad A) =2nTr(A ) 2(TrA) .

Specialni linearni algebry.
Pro (n, ) dostaneme zlzenim Tr(ad A) = 2nTr(A ). VSimnéme si, ze podalge-
bra (n, )jeidedlv (n, ), protoje zlzeni Killingovy formy opravdu Killingovou
formou na podalgebie. Obecné to tak neplati!

Pro libovolnou nilpotentni je B 0. (Podle Lieovy véty jsou ve vhodné bazi
na v8echny operdtory ad dany ostfe horni trojihelnikovou matici.)

B 0

Piipomenime = [, ]. Pro dikaz mlZeme predpokladat = , protoze
trividlnost B 1 fesitelnost zlistavaji zachovany pii komplexifikaci. Nejprve dokdzeme
pomocné tvrzeni:

(V) XY (X Y) =0

bl

X plati X = X + X s X diagonalizovatelnym a X nilpotentnim
(Jordantiv kanonicky tvar), X X =X X  navic X ; X jsou hodnoty vhodnych
polynomu v X. Ukazeme-li, ze X = 0 pro vsechny X , pak podle Engelovy
véty tim bude tvrzeni dokazano. Polojednoduché cast X ma ve vhodné bazi tvar
X = diag(A ,...,A ) a uvazujme také matici X = diag(\ ,...,\ ). Protoze
Tr(X X ) =3 XA |, stacl ukdzat, 7e je tato stopa nulova.

Piedpokladejme nejprve, ze ad X () . Jisté existuje polynom P takovy, ze
P(A) = A, to tedy znamend, 7e X = P(X ). Jako hodnoty jistych polynomi
v téze matici X spolu jisté komutuji X a X a tedy X X je nilpotentni, coz
znamend, ze Tr(X X ) = 0. Proto také Tr(X  X) =3 A A . Ptedpokladejme,
ze X , X =5 [A,B]. Pocitejme



Protoze [A |, X ] , je podle piedpokladu véty Tr([A , X ]B ) = 0, ale zaroven

THX X)=> Te(X[A ,B])=>_ A

coz implikuje X =0 a to je to, co jsme chtéli dokazat.
Zbyva tedy ukézat, ze ad X () g. Plati

adX =adX +adX , [adX ,adX ]=0.
Pfitom ad X je nilpotentnfaad X (¢ ) = (A A )e . Protoad X =ad X +ad X

je opét Jordaniiv rozklad. Dale ad X je diagonalni s vlastnimi hodnotami (;\ A )
ue aprotojead X opét polynom v ad X , proto i v ad X. To tedy znamena, ze
je invariantni viaci ad X .
Je-li  fesitelnd, je jeji derivovana algebra nilpotentni a proto je
na ni B identicky nulova, viz. piiklad 5.3.(6).

Uvazme ad : (), () := Ker(ad) je centrum . Dostaneme exaktni
posloupnost 0 () 0,kde = / (), a dobfe definované injektivni
zobrazeni ad: ( ). Mizeme proto ztotoznit s podalgebrou v ().

Z definice plyne, ze je-li B Ona , pak (Tr(Y X)=0 X,V ). Podle
pfedchoziho lematu to znamend, 7e ( ) je nilpotentni. Odtud plyne, ze  je
fesitelnd a tedy i je FeSitelnd. Protoze ( ) je abelovskd podalgebra, je také
fesitelnd. Podle 4.6.(2) je tedy TeSitelna.

B

Nedegenerovanost B a polojednoduchost — se zachovavaji pfi komplexifi-
kaci, mazeme tedy predpoklddat, ze je komplexni.
(1) Predpoklddejme, ze nenf polojednoduché. Tedy obsahuje nenulovy abelovsky
idedl (abelovska je totiz jisté posledni nenulové derivovand algebra ). Uvazme
0=A , X . Pakad ad ad 0, proto ad ad je
nilpotentni stupné 2, tedy B(A, X) = 0. Protoze X je libovolné, pro indukované
zobrazeni B: plati B(A) =0 , Je tedy B degenerované.
Je-li B degenerovana, pak = X; B(X,Y)=0, YV = 0 . Zinvariantnosti
B, tj. rovnosti B(X,[Y, Z])+ B([Y, X],Z) = 0, vyplyva ze  je idedl. Proto zlzeni
B je Killingova forma a proto je Fesitelny ideal.

Necht je polojednoduchd a nenulovy ide4l. = X; B(X)Y) =
0, Y . Z invariantnosti B plyne, ze je opét idedl. Pak je ideél
s nulovou B, a proto Jje tesitelny, tedy = 0 . Z toho plyne, ze
dim +dim =dim . Navic[, ] = 0 ,proto = jako Lieova
algebra. Kone¢nym poctem kroka ziskame rozklad na pfimé soucty.
Naopak, Killingova forma pfimého souctu jednoduchych algeber je nedegenero-
vana.

V dukazu jsme dokazali vice:



(1) Necht je polojednoduchd, tedy = , kde  jsou jednoduché.

Necht jeji ideal. Dokazme implikaci : =0 .

Jisté je ideal v | ale  je jednoducha z ¢ehoz plyne, ze = . Ale
to znamené, ze . Nynije = ; .
(2) Necht = je polojednoduché a f : f( ) homomorfismus. Jadro f

je 1dedl, podle predchozi ¢asti diukazu je proto pfimym souctem nékterych jednodu-
chych scitancti. MuZeme proto rovnou predpokladat, ze f je prosté. Protoze f je
homomorfismus, médme potom f( )= f( ); f( )= 0 .Kerf jeidedlv
Protoze  je jednoduché, dostavame Ker f = 0 a proto f  je izomorfismus

,a f( ) je jednoducha. Celkem jsme ukdzali, ze f( ) je soucet jednoduchych
algeber.

ad X X

Necht D: Jje derivace polojednoduché . Uvazme vektorovy prostor
D (tj. priddme jeden generator D) a definujme

[D,D]=0, [D,X]= [X,D]=DX), X

a definici zavorky uvnitf  ponechame. Ovéite, ze je takto dobfe definovana Lie-
ova algebra. Z definice plyne, ze je v ni polojednoduchy ideal. Proto existuje
dopliikovy ideél, necht je generovan prvkem Y + D) Y (musi mit jako vek-
torovy prostor dimenzi 1). Pak pro vSechny X plati [ Y 4+ D, X] = 0, tzn.
D(X) =[v, X].

()

Bud A : (V) reprezentace. Definujme rozsifeni zobrazeni A na celou tensoro-

vou algebru T( ) := P

ANT() (V)
MX X LX) =EAMX ) M) oAX) (V)
kde = a = . Polotme I = X Y Y X [)N(,Y]; XY
oboustranny idedl v T'( ) a definujme () := T( )/I. Kazdé A : T( ) (V)
jednozna¢né uréuje homomorfismus A : () (V). V dalsim nebudeme v zapisu

rozliSovat mezi A, :\, A
Niésobeni v tenzorové algebie T'( ) indukuje ndsobeni na ( ) a dostdvame tak
asociativni algebru. Nasobeni v ni budeme znacit teckou.

g g



Necht je polojednoduché, necht e , € jsou
baze dudlni vzhledem k B, tj. B(e ;e ) =4d . Klademe

C’::Zee ().

Prvek C () nazyvame Casimiriv operétor.

C=>e e () e,e

Pro vsechny X () plati:

X =X (Ze e):ZX e e:Z(e X e +[X,e] e)=

Potfebujeme tedy dokézat, ze soucet véech (e [X,e]+[X,e] e ).
Definujme

@ V), e(X Y)Z):=B(Y,Z) X.

Kazdy prvek v jadru ¢ lze zapsat > X Y Ker ¢ a mtzeme pfitom predpokls-
dat, ze vektory X jsou linedrné nezévislé. Pro takové prvky plati >~ B(Y,7) X =
0 pro véechna Z a proto B(Y,Z) = 0 pro véechna ¢ a Z. Proto Y = 0 a tedy ¢ je
prosté. Je proto ¢ izomorfismus vektorovych prostort.

Dile p(3- e e )(Z)=>. Ble ,Z) e =Z,tj.o(>_ e e)=1id a protoze
Je @ izomorfismus C' nezavisi na volbé e , e .
Spoétéme, ze pro kazdé 7 jeplad X Y)+p(X ad Y)=Jad ,¢(X Y|

(plad X Y)4+ (X ad Y))(A) =
B(Y,A)ad (X)+ B(ad Y, A)X = B(Y, A)[Z, X] + B([Z,Y], A)X =
[Z,B(Y,A)X] B(Y,[Z,A)X =ad (B(Y,A)X) (X Y)[Z, A=
ad (p(X Y)(4)) (X Y)ad A=lad ,o(X Y)](4).

Nyn{ vime, ze ¢ je izomorfismus a [ad ;id ] = 0. Z pFedchoziho vypoctu tedy
vyplyvé,ze > ((ad e) e)+e ad e)=0,cozje pravé pozadovana rovnost

Pro libovolné dvé reprezentace Lieovy algebry na vektorovych prostorech V,

W rozumime w: VW takové linearni zobrazeni, které splnuje
¢(X.v) = X.p(v) pro vechny X . Hovorime také o nad a jejich
homomorfismech.



p:V 1%
4

Predpokladejme, ze  je komplexni algebra. Vezmeéme libovolny vlastni
vektor vV, tj. ¢(v) = « wv. Pak jisté podmodul generovany v je V, tedy kazdy
prvek z V lze psat jako A(X)(v), pFicemz mame @(A(X)(v)) = A(X)(p(v)) =

a AX)(v).
Pro realnou algebru pouzijeme proceduru komplexifikace.
A (V)
dimV > 1 C

Pokud A neni prosté, pouzijeme reprezentaci /ker A. Pfitom /ker A je
opét polojednoduché (viz. 5.9). Mizeme tedy predpoklidat (V). (Provéite si
podrobné!l) Pak i Casimirav operdtor C' lze povazovat za prvek (V). Protoze je C
v centru obalujici algebry, jde o homomorfismus V' V| proto podle predchoziho
lemmatu ptisobi C' nasobenim skaldrem. Spoc¢téme stopu tohoto homomorfismu:

TrC':ZTr(e e):ZB(e ,e )=dim =0.

1) Pfedpokldadame W V ireducibilni s kodimenzi 1. Akce C z(zend na W je
nasobeni nenulovym skaldrem, na V/W oviem ptisobi celd trividlné ( = ana
1-dimenziondlnim V/W pisobi kazda zavorka trividlné). Odtud V.= W  ker C,
pricemz ker C' je invariantni, protoze C' je homomorfismus.

2) Indukei pres dimenzi V' dokdzeme pripad WV, codim W =1 (tj. V nemusi
byt ireducibilni): Mé&me 0 = Z W invariantni. Pak podle indukéniho predpo-
kladu V/Z = W/Z Y/Z pro vhodné Y V invariantni. Nyni 7 Y a Z mé
v Y kodimenzi 1, tedy podle induk¢niho predpokladu Y = Z U pro néjaké U
invariantni. To ale dava V=W U.

3) Mé&me nyni WV ireducibilni. Definujeme p : Hom(V, W)  Hom(W, W)
jako ztizeni. Na Hom(V, W) mizeme opét definovat akci  predpisem: (X¢)(v) =
X(p(v)) @(Xv) pro X , o  Hom(V,W) a v V' (tj. uvazujeme stan-
dardni tenzorovy souéin reprezentaci). Homomorfismy -moduli Hom(W, W)
tvoii 1-rozmérny podprostor Hom(W, W), viz. Lemma 6.3. Oznacime D podpro-
stor p (Hom(W, W) ) Hom(V,W). Vezméme podprostor A kodimenze 1 v D
téch zobrazeni, kterd se v p zobrazi na 0. Protoze p je homomorfismus -modulg,
je A invariantni podprostor. Tedy k nému podle 2) existuje v D invariantni kom-
plement dimenze 1. V ném zejména existuje ¢ : V W takové, ze p(¢) = id
Pfitom p(X9) = Xp(¢) = 0, protoze jsme opét na 1-dimenziondlnim prostoru. Je
tedy ¢ -ekvivariantni projekce V' W. Proto V=W  ker ¢ a ker ¢ invariantni
podprostor.

x



V této kapitole predpokladame vsechny prostory nad

Nilpotentni podalgebra , kterad je rovna svému normaliza-
toru (tj. mnoziné X D [X,Y] pro vsechny Y ), se nazyva
Bud ¢: V V' homomorfismus vektorovych prostort.
VA , Jsou podprostory V definované predpisem:
vV k (e Aid ) (v)=0.

Pro komplexni vektorové prostory vidy plati V = @ V | pficemz V' = (0 prave,
C

kdyz A je vlastni hodnota ¢. Aplikujeme-li toto tvrzeni na komplexni algebru a

homomorfismus ad X , dostavame

:@ (X).
C

bl

Ap=0 (X)
Spocteme-li
(ad A+ pid )([Y,2]) = [X, [V, Z]] (A+p)[Y,Z]

= [[X,Y], Z]+ [V,[X,Z]] [\Y,Z] [Y,uZ]
=[(ad  Aid )Y, Z]+[V,(ad  pid )Z]

snadno vidime, ze dalsf aplikaci (ad (A + p)id ) se budou mocniny u zobrazen{
v zavorkach zvysSovat, a tedy se po dostatecném poctu iteraci vSechny zavorky
v souctu vynuluji.

Pro nenulové X rozepiseme

det(ad  Aid )=( 1) A +D (X)A  +...4D (X)A+D (X),

pficemz D (X) = det(ad ) =0, nebot ad X = 0. Oznac¢me r nejvétsi cislo
takové, ze X D (X)) =0 (tzn. X je nasobnost vlastni hodnoty 0
morfismu ad  alespoii n = 7 ).



% D (Y)=0 = (Y)

Podle predchoziho lemmatu je podalgebra a zieymé Y . Pro vsechna

A =0 jead ) (V) a je invertibilni. Navic (V) je vzdy -
modul. Diky spojitosti determinantu jisté existuje okoli U prvku Y v  takové,
7e viechny jeho prvky pisobi na (V) invertibilnimi transformacemi. Soucasné
viechna Z U pisobi na (V) nilpotentné, protoze jinak by nésobnost vlastni
hodnoty 0 byla pro ad mensi nez pro ad . Pfitom ale nilpotentnost je dana
vynulovanim jistého algebraického vyrazu na | a tedy z nilpotentnosti pusobeni
vsech Z z oteviené mnoziny U plyne nilpotentnost ptisobeni vsech Z
Podle Engelovy véty to znamend, ze = (V) je nilpotentni.

Méjme X (Y), A =0, takové, ze [X,Y] = ad X (V). Pak soucasné
ad X (Y), coz znamend ad X = 0, a tedy X = 0. Dostavame, ze je rovna
svému normalizatoru, dohromady je Cartanova.

(1) Uvazujme = (n, ), a J necht je Jordaniv blok fadu &

Pokud pro matici A plati JA AJ = 0, pak A ma pod diagonalou samé nuly a
”dalsi” diagonaly jsou konstantni. Tj. pro matici v Jordanové kanonickém tvaru

s

mé Ker ad minimalni dimenzi pravé tehdy, kdyz vlastni hodnoty ptislusné bloktm
J ..., J jsourtzné. Zvolme primo diagonalniY s A |..., A nadiagondle, A = A
pro i = j. Pak (V) tvoii véechny diagonalni matice, coz je vlastné abelovska
Lieova algebra

(2) Je-li  nilpotentni, potom = . (ad je nilpotentni pro vSechna X, tzn.
(X)=)
(3) Necht = (2, ). Potom = H = (é 01
. 10

4V  (1)je = (0 0).

Necht  je libovolné nilpotentni algebra, ¢ : (V) reprezen-
tace. wjev 'V takovy, ze pro vsechny H plati
(p(H) A(H)id ) (v) = 0 pro dostateéné velké k a vhodné A . Line&rni forma

A se nazyva ©.



Ve specidlnim pripadé kdy Jje Cartanova podalgebra a ¢ je zizeni operatoru

ad hovorime o A algebry  (pfislusnych volbé ).
P V) A
(1) Vv A
(2) vV v V= Vv
(3) pV A

(1) Podle definice je V' prinikem kofenovych prostorii zobrazeni ¢(H) piislusnym
A(H) pFes viechny H , tedy V' je vektorovy podprostor.

(2) Staci ukazat invariantnost kazdého kotfenového podprostoru R V' . Necht
v R , H a predpokladejme (ad ) (H ) = 0. Potfebujeme ukézat, ze pak
také o(H )(v) R . Dokézeme to indukci pies potfebny exponent k. Plati

(p(H)  A(H)id Y p(H )(v)) = ¢(H )(p(H) Ald )(v) +¢([H, H ])(v).

Pro k = 1 je tedy tvrzeni zieymé, protoze ¢len se zavorkou v tomto pripadé zmizi a
iteraci akce ziskame potiebné.
Iterovanim predchozi rovnosti dostavame:

(p(H)  A(H)id ) (p(H)) = ¢(H )(p(H) Aid ) +

+ ) (p(H) AH)id ) p(lH, HD)(p(H) AH)id )

Pfitom (¢(H) A(H)id ) madna R stupen nilpotentnosti nejvyse dim R
(viz. Hamiltonova-Caleyova véta v lin. algebte). Podle indukéniho predpokladu je
R invariantni vzhledem k ¢([H, H ]), protoze (ad ) (H )= (ad ) ([H,H]).
Proto pro s > 2dim R Jje

(o) AH)id ) (p(H ))(v) = ¢(H )(0) +0 = 0.

Tim je ukdzana invariantnost podprostora V . Zbyva ukazat, ze generuji celé V a
V' je pfimy:

Necht A ... A jsou vahy, pro néz je V. = 0. Potom existuje H
takové, ze A (H) = A (H) pro viechny ¢ = j (rovnost A (H) = A (H) definuje
nadrovinu v , je tedy pouze tieba vybrat vektor v , ktery nepadne do kone¢ného
sjednoceni nadrovin). Tedy v R a proto jsou v nezavislé (viz. elementérni
lin. algebra). Indukci pies dimenzi V' nyni ukdzeme, ze vahové prostory generuji
celé V. Pro dimV = 0 je to ziejmé. Predpokladejme, ze to plati pro dimV < k
a uvazme dimV = k. Predpokliadejme nejprve, ze kazdé ¢(H) ma pravé jednu
vlastni hodnotu A(H). Z Lieovy véty pak vyplyva A alV=V.



Pfedpokladejme nakonec, ze p(H) mé ruzné vlastn{ hodnoty A (H),..., A (H),

r>1. Pak V=R R je rozklad na kofenové prostory. Ukézali
jsme, ze R jsou invariantni, tj. V' je pfimym souc¢tem invariantnich podprostora
mensi dimenze. Podle indukéniho predpokladu se kazdy z nich rozklada na pfimy
soucet vahovych podprostori.
(3) Uvazujme ztzen{ reprezentace ¢ na V' a predpoklddejme, 7e u je vaha pFislusna
néjakému spoleénému vlastnimu vektoru v V' (existuje podle Lieovy véty). Pak
pro kazdé H je ((H) A(H)id ) nilpotentnia ¢(H) p(H)id mé nulovou
vlastni hodnotu. Pro kazdé vV | H jealev R odpovidajicimu ¢ (H)
a proto pii p = Aje (p(H) pid )R invertibilni. Uké4zali jsme ale, ze tento
operator invertibiln{ neni, proto A = p.

Nyni muzeme ptredchozi vysledek aplikovat na reprezentaci ad Cartanovy po-

dalgebry na . V tomto pripadé ziskame 1 fadu dalsich informaci o kofeno-
vych prostorech. Pro kazdy kofen a oznacime = (X) pFislusny kofenovy
podprostor v . Mnozinu vSech nenulovych kofeni « budeme znacit A, pro

vsechny kofeny budeme uzivat symbol A = A 0 .

(1) = = &
(2) a A H ad a(H)
(3) aofats A [ ]
(4) a+p8=0 o, A B
(5) H, H B(H,H)=>_ (dim )a(H)a(H)

(1): Dokdzme = zbytek pak plyne primo z predchozi véty. Plati

, protoze je nilpotentni. UvaZme akci na faktorovém prostoru / .
Podle Lieovy véty bud existuje spolecny vlastnf vektor nebo / = 0. Ale vSechny
vlastni hodnoty jsou 0, tedy pokud = , pak existuje Y takové, ze
[H,Y] pro vsechna H , coZ je spor s definici . Proto nutné / je trividln{
vektorovy prostor, tj. =
Tvrzeni (2),(3) jsou dusledky predchozi véty a lemmatu 7.2.

(4): Podle (3) plati [ ,[ , ] pro vSechny A pu,v  A. Pro pevné
X , Y a A+ pu = 0 je proto operator ad X ad Y nutné nilpotentni. Odtud
B(X,Y)=0.

(5): Pro kazdy kofenovy prostor umime podle Lieovy véty najit bazi, ve které

jsou matice vSech zobrazeni ad
na diagonale. Odtud ovsem

BH,H)=> Tr(adH adH )= (dim )a(H)a(H).

CH , horn{ trojihelnikové se skalary a(H)

Pro polojednoduché algebry nyni snadno ziskdme velice silné tvrzeni. Zejména
st vsimnéme komutativnosti Cartanovych podalgeber | nedegenerovanosti zazeni
Killingovy formy na Cartanovu podalgebru a skutecnosti, ze vsechny kofenové vek-
tory v jsou ve skutecnosti spole¢né vlastni vektory pro vSechna zobrazeni ad(H),

H



H ad X =a(H)X X
A= A a A a A

(1): Je-li H a «(H) = 0 pro vSechna o A, pak pro kazdé v

plati
di HaY)=0 Y
sy [T dim a(ma(y)
0 Y ,a A
viz. 7.7.(4), 7.7.(5). Je tedy B(H,Y) = 0 pro vSechna Y . Pfitom ale B je

nedegenerovand (viz. 5.6) a proto H = 0.
(2): Plyne okamzité z (1).

(3): Na  existuje baze, ve které m4 ad horni trojahelnikovou matici (z Lieovy
véty). Pak kazdé H [, ]médna  vlastni hodnotu 0. Tato vlastni hodnota je
jedind a tedy o(H) = 0 pro kazdé a. Proto H = 0.

(4): Pro v8echny kofeny o A je . Pritom Killingova forma B polojedno-
duché algebry je nedegenerovana, proto i jeji zizeni na  musi byt nedegenerované
(pfedstavte si pfislusnou matici formy B!).

(5): Necht H aadld = (adH) + (ad H) je Jordaniv rozklad. Ztzeni
(ad H) je nasobeni skalarem « () a podle 7.7.(3) plati pro X Y

(ad H) ([X,Y]) = (a + B)(H)([X,Y]) = [(ad H) X, Y]+ [X, (ad H) (Y)].

Vidime, ze (ad H) je derivace a podle 5.10 proto musi existovat S takové, ze
(ad H) = adS. Pro vSechna H je [S,H ] = 0 protoze polojednoduchd ¢4st
ad H pusobi na kazdém nasobenim skaldrem «(H). Je tedy S v normalizatoru
= ,t.v . NynfadH adS = (ad H) md nacelém pouze nulové vlastni
hodnoty, tj. pro vSechny o« A je a(H S) =0 apodle (1) je tedy H = S. Tim
jsme ukazali, ze nilpotentni ¢ast kazdého operatoru ad H, H , Je nulova.
(6): Pro vSechna = A je a Killingova forma B je nedegenerovana. Pro
kazdé A A musi proto byt dimenze kofenového podprostoru rovna dimenzi



Nyni mame pripraveny vsechny néstroje pro tplnou popis vsech konec¢néroz-
mérnych (komplexnich) polojednoduchych Lieovych algeber a jejich ireducibilnich
reprezentaci. Protoze jiz vime, ze kazda reprezentace takové algebry je Gplné roz-
lozitelnd, muzeme tak (implicitng) ziskat popsat vSechny reprezentace. Skutecné
podrobné provedeni klasifikace je ovsem technicky zdlouhavé, proto v této césti
jiz (s vyjimkou kapitoly 8) jen ziidka budeme uvadét aplné dikazy vsech tvrzeni.
Budeme se zato snazit viechna tvrzeni demonstrovat na konkrétnich pripadech.

(1) o A (]
(2) a A h
z B Z)=a(z) [, =
(3) X Y B(X,Y)=1 [X,Y]=h
(4) a A dim =1 to
t= 1
(5) XY B(X,)Y)=>_ a(X)a(Y)

(1): Predpoklddejme, 7e X Y jsou dva komutujici prvky.
Protoze = 0, jsou ad 1ad mnilpotentni a tedy 1 ad ad je nilpotentni. Proto
B(X,Y) = 0. Protoze je ale B nedegenerovani, existuji takové prvky X

bl

Y , pro které je [X,Y] = 0. Tim je ukdzano, ze dim[ | ]>0.

Oznacme si nyni = 7 . Evidentné je g invariantni vzhledem k
ad ,ad . Zejména mé tedy smysl uvazovat stopu Tr(ad ) pro libovolné
X , Y . Protoze jde o stopu zavorky, musi byt nulova. Pfitom ale plati

ad X = a(Z)X pro viechny X 7 , proto

Tr(ad )= (dim )B(Z) +ga(2)

pro vhodné ¢ . Pokud je pfitom «([X,Y]) = 0, pak dosazenim 7 = [X,V]
dostavame §(Z) = 0 pro véechna 7 a vSechny koteny 3, proto Z = 0. Celkem tedy
el ] Kera= 0 .Odtud ovéem dim[g ,¢ ] 1.

(2),(3): Z invariantnosti Killingovy formy dostaneme pro X Y

B(X,Y],Z)= B(Y,[X,Z]) = B(Y,[Z,X]) = a(Z)B(Y, X).

Vybereme-li tedy X, Y tak, aby B(X,Y) = 1, je nutné [X,Y] = h . Jednoznacnost
h  plyne okamzité z nedegenerovanosti zazeni B | viz. 7.8.(3). Tim jsme dokéazali
obé tvrzeni.



(4): Pro v8echna a A zvolme X Y tak, ze h =[X ,Y ]. Plat

[h X ]=a(h )X =B(h h)X

Oznacme V generovany Y | h | pro vsechna ¢ . Tento podprostor je
ziejmé invariantni vzhledem k ad |, ad ,ad . Protoze je h zavorka dvou prvki
z V', je stopa ad nulova. Pfito zaroven

Tr ad =alh )( 1+dim +2dim +...)

Odtud vyplyva, ze dimg = 1 a vSechny dalsi nasobky « jiz nejsou koreny.
(5): Jde o vztah odvozeny v 7.7.(5) z dosazenymi hodnotami pro dimenze.

V dukazu predchozi véty se vyskytly koncepcné dulezité pojmy.
Podprostor = 7 , 0 = «a, nazyvame « s.
Komutaé¢ni relace prvkia h , X | Y velice pripominaji relace mezi generatory
(2, ). Skutecné, podprostor X h Y  je podalgebra, a staci zvolit
nasobek H prvku h tak, aby o(H ) = B(h ,H ) =2, tzn. volime

2

=30 )

h

a ziskdvame 3-rozmérnou podalgebru ¢  generovanou X , Y | H takovou, ze
lineadrni zobrazeni prevadéjici tyto generatory na generatory X |, X | H algebry

(2, ) je izomorfismus Lieovych algeber. Vektory H (jednoznacéné urcené!)
nazyvame , vektory h nazyvame , X nazyvame

Pro pfipad 8 = « definujeme =

Roli fetizk nyni muzeme pochopit 1épe. Jsou totiz
invariantni{ vicéi akci ¢ a ireducibilni (plyne pfimo zdefinice). Proto musi byt
izomorfni s nékterou z reprezentaci D algebry (2, ), viz. vysledky kapitoly 3.
Piitom snadno pozname, kterd reprezentace to bude, staci zjistit vlastni hodnoty
operdtoru ad . Ty ale jsou pravé 3(H )+2t pro vSechna ¢, pro kterd dim =
0. Protoze dimenze vsech |, o« A, je 1, plyne z rozboru reprezentaci D v
kapitole 3, ze v a-fetizku kofenu S nabyva ¢ vSech celociselnych hodnot z jistého

intervalu. Oznac¢me S(H ) 2¢ nejmensi vyskytujici se vlastni hodnotu. Potom
2¢ PB(H )=:5(H )+ 2pjenejvétsi z nich a p, ¢ , viz. 3.3. Dostavame odtud

BH )=q p, g =

Zejména jsou tedy vSechny hodnoty

a =pH )=q p

celd ¢isla, nazyvame je polojednoduché algebry . Dusledkem od-
vozenych vztaht a 8.1.(5) je, ze hodnoty Killingovy formy na kokofenech jsou celo-
Ciselné, tj. B(H ,H ) . Prostrednictvim vektortu - vyjadiime Cartanova ¢isla
takto:

_ _, Bh) _B(h ,h)
o =P ) =250 T B )



Cela  je generovana kofeny, proto mnozina
kofenovych vektorta v | a tedy i1 mnozina kokorent, generuje celou komplexni
Lieovu (abelovskou) algebru . Oznac¢me

= H;a Agr= h;a ARfg

realny vektorovy podprostor generovany kokoreny.

B
=( Jc

B je urcena hodnotami na generatorech a ty jsou dokonce celociselné.
Navicje B(H ,H )=>, (y(H )) , zbytek tvrzeni je proto zfejmy.

Protoze je zGzeni B na celou Cartanovu algebru  nedegenerované; odpovida
realné Cartanové podlagebfe v indukovaném izomorfismu realny vektorovy pod-
prostor . Tento izomorfismus indukuje symetrickou positivné definitn{ reél-
nou formuna . Obé tyto readlné definitni formy budeme znacit stejné jako obvykly
euklidovsky skalarni sou¢in , . Pomoci tohoto skaldrniho soucinu mizeme snadno
vyjadiit Cartanova cisla
=9 6’ o

o, o

a

Zejména s1 viimnéme, ze vSechny kofeny lezi v realné casti

A
(1) a, A 22— a
(2) a, A 8 a a A
(3) ata A t= 1
7 definice a-tetizku kofenu § a Cartanovych c¢isel je vidét, ze do

néj urcité patii. Ostatni tvrzeni jsou pouze preformulovanim jiz dokazanych.

O libovolné konecné mnoziné A v euklidovském pro-
storu fekneme, ze je to , plati-li pro ni vSechny tfi
vlastnosti z predchozi véty.
euklidovsky prostor. Pro vV definujeme zobrazeni S V'V jako reflexi vzhle-
dem k nadroviné v | tj.

U,

v

S (u)=u 2.(praimétudo v )=u 2 v.

, U

Miuzeme tedy preformulovat prvni dvé vlastnosti takto

(1) Pro véechny o, 8 Aje S (8) 5 celociselny ndsobek a.

(2°) Pro véechny o, 8 Ajetaké S (5) A

Koneéné mnoziny v euklidovském prostoru, které spliuji pouze prvni dvé vlast-
nosti se nazyvaji



Necht A je redukovany kotenovy systém. Konecénd grupa W izo-
metrii generovana vSemi reflexemi S , &« A, se nazyva tohoto
kotfenového systému.

Je-li  polojednoducha Lieova algebra s Cartanovou podalgebrou | pak Weylovu
grupu kotfenového systému A nazyvame Weylovou grupou algebry

Jiz na prvni pohled by mél byt zfejmy jeden z vyznami Weylovy
grupy. Problém klasifikace polojednoduchych Lieovych algeber je totiz podstatnym
zpusobem zredukovan do dvou krokt. Nejprve muzeme fesit zcela diskrétni problém
jak vypadaji vSechny korenové systémy v euklidovskych prostorech — to neni prilis
tézké, v postaté jde o kombinatorické ivahy. Tim ziskdme (ve skutecnosti spocetny)
seznam moznosti a zbyva ukazat pro které z nich skutecné existuji Lieovy algebry
a zda jsou urceny jednozna¢né (az na izomorfismus) svym kofenovym systémem.
K vysledkum této klasifikace se vratime pozdéji, plné dikazy nebudeme provadét
vibec, lze je najit napt. v [FN], [Sa], [Zh].

7 praktického hlediska ovsem maji Weylovy grupy jesté daleko vétsi vyznam pro
studium reprezentaci prislusnych algeber. V kazdé Weylové grupé je samozfejmé
S =5 apro kaidy redukovany kofenovy systém je tedy zapotiebi ke genero-
vani Weylovy grupy jen polovina kofent. Brzy uvidime, ze 1 pro popis reprezentaci
neni piili§ vhodné pracovat se vsemi vahami. Naopak, je potfeba vybrat si jich
jen vhodnou ¢ést a potom mizeme rozpracovat postup pouzity pro studium re-
prezentaci (2, ) v kapitole 3. T v tomto klasifika¢nim problému hraje Weylova
grupa klicovou roli, hraje ji 1 v problému rozkladl tenzorovych soucint, urcovani
nasobnosti a dimenzi reprezentaci, atd.

Zajimavéjsi priklady kofenovych systému Lieovych algeber a jejich Weylovych
grup uvedeme az v pristi kapitole. Jiz nyni si ale pfipomenme alespon nejjednodussi
pfipad — algebru (2, ). Kofeny jsou tam pouze dva, jeden odpovid4 kofenovému
prvku X | druhy (opacny) kofenovému prvku X . Redlnd cést Je jednoroz-
mnérny euklidovsky prostor. Kokofen je tam pravé jeden — H . Weylova grupa
této algebry je tedy trivialni grupa obsahujici jediny prvek.

Vsimnéme s1 nyni, ze v tomto kofenovém systému jsme ucinili jesté jeden doda-
tecény vybér: zvolili jsme, ktery z kofeni je "kladny” a ktery ”zaporny”. Ireducibilni
reprezentace pak odpovidaly ”spoleénym vlastnim vektorim” pro  (tj. vlastnim
vektorim pro H) s trividlni akci ”vSech kladnych kofent” (tj. kofenu X ). Kupo-
divu to zrovna takto bude i obecné.

Nejprve chceme rozdélit koteny v polojednoduché algebte s Cartanovou
podalgebrou na kladné a zaporné. Za tim Gcelem muzeme zvolit linedrn{ formu

g



L na takovou, ze L(a) = 0 pro vSechny kofeny & A a jednoduse definovat
kladné a zaporné kofeny takto

A =a A La)>0, A = a A; La)<0.

Piimo z definice je vidét ze kazdy koren je bud kladny nebo zaporny. Snadno se
OVeTi, ze

Jje maximalni fesitelnd podalgebra. Kladné kotfeny jsou pak také charakterizovany
vztahem, ze prislusné kofenové prvky X patiido . VSimnéme si, ze je vzdy stejné
kladnych a zapornych kofenii, protoze A = A.

Maximalni fesitelnd podalgebra obsahujici zvolenou Cartanovu podalgebru
se nazyva

V dalsim budeme stéale predpokladat, ze jsme néja-
kym zpusobem pevné zvolili kladné a zaporné koteny. Kladné kofeny, které nejsou

souctem dvou kladnych kofenu nazyvame . Kokofeny odpovida-
Jjici jednoduchym kofentim se nazyvaji . Casto se také pouziva
nazev kofeny ¢i kokofeny. Protoze viechny kofeny linedrné generuji (nad )

celou redlnou  a jednoduché kofeny generuji ostatni, zjistujeme, ze jednoduchych
kofentd je nejméné dim . Pokud je pro dva rtzné kofeny «,3 > 0, pak také
a >0aprotojsouia fFapf «kofeny, viz. 8.3. Jeden z nich musi byt kladny,
zejména tedy nemohou byt « a § oba jednoduché kofeny. Skalarni soucin jedno-
duchych kotent je proto vidy nekladny. Uvazme nyni nulovou linearni kombinaci
> ¢ a =0 jednoduchych kofenii. Pfedchozi rovnost mizeme pfepsat jako

/\::Zc o :Zc a =:p

kde vSechny nenulové koeficienty jsou kladné. Nyni podle predchoziho je

coz znamend, ze A = p = 0. Pfitom ale je hodnota nasi formy L definujici kladné a
zaporné kofeny na A ostfe kladnd, protoze jsou vSechny koeficienty kladné. Proto
odtud vyplyva, ze vSechny koeficienty ¢ jsou nulové. Celkem jsme dokazali, ze
jednoduché kotfeny tvoti bazi

Volba poradi jednoduchych kofenu zadava tzv. .
Podrobnéji, pro dvé realné vahy A pu je A > pu jestlize je prvni nenulovy
koeficient ve vyjadreni A p jako linearnich kombinace jednoduchych kofent vétsi
nez nula.



= (3, ) V tomto pfipadé je dimenze = (a,b,¢) ca+b+
¢ =0 rovna 2. Uvazme standardni bazi e ,e ;e v , Tesp. . Pak muzeme
také psat
= ae +be +ce;a+b4+c=0

Pro Cartanovu podalgebru  diagonalnich matic snadno najdeme pravé 6 kofent
e e, t=7.
Volbé Borelovy podalgebry hornich trojhelnikovych matic v obsahujici  od-
povidaji kladné kotfeny
A = ¢ e e e

a jednoduché kofeny jsoue e ;e e (tfetije souctem prvnich dvou). Killingova

formaje dana vztahem B(X, X) = 6 Tr(X ) (viz. pfiklad 5.3.(5)), odtud B(X,Y) =

6 Tr(X.Y). Je tedy zhzeni B na az na nasobek pravé indukovany skalarni
soucin z
Reflexe S W we Weylové grupé zobrazuje
e e (e €e) e e e e

Jeji akce na libovolném H = ae +be +ce spociva tedy ve vimeéné souradnic u e
a e . Podobné pro zbylé kladné koteny dostaneme ve W transpozice odpovidajich
soutadnic. Celd Weylova grupa je pak izomorfni grupé permutaci na 3 prvcich.

Stejnym postupem zjistime, ze pii volbé Cartanovy podalgebry  diagonalnich
maticv (n, ) a Borelové podalgebfe hornich trojihelnikovych matic jsou kofeny
e e ,t=j, kladné jsou ty s i < j. Jednoduché koteny jsou e e a prislusné
jednoduché kokoteny jsou H =e¢ e prol ¢ n 1. Z prislusného rozkladu
na kofenové podprostory vidime, ze (n, ) je skuteéné polojednoduch4.

Pro dalsi ivahy nyni zvolme pevné polojednoduchou
Lieovu algebru s Cartanovou podalgebrou . Zvolme déale pevné rozklad A =
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A A a pofadi jednoduchych kofenu v . Déale budeme uzivat znaceni
t). = (soucet t¥i vektorovych podprostori, které jsou podalgebry).

w: (V) rozumime vahu zzené reprezentace ¢ | tj.
takovou linearni formu A , ze existuje spolecny vahovy vektor v V' pro
vsechny H , tj. o(H)(v) = A(H).v. Dimenzi podprostoru V' vSech vahovych

vektorti s vahou A nazyvame nasobnosti vahy A.

V 3. kapitole jsme vysledky o reprezentacich (2, ) odvodili z jednoduchého
vypoctu akce zavorky. Tentyz trik mzeme zopakovat i obecné: Necht je A viha a
v k ni pfislusny vahovy vektor reprezentace ¢ a o necht je koren. Pak

p(H)p(X )(v)  o(X )e(H)(v) = ¢([H, X )(v) = a(H)p(X )(v)

a tedy je (X )(v) vAhovym vektorem s vahou A+«. Toto jednoduché pozorovani je
klicem k tplnému popisu vsech ireducibilnich reprezentaci. Zacneme podrobnéjsim
zkoumanim vlastnosti vah.

@ (V)
(1) A v H AH )
(2) e V
(3) W
(4) m A %%

1): Kazdé H je obsazeno v podalgebie ¢  1zomorfni (2, ), zliZeni
g
© na je opét reprezentace a zGzeni A na H je jeji vdha. Proto musi byt

AH )



(2): Dimenze V je kone¢nd a vidhové vektory odpovidajici riznym vahdam jsou
linearné nezavislé, proto vah muze byt jen konetné mnoho. Pro vSechny jednoduché
kofeny « jsou ¢(H ) diagonalizovatelné a pfitom spolu komutuji. Z elementérni
linearni algebry je znamo, ze v takovém pripadé jsou diagonalizovatelné vsechny
nardz. Vsechny ostatni kofeny jsou jejich linearni kombinace, tim je tedy tvrzeni
dokéazané.

(3): Predpoklddejme nejprve A(H ) > 0. Orbita .v musi byt ireducibilni
reprezentace (2, ), vektory (X ) .v jsou bud nezévislé nebo nulové a podle 9.4
jsou vsechny véhovymi vektory s vahami A k«a. Pokud by v byl vektor s trividlni
akei X | pak by dimenze této orbity byla pravé A(H )+ 1 a byla by generovana
viemi (X ) v, k = 0,...,A\(H ). Obecné je vaha kazdého dalsitho vektoru v
takové posloupnosti vzdy o dvé mensi a vzdy budou vektory v, X wv,..., (X ) v
s r = AMH ) nezavislé, viz. 3.3. Zejména tedy existuje vahovy vektor s vahou
A AH )ao =S (A). Pro A(H ) = 0 je tvrzen{ ziejmé, pii A(H ) < 0 si staci
uvédomit,ze H = H a S =S5

(4): Protoze je navic zobrazeni dané iterovanou akei (X ) na vdhovém prostoru
V' injektivni, spliuji nasobnosti m m . Protoze je ale S involutivni, plyne
odtud rovnost.

Necht ¢ (V) je ireducibilni kone¢nérozmérné reprezentace.
reprezentace ¢ je nejvétsi z vah A této reprezentace ve zvoleném usporadani
na . rozumime libovolny vahovy vektor s nejvyssi vahou.

Protoze mé ¢ jen konecné mnoho vah, nejvyssi vaha urcité existuje. Je to pravée
ta vaha A, pro kterou A 4+ a neni vahou pro zadné o« A . Ekvivalentné, nejvyssi
vahovy vektor vV je takovy vektor, pro ktery je v = 0 a@(H) = AH).v

pro vsechny H . Stejna definice nejvyssi vahy a vektort nejvyssi vahy ma smysl
1 pro libovolné konecnérozmérné reprezentace.
% V)
v V v V
v
v =X X X w
k=1,2,
Je zcela analogicky jako v pfipadé = (2, ) v kapitole 3.
p: (V)
(1) A %
(2) AH ) 0
o
(3) ® A DY na
¥

(1)-(3): Podle predchoziho existuje ve V vektor v nejvyssi vdhy A. Pri-
slusny podprostor musi, diky predpokladu ireducibility, byt roven celému V a z



explicitniho vyrazu pro generatory v predchozim lemmatu vyplyva dokazované tvr-
zeni o ostatnich vahach. Zejména je vidét, ze zadna z nich nemize byt rovna A.

(4): Uvazme piimy soucet reprezentaci ¢ a ¢ na vektorovych prostorech V a
V. Necht v a v jsou pfislusné (az na ndsobek jednoznacné dané) vektory spo-
leéné nejvyssi vahy A. Pak je (v,v) V V opét vektorem nejvyssi vdhy A a
ekvivariantni projekce V.V V zobrazuje (v,v) v. Pak ovsem ireducibilni
podprostor WV V generovany (v, v ) je touto projekci zobrazen na V a jadro
této projekce je nutné nulové. Celkem je tedy W isomorfni s V', ale ze stejnych
divoda je také isomorfnis V .

Oznactme « ..., , k = dim , vSechny jednoduché kofeny ve
zvoleném poradi a H ,..., H odpovidajici jednoduché kokoreny. Vahy A
splijict A(H ) ,a  AyaA(H) 0proviechny i = 1,...,k, se nazyvaji

algebry .  Dominantni vdhy A definované vztahem A (H ) =4
t). formy z dudlnf baze v k bazi z jednoduchych kokofenti, nazyvame

Predpokladejme, ze V a W jsou prostory ire-
ducibilnich reprezentaci ¢ a ¥ s nejvyssimi vahami A a g. Uvazme tenzorovy soucin

R VW)
reprezentaci ¢ a . Jsou-li v V aw W prislusné vektory nejvyssi vahy a
X , H pak
(p PX)(v w)=¢(X)v) wtv PX)(w)=0
(¢ V)H)v w)=pH)v) wtv YH)(w)=A+p)(H)(v w).

Jde tedy opét o vektor dominantni nejvyssi vahy v reprezentacnim prostoru, proto
generuje ireducibilni reprezentaci s touto nejvyssi vahou.

Celkem vidime, ze pokud se nam podari sestrojit ireducibilni reprezentace s
fundamentalnimi vahami, pak jiz mame dokizanu existenci a jednoznacnost iredu-
cibilnich reprezentaci se vSemi dominantnimi vahami.

= (3,)

V 9.3 jsme odvodili, ze v tomto pfipadé mame dva jednoduché koteny e e
ae e a jednoduché kokofeny jsou pak e e ace e . Pfitom je zhzeni
Cartanovy-Killingovy formy na az na nasobek indukovany skalarni soucin
7z a proto jsou formy v dudlni bazie ae +e . V tomto pripadé je snadné najit
reprezentace s témito nejvyssimi vahami.

Uvazme nejprve standardni reprezentaci na  (tzn. zadanou vlozenim (3, )

(3, )). Vektor (1,0,0) pak je vlastnim vektorem s vahou e . Protoze je
mnozina vah invariantni vi¢i Weylové grupé a ta v nasem pripadé pusobi ”per-
mutacemi indext”, musi byt e a e vahy. Tim ale uz mame vycerpanu dimenzi



3, proto zadné dalsf uz nejsou. Véha e je nejvyssi, v = (1,0,0) je piislusny
vektor nejvyssi vahy. Najdéte si korenové prvky, které daji dalsi dva generatory
v =X w=(0,1,00av =X .w=1(0,0,1) s vahamie ae .

Dale uvazme prostor se zuzenim tenzorového soucinu stan-
dardni reprezentace. Pak vektor v v mé vahu e 4+ e . Akci Weylovy grupy
obdrzime vihy e +e ae + e . Dimenze uvazovaného prostoru je 3, vice vah
tam tedy jiz byt nemuze. Vsimnéme si, ze tato reprezentace je izomorfni dualni
reprezentaci k predchozi, tj. : jejf vahy jsou opacné (e +e = e atd.) a tak
to presné ma byt, protoze z definice (¢ (X)(v ))(v) = v (p(X)(v)).

Celkem tedy vidime, 7ze existuje bijektivni korespondence mezi dominantnimi
vahami ae + be a ireducibilnimi reprezentacemi. Pfitom dominantni jsou pravé
linearni kombinace ae +be sa b 0. Navic vime (alespon pfiblizné) kde tyto
reprezentace hledat: v tensorovém soucinu S

Uvedeme si jesté alespon dva priklady, tenzorové souciny S a
@, o
- . . . L ':f? ,,,,,,,,,,,,,,,,, L —
e e @
N A —
BV A e



V prvém piipadé jde o ireducibilni reprezentaci s nejvyssi vahou 3e (zkuste
pfimo dokézat, jak je tomu pro obecné S ( )!) a nésobnosti vSech vah jsou opét
jedna, protoze prostor reprezentace je pravé desetirozmérny a z akce Weylovy grupy
vyplyva ze vahy ve vrcholech trojiihelniku na obrazku nutné jsou vahami studované
reprezentace a pak uz z teorie plyne, ze vSechny ostatni ”opuntikované” musi byt
mezi vdhami také (soucet vahovych prostorti na pfimce ve sméru jednoho z kofenti
a tvori irep prislusné a proto musi vyplnit cely ”interval”).
rozlozitelny na stopovou a bezestopou cast. Stopova cast odpovida ireducibilni
triviadlni reprezentaci . Bezestopa zobrazeni pak tvori ireducibilni reprezentaci s
nejvyssi vahou 2¢ + e . To ze tam takovad vaha nutné musi byt vyplyva z toho,
7e v tenzorovém soucinu se nachdz{ soucty viech vah (staci vzit tensorové souciny
pfislusnych vahovych vektori). V nasem piipadé tam tedy musi byt e +( e ) =
2¢ +e . (Jesté lépe: = , tedy ma nejvyssi vahu e + e | proto je
nyni 2¢ + e dokonce nejvyssi vahou.) Stejnou tvahou jako v predeslém piipadé
zjistime, ze tam mus{ pat¥it také vaha 2e e (symetrie viici kofenu e e ), pak
oviem také nulova vaha a vdha e +e (symetrie vicéie e ), podobné se ovér,
7e 1 vSechny ostatni vahy tam patii. Z toho, co jsme fekli ovSem jesté nevyplyva,
ze v bezestopé ¢asti by nasobnost nulové vahy méla byt tii. Otazka nasobnosti vah
je obecné dosti slozitd, v nasem pripadé je vSak piimo vidét, ze v celém
jsou tfi nezavislé vektory e e i = 1,2,3, s vahou 0. V tomto trojrozmérném
podprostoru je potom dvourozmérny podprostor v bezestopé ¢asti, jednorozmérna
Je pravé stopova cast. Celkem dohromady jsme jiz naslhi 9-t1 rozmérny primy soucet
vlastnich podprostori, coz je potiebna dimenze. Proto se dalsi vahy jiz nemohou
vyskytovat.

(5, ) Zacnéme nejprve nizéimi dimenzemi. Algebra (2, ) =

neni polojednoduché, v 3.2 jsme ukdzali, ze (3, )= (2, ).
Cartanova podalgebra (4, ) je dvourozmérnd, jde o matice tvaru
a 0 0 O
0 b 0 O
0 0 a 0
0 0 0 b
Najdeme zde ctyfi kofeny e + ¢ , e e, e +e a e e , ¢imz vyCerpame

dimenzi 6 této algebry. Kofeny tvori dvé na sebe kolmé piimky prochézejici po-
catkem. Diky kolmosti dostavame vysledek, ze algebru lze rozlozit na primy soucet
dvou podalgeber isomorfnich s (2, ).

Kone¢né Lieova algebra (5, ) mé Cartanovu podalgebru isomorfni Cartanové

podalgebie (4, ):

a 0 0 0 O
0 0 0 0
0 0 a 0 0
0 0 0 b 0
00 0 0 0
M4 proto tytéz kofeny, diky nové dimenzi ptibyvaji dalsie ,e , e a e . Mame

tedy celkem osm kofent, spolu s dimenzi Cartanovy podalgebry dostavame uz di-
menzi deset, tedy zadné dalsi kofeny neexistuji. Za kladné kofeny lze zvolit napt.
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e e,e,e +e ae. V tomto pripadé jsou e e a e jednoduché. Jim

odpovidajici kokofeny jsou e e ale .

Zaméi{me se nyn{ na reprezentace (5, ). Fundamentalni vahy jsoue a-(e +
e ). Viechny dominantni vahy jsou pak jejich nezdporné celoé¢iselné kombinace, lezi
tedy v oblasti thlu, ktery spolu obé fundamentaln{ vahy sviraji. (Této oblasti se
Fika )

Je snadné ovéfit, ze standardni reprezentace (5, ), tedy vlozenii: (5, )

(5, ), manejvyssi vdhu e | tedy jednu z fundamentélnich. Dalsi vahy dostaneme
akci Weylovy grupy: e , e a e . To vsak nestaci, protoze celkova dimenze je 5.
Je vsak zieymé, ze také nulovy vektor je vahovy v této reprezentaci, prestoze neni
v orbité nejvyssi vahy pro akci Weylovy grupy; tvoii samostatnou orbitu.
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Zajimavé je druhd antisymetrickd tensorovd mocnina standardni reprezentace,
tedy ¢ é: (5, ) ( ). Jde o reprezentaci s nejvyssi vdhou e + e |
kterd je isomorfni reprezentaci ad. Vahy jsou totiz e, e a e e , k tomu
navic dvojnasobna véha nulova odpovidajici Cartanové podalgebre.

Algebra (5, ) ma také reprezentaci s nejvyssi vdhou —(e + e ), tedy tou
druhou fundamentalni. Jde o specidlni typ, kterym se fika

Formy v vyjadritelné jako celociselné linedrni kombinace

fundamentalnich vah se nazyvaji . Mnozinu vsech celoc¢iselnych vah
budeme znacit a bude znacit volny modul generovany prvky nad , tzv.
grupovy okruh.

Aby se odlisilo s¢itani v a s¢iténi v , budeme pséat operaci v konstruovaném
grupovém okruhu multiplikativné. Vahu pu budeme proto zapisovat jako e
v , a soucet vah p+ v se zapise e e =—e

Formaln{ soucet x =charV(A) =5 (dimV )e nazyvame
A, pficemz V(A) je ireducibiln{ reprezentace s nejvyssi vdhou A a V' jsou
védhové prostory odpovidajici jednotlivym vaham. Evidentné je tato formalné ne-
kone¢na suma ve skutecnosti konecna. Charakter nam tedy forméalné popisuje vahy
reprezentace spolecné s jejich nasobnostmi.

Nechf ¢ : (V' (X)) je reprezentace Lieovy algebry odpovidajici reprezen-
taci ¢ : G GL(V(A)) Lieovy grupy G. Mame tedy vztah: ¢(exp X) = exp ¢(X).
Necht déle  je polojednoduché s vahami p ,p ... odpovidajicimi vahovym vek-
torim v ,v | V(A). V bazi V(A) dané vahovymi vektory mé kazdy ope-
rator o(H) pro H diagonaln{ tvar s prvky p (H) na diagondle. Operétor
exp ¢(H) mé proto také diagonélni tvar s prvky expp (H) na diagondle, proto
trp(exp H) = > (dimV )exp u(H). Tomuto ¢islu se nékdy ika charakter repre-
zentace ¢ Lieovy grupy GG v bodé exp H (. Pfitom prvky lze chapat jako
funkce Y© m e : podle predpisu H S>> m expv(H). Zejména tedy
plati, ze tro(exp H) = x (H).

Tuto konstrukeci jesté modifikujme tak, ze prvek e budeme chapat misto
puvodniho exp v(_) jako funkei exp(27miv(.)), spolu s homomorfnim rozsifenim na
celé . Uvazujme tedy funkce tvaru exp 2miv pro v , zizené na . Jsou to
spojité homomorfismy  na jednotkovou kruznici s nulovym prvkem 1 . Vime,
7e na kokofenech jsou vS8echny vahy celociselné, proto mrizka celociselnych lineér-
nich kombinaci kokofenu  lezi v jadru zobrazeni exp 2miv. Je tedy definovano
toto zobrazeni na / = | coZ je isomorfni toru ( / ) . Charaktery jsou
nyni u grup definovany jako komplexni funkce na torech. D& se ukazat, ze okruh

je takto isomorfni okruhu  moznych charaktert polojednoduché grupy G'.

Klicovym vysledkem pro popis vlast-
nosti reprezentaci pomoci seznamu jejich vah je tzv. Weylova formule. Abychom ji
alepson zformulovali, musime zavést nékolik pojmai.

Oznatme w ,w ,... fundamentalni vahy. Celociselnou vahu nazveme
, Jestlize je vyjadfitelnd jako linedrni kombinace fundamentélnich vah
s kladnymi koeficienty. Nejmensi z ostfe dominantnich vah nazyvame
, znacime ji p. Je tedy p souctem vSech fundamentalnich vah, nebo také
nejmensi dominantni vdhou uvniti (ne na okraji) Weylovy komory. D4 se ukézat, ze
p je zaroven polovinou souctu vech kladnych kofent, tedy p = > w =1/2>" «.



Pro kazdy prvek S Weylovy grupy zavadime jeho znaménko det S = 1 podle
toho jestli zachovava nebo obraci orientaci (je to opravdu determinant piislugné

linearn{ isometrie). Kazdy takovy prvek indukuje operaci na predpisem Se =
e . Pro celou Weylovu grupu tak dostdvdme operdtor > (det S)S, ktery
vaze p pfifadi prvek > (det S)(Se ) =>_ (det S)(e ). Tuto operaci
budeme znacit A a nazyvame ji Weylovy grupy.

A

v = AN+ p)/Ap

Véta tvrdi, ze déleni A(A + p) prvkem Ap v okruhu dopadne beze zbytku,
s vysledkem x .

Vsimnéme si krasy tohoto tvrzeni: Na levé strané je vyraz, ktery popisuje tplné
véhy obsazené v prostoru reprezentace s nejvyssi vahou A, napravo je vyraz, ktery
lze relativné snadno spocist a nepotfebujeme k tomu nic, nez obecné znalosti o
Weylové grupé W a nejnizsi vahu p.

Dikaz Weylovy formule neuvadime pro jeho délku, prestoze neni prilis tézky.
Tzv.”moderni” dikaz, ktery vyuziva vlastnosti Casimirova a Laplaceova operatoru,
je podan v [Sa] i [FH]. Navic [FH] uvadi piavodni ”klasicky” Weyliv dikaz, jenz
dochézi k vysledku s pomoci integrovani charaktert (jako komplexnich funkei) na
kompaktnich grupach.

Ukéazeme si fungovani Weylovy formule na ptikladé.

Uvazujme algebru (2, ) a jeji reprezentaci s nejvyssi védhou
A = me = mw pro libovolné m .V tomto pfipadé mame p = e =w a
Weylova grupa se sklada pouze ze dvou prvka, z nichz jeden je identita a druhy
obraci znaménko. Celkem dostavame

_AX+p) e e B
X Ap € € o

To presné souhlasi s vysledky kapitoly 3.
V dikazu Weylovy formule, ale 1 v dikazu nasledujiciho jejtho dusledku, se
uplatnuje toto lemma.

Je zfeymé, ze vsechny tf1 vyrazy se vzajemné sobé rovnaji, staci tedy
ukdzat, ze jeden z nich je roven Ap. K tomu je tieba (snadno dokazatelné) pozo-
rovani, ze prvky Apu jsou antisymetrické vzhledem k W (tedy S Ap = det S Ap
pro vechny S W), a déle ze viechny takové antisymetrické prvky v tvori
podokruh generovany vyrazy tvaru Av pro ostte dominantni vahy v.



Protoze parita prvku Weylovy grupy S W je shodna s paritou poc¢tu kladnych
kofent, které jsou akci S zobrazeny na zaporné koteny, je prvni ze ti{ vyrazu tvr-
zeni lemmatu antisymetricky. Druhy vyraz evidentné obsahuje s¢itanec e , a dalsi
sCitance tvaru e pro néjaké kladné koteny a.. Proto jsou vSechny tyto scitance
mensi nez p, a nemohou byt ostfe dominantni, jelikoz p je nejmensi takova vaha.
Jako antisymetricky prvek Jje tvaru > m Awv pro ostfe dominantn{ vihy v, mtize
vsak takto obsahovat jediny prvek tohoto tvaru, a to Ap.

I1 Atpa

dimV(A) = I T

Nez se pustime do diikau, demonstrujeme tuto formuli na standardni reprezentaci
(5, ) =z prikladu 9.12. Ta méla nejvyssi vahu A = e | nejnizsl vaha algebry je
p=-(3¢ +e ). Dostavdme

p, € I% Ae =1
1
p, € 25 A,@ ==
p,e +e =2 Ae +e =1
pe e =1 Ae e =1
i - -3
dimV(A) = 5 =5

a to je spravny vysledek.

Dimenzi reprezentace V(A), kterd je rovna souctu vsech koeficientti m
v charakteru x = > m e , bychom mohli dostat pomoc{ homomorfismu do
takového, ktery by kazdy prvek tvaru e zobrazil na 1. V tomto pfipadé vsak
nemuzeme pouzit Weylovu formuli, protoze obraz Ap by byl nulovy.
Pouzijeme tedy jinou konstrukci. Zavedeme homomorfismus j ¥ :
jdouci pres okruh mocninnych fad:

[[¢]]

Piitom j bude pouhym vybérem konstantniho ¢lenu mocninné fady. ¥ definujeme
pomoci sady homomorfismi ¥ pro kazdou vahu p

L (1] e exp( u, 5 t)=e ,

kde posledni vyraz e znaci exponencialni funkci na . Rozvinutim fad pro ex-
ponenciélni funkci dostaneme ovéfeni, ze konstantni ¢len ¥ (x ) pro kazdé u je
opravdu dimenzi reprezentace V(A).



Ukédzeme, ze ¥ (Av) =¥ (Ap). Skutecné
U (Av) =) (det S)e = (det S)e

= Z (det S)e =T (Ap)
Klademe ¥ = ¥ a mame
V(Ap) =¥ (Ap) =¥ (Ap) = [T (e ¢ )

( H JTe! )t + cleny vyssiho stupné v t,

kde #A  je pocet kladnych kofent. Odsud po vydéleni dostavame
U(x ) =W(AA+p))/¥(Ap)
A4 p
= 1 P + cleny kladného stupné v t.

I1 P

Weylova formule méa dalsi dusledky. Uvedeme alespon nékteré z nich.
Zavedeme tzv. na mnoziné takto: () je pocet zplsobt, jak lze
vahu p rozepsat na celo¢iselny soucet kladnych kofent. Ziejmé je () = 0 pro
véhy, které nejsou kladné (mimo nulové vahy) a  (0) = 1.

m Iz

m :ZdetS (SA+p) p ).

Protoze 1/(1 e )=14e +e + ..., dostavdme (J] (1
e ) =5 (we . (Nekonetné fady tohoto typu lze nésobit diky jejich
specidlnim vlastnostem, které neuvadime, viz napt. [Sa].)
Diky lemmatu 9.15 lze Weylovu formuli pro charaktery zapsat

vo=AQ+pe ST e ).
Po dosazeni mame

X =) me :(ZdetS e ) (Z (v)e )

Roznésobime-li vyraz napravo, vidime, ze pfispévek prom (u je pevné) dostaneme
pro takovd v, pro néz S(A+p) p v = p. Odtud jiz plyne tvrzeni.

Tento vysledek je vsak velmi neprakticky, protoze funkce se nedd snadno
vycishit. Existuji vsak formule, jejichz algoritmizace je mnohem snadnéjsi.

Pro celoé¢iselné linedrni formy p zavadime funkci e(p) = ¢ = det T, jestlize
existuje prvek Weylovy grupy T takovy, ze p = T(A+p) p, ac = 0, jestlize
takovy prvek neexistuje. Zobrazeni A T(A+p) p se nazyva posunutd akce
grupy W s pocatkem p, casto také afinni akce.



m Iz

m =c Z det S m ;

1w w
Piepiseme Weylovu formulina > m e (Z det S e ) =5 detT
e . Budeme upravovat levou stranu na ) (Z detS m e e ), coZ
se rovna (Z detS m e ), protoze pokud g probfha celé | pak

S(pt) probihd také celé  pro pevné S W. Déle pro kazdé S zavedeme v vyrazem
S(p+ p) = v+ p, a v probfhd v tomto pFipadé také celé . Dostadvame tak levou
stranu jako > (Z detS m e ), co? je rovno y . (Z det S
m )e . Porovname-li tento vysledek s pravou stranou vyse uvedené Wey-
lovy formule, vidime, ze koeficient u e je roven det T, pokud p+ p = T(A + p)
pro né&jaké (v tomto piipadé jediné) T, jinak je tento koeficient nulovy. To je viak
pravé hodnota ¢ .
Celkem mamem +3 det S m = ¢ , coz jsme chtéli ukazat.

Klimykova formule umnoznuje induktivni vypocet ndsobnosti jednotlivych vah.
Viimnéme si, ze p S(p) je pro kazdé S nenulové dominantni (tedy nenulovou
linearni kombinaci kladnych kofent s nezdpornymi celociselnymi koeficienty). Pro
nasobnost m proto dostavame vyjadieni s pomoci nasobnosti vah vyssich nez p,
plus vyraz e , ktery vyzaduje test pres celou Weylovu grupu. Zacneme-li tedy
pocitat ndsobnosti vah od m = 1, muzeme brat vihy déle sestupné a spocitat tak
vsechny nasobnosti, az dorazime k pozadované vaze u. Efektivitu tohoto algoritmu
snizuje pozorovani, ze diky faktoru det S se mnoho nasobnosti v kone¢né sumé pro
1 vzajemné odecte, a jejich prispévek byl tedy spocitan zbytecné.

Vezméme dvé ireducibilni reprezentace
© a ¥ s nejvyssimi vahami A a A . Jak jsme ukézali v 9.10, reprezentace ¢
ma nejvyssi vahu A + A . Tuto Gvahu lze zobecnit: Nechf p (resp. v) je véha
reprezentace ¢ (resp. ) s nasobnosti m (resp. m ) a vdhovym prostorem V
(resp. W ). (Méme tedy v charakteru y scéitanec m e a v charakteru y
s¢itanec m e .) Pro vektory vV aw W platl: o(H)(v) = p(H) v a
Y(H)(w) =v(H) w. Tedy

(v V)H)v w)=¢H)(v) wtv YH)(w)=(p+v)(H) v w

Prostor V' W | ktery je prvky tvaru v  w linearné generovan, je tedy vahovym
prostorem reprezentace ¢ ¢ dimenze m m pro vahu g + v. PHimym souc-
tem téchto vahovych prostora je jiz cely vektorovy prostor V. W, na kterém se
reprezentace ¢ ¢ realizuje. V charakteru reprezentace ¢ ¢ (kterd nemusi byt
ireducibilni) se proto vyskytuji pravé s¢itance m m e =(me) (me),cor
znamena, ze charakter reprezentace ¢ ¥ jexy Y

Reprezentace ¢ 1 neni obecné ireducibilni, musi vsak byt rozlozitelna na primy
soucet ireducibilnich reprezentaci. Proto x x =>_ n x , kde suma probih4
dominantni vdhy a n  je néasobnost ireducibilni reprezentace s nejvyssi véhou A
v reprezentaci ¢ . Budeme hledat koeficienty n . Z technickych divodu polozime
n = 0 také pro nedominantni vahy A.



n = Z det ST (S(A +p)+T(X +p) X 2p)

Aplikaci Weylovy formule dostavame vyjadreni y A =>nA
Pouzijeme definice charakteru a alternujiciho operatoru:

(Zm e) (ZdetT e ):Zn det Ue

Zam dosadime z Konstantovy formule (9.17) vyraz > detS (S(A +p) p p):

ZdetST (SA+p) p u) e :Zn detU e

Na pravé strané povolime sc¢itani pres vSechny vahy A, ¢imz se soucet nezménti,
protoze pro nedominantni A je n = 0. Pro pevné U W zavedeme o predpisem
U(A+p) = o+ p a pravou stranu muzeme pfepsat na Y, detUn e,
coz jerovno y_.  detUn e , protoze det U = det U . Na levé strané
provedeme stejny trik: pro pevné T W zavedeme o tak, aby spliovalo T'(A +
p)+ = o+ p. Levé strana ma pak tvar > det ST (SN +p)+T(A +p)

o 2p) e
Déle, je-li ¢ dominantni, je o + p ostfe dominantnia pro U = 1 nenf U(c+p) p
dominantni. Je tedy v tomto pfipadé n = 0 a na pravé strané nam u e

zbyva jediny koeficientu n . To je tedy rovno koeficientu u ¢ + p na levé strané,
coz dava tvrzeni véty.

Steinbergova formule je velmi explicitni, ale bohuzel ne piilis prakticka. Pouziva
se zde totiz opét délici funkce, kterd se tézko vycisluje, a dale se vnofené scita pres
celou Weylovu grupu.

Jiny piistup k problému poskytuje Brauertuv algoritmus. Ten predpoklada, ze
zname nasobnosti véech vah jedné z obou reprezentaci, necht je to napf¥. ¢. Pouzitim
Weylovy formule, podobné jako vyse, dostavame vztah

(Zme)A :ZnA

Na levé strané tedy nasobime symetricky prvek antisymetrickym, ¢imz dostavame
antisymetricky prvek, jehoz vyjadieni s pomoci alternujicich operdtorti na pravé
strané hledame.

Myslenka Brauerova algoritmu spociva v tom, ze pii vypoctu lze vzit v Gvahu
1 ¢leny s nedominantnimi vahami, které se lisi od prislusnych dominantnich pouze
znaménkem. K formulaci budeme potrebovat tomu odpovidajici znaceni. Vahu r

nazveme jesthize plati 7, = 0 pro néjaky jednoduchy kofen «. Pro
singularni 7 je S (r) = 7, atedy A = A =detS A = A,z cehoy
plyne A = 0. V tomto pripadé polozime = 0. Pro regularni vahu 7 zavadime

n = det S pro takovy prvek S Weylovy grupy, ze S(r) je dominantni (takovy prvek
je v kazdém pfipadé jediny). Vyrazem [r] znac¢ime dominantni prvek v orbité vahy
7. Jetedy vidy A =n A



Y A :Zmn A ,

o ¥
Necht mnozina E obsahuje dvojice tvaru (e ,e ) pro viechny vahy p re-
prezentace ¢ a vSechny v z orbity prvku A + p. Kazdé takové dvojici pritadime
Clen m detS e e pro takové S, ze v = S(A + p). Soucet viech téchto ¢lent
dava pravé levou stranu dokazovaného vztahu.
Na F definujeme akci Weylovy grupy predpisem S(e ,e ) = (Se ,Se ). Kazd4
orbita pak obsahuje jediny prvek tvaru (e ,e ), pficemz rizna ¢ odpovidaji
riznym orbitam. Pro kazdou orbitu dostavame soucet ¢lent, které ji piiradime:

Zm det S e e ,

kde jsme vyuzili toho, zZe m = m . To je ovSem pravé m A , a seCtenim
pres o, tedy vsechny orbity, dostavame pozadované.

Tento vysledek existuje také ve formulaci pana Klimyka:

A n

¢ Y Yom o
o © [c+X +pl=A+p

Oznacime jednoduché koreny jako v predchozich kapitolach o ... a | Car-
tanova Cisla @ = 2 ———. Necht 6 je thel, ktery sviraji vektory o a o . Pak
ziejmé

a o a o
a a =4 : : =4cos 0
a o a o
Zavedeme oznacenin = a a a vidime, ze n muze nabyvat hodnot mezi 0 a
4. Kdyby vsak pro rizna ¢ a j bylon =4, pak § = 0, coz neni mozné. Navic
vime, ze a jsou cela ¢isla, proto n 0,1,2,3 .

Pro kazdy kotfenovy systém A definujeme jeho
(neorientovany) jako graf s m vrcholy « ..
s nasobnosti n

., a hranami mezi o a «

(3, ) Maéamedva jednoduché kofeny e e ae e . Dostdvame
Cartanovac¢islaa = 1,a = 1 tedyn =mn = 1. Dostavame tak Dynkiniv
diagram algebry (3, ): — .

Dynkintv diagram je souvisly pravé tehdy, kdyz algebra je

jednoducha.
Predpokladejme, ze Dynkintv diagram algebry je nesouvisly, méjme dvé
souvislé komponenty odpovidajici rozkladu na kofenové systémy A a A . Vime



tedy, ze pro véechna o A a g A je «,f = 0. Najdeme rozklad na pifimy
soucet dvou podalgeber.

Cartanovu podalgebru  lze diky kolmosti rozlozit na pfimy soucet = H
a A H :p A . Algebru rozlozime na dva podprostory

:(H;QA D ) (H:ﬁA D )

jejichz Lieova zavorka je nulové, jak ukazeme.

Uvazme a+ S proa A af A : kdyby to byl koren, pattil by bud A nebo
A . Pokud nastane prvni pfipad, mame 0 = a4+ 5,8 = o, 8 + 5,8 = 5,5,
coz Je spor s nedegenerovanosti Killingovy formy na . Podobné to dopadne i pro
piipad @« + 3 A . Proto a + 3 neni kofen, a tedy [X |, X ] = 0. Zaroven
h , X ]1=5Fh )X = o, X =0.

Je-li naopak algebra  polojednoduché, ale neni jednoduché, rozlozime ji na
pFimy soucet jednoduchych komponent. Nechf jsou tyto komponenty dvé, a to

. Vezméme dva jednoduché koteny « algebry a g algebry . « rozsifime na

celé tak, 7e a( ) = 0, podobné pro 3. Pfitom « i 3 zistévaji kofeny a o S,
a jinak vzniklé kofeny algebra nemd. Dynkintv diagram tedy ma dvé souvislé
komponenty, jednu odpovidajici kofentim a druhou kofentim

Kazdému konecnému neorientovanému grafu s m vrcholy a nasobnostmi hran
n pritadime kvadratickou formu @ predpisem:

Qz ,...,x0 )=2 Zx Z n rx

Druhé suma pfitom probiha vsechna ¢ a vSechna j, kterd jsou riznd, proto napt.
vyraz ¥ x se vyskytuje dvakrat, jednou pro ¢ = 1, j = 2, a podruhé pro i = 2,
j=1.

Algebra (3, ) z pfedchoziho piikladu ma formu Q(z ,# ) =2z 422 2z = .

@

Piimym vypoctem ukazeme, ze

Qe ,....,0 )=2 el , el
= (DA T )
=2 g 222 2 x oz e
Z o, Z \/a’a
IZQl‘ Zn_xx

a ,

bl



A - - -
A A A A
—
B: fr—— _— .. _— —
B B B
D - - -
D D D
E: | | |
F F F
F r
G: a

Kvadraticka forma @ mé symetrickou matici

2 n

n 2

Zazime-li formu @ na néjaky podgraf Dynkinova diagramu, zustane positivné defi-
nitni. D4 se v8ak snadno ukazat, ze pro nasledujici grafy ma jejich forma singularni
matici, tedy se nemohou vyskytnout jako podgrafy Dynkinovych diagrami polo-
jednoduchych algeber:

Y

e o

; :
|

J

S o



Diskusi moznych Dynkinovych grafu, které neobsahuji tyto podgrafy, dostaneme
snadno tvrzeni véty. Pfitom v nékterych fadach zamérné nezacindme od jednicky,
protoze mame isomorfismy G =F =F =D =B =A F =B ,F =A,
D =A A,F:B,E:D:A,E:AaE:D.

Predchozi véta ukazuje, jaké jsou mozné Dynkinovy diagramy pro jedno-
duché Lieovy algebry. Abychom s jejich pomoci tyto algebry tplné klasifikovali,
zbyvaji dva kroky:

(1) Ukézat, ze Dynkintiv diagram identifikuje Lieovu algebru jednoznacné az

na isomorfismus, a

(2) ke kazdému Dynkinovu diagramu najit jemu odpovidajici Lieovu algebru.
Prvni podminka vsak zatim neni splnéna. U vicenasobnych hran totiz neni zfejma
orientace: pokud n = 2, muze byt ¢« = 1aa = 2, nebo naopak. Potom

— = ,tedy bud o, < a ,a , nebo naopak. V pripadé trojndsobné
hrany to dopadne stejné. Zorientujeme tedy tyto hrany Sipkou, kterd povede od
vétsiho kofene k mensimu. V pfipadé G ovSsem budou oba zorientované diagramy
isomorfni. Dostavame tedy pouze misto fady diagramu B dvé fady:

B == @ —== — —
B B B
C — SE — —
C C C
Pripad ' = === je isomorfni diagramu B , proto se v seznamu neuvadi.
V pripadé n = 1 existuje pouze jedind moznost, atoa =a = 1, neni tedy

nutnd zadna orientace hran. Celkem dostavame

Rekonstrukce jednoduché Lieovy algebry z jejiho (orientovaného) Dynkinova
diagramu se sklada ze dvou fazi: rekonstrukce kofenového systému z Dynkinova
diagramu a rekonstrukce Lieovy algebry z kofenového systému.

Prvni ¢ést je snazsi. Potfebujeme dostat vSechny kladné kofeny, zdporné pak
ziskame okamzité. 7 Dynkinova diagramu zjistime vSechny jednoduché koteny,
vcetné tthla mezi nimi a poméry jejich velikosti. Vsechny kladné kofeny jsou tvaru
B = > ma s nezdpornymi m . Oznacme > m jako kofene 3 a postu-
pujme indukci vzhledem ke stupni. Kofeny stupné 1 zname, nebot jsou to pravé
jednoduché koteny. Ve stupni 2 jsou vylouceny pripady 2« , tedy pfichazi v ivahu
pouze tvar a + a . Ten nastane pravé tehdy, pokud jsou @ a « v Dynkinové
diagramu spojeny hranou.

Déle predpokladejme, ze jiz zname vsechny kofeny stupné nejvyse m. Vezméme
tedy koren B = > m a stupné prdvé m a pro kazdy jednoduchy kofen o = «
uvazme, zda je také 8 + a kofenem. Podivejme se na a-fetizek kofenu 3, viz 8.3.
Méame kofeny

6 qa""’ﬁﬁ""ﬁ—i—pa’



pficemz ¢ p=a . Proto 8+ « je kofen, pravé kdyz p > 0, tedy
B, a
>a =2—= ma
1 D ®

Cislo ¢ piitom zname diky tomu, ze 8  ga musi byt kladny kofen, nebot kazdy
kofen se zapise jako kombinace jedoduchych korent bud s vyhradné kladnymi nebo
s vyhradné zdpornymi koeficienty.

Zbyva ukézat, ze kazdy kofen stupné m + 1 je tohoto tvaru. Nechf vy = > r a
ma stupen m + 1. Diky pozitivni definitnosti Killingovy formy je 0 < ~,v =
>r v,a ,proto vy, > 0 pronéaké r > 0. Z vyse uvedené diskuse a-tetizku
pro 3 také vyplyva, ze pokud fS,a > 0, pak ¢ > p a proto /o musi byt také
kofen. V nasem pripadé je tedy v «a koten, ktery musi byt kladny, protoze » > 0.
Je tedy v souctem kofenu stupnu m a 1.

Vezméme Dynkinuv diagram == (pro néazornost zde oznacu-
jeme uzly velikost{ pfislusnych kofent — pozdéji budeme takové znacei pouzivat pro
popis vah!). Tedy a = 3aa = 1, proto 4cos # = 3 a cosfl = 3/2,
z ¢ehoz mame Ghel mezi o« a « : 0 = b /6. Pritom pomér velikost{ @ a o je 3.

Jedinym kandidatem na koten stupné 2 je &« 4+« , coz je opravdu kofen, protoze
tyto dva vrcholy jsou spojeny hranou.

Pro stupen 3 mame dvé moznosti: 2 +a a « + 2a . V obou piipadech je
B=a +a.Proa=a vime,ze 5 « = a jekofen, ale 3 2« uz neni, proto
g=1. Potoma =a 4+a =2 1=1a2a +a« nenf kofen. Pro a = a Je
opét g=1,alea =a 4+a = 34+42= 1laa +2a jejediny kofen stupné 3.

V pripadé ¢tvrtého stupné jsou opét dvé moznosti pro jediné f = a + 2a a
a muze byt @« nebo a . V prvnim pfipadé: 7 « = 2a neni kofen a ¢ = 0,
a =a 4+2a =0, proto2a 4 2a neni koten. Pro pripad o« = a je dokonce
8 2a=a kofenem, tedy g=2aa =a +2¢ =1aa +3a e koren.

Ve stupni 5 najdeme pro § = a +3a aa =a hodnoty g=0aa = 1,
z cehoz 2a +3a je kofen, zatimcoproaa = a jeq=3aa = 3aa +4a kofenem
neni. Dale uz nenajdeme zadny dalsi kofen stupné 6, a tedy zname jiz vSechny
kladné koteny algebry G : o ,a ;a0 +a ,a +2a ,a +3a ,2a 4 3a . Obrazek
znazornuje cely kofenovy systém této algebry, pfitom plné ¢ary jsou pouzity pro
kladné kofeny a pferusované pro zaporné kofeny.

Rekonstrukce Lieovy algebry z jejiho kofenového systému je uvedena napft.
v [Sa]. Klicem je tzv. Lieovy algebry. Necht
mame jiz vybrany kokoteny H v Cartanové podalgebie. Hledame doplnéni baze
na celou algebru prvky tvaru X a X takovymi, ze [X ;X | = H . Mame
zde v8ak jistou volnost: misto X a X lze vzit ¢ X ac¢ X  pro nenulo-
vou konstantu ¢ . V obou pfipadech dostaneme jiny koeficient N ve vyjadfeni
[X , X ]=N X . Weyl-Chevalleyho norméln{ forma normuje tyto koeficienty
na jisté celociselné hodnoty a dé se zkonstruovat se znalosti kofenového systému
dané Lieovy algebry. Je také tieba se ujistit, ze cely postup je nezévisly na vybéru
Cartanovy podalgebry; skutecné plati tvrzeni, ze vybérem ruznych Cartanovych
podalgeber dostavame automorfismus polojednoduché Lieovy algebry.

Vysledkem je pak nésledujici tvrzeni:



$2\al_1+3\al_2$

Pal_1+\al 2% $\al_1+2\al_2$

$lal_1+3\al_2%

Ke kazdému Dynkinovu diagramu navic existuje odpovidajici Lieova al-
gebra. Algebry odpovidajici fadam A, B, C' a D jsou nam uz znamé priklady
z kapitoly 2: a . Pro zbylé diagramy se téz daji zkonstruovat specialni
algebry.

Miuzeme tedy klasifikovat vsechny komplexni jednoduché Lieovy algebry:

Diagram Algebra Rad Dimenze
A (L+1, ) £=12... L(L+2)
B (2041, ) £=23,... L20+1)
C £ ) £=34,... £(2(+1)
D (2¢, ) =4,5,... L2t 1)
G — 2 14

F — 4 52

E — 6 78

E — 7 133

E — 8 248

Algebram A , B, C' a D se iika klasické Lieovy algebry, G , F, E | F a F
se nazyvaji vyjimecné Lieovy algebry.

Dynkinovy diagramy popisuji také vnitin{ strukturu jednotli-
vych algeber. Maji totiz tu péknou vlastnost, ze vlozeni Dynkinova diagramu do
Jjiného odpovida néjaké podalgebte. Zvlasté je vidét, ze vlozeni A do vsech di-
agrami odpovid4 podalgebrdm (2, ), které jsme nasli v kazdé polojednoduché
algebte. Navic symetrie Dynkinovych diagramia odpovidaji automorfismiam Lie-



ovych algeber. Napi. v piipadé D dostavame automorfismy zdménou kokofent
odpovidajicich dvéma pravym krajnim vrcholum diagramu.

Dynkinovy diagramy pomahaji také pti znaceni
reprezentaci. Kazda ireducibilni reprezentace je identifikovina svou nejvyssi vahou,
ktera je mezdpornou celociselnou linearni kombinaci fundamentalnich vah. Tyto
fundamentalni vahy lze ztotoznit s vrcholy Dynkinova diagramu. Oznacime-li tedy
kazdy vrchol celym nezapornym c¢islem, lze tak identifikovat kazdou ireducibilni
reprezentaci odpovidajici algebry. Napf. —— a —— znad¢i fundamentalni re-
prezentace algebry (3, ), nejnizsi vdha je p = —— . Libovolnou ireducibilni
reprezentaci s nejvyssi vadhou A = ¢ w + ¢ w oznatime — .

Toto znaceni mtize slouzit také pro libovolné (nejen nejvyssi) vahy reprezentaci,
pokud u vrchold Dynkinova diagramu povolime také zaporna celd ¢isla. S pomoci
tohoto znaceni lze velmi snadno zjistit obraz dané vahy pfi nékteré Weylove reflexi.
Spoctéme, jak dopadne obraz néjaké véhy A = ¢ w + 4+ ¢ w v reflexi S
Vime,ze S (A) =X AMH ) a, co je oviem ziejmé rovno A ¢« . Kofeny o
lze snadno vyjadrit s pomoci Cartanovych ¢isel a fundamentalnich vah: vime, ze
a(H )=a ,protoa =5 a w . Celkem dostdvame S (A)=S5 (. cw )=
Y cw ¢ > a w . Protokoeficient ¢ uw prejde pfireflexi S nac a c.

Vidime tedy, ze pii grafickém znazornéni vahy A s pomoci Dynkinova diagramu
dostavame jednoduché pravidla pro Weylovu reflexi podle i-tého kotene: koeficienty
¢ u vrcholt, které nejsou spojeny v Dynkinové diagramu hranou s ¢-tym vrcholem,

zistavaji stejné (zde totiz ¢ = 0). Samotny -ty koeficient ¢ prejdenac a ¢ =
¢ 2¢ = ¢ . Jeli j-ty vrchol spojen jednoduchou hranou s ¢-tym, pak ¢ ¢ e,
protoze zde a = 1. V pifpadé, ze z i-tého vede dvojita (resp. trojitd) hrana
do j-tého (takto orientovand), mame ¢ ¢ +2¢ (resp. ¢ ¢ + 3¢ ), protoze
a = 2 (resp. a = 3). Pokud je orientace obricend, je opét ¢ ¢ +c,
protoze a = 1.

Tyto vysledky shrneme graficky (kofeny pro prehlednost znacime zleva o, § a
7):

S{——)

S ( R ——— ): R ———
S ( E ): E
Realna Lieova algebra  se nazyva komplexni Lie-

ovy algebry |, pokud je (izomorfni) komplexifikaci

Komplexni Lieova algebra miuze mit rizné neizomorfni realné
formy. Piikladem mtze byt (2n, ), jejiz redlné formy (2n,0, )a (n,n, )
nejsou izomorfni. Podobné (n, )a (n) jsou rizné (tedy neizomorfni) redlné
formy (n, ).



Realna forma  komplexni Lieovy algebry se nazyva kompaktni
forma, jestlize jeji Killingova forma je negativné definitni.

Algebra  (2) z piikladu 3.1.(2) je kompaktni formou (2, ).
Prvky S, S a S tvori bazi a pfimym vypoctem dostaneme

S, =58, =5,5§ = 2
Pfitom podle 2.8 vime, ze  (2) r = (2, ).

Vyznam kompaktnich forem spoc¢iva v tom, ze podle vysledku
pana Weyla je kazda realna Lieova grupa s Lieovou algebrou, kterd je kompaktni
formou néjaké komplexni Lieovy algebry, automaticky kompaktni v topologickém
smyslu. To je velmi uzitecné, protoze je pak mozno integrovat na celé takové Lieové

grupé.

Jde o explicitni popis redlné formy, o které ukazeme, 7e je kompaktni.

Bude treba vyuzit Weyl-Chevalleyho normélni formu komplexni polojednoduché
Lieovy algebry

Sestrojme jako realny vektorovy prostor generovany prvky ¢ pro jednoduché
kofeny v a déle prvky U = (X X )aV =X + X ) pro«a jdouci pfes
kladné kofeny o.

Nejprve ukdzeme, ze je realna forma |, tedy ze kazdy prvek Y lze zapsat
jako Y +:¢Y pro Y Y . Rozepiseme

Y=H+X=(k +il JH +Y (y +iz )X,

pficemz prvni suma jde pres jednoduché kofeny a druhé pres vsechny. Snadnym
vypoctem zjistime, ze lze pak jednoznacné psat

S L
Z(Zk iH o+ Yy 22 U+27y+2y v).

Musime ovéfit, ze je Lieova algebra, tedy ze je uzaviena na operaci zavorky. Sku-
tecné, [iH iH ]| =0, i, U] =ao(l)V, [iHV]= oaH)U , coz vie zistava
v, protoze a(H) jsou redlnd ¢isla pro redlnd H. Pro zbylé vypoéty potiebu-
jeme konstanty Nz Weyl-Chevalleyho normalni formy, které jsou realné (do-
konce celé) a navic N = N . Potom [U ,U]=N U +N U |
V., V]= N U N v ,[U,V]=N V +N Vv
Zbyva tedy spocitat hodnotu Killingovy formy X, X pro libovolny prvek X

Necht X =iH + > r U 4> s V proredlné H a reilnd ¢isla r a s . Potom
piHimym vypoctem dostavame

XX = Y a(H) 42%.

Tedy tato forma je negativné definitni a proto je kompaktni forma



D4 se navic ukézat, ze dvé kompaktni formy jediné jednoduché
komplexni Lieovy algebry jsou izomorfni.

Jistym zpusobem opacnym piipadem kompatni redlné formy je tzv.

Tu dostaneme tak, ze redlnou ¢ast Cartanovy algebry rozsitime o li-
nearni obal prvka X , X  Weyl-Chevalleyho normaélni formy pro vsechny kladné
kofeny a. Vyhodou je, ze jeji (redlné) ireducibilni reprezentace dostaneme z repre-
zentaci komplexifikace prostym zizenim na realny vektorovy podprostor generovany

a X | pficemz prostorem, na kterém je algebra representovana je pravé realny
linearni obal orbity vektoru nejvyssi vahy v pavodni komplexni reprezentaci.

Této realné formé odpovidaji realné Lieovy grupy, které jsou nekompaktni: Kil-
lingova forma ma v baz tvorené bazi aprvky X + X X X  signaturu
(A +dim , A ), protoze HH = a (H), X +X X +X = —
a X X X X = ——. V pripadé kompaktni formy mame signaturu
(0,dim ). D& se ukdzat, ze signatura Killingovy formy uZ nemize byt vyssi ve
prospéch pozitivnich prvki, tedy vsechny redlné formy maji signaturu Killingovy
formy mezi témito dvéma extrémy.

Vpiipadé (n, )jejejisplitforma (n, ). Pro (2n, ) mame
kompaktni formu  (2n,0, ) a split formu (n,n, ). Podobné pro (2n+1, )
je (nym+1, )= (n+1,n, ) jei kompaktni formou, zatimco split forma je

(2n 41,0, ).



Nasledujici dvé kapitoly obsahuji velice stru¢ny prehled pojmi z diferencialni
geometrie a multilinearni algebry a jejich zédkladnich vlastnosti.

M v prostoru nazyvame podmnozinu (znacenou stej-
nym pismenem) M spolu s nejvyse spocetnym systémem otevienych pod-
mnozin U , A, takovych, ze

(1) oteviené podmnoziny V. :=U M pokryvaji M

(2) jsou dany difeomorfismy ¢ : U takové, 7e ¢ (M) = (a,0)
;a pro pevné m
Cislo m se nazyva variety M. ZOzena zobrazeni ¢ = ¢ g
V' se nazyvaji nebo na M. Pro dvé ruzné mapy

Y , ¥ dostavame difeomorfismus v ¢y  definovany na priniku V.V | tzv
. Pokryti M mnozinami V' spolu se zobrazenimi
¥ se nazyva

Necht M a N jsou hladké variety dimenze m a n. Zobrazeni
f: M N nazyvame jestlize je pro kazdou mapu ¢ na M a kazdou mapu
n na N zobrazeni 5 f v hladké.

Cely prostor  je pro kazdou dimenzi n hladkou varietou. Za atlas muzeme vzit
jedinou mapu idg : . Obecnéji, ukazte, ze kazda oteviena podmnozina v
je hladké varieta.

Jednotkova kruznice v je hladka varieta, napf. miuzeme pouzit sférické sou-
fadnice v pro definici atlasu.
na varieté M je takové zobrazeni c¢: M, ze ) c:

je hladké zobrazeni pro kazdou mapu na M. Z definice je to ale ekvivalentni
pozadavku, ze ¢ je hladké jakozto zobrazeni .
na varieté M je takové zobrazeni f: M , 7e f

P o je hladké pro kazdou mapu ¢ . VsSimnéme si, Ze obecné nejsou
hladké funkce na M zazenim hladkych funkci na . Napf. jestlize v pfikladu 2

vypustime z kruznice jeden bod, jisté obdrzime opét varietu. Promyslete si, jak na
ni budou vypadat kiivky a funkce.

Prostor berme jako bodovy afinni prostor. Pro kazdy
bod x definujeme tecné vektory k v bodé z jako body pfislusného vek-
torového zaméteni. Vektorovy prostor vsech tecnych vektoru v z znacime T



7, definice je T a tecné vektory v x mizeme chapat jako vektory deri-
vace krivek ¢: , ¢(0) = &, v bodé 0. Takovy tecny vektor budeme znacit
—| ety T .

Pro varietu M a bod x M definujeme T M T jako vektorovy
podprostor vektora odpovidajicich kiivkam c: M . Ukazte, ze jde
opravdu o vektorovy podprostor.

Necht f: je diferencovatelné zobrazeni. Defi-
nujeme 17" f: T T , T f.X je hodnota diferencidlu f na pfirastku X

, tj. i-td soufadnice T f.X je 3. —X , kde X = (X ,..., X ). Ovéite, ze
je-li X = —| e(t), pak T f = —| (f c(t)), nezévisle na volbé c.

Pro obecné variety M a N definujeme pro hladké zobrazeni f: M
Nabodze M T f tak, ze jeho hodnotou na vektoru —| e(t)
T M je vektor —| (f e(t)) T N. Ovéite, ze je tato definice nezavisld na
volbé kiivky ¢ (mizete pracovat v soufadném okoli bodu z).

Zejména, je nyni snadné zkonstruovat z atlasu ¢ pro M atlas pro podmnozinu
TM = T M . Staci pouzit tecna zobrazeni k ¢ . Ziskana
varieta, spolu s projekei # : TM M, « (—| ¢) = ¢(0), se nazyva
variety M. Tecné zobrazeni T f v jednotlivych bodech x M tvoii zobrazeni
Tf.TM TN, které je opét hladké. Doplnte si podrobnosti.

Piimo z definice hladkosti zobrazeni plyne, ze kompozice dvou hladkych zob-
razeni je opét hladké zobrazeni. Necht jsou tedy f: M N ag: N P dve
hladké zobrazeni. Potom z véty o derivovéni slozené funkce okamzité plyne, ze

T N—=|e)=—=| (¢ f =T g Tf(—| o)

Jsou-li M aiN dvé hladké variety dimenzi m a
p, pak na kartézském soucinu jejich nosnych mnozin je definovana struktura hladké
variety (M N) s atlasem obsahujicim ¢ %

Dimenze této variety je m + p.
Ovéite, e T(M N) = TM TN jako hladka varieta a 7e tecné zobrazeni
zachovava soudiny.

Variety jsme definovali jako podmnoziny v s jistymi vlast-
nostmi. Snadnym zobecnénim této definice ziskdme pojem podvariety a nase pu-
vodni definice bude definovat variety jako podvariety ve varieté

@ v hladké varieté M nazyvdme podmnozinu (znacenou
stejnym pismenem) @ M takovou, ze pro kazdy bod # @ existuje soufadnd

mapa ¢ : U variety M takova, ze ¢ (U Q) = , kde je
vlozeno do pomoci doplnéni nulami.

7. definice pfimo plyne, ze @) je varieta dimenze k a zlzZend zobrazeni ¢ :=
Y R U jsou soutadné mapy variety ). Zejména tak opét ziskame

nejvyse spocetny atlas

Casto se setkavame také s podmnozinami ve varie-
tach, které jsou velmi blizké podvarietam, podvariety ve smyslu predchozi definice



to v8ak nejsou. ve varieté M rozumime obraz injektivniho
hladkého zobrazeni variet Q) M. Rozmyslete si priklady vlozenych podvariet,
které nejsou podvarietami (napf. osmicka namalovand v roviné nebo husté namo-
tand nit na valci).

Tecné prostory T () v bodech = () jsou vektorové podprostory v tecnych
prostorech T° M.

V predchozim textu jsme implicitné predpokladali znalost poj-
mu jako oteviend mnozina. Vsimnéte si, ze varieta M nemusi byt ani ote-
viend, ani uzavrena podmnozina. V kazdém pripadé se ale na ni indukuje topologie
7z a pravé tuto budeme mit vzdy na mysli. V textu budeme pouzivat fadu dal-
sich topologickych pojmi, jako souvislost, jednoduchéa souvislost, kompaktnost, . ..
Vysvétleni téchto pojmi lze najit ve kterémkoliv zakladnim textu o topologii.

Necht V a W jsou vektorové prostory nad stejnym

polem skalara . VW je vektorovy prostor spolu s bilinearnim
zobrazenim V.. W vV W,v w v W, které méa néasledujici univerzalni
vlastnost: Pro kazdé bilinearni zobrazeni ¢: VW 7 existuje pravé jedno
linearni zobrazeni @: V. W 7 takové, ze p(v,w) = @(v  w), pro viechny
v v,w W.

Je snadné ovéfit, ze tensorovy soucin, pokud existuje, je touto vlastnosti urcen
jednoznacné az na isomorfismus.

(e ,...,e ) Vif, ...f
(e f,...,e f,...,e )
p: V V oW W
o vV W VW (¢ ¥)(v =

Provedte jako cviceni.

nWv w w v
@ WV 2y w (V W (Z W)
GV W) Z V (W Z2)

Bude-li nutné zdtraznit nad jakymi skalary tensorovy soucin uvazujeme, budeme
pfislusné pole oznacovat jako index u znaku pro tensorovy soucin (napt. komplexni
vektorové prostory lze chipat také jaké realné a uvazovat prislusny tensorovy sou-
¢in, ktery budeme znacit ).

Analogicky definujeme libovolné konecné tensorové souciny. Jedné-li se o tenso-
rovy soucin k kopii téhoz vektorového prostoru V| piseme casto V' nebo V.

Pfipomenme, ze k-linedrni zobrazeni ¢ je
, Jestlize pro kazdou permutaci ¢ na k prvcich plati

elv  ,...v )=sgnop(v ,...,v ).



Nenf tézké ovéfit, ze ekvivalentni je (zdanlivé slabsi) pozadavek, (v ,...,v ) =0
kdykoliv jsou alespon dva z argumentu stejné.
A V stupné k je vektorovy prostor spolu s antisy-
metrickym k-linedrnim zobrazenim V... V AV, (v, ...,v) v
v , s univerzalni vlastnosti: Pro kazdé antisymetrické multilinearni zobra-
zeni o: V. ... V 7 existuje jediné linearni zobrazeni ¢: A Z splnujici
plv ,...,v)=¢v v ). Z technickych divodt klademe A V =
Opét je snadné ovérit, ze kdyz prostor A V' existuje, je urcen jednoznacné az na
isomorfismus.

Vv (e ,...,e ) AV
e e 1 < <1 AV
AV k>m

Snadno se ovéri primou konstrukci. Lze také odvodit zavedenim A V
jako faktorového prostoru V' /I, kde vektorovy podprostor I je generovin vyrazy

v v s alespon dvémi stejnymi vektory v .
Vv W
AV W)= AV A W

Hledany isomorfismus je dan pfifazenim

(v v) (w wo) v vooow w

Pfipomenme, ze multilinearni zobrazeni ¢ je sy-
metrické, jestlize pro kazdou permutaci ¢ na k prvcich plati (v ,...,v ) =
elv ... v ).

S V stupné k definujeme jako vektorovy prostor

spolu se symetrickym k-linedrnim zobrazenim V. ... VSV (v ,...,v)

v v, s univerzalni vlastnosti: Pro kazdé symetrické linearni zobrazeni ¢: V
V' Z existuje jediné linearni zobrazeni ¢: .S 7 splijici (v ,...,v ) =

o(v v ). Z technickych divodd opét klademe S V' =

Opét je snadné ovérit, ze kdyz S V existuje, je urceno jednoznacné az na iso-
morfismus.

Vv (e ,...,e )
SV k0 € e
J J
Ovéii se primou konstrukci. Lze téz definovat S V jako faktorovy prostor

V' /I kde vektorovy podprostor I je generovan prvky v v v
pro libovolnou permutaci o na k prvcich.

Baze v .S V muzeme také zapsat ve tvaru e e , kde exponenty probihaji
viechny multiindexy (¢ ,...,¢ Jay., i =k.
AV SV

14 Alt: V AV v v v v



Sym: V SV w v v v

AV OV v ngnv v
e SV vV o v Zv v
(v v) (v vo) v v
AV AV AV
(v v) (v vo) v v

Provedte jako cviceni.

Zobrazeni  z predchozi véty nazyvame a podobné

nazyvame . Vektorovy prostor A(V) = AV, m=dimV,

spolu s vnéjsim soucCinem, nazyvame (nad V). Vektorovy prostor
S(V) = S V, spolu se symetrickym soucinem nazyvame

(nad V). Podobné mame obecnou T(V), kterd je definovana

jako vektorovy prostor V' se sou¢inem danym tensorovym souc¢inem . Ten-

sory, které jsou vyjadritelné jako soucin prislusného poctu vektoru z V nazyvame

Necht V je (koneénérozmérny) vektorovy prostor nad

a V' jeho dudlni prostor, tj. vektorovy prostor vsech linearnich forem na V. Pro
v V awv V budeme casto znacit v,v hodnotu formy v na v. Prostor
vsech linearnich zobrazeni ¢: V. W, kde W je libovolny dalsi vektorovy prostor
kone¢né dimenze, muzeme ztotoznit s tensorovym souc¢inem W V| a to prostfed-
nictvim pfitazeni w v (v v,v .w). Ovéfte, 7e se opravdu jednd o linedrni
isomorfismus!

Analogicky pak W (V)  je prostor viech k-linedrnich zobrazeni na V s
hodnotamive W, W AV aW SV jsou prostory vsech k-linearnich antisy-
metrickych zobrazeni a k-linedrnich symetrickych zobrazeni s hodnotami v W.

Specielné pro W =  dostavame prislusné prostory multilinearnich forem na V.
Linearni automorfismy na V' jsou pak pravé tensory ve V.. V.

Necht e ;... e jebdze Vae ,..., e dudlni baze ve V . Pak
e e 1 5.,...,J n
e e j < <jJ
(e ) (e ) i+ +i =k
jsou prisludné dudlni baze ke standardnim bazimna (V') | A Va5 . Ovéite!

Jako jednoduché cviceni si ovérte, ze v pripadé V' V' tvori soufadnice tensoru
v prislusné standardni bézi préavé matici odpovidajiciho zobrazeni v puvodni béazi
na V. Obecné tensory pak davaji néco jako matice multilinearnich zobrazeni, ty
vsak samozfejmé mohou mit mnoho indexi misto pravé dvou. Vhodné konvence



(standardné uzivana v geometrii) je, ze u soufadnic tensorti piseme indexy odpovi-
dajici kopiim V' jako horni, indexy odpovidajici kopiim V' jako dolni. U oznacovani
bazovych prvkiu je tomu pak naopak a implicitné se ve formulich s¢ita, kdykoliv se
objevi stejny index jednou nahofe a jednou dole.

Déle muzete ovérit, ze pfi zméné plivodni baze na V' prostfednictvim matice
A dostaneme prislusné transformacni zdkony pro souradnice na prostorech tensoru
tak, ze pro kazdy vyskyt V' néasobime jednou matici A | pro kazdy vyskyt V
jednou matici A.

Vektorovy prostor V lze také povazovat za prostor linear-

nich forem na V | kde v(v ) = w,v . Kdykoliv uvazujeme tensorovy souéin
V (V') , k,£>0,jako £-linedrni zobrazeni s hodnotami ve V' | mame pro
kazdou vybranou kopii V.ve V. aV ve (V) definovinu tzv. , ktera
Jje tensorem ve V (V)

Proa V (V) jealv ... v v, 0) a kontrakci Tr o

1-té a j-té komponenty definujeme predpisem

Tra(v ,... U )=

U LU
:E alv ,...,v e v L. UYL U e LU L, U)

V pfipadé k = ¢ = 1 jde pfesné o vycisleni linearnich forem na vektorech.

Bez soutradnic lze kontrakci nazorné definovat tak, ze V' (V') chépeme jako
(Vv (V) ) (V' V), kde jsme dozadu pfesunuli (isomorfismem) pravé
vybrané komponenty a kontrakce pak je definovina na rozlozitelnych tensorech
vztahem (pro jednoduchost uvazujeme ¢ = j = 1)

Tr(v vooowv v)= v,v v v v .
Je-li k = £, mame k disporzici tzv. Vv (V) . Budeme ji
znacit stejné jako vycisleni forem , | coz je specidlni pripad.

¢t 'V pripadech symetrickych tensoru nezavisi kontrakce na
vybéru kopii V a V | u antisymetrickych se méni pouze znaménko a zavadime
konvenci, ze vzdy kontrahujeme pres prvni indexy. Dostavame tak pro « A V),
resp. ¥y AV zobrazeni spliujici

i AV AV, zi(w) =2z »w
i A VAV, i (w),: = wy =
Ovérte si, ze takto definovana operace ¢ je rovna kompozici
—Alt ¢ (¢ :A V AV Vv (V) Vv AV
kde ¢ je kontrakce pres prvnich p kopii V.Analogicka formule plati i pro dudlni

piipad (se stejnym koeficientem).
Podobné se definuje také operace vlozeni ¢ pro symetrické tensory.



Jursy






