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ii REPREZENT A CE LIEO VÝCH ALGEBER A LIEO VÝCH GR UP

Úv o dTento text je výsledkem spoleèné práce úèastníkù semináøe Martina Panáka, Mi-chala Fikery, Ondry Kameníka, Michala Kunce, Ondry Klímy, Davida Krumla aJosefa Pojsla, kteøí zachytili do písemné formy obsah mých semináøù. S roènímzpo¾dìním jsem se sna¾il pøidat alespoò ve struènosti vìci, které se (hlavnì díkyètyøem odpadnutým pondìlkùm) nepodaøilo v pùvodním semináøi pøednést. Hlavnìzásluhou pana Pojsla vznikl i z tìchto dodatkù celkem podrobný zápis. Zámìremje poskytnout zájemcùm základní pøehled teorie koneènìrozmìrných reprezentacíLieových algeber (a grup), strukturní teorie Lieových algeber (a grup) a naznaèitnìkteré mo¾né aplikace. Pøedpokládá se pouze základní zbì¾ná znalost lineárníalgebry a reálné analýzy více promìnných, zato se ale poèítá se samostatným ak-tivním pøístupem. Øada tvrzení je pouze odkazována, èasto je místo podrobnéhodùkazu podáván spí¹e návod, jak jej provést. Èasto je ètenáø vyzván k doplnìní dù-kazù poznámkou "cvièení" na okraji textu. Patrnì text svojí nároèností pøesahujestandard bì¾ných uèebních textù. Pøehled de�nic a základních vlastností týkajícíchse diferencovatelných variet a multilineární algebry je pøipojen v dodatcích.Pøi pøípravì semináøù jsem èerpal zejména z tìchto zdrojù:[FH] Fulton, W; Harris, Joe, R epr esentation The ory , Springer-Verlag, GTM 129,1991, pp. 551.[HN] Hilgert; Neeb, K.H., Lie Grupen , Teubner, 1992?, pp. 350?.[Ki] Kirillov, A.A., Intr oduction to the The ory of R epr esentations and Noncom-

mutative Harmonic A nalysis , Pøeklad z ru¹tiny (to appear).[KMS] Kol�a�r, I.; Michor, P.W.; Slov�ak, J., Natur al oper ations in di�er ential ge o-

metry , Springer-Verlag, 1993, pp. 434.[Sa] Samelson, Hans, Notes on Lie A lgebr as, 2nd e dition , Springer-Verlag, Uni-versitext, 1990, pp. 162.[Zh] Zhelobenko, D. P., Compact Lie gr oups and their r epr esentation , in russian,Nauka, Moscow, 1970, pp. 664.Pøeposlední kniha bude asi vyu¾ívána nejvíce. Je v ní pøehledný a struèný výkladstrukturní teorie Lieových algeber a jejích reprezentací, zalo¾ený na pøedná¹káchautora. [HN] je více zamìøena na Lieovy grupy a je psána s "nìmeckou dùklad-ností". Kniha [FH] je velmi pìkným úvodem do reprezentací grup, jedná se témìøo soubor konkrétních pøíkladù, lze tam tedy najít mnoho detailních informací ojednotlivých Lieových grupách a jejich reprezentacích. Budeme ji také velice èastovyu¾ívat. [Ki] je spí¹e ¹irokým pøehledem dostupných výsledkù. Je to typický"ruský pøístup", kde se hovoøí více o výsledcích ne¾ o jejich dùkazech. Pøesnìji,hovoøí se o výsledcích a vìt¹ina dùkazù je rozepsána do cvièení, které ale vesmìspova¾uji za obtí¾né. [Zh] je podrobnou uèebnicí, výklad je ale více veden z hlediskareprezentací Lieových grup. Koneènì, poslední z citovaných zdrojù, [KMS], nenívùbec zamìøen na Lieovy grupy èi algebry, obsahuje ale dobøe èitelný úvod do Lie-ových grup z hlediska diferenciální geometrie (a aplikace v diferenciální geometrii).Uvádím jej mimo jiné proto, ¾e je mi dùvìrnì znám (a proto jej rád vyu¾ívám).Vìt¹inu pou¾ívaných tvrzení z lineární algebry lze najít v mých uèebních textechdostupných v na¹í síti.Èervenec 1996 Jan Slovák
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0. PrologV této èásti textu se budeme sna¾it naznaèit dùle¾ité skuteènosti a konstrukce,na kterých je celá teorie Lieových grup a Lieových algeber zalo¾ena. Hlavním smys-lem je pøedvést ètenáøi fascinující souvislosti zcela nelineárních objektù (Lieovýchgrup a jejich homomor�smù) a odpovídající zcela lineární teorie (Lieovy algebrya jejich homomor�smy). Zde nebudeme hlavní tvrzení (formulované jako "prin-cipy") dokazovat, dostaneme se k tomu teprve mnohem pozdìji. Poskytnou námale potøebnou motivaci pro studium zmínìné lineární teorie.
0.1. Reprezen tace grup. Je-li G nìjaká grupa, V jistá matematická struktura aAutV grupa v¹ech automor�smù V ! V , pak reprezentací � grupy G na V rozu-míme grupový homomor�smus � : G ! AutV . Nás bude zajímat výhradnì pøípad,kdy V je vektorový prostor, tj. AutV je grupa v¹ech lineárních isomor�smù pro-storu V . Této grupì øíkáme obe cná line ární grupa , znaèíme GL(V ), ve speciálnímpøípadì vektorového prostoru K

n pí¹eme GL(n; K ), pøípadnì jen GL(n), pokud jepole skalárù zøejmé z kontextu nebo nepodstatné. V celém dal¹ím výkladu bude Kznaèit buï pole reálných èísel R nebo pole komplexních èísel C .
0.2. De�nice. Lie ova grupa G je grupa její¾ nosná mno¾ina je vybavena struk-turou hladké variety a operace grupového násobení � : G � G ! G i operace vzetíinverze jsou hladká zobrazení.
První princip. Jsou-li G a H Lieo vy grup y a G je souvislá, pak k a¾dý homomo r-

�sm us ' : G ! H je jednoznaènì urèen teèn ým zobrazení T
e

' : T
e

G ! T
e

H k ' v

jednotce grup y G.Aby byl tento princip prakticky u¾iteèný, musíme jej doplnit o informaci, jakrozpoznat ta lineární zobrazení T
e

G ! T
e

H, která skuteènì odpovídají homomor-�smùm Lieových grup G a H. Navíc bychom také potøebovali hlub¹í souvislostivlastností tìchto homomor�smù. Odvodíme nyní právì tyto souvislosti.
0.3. Reprezen tace Ad. Oznaème `

g

: G ! G násobení zleva v G prvkem g 2 G,podobnì `
h

: H ! H, a r
g

bude analogicky oznaèovat násobení zprava. Pøímo zde�nice homomor�smù plyne, ¾e ' : G ! H je homomor�smus právì kdy¾ ' � `
g

=`
' ( g )

� ', ekvivalentnì ' � r
g

= r
' ( g )

� '. Tyto vztahy nám zatím nepomohou,proto¾e T`
g

: T
e

G ! T
g

G. Mù¾eme ale pou¾ít zobrazeníConj
g

: G ! G; h 7! g:h:g � 1 :Zobrazení Conj je grupový homomor�smus G ! AutG. Z pøedchozího dostanemeT
e

' � T
e

(Conj
g

) = T
e

(' � Conj
g

) = T
e

(Conj
' ( g )

� ') = T
e

(Conj
' ( g )

) � T
e

'Proto¾e teèná zobrazení zachovávají souèiny je zobrazení g 7! T
e

Conj
g

grupovýhomomor�smus G ! GL(T
e

G). Budeme jej znaèit Ad, jeho hodnoty pak Ad(g)nebo zkrácenì Ad
g

.Z pøedchozího vyplývá, ¾e pro homomor�smus Lieových grup ' : G ! H jeT
e

' � Ad
g

= Ad
' ( g )

� T
e

'. Ani tento vztah nás nemù¾e úplnì uspokojit, proto¾e sev nìm je¹tì stále objevuje zcela explicitnì pùvodní homomor�smus '.
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0.4. Reprezen tace ad. Zobrazení Ad: G ! GL(T
e

G) mù¾eme chápat jako zob-razení (které momentálnì znaèíme stejným symbolem) Ad: G � T
e

G ! T
e

G. Pøed-chozí komutaèní relace pro Ad mù¾eme pak pøehlednì zobrazit v diagramu a nav¹echna zobrazení aplikujeme teèný funktor T . Pøitom je tøeba si uvìdomit, ¾eteèné zobrazení k libovolnému lineárnímu zobrazení je v ka¾dém bodì v¾dy znovupùvodní zobrazení.G � T
e

G w' � T
e

'u Ad H � T
e

HuAd T
e

G � T
e

G wT
e

' � T
e

'u Te

Ad T
e

H � T
e

HuT
e

AdT
e

G wT
e

' T
e

H T
e

G wT
e

' T
e

HDe�nujeme ad := T
e

Ad : T
e

G ! T
Id

(GL(T
e

G)) ' Hom(T
e

G; T
e

G). Lineárnízobrazení ad lze také chápat jako bilineární zobrazení cad: T
e

G � T
e

G ! T
e

G,zavedeme si pro nìj oznaèenícad(X;Y ) = ad(X)(Y ) =: [X;Y ]:V pravém diagramu je ve sloupcích právì toto zobrazení. Jeho komutativnost nynílze zapsat jako T
e

'([X;Y ]) = [T
e

'(X); T
e

'(Y )], kde nalevo se jedná o operaci vT
e

G, napravo v T
e

H.Záhy uvidíme, ¾e zobrazení ad je in�nitesimální verzí násobení v G, zejménazachycuje "jak moc je grupa G nekomutativní".
0.5. De�nice. Homomor�smus ' : R ! G Lieových grup, kde R chápeme jakoaditivní grupu, se nazývá je dnopar ametrická podgrupa v G.Podrobnìji, jednoparametrická podgrupa v G je homomor�smus splòující'(t+ s) = '(t):'(s); '(0) = e:Teèný vektor @

@ t

��
0

' je v¾dy prvkem v T
e

G. Ve skuteènosti, jsou to právì v¹echnyprvky v T
e

G, co¾ je klíèem k pøedvádìným základním principùm.
0.6. V ìta. Nec h » G je lib o v olná souvislá Lieo v a grupa. P ak G je k om utativní

prá v ì tehdy kdy¾ ad je iden tic ky n ulo v é zobrazení.

Dùk az. Je-li G komutativní, pak Conj je konstantní zobrazení g 7! Id
G

. Je tedyi Ad konstantní zobrazení g 7! Id
GL ( T

e

G )

a proto ad = 0. Opaènou implikacinebudeme nyní dokazovat.
0.7. V ìta. Nec h » G je lib o v olná Lieo v a Grupa. Zobrazení ad splò uje(1) je an tisymetric k é, tj. [X;Y ] = � [Y;X] pro v¹ec hn y X;Y 2 T

e

G.(2) [X; [Y; Z]] = [[X;Y ]; Z] + [Y; [X;Z]] pro v¹ec hn y X;Y; Z 2 T
e

G.

Dùk az. Pøímo z de�nice plyne, ¾e pro X 2 T
e

G, které je teèným vektorem kjednoparametrické podgrupì platí [X;X] = 0. Proto¾e tak lze získat v¹echny X 2T
e

G plyne ji¾ odtud antisymetrie. Identitu (2) nebudeme nyní dokazovat.
cvièení!Identitì (2) se øíká Jacobiho identita . Øíká nám vlastnì, ¾e ad je derivace naalgebøe T

e

G.
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0.8. De�nice. Vektorový prostor V spolu s bilineární operací [ ; ] : V � V ! Vsplòující (1) a (2) z pøedchozí vìty se nazývá Lie ova algebr a . Zobrazení [ ; ] øíkáme
Lie ova závorka na V . Pro ka¾dou Lieovu Grupu G bude g znaèit její Lieovu algebruT

e

G s Lieovou závorkou ad.Homomor�smy Lieových algeber V , W jsou lineární zobrazení f : V ! W spl-òující f([X;Y ]) = [f(X); f(Y )].
Druh ý princip. Nec h » G a H jsou Lieo vy grup y , G souvislá a jedno du¹e souvislá,

g a h nec h » jsou jejic h Lieo vy algebry . Lineární zobrazení '0 : g ! h je teèn ým

zobrazením k nìjak ém u homomor�sm u ' : G ! H prá v ì tehdy , kdy¾ je '0

homo-

mor�smem Lieo výc h algeb er g , h .

0.9. Pøíklad. Algebra v¹ech ètvercových matic øádu n nad K s operací[X;Y ] = XY � Y Xje Lieova algebra. Jak uvidíme hned v první kapitole, jde o Lieovu algebru grupy cvièení!GL(n; K ), budeme ji znaèit gl (n; K ). Pro libovolný koneènìrozmìrný vektorovýprostor V dostáváme analogicky Lieovu algebru gl (V ) v¹ech endor�smù V , kdeLieova závorka je komutátor lineárních zobrazení.
0.10. De�nice. R epr ezentace Lie ovy algebry g na vektorovém prostoru V je libo-volný homomor�smus ' : g ! gl (V ) Lieových algeber, tj. lineární zobrazení splòu-jící '([X;Y ]) = '(X) � '(Y ) � '(Y ) � '(X).Jako dùsledek druhého principu dostáváme mo¾nost studovat reprezentace Lieo-vých grup prostøednictvím representací Lieových algeber.Ovìøte si jako cvièení, ¾e samo zobrazení ad chápané jako X 7! ad

X

2 gl (g ) je
cvièení!reprezentací Lieovy algebry g v automor�smech gl (g ). (Pøepsání Jacobiho identity.)
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Èást I.

Pøíklady Lieo výc h

grup a algeb erZamìøíme se nyní na tzv. maticové grupy a algebry, tj. takové, které tvoøí pod-grupy grupì GL(n; K ) v¹ech invertibilních matic nad K øádu n (s operací násobenímatic), resp. Lieovy podalgebry v Lieovì algebøe v¹ech ètvercových matic øádu nse závorkou danou komutátorem. V této situaci budeme moci podrobnìji vysvìtlitzákladní principy uvedené v pøedchozí èásti. Zároveò si na konkrétních pøíkladechpøipravíme motivaci pro dal¹í postup. Pole K bude pro nás v¾dy R nebo C , výrazyGL(n) a gl (n) oznaèují buï reálné nebo komplexní maticové grupy a algebry vdimenzi n a jsou pou¾ity v pøípadech, kdy tvrzení platí pro obì mo¾nosti.
1. Lieo v a grupa GL ( n; K )

1.1. Represen tace Ad. Máme Conj
A

X = A:X:A� 1 . Musíme spoèíst teènézobrazení T
E

(Conj
A

). Vezmìme tedy køivku t 7! X(t), R ! GL(n) a poèítejme
@

@ t

��
0

(A:X(t):A� 1 ). Jde vlastnì o matici (reálných nebo komplexních) funkcí jednéreálné promìnné a musíme derivovat ka¾dý prvek výsledné matice. Jednotlivéfunkce jsou ale lineární výrazy v prvcích matice X(t) a platí X(0) = E. Proto
@

@ t

��
0

(A:X(t):A� 1 ) = A:( @

@ t

��
0

X(t)):A� 1a je-li Y = @

@ t

��
0

X(t), pak Ad
A

Y = A:Y:A� 1 . Je tedy reprezentace Ad opìt dánakonjugováním, na rozdíl od Conj ale na celé algebøe matic gl (n; K ).
1.2. Reprezen tace ad. Z de�nice je pro matice X = @

@ t

��
0

A(t), Y 2 gl (n; K ),ad(X)(Y ) = @

@ t

��
0

(Ad(A(t))(Y )) = @

@ t

��
0

(t 7! A(t):Y:A(t)� 1 ). Výpoèet se opírá odvì snadná tvrzení z diferenciálního poètu.
Lemma. Pro lib o v olné køivky v GL(n) a Y 2 gl (n) platí(1) @

@ t

��
0

(A(t):Y:B(t)) = ( @

@ t

��
0

A(t)):Y:B(0) + A(0):Y:( @

@ t

��
0

B(t))(2) Je-li A(0) = E , pak

@

@ t

��
0

(A(t)� 1 ) = �

@

@ t

��
0

A(t).

Dùk az. První tvrzení plyne z vlastností derivování bilineárních funkcí a vìty o de-rivování slo¾ených funkcí. Druhé tvrzení je okam¾itým dùsledkem prvého a vztahu cvièení!A(t):A(t)� 1 = E.
V ìta. Pro lib o v olné matice X , Y v gl (n; K ) platí [X;Y ] = X:Y � Y:X . Zejména

je ad an tisymetric k é a splò uje Jacobiho iden titu.

Dùk az. Podle pøedchozích pomocných tvrzení je
@

@ t

��
0

(Ad(A(t))(Y )) = ( @

@ t

��
0

A(t)):Y:E � E:Y:( @

@ t

��
0

A(t))a zbylé vlastnosti nyní plynou pøímo z tohoto vztahu. cvièení!
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1.3. Exp onenciální zobrazení. Pro libovolnou matici X 2 gl (n) de�nujeme(1) exp(X) = E +X + X 22! + X 33! + � � � = 1X
k =0

X kk!
Lemma. exp je dobøe de�no v ané zobrazení gl (n; K ) ! gl (n; K ). Nek oneèná øada

(1) je absolutnì k on v ergen tní pro k a¾dé X 2 gl (n; K ).

Dùk az. V de�nièním vztahu (1) jde vlastnì o matici nekoneèných øad. Mámetedy ovìøit vlastnosti jednotlivých prvkù výsledné matice. Nech» C je maximumabsolutních hodnot prvkù v X. Pak absolutní hodnota libovolného prvku v X k jeshora omezena výrazem nk � 1 C k a proto je ka¾dá ze zmínìných øad majorizována cvièení!øadou pro en:C . �

1.4. Lemma. Nec h » X , Y 2 gl (n), A 2 GL(n).(1) Je-li X:Y = Y:X (tj. [X;Y ] = 0), pak (expX):(expY ) = exp(X + Y ).(2) Platí exp: gl (n) ! GL(n) a (expX)� 1 = exp � X .(3) A:(expX):A� 1 = exp(A:X:A� 1 ), tj. Conj
A

� exp = exp � Ad
A

.(4) Pro k a¾dé X 2 gl (n) je zobrazení ' : R ! GL(n) de�no v ané t 7! exp(tX)
jednoparametric k á p o dgrupa v GL(n) a

@

@ t

��
0

' = X .(5) T eèné zobrazení k exp v 0 2 gl (n) je iden tic k é zobrazení, tj. T
0

exp =Id
T

E

GL ( n )

: gl (n) ! gl (n).

Dùk az. (1) Je-li X:Y = Y:X, pakexp(X + Y ) =P1

k =0

( X + Y )

k

k !

=P1

k =0

P
k

l =0

( k

l

)X

l

Y

k � l

k !=P1

k =0

P
k

l =0

X

l

l !

Y

k � l

( k � l )!

= expX exp Y:Pøi výpoètu jsme samozøejmì vyu¾ili absolutní konvergenci v¹ech uva¾ovaných øad.Tím je dokázána rovnost (1).(2) Proto¾e X a � X spolu v¾dy komutují, dostávámeexpX: exp(� X) = exp(X � X) = E:(3) V¾dy platí (A:X:A� 1 )k = A:X k :A� 1 . Vztah tedy plyne pøímo z de�nice exp.Vlastnost (4) je pøímým dùsledkem (1).
cvièení!(5) Pro dùkaz posledního tvrzení zvolme libovolnéX = @

@ t

��
0

(t:X) 2 T
0

gl (n) = gl (n):Proto¾e øada exp tX konverguje absolutnì a stejnomìrnì, platíT
0

exp(X) = @

@ t

��
0

(exp tX) = @

@ t

��
0

(P1

k =0

t

k

X

k

k !

)= @

@ t

��
0

(tX) + 1

2

@

@ t

��
0

(tX)2 ) + 1

6

@

@ t

��
0

((tX)3 ) + : : := @

@ t

��
0

tX = X: �Za zdùraznìní stojí, ¾e jsme mimo jiné ukázali, ¾e ka¾dá matice X v gl (n) jeteèným vektorem k jednoparametrické podgrupì.
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1.5. Lemma.(1) Pro k a¾dé X 2 gl (n) je det(expX) = eT r X

, kde TrX je stopa matice X .(2) Ad(expX)Y =P1

k =0

1

k !

(adX)k Y = ead X Y == Y + [X;Y ] + 1

2!

[X; [X;Y ]] + 1

3!

[X; [X; [X;Y ]]] + : : :
Dùk az. (1) Stopa i determinant matice se nezmìní, jestli¾e zamìníme matici Xmaticí ekvivalentní. Poèítejme proto pøímo v C pro matici X v Jordanovì tvaru,tj. X = diag(�

1

; : : : ; �
n

) + Y
0

, kde Y
0

je ostøe horní trojúhelníková matice. PakX k = diag(�k

1

; : : : ; �k

n

) + Y
k

, kde Y
k

je opìt ostøe horní trojúhelníková matice atedy expX = diag(e�

1 ; : : : ; e�

n ) + Y , kde Y je znovu ostøe horní trojúhelníková.Celkem det(expX) = e�

1

+ ��� + �

n(2) Plyne bezprostøednì pøedchozích úvah, zejména pak z Lemmatu 1.4.(4). �

cvièení!

1.6. V ìta.(1) Zobrazení exp: gl (n; K ) ! GL(n; K ) není injektivní ani surjektivní(2) Existuje ok olí U � gl (n; K ) v ektoru 0 tak o v é, ¾e exp j

U

je difeomor�sm us

na obraz.

Dùk az. (1) V¾dy platí det(expX) > 0, tedy zobrazení není na. Dále uva¾me nad
C matici X = �2!ik 00 2!ik 0

�, k; k 0

2 Z , pro kterou je expX = E, tedy zobrazenínení ani injektivní. Najdìte reálný protipøíklad! cvièení!(2) Plyne z vìty o inverzní funkci. �
cvièení!

1.7. De�nice. Zobrazení inverzní k exp (de�nované na jistém okolíE 2 GL(n; K ))znaèíme A 7! logA. Hovoøíme o logaritmu matice A.Úvahami o øadách získáme podobnì jako v analýze reálné promìnnélogA = 1X
k =1

(� 1)k +1

1k (A � E)kzejména o konvergenci se pøesvìdèíme majorizací geometrickou øadou.Pro øadu podmno¾in je logaritmus de�nován globálnì. Uveïme nìkolik pøíkladù:
1.8. Lemma.(1) n

p

:= f X 2 gl (n) j X p = 0g , N
p

:= f A 2 GL(n;K) j A = E +X ; X 2 n
p

gexp : n
p

! N
p

je difeomor�sm us(2) Sym := f symetric k é matice v gl (n)gexp : Sym ! f p ozitivnì def. sym. matice g je sp o jitá bijek ce(3) Herm := f hermiteo vsk é matice gexp : Herm ! f p ozitivnì def. hermiteo vsk é matice g je bijek ce

Dùk az. (1) Vzhledem k Vìtì 1.6. staèí ukázat, ¾e exp : n
p

! N
p

je injektivní asurjektivní. Nejprve provìøme, ¾e zobrazení vede tam, kam má:(expX � E)p = (Pp � 1

k =1

X

k

k !

)p = pol(X) = 0, neb pol(X) je polynom obsahujícípouze p-té èi vy¹¹í mocninyX. Zároveò si v¹imnìme, ¾e funkce log je de�nována nacelém N
p

, proto¾e v de�nièní sumì log se pro prvky z N
p

vyskytuje pouze koneènìmnoho sèítancù. Vcelku snadno se lze té¾ pøesvìdèit, ¾e tam, kde jsou de�nována,jsou zobrazení log a exp navzájem inverzní. Je tedy exp : n
p

! N
p

difeomor�smus.
cvièení!



1. LIEO V A GR UP A GL ( n; K ) 7(2) Nech» X 2 Sym. Pak lze X diagonalizovat pomocí ortogonální matice P :PXP � 1 = diag(x
1

; : : : ; x
n

) aexp(X) = exp(P � 1 diag(x
1

; : : : ; x
n

)P ) = P � 1 exp(diag(x
1

; : : : ; x
n

))P= P � 1 diag(ex

1 ; : : : ; ex

n )P;co¾ je pozitivnì de�nitní matice a dokonce ka¾dou pozitivnì de�nitní matici mù-¾eme psát v této formì. Tedy zobrazení je na.Nyní pøipomeòme známý fakt z lineární algebry, ¾e dvì symetrické matice jsou di-agonalizovatelné pomocí stejné matice, jestli¾e komutují. Nech» exp(X) = exp(Y ),QYQ� 1 = diag(y
1

; : : : ; y
n

) Zvolme polynom f takový, ¾ef(ex

j ) = x
j

, j = 1; : : :n.f(exp(X)) = f(P � 1 diag(ex

1 ; : : : ; ex

n )P )= P � 1 diag(f(ex

1 ); : : : ; f(ex

n ))P = X:Nyní si v¹imnìme, ¾eX � Y = f(expX) � Y = f(exp Y ) � Y= Q� 1 f(exp(diag(y
1

; : : : ; y
n

)))Q � Q� 1 diag(y
1

; : : : ; y
n

)Q= Q� 1 diag(y
1

; : : : ; y
n

)Q � Q� 1 f(exp(diag(y
1

; : : : ; y
n

)))Q= Y � f(exp Y ) = Y � XTedy X a Y lze diagonalizovat se stejnou maticí a koneènì z exp(X) = exp(Y )vyplývá X = Y . Tím jsme ukázali, ¾e zobrazení je prosté, tedy celkem bijekce.(3) Uká¾e se analogicky jako (2). �
cvièení!

1.9. P oznámk a.(1) Komutátor nilpotentních matic je nilpotentní. Jak uvidíme pozdìji, díkytomu je N
p

podgrupa GL(n;K).(2) Komutátor symetrických matic není symetrický a pozitivnì de�nitní maticenejsou podgrupa GL(n;K).Prostøednictvím (aspoò lokálnì de�nované) inverze log k zobrazení exp musíbýt násobení v podgrupách v GL(n) vyjádøitelné na prvcích v Lieovì algebøe g .Následující dùle¾ité tvrzení ukazuje, ¾e je dokonce vyjádøitelné pomocí vektorovýchoperací a Lieovy závorky. To má zásadní význam pro celou teorii!
1.10. Bak ero v a-Campb ello v a-Hausdor �o v a form ule. Pro z 2 C blízk o 1
de�n ujeme: f(z) = log zz � 1 = 1X

n =0

(� 1)nn+ 1 (z � 1)n

Pro X , Y blízk o 0 2 T
E

GL(n; K ) je dobøe de�no v ána matice X � Y vztahem



8 ÈÁST I. PØÍKLAD Y LIEO VÝCH GR UP A ALGEBERexp(X � Y ) = expX � exp Y . V¹ude, kde ma jí výrazy sm ysl platíX � Y = Y + Z 1

0

f(et ad X

� ead Y )X dt= X + Y +X
n � 1

(� 1)nn+ 1 X
k

1

;::: ;k

n

� 0

l

1

;::: ;l

n

k

i

+ l

i

� 1

(adX)k

1 (adY )l

1

� � � (adX)k

n (adY )l

n(k
1

+ � � � + k
n

)k
1

! � � � k
n

! l
1

! � � � l
n

! X= X + Y + 12[X;Y ] + 112([X; [X;Y ]] � [Y; [Y;X]]) + � � �

Dùk az. Nebudu uvádìt. Pomìrnì pøehledný je k nalezení v [HN], krátký (ale dostizhu¹tìný) je i v [KMS]. Koe�cienty (u nìkolika prvních èlenù) v závìreèném vztahumù¾eme ovìøit i pøímým dosazením nekoneèných sum pro exp a log. Celý problémvlastnì spoèívá v tom ukázat, ¾e po tomto dosazení se vyru¹í vzájemnì v¹e kromìvýrazù v komutátorech. Ovìøte výraz alespoò do druhého øádu! �

cvièení!

2. Lieo vy p o dgrup y v GL ( n; K )

2.1. De�nice. Lieova podgrupa v Lieovì grupì je podvarieta uzavøená jako mno-¾ina vzhledem ke grupovým operacím.Nech» G � GL(m; K ) je podgrupa. T
E

G � T
E

GL(m; K ) je podalgebra, g �

gl (m; K )Naopak pro libovolnou podalgebru g � gl (m; K ), uva¾me zú¾ení exponenciálníhozobrazení na malé okolí nuly U , kde je de�nováno násobení X � Y z Vìty 1.10.Obraz exp(g )j

U

� GL(m; K ) je uzavøený k násobení v GL(m; K ), díky Vìtì 1.10.Pro ka¾dé malé U generuje ale exp(U \ g ) (algebraickou) podgrupu v GL(m; K ).Ve skuteènosti je to v¾dy souvislá "skoro" Lieova podgrupa, v ka¾dém pøípadì aleje to obraz homor�smu Lieových grup, a Lieova algebra vlo¾ené Lieovy grupy jeprávì g .1 Doplòte si podrobnosti! cvièení!Odvodili jsme tedy pøímou souvislost mezi souvislými Lieovými (vlo¾enými) pod-grupami G � GL(m; K ) a Lieovými podalgebrami g � gl (m; K ). Tato souvislostodrá¾í daleko obecnìj¹í výsledek:
T øetí princip. Existuje bijektivní k oresp ondence mezi k oneènìrozmìrn ými Lie-

o vými algebrami a souvislými a jedno du¹e souvislými k oneènìrozmìrn ými Lieo vými

grupami. Obtí¾ná èást dùkazu této korespondence spoèívá v konstrukci Lieovy grupy kpøedem dané Lieovì algebøe. Opírá se o Adovu vìtu, která øíká, ¾e ka¾dá Lieova
1

Problém skryt ý v e slo v ì "sk oro" je ten, ¾e získ aná je p o dmno¾in a je obrazem hladk ého vlo¾ení

Lieo vy grup y do GL ( m; K ), ten to obraz ale nem usí b ýt p o dv arieto u. Je p ouze vlo¾enou p o dv a-

rietou. Jak o pøíklad si m ù¾ete pøedsta vit k om utativn í Lieo vu grupu vzniklou vynásob ením dv ou

jednorozmì rn ý c h kru¾nic (top ologic ky jde o torus), pøíslu¹ná Lieo v a algebra je R

2

s n ulo v ou zá-

v ork ou. V olba smìru v této algebøe s iracionální smìrnicí p o v ede k p o dgrup ì na toru v e formì

"h ustì na vin uté niti". T o samozøejmì není p o dv arieta v na¹em sm yslu, je to ale vlo¾ení pøímky

do toru.



2. LIEO VY PODGR UPY V GL ( n; K ) 9algebra nad K je podalgebrou v gl (n; K ) pro vhodné n. Tuto vìtu nebudeme do-kazovat (pøehledný dùkaz lze najít v [FH, Appendix E]). Zbytek dùkazu jsme alevlastnì ji¾ dosti podrobnì naznaèili.Poznamenejme, ¾e dùsledkem zmínìné Adovy vìty je skuteènost, ¾e v¹echnyLieovy grupy jsou Lieovy podgrupy ve vhodné GL(n). Vlastnì tedy omezenímstudovaných objektù na maticové grupy a algebry nic neztrácíme!Nyní si mù¾eme pøímo ovìøit vztah mezi homomor�smy Lieových grup a homo-mor�smy Lieových algeber pro podgrupy v GL(m; K ).
2.2. V ìta. Lineární zobrazení '0 : g ! h je homom or�sm us Lieo výc h algeb er teèn ý

k (lok álnì de�no v aném u) homom or�sm u pøíslu¹n ýc h p o dgrup G;H prá v ì, kdy¾

existuje lok álnì de�no v an ý homom or�sm us ' : G ! G, pro který platí expj

h

� '0 =' � expj

g

. P okud je p o dgrupa G jedno du¹e souvislá, je pøíslu¹n ý homomor�sm us

grup de�no v án globálnì na souvislé k omp onen tì jednotky .

Dùk az. Situaci zachycuje diagram
gl (m; K )u exp gu | u exp j

g

w'0

h z wu expj

h

gl (n; K )u expGL(m; K ) Gu | w' H z w GL(n; K )Pokud je dán homomor�smus ', je jeho teèné zobrazení v e v¾dy homomor�smusLieových algeber. To jsme ukázali ji¾ v první èásti textu. Obtí¾nìj¹í je opaèná im-plikace. Je-li v¹ak '0 homomor�smus, pak zobrazení de�nované na okolí jednotkyvztahem exp j

h

� '0

� (exp j

g

)� 1 je kompatibilní s násobením, proto¾e násobení jevyjádøeno formulí z 1.10. Zbývá ovìøit roz¹íøení tohoto zobrazení v pøípadì jednodu-ché souvislosti G. To vynechám, vy¾aduje to podrobnìj¹í diskusi pojmù týkajícíchdiferencovatelných variet. Úplný dùkaz je vcelku snadný, lze jej najít napø. v [HN]nebo [KMS] �

2.3. Horní tro júheln ík o v é matice. O matici øíkáme, ¾e je horní tr ojúhelníková ,jestli¾e v¹echny její prvky pod diagonálou jsou nulové. Mno¾inu v¹ech takovýmmatic v GL(m; K ) znaèíme B
m

. Násobení dvou horních trojúhelníkových matic jeopìt horní trojúhelníková matice:
0

B

B

B

@

a

11

a

12

: : : a

1 n
0 a

22

: : : a

2 n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : a nn 1

C

C

C

A

�

0

B

B

B

@

b

11

b

12

: : : b

1 n
0 b

22

: : : b

2 n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : b nn 1

C

C

C

A

=

0

B

B

B

@

a

11

b

11

a

11

b

12

+ a

12

b

22

: : :

0 a

22

b

22

: : :

.

.

.

.

.

.

0 0 : : :

1

C

C

C

AJe tedy B
m

podvarieta v GL(m; K ) dimenze 1

2

m(m + 1) nad K .Oznaème b

m

= f v¹echny horní trojúhelníkové matice v gl (m; K )g . Podle pøed-chozího výpoètu je [b

m

; b

m

] = f ostøe horní trojúhelníkové matice v gl (m; K )g .exp : b

m

! B
m

a zú¾ení exp : [b

m

; b

m

] ! f unipotentní horní trojúhelníkovég .Rovnost dimenzí zaruèuje, ¾e b

m

je Lieova algebra B
m

.Komplexi�kace reálné b

m

� gl (m; R ) je komplexní b

m

� gl (m; C ).
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2.4. Sp eciální grup y SL(n; K ). De�nujemeSL(n; K ) = f A 2 GL(n; K ); detA = 1g

sl (n; K ) = f X 2 gl (n; K ); TrX = 0gZøejmì jde o podgrupu, je tøeba ale ovìøit, ¾e jde o Lieovu podgrupu. Nejsnad-nìji se to uká¾e prostøednictvím vìty o inverzním zobrazení (viz. standardní ma-tematická analýza). Je-li toti¾ nìjaká podmno¾ina ve varietì zadána jako vzorjednoho bodu v zobrazení, které má konstantní hodnost, pak právì vìta o inverznífunkci poskytuje pøímo potøebné souøadné mapy pro podvarietu. Proto¾e v¾dy platíA � A� = det(A)E, kde A� je algebraicky adjungovaná matice, má teèné zobrazeníT
A

det konstantní hodnost 1 (nezávislou na A).
cvièení!Pøímo z de�nice determinantu spoèteme, ¾e @

@ t

j

0

(det(E + tX)) = TrX. Je
cvièení!tedy stopa derivací deteminantu. Proto¾e pro X = @

@ t

j

0

A(t), Y 2 gl (n) platí[X;Y ] = @

@ t

j

0

(A(t)Y A(t)� 1 ), dostáváme Tr[X;Y ] = 0 pro v¹echny X;Y 2 sl (n; K ).Podle vztahu 1.5.(1) exp: sl (n; K ) ! SL(n; K ). Je tedy sl (n; K ) Lieova podalgebraa porovnáním dimenzí pøímo plyne, ¾e je to Lieova algebra podgrupy SL(n; K ).2Komplexi�kace sl (n; R ) je sl (n; C ).
2.5. Nech» Q je bilineární forma na R

m , Q(v; w) = v T

J w, kde J je regulární matice.De�nujeme G
Q

� GL(n; R ) takových matic A, pro které Q(A � v;A � w) = Q(v; w).Tzn. v T

J w = v T AT

J Aw, proto jde právì o matice splòující AT

J A = J , tj. AT

J =
J A� 1 . Zejména tvoøí tyto matice podgrupu.Spoètìme nyní teèné zobrazení k hladkému zobrazení A 7! AT

J A na GL(m; K ).Zvolme @

@ t

��
0

A(t) = X, A(0) = B a poèítejme
@

@ t

��
0

(A(t)T

J A(t)) = X T

J B+ B T

J X = 0:Odtud lze vyèíst dvì skuteènosti. Jednak je to pro regulární B systém rovnickonstantní hodnosti, je tedy vzor jednoprvkové mno¾iny f J g podvarieta a tímmámeovìøeno, ¾e G
Q

je Lieova podgrupa. Dále, volbou B = E obdr¾íme rovnici proLieovu podlagebru této podgrupy: X T

J + J X T = 0. Oznaème ji g

Q

.Mù¾eme také alternativnì pøímo zaèít s vektorovým podprostorem matic g

Q

spl-òujících tuto rovnost (kandidát na Lieovu algebru konstruované podgrupy). Sku-teènì
J

� 1 exp(X)T

J = J

� 1 exp(X T )J = exp(J

� 1 X T

J ) = exp(� X) = (exp(X))� 1a porovnáním dimenzí ovìøíme, ¾e matice splòující tuto rovnici (J

� 1 AT

J = A� 1 jeekvivalentní vý¹e uvedené rovnici) tvoøí pøíslu¹nou Lieovu podgrupu.Analogicky mù¾eme uva¾ovat bilineární formy na komplexním vektorovém pro-storu C

m . Obdr¾íme pak komplexní Lieovy algebry g

Q

.
2

T ak é jsme mohli zaèít p o dalgebrou sl( n; K ) a zk onstruo v at S L ( n; K ) jak o p o dgrupu, která je

obrazem sl( n; K ) v exp onenci ální m zobrazení.
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2.6. Ortogonální grup y SO(k; l; R ). Uva¾ujme bilineární formu Q(v; w) =v T

J w, kde J =�

E k O

O � E l � a E
j

je jednotková matice rozmìru j � j. Pak grupu G
Qde�novanou v pøedcházejícím odstavci oznaèujeme SO(k; l; R ) a pøíslu¹nou algebru

so (k; l; R ). Zvlá¹tì pro k = n, l = 0 pí¹emeSO(n; 0; R ) = SO(n; R ) = f A 2 GL(n; R );A� 1 = AT

g

so (n; 0; R ) = so (n; R ) = f X 2 gl (n; R );X +X T = 0gDá se ukázat, ¾e SO(k; l; R ) �= SO(l; k; R ).
cvièení!Komplexi�kace algebry: so (k; l; R ) 
 RC

�= so (k+ l; C ): Pro komplexní vektorovéprostory se symetrickou bilineární formou danou jednotkovou maticí dostanemekomplexní Lieovy algebry so (m; C ). Èastìj¹í je v tomto pøípadì pou¾ití jiné sy-metrické nedegenerované bilineární formy Q, napø. formy s maticí � 0 E n
E n 0

� prosudou dimenzi m = 2n.
2.7. Grup y Sp(2n; K ). Proveïme stejnou úvahu jako v odstavci 2.6. s maticí
J = �

O F n
� F n O

�. Zde F
j

je matice j � j, která má v¹ude nuly jen na vedlej¹ídiagonále má jednièky. Vzniklou grupu nazýváme symplektická grupa v dimenzi na oznaèujeme Sp(2n; K ).Sp(2n; K ) = �� A B

C D

� ;� A

T
C

T
B

T
D

T �� 0 F

� F 0

��
A B

C D

� = � 0 F

� F 0

��Uvá¾íme-li, ¾e � F znamená zrcadlové obrácení øádkù, F � znamená obrácenísloupcù, tedy F � � F znamená T , dále F 2 = E, mù¾eme psát:Sp(2n; C ) = �� A B

C D

� ;AC = CA; DB = BD; AD � CB = E = DA � BC�Odtud, mimo jiné, pøímo plyne Sp(2; R ) �= SL(2; R ).Jinou volbou nedegenerované antisymetrické formy Q s maticí �

0 E n
� E n 0

� do-stáváme isomorfní Lieovu grupu. Z rovnice X T

� Q + Q � X T = 0 pro pøíslu¹nouLieovu algebru dostaneme v tomto pøípadì velmi pøehledný popis algebry:
sp (2n; R ) = f

�
A B

C � A

T �;B;C 2 S 2

R

n

gKomplexi�kace: sp (2n; R ) 
 RC = sp (2n; C ).
2.8 Grup y SU (n), U (n). Nyní uva¾ujme grupu U (n) komplexních lineárních au-tomor�smù n-rozmìrného komplexního vektorového prostoru V , které zachovávajípozitivnì de�nitní Hermiteovskou formu H na V . (Pro Hermiteovskou formu Hplatí: H(�v; �v) = ���H(v; w), H(w; v) = H(v; w); je positivnì de�nitní, kdy¾H(v; v) > 0 pro v 6= 0.)



12 ÈÁST I. PØÍKLAD Y LIEO VÝCH GR UP A ALGEBERStejnì jako v pøedcházejících odstavcích je jednoduché urèit, jak vypadá U (n).Nech» tedy H odpovídá maticiM . Potom3H(v; w) = v �

� M � w; 8 v; w 2 C

n ;tedy grupa U (n) je grupa matic A splòujícíchA�

� M � A =M:Jestli¾e M = E (tj. H(v; w) = v �

� w), je U (n) grupa matic A splòujících A� =A� 1 . Tato podmínka opìt de�nuje Lieovu podgrupu v GL(n; C ). Derivací tétopodmínky dostáváme: u (n) = f X;X � + X = 0g , a to je jen reálný vektorovýpodprostor! (Dùvodem je, ¾e pro obecný komplexní násobek matice X bude platit(�X)� +(�X) = ��X � +�X.) Tato Lieova algebra je tedy reálná Lieova podalgebrav gl (n; C ) � gl (2n; R ). PodmínkaA� A = E zaruèuje, ¾e j detAj = 1. Zejména U (1)je komutativní grupa komplexních èísel na jednotkové kru¾nici v komplexní rovinì.Grupa SU (n) � U (n) jsou matice automor�smù s determinantem 1. Potom valgebøe s u(n) � u (n) jsou právì matice v u (n) s nulovou stopou.Komplexi�kace: su (n) 
 RC

�= sl (n; C ). Skuteènì, su (n) 
 RC = su (n) � i � su (n)a libovolnou matici X 2 gl (n; C ) mù¾eme rozlo¾it na souèet Hermiteovské a anti-Hermiteovské matice: X = 1

2

(X � X � )+ 1

2

(X +X � ). Pøitom, je-li stopa X nulová,jsou nulové i stopy obou sèítancù. Je tedy první z nich v su (n) a i-násobek druhéhotaké. Celkem dostávámeX = 1

2

(X � X � ) � i( i

2

)(X+X � ). Opaèná inkluze je zøejmáz de�nice su (n).
3. Reprezen tace algebry s l (2 ; C )

3.1. Algebra sl (2; C ) � GL(2; C ) je podprostor v¹ech matic s nulovou stopou a(jako vektorový prostor) má báziH = � 1 0

0 � 1

� ; X
+

= � 0 1

0 0

� ; X
�

= � 0 0

1 0

�Lieova závorka na bázi vypadá takto:[H;X
+

] = 2X
+

; [H;X
�

] = � 2X
�

; [X
+

; X
�

] = H; [H;H] = 0:
3.2 Pøíklady isomorfní c h algeb er.

1. Bázové vektory v so (3; C ) lze zvolit takto:R
x

=  0 0 0

0 0 � 1

0 1 0

! : : : rotace o �=2 kolem osy xR
y

=  0 0 1

0 0 0

� 1 0 0

! : : : rotace o �=2 kolem osy yR
z

=  0 � 1 0

1 0 0

0 0 0

! : : : rotace o �=2 kolem osy z
3

Konjugo v ání matic lib o v olné v elik osti znaèíme p omo cí h v ìzdiè ky , tj. A

�

=

�

A

T
.



3. REPREZENT A CE ALGEBR Y sl (2 ; C ) 13Lieova závorka na bázi pak vypadá takto:[R
x

; R
y

] = R
z

; [R
y

; R
z

] = R
x

; [R
z

; R
x

] = R
y

:
2. Bázové vektory v su (2) zvolímeS

x

= 12 � 0 i

i 0

� ; S
y

= 12 � 0 � 1

1 0

� ; S
z

= 12 � i 0

0 � i

�Pøímým výpoètem najdeme stejné relace mezi tìmito bázovými prvky jako v pøí-padì pøede¹lém, tj.[S
x

; S
y

] = S
z

; [S
y

; S
z

] = S
x

; [S
z

; S
x

] = S
y

:Je tedy su (2) �= so (3; R ). Proto¾e ji¾ víme, ¾e s u(2) 
 RC

�= s l(2; C ), je i komple-xi�kace tøírozmìrné reálné ortogonální algebry rovna sl (2; C ). Dal¹ím pøíkladem je
sp (2; C ) �= sl (2; C ).
3.3. Lemma. Buï � : s l(2; C ) ! g l(V ) represen tace a v vlastní v ektor op erátoru�(H) : V ! V s vlastní ho dnotou � 2 C . P ak �(X

+

)(v) je buï 0 neb o vlastní

v ektor s vlastní ho dnotou � + 2 a �(X
�

)(v) je 0 neb o vlastní v ektor s vlastní

ho dnotou � � 2 (ob o jí pro op erátor �(H)).

Dùk az. Pøedpokládejme �(H)(v) = �v. Pro X
+

platí�(H)(�(X
+

)(v)) = (�(X
+

)�(H) + �([H;X
+

]))(v)= �(X
+

)(�v) + 2�(X
+

)(v) = (� + 2)(�(X
+

)(v)):Pro X
�

úplnì stejnì. �Víme, ¾e nad komplexními èísly má ka¾dý lineární operátor vlastní vektor.Zvolme takový vektor v, tedy �(H)(v) = �v; v 6= 0. Sestavme posloupnost vektorù:v; �(X
+

)(v); : : : ; �k (X
+

)(v); : : : ;Proto¾e �(H) má pouze koneèný poèet rùzných vlastních hodnot, 9 v
0

�(H)(v
0

) =�v
0

; v
0

6= 0; �(X
+

)(v
0

) = 0.Zvolme tedy pevnì pøímo takový vlastní vektor v
0

s vlastní hodnotou � a�(X
+

)(v
0

) = 0. De�nujeme v
1

= �(X
�

)(v
0

); : : : ; v
r

= �(X
�

)(v
r � 1

) , kde v
r

6= 0 a�(X
�

)(v
r

) = 0. Zøejmì �(H)(v
i

) = (� � 2i)v
i

pro i = 0; : : : ; r. Proto¾e�(X
+

)(v
i

) = �(X
+

)�(X
�

)(v
i � 1

) = �(X
�

)�(X
+

)(v
i � 1

) + �([X
+

; X
�

])(v
i � 1

);indukcí dostáváme �(X
+

)(v
i

) = �
i

v
i � 1

, kde �
i

= i(�+ 1 � i), pro i = 0; : : : ; r+ 1.Zejména pro i = r + 1 máme 0 = �(X
+

)�(X
�

)(v
r

) = (r + 1)(� � r)v
r

. Pøitomr + 1 > 0, a tedy � = r, z èeho¾ plyne, ¾e � 2 Z ; � � 0.Nyní vezmìme libovolné r 2 Z ; r � 0, a libovolný vektorový prostor V dimenzer+1 s bazí f v
0

; : : : ; v
r

g a de�nujme na nìm akci sl (2; C ) pøedpisy �(X
�

)(v
i

) = v
i +1pro i = 0; : : : ; r � 1; �(X

�

)(v
r

) = 0; �(H)(v
i

) = (r � 2i)v
i

a �(X
+

)(v
i

) = �
i

v
i � 1

,kde �
i

= i(r+ 1 � i), pro i = 0; : : : ; r. Získáme tak reprezentaci sl (2; C ), oznaèímeji D
r

.
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3.4. De�nice. Nech» g je Lieova algebra, � : g ! gl (V ) její reprezentace. Øíkáme,¾e � je
ir e ducibilní (irr ep) , jestli¾e ve V neexistuje netriviální g -invariantní podprostor.
r e ducibilní , jestli¾e ve V existuje netriviální g -invariantní podprostor.
r ozlo¾itelná , jestli¾e V = V

1

� V
2

� : : : � V
k

, kde V
i

jsou ireducibilní podprostory.
pøímým souètem reprezentací �

i

: g ! gl (V
i

), je-li �(X) dáno souètem �
i

(X) na V
i

,tj. pro v 2 V; v = v
1

+ : : :+v
k

; v
i

2 V
i

, platí �(X)(v) = �
1

(X)(v
1

)+: : :+�
k

(X)(v
k

).
3.5. V ìta. Ireducibilní reprezen tace sl (2; C ) jsou (a¾ na izomor�sm us) prá v ì D

r

pro r 2 Z ; r � 0.

Dùk az. Provedeme-li pøedchozí konstrukci D
r

pro ireducibilní reprezentaci �, zís-káme reprezentaci D
r

s � izomorfní. Zbývá ukázat, ¾e ka¾dá reprezentace D
r

jeirrep. Mìjme libovolný nenulový vektor v = a
0

v
0

+ : : :+ a
k

v
k

; a
k

6= 0, z V . Pak(�(X
+

))k (v) je násobek v
0

, a tedy lineární kombinace vektorù (�(X
�

))l (�(X
+

))k (v)pro l = 0; : : : ; r vygenerují celý prostor V . To znamená, ¾e nemù¾e existovatnetriviální g -invariantní podprostor V . �

3.6. V ìta. Ka¾dá k oneènìrozmìrná reprezen tace sl (2; C ) je rozlo¾itelná.

Dùk az. Buï � : sl (2; C ) ! gl (V ) reprezentace. Dùkaz provedeme indukcí vzhle-dem k m = dim(V ). Pøedpokládejme, ¾e vìta platí pro v¹echny reprezentace di-menzí men¹ích ne¾ m. Je-li V ireducibilní (pro m = 1 triviálnì splnìno), je tvrzenízøejmé. V opaèném pøípadì buï V
1

� V netriviální ireducibilní podprostor (exis-tuje díky koneènosti dimenze V ) a oznaème � : V ! V=V
1

pøirozenou projekci.Podle indukèního pøedpokladu je indukovaná reprezentace na W = V=V
1

rozlo¾i-telná, tj. W = W
1

� : : : � W
k

, W
i

ireducibilní. Oznaèíme-li W 0

i

= � � 1 (W
i

), pakV
1

� W 0

i

a W
i

= W 0

i

=V
1

. Staèí tedy dokázat tvrzení pro W ireducibilní. K tomupostaèí, kdy¾ nalezneme ve V invariantní komplement k V
1

.Nech» V
1

má dimenzi r + 1 a bazi f v
0

; : : : ; v
r

g , pøíslu¹ná zú¾ená reprezentaceje D
r

. Podobnì na W je indukovaná reprezentace rovna D
q

s bazí f w
0

; : : : ; w
q

g .Vlastní hodnoty �(H) jsou (vèetnì násobnosti) právì vlastní hodnoty v D
r

a v D
q

.Nyní rozli¹íme 2 pøípady:(1) q > r neb o parita r a q je rùzná: Nech» u
0

je vlastní vektor �(H) svlastní hodnotou q. Pak u
0

62 V
1

, proto¾e buï je nejvìt¹í mo¾ná vlastní hod-nota vektorù z V
1

men¹í nebo má q jinou paritu ne¾ v¹echny vlastní hodnoty vD
r

. Pøitom �(X
+

)(u
0

) = 0, proto¾e q+ 2 není vlastní hodnota �(H). Pak ov¹em i(�(X
�

))i (u
0

) 62 V
1

a generují invariantní podprostor U = h u
0

; : : : ; (�(X
�

))q (u
0

)ikomplementární k V
1

.(2) q � r a parita r a q je stejná: Oznaème d = 2e = r � q. Pak vlastní vektor v
eve V

1

splòuje �(H)(v
e

) = (r � 2e)v
e

= qv
e

. Uká¾eme, ¾e k této vlastní hodnotì exis-tuje je¹tì jiný nezávislý vlastní vektor u
0

, který navíc splòuje �(X
+

)(u
0

) = 0. Tenpotom jistì nepatøí do V
1

a generuje proto invariantní podprostor komplementárník V
1

.Pøedpokládejme, ¾e takový vektor neexistuje. Potom ale existuje vektor u
0

spl-òující (�(H) � q � id
V

)2 (u
0

) = 0 a (�(H) � q � id
V

)(u
0

) 6= 0, tedy i �(H)(u
0

) =qu
0

+ v
e

(viz. vìta o rozkladu na koøenové prostory z elementární lineární alge-bry, resp. existence Jordanova kanonického tvaru matice). Navíc mù¾eme po¾a-dovat �(u
0

) = w
0

.De�nujeme u
1

= �(X
�

)(u
0

); : : : a indukcí (s pou¾itím vztahu
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cvièení!�(H)�(X
�

) = �(X
�

)�(H) � 2�(X
�

)) se uká¾e �(H)(u
i

) = (q � 2i)u
i

+ v
e + i

.Je-li q < r, pak u
q +1

2 V
1

, nebo» �(u
q +1

) = �(X
�

)(w
q

) = 0. Pøitom ale�(H)(u
q +1

) = (q � 2q � 2)u
q +1

+ v
e + q +1

, co¾ nemù¾e ¾ádná lineární kombinacev
0

; : : : ; v
r

splòovat, spor. cvièení!Je-li q = r, tj. e = 0, potom �(H)(u
r +1

) = (� r � 2)u
r +1

. Jeliko¾ v¹ak � r � 2není vlastní hodnota �(H), musí být u
r +1

= 0. Indukcí uká¾eme, ¾e �(X
+

)(u
i

) =�
i

u
i � 1

+ iv
i � 1

, kde �
i

= i(r + 1 � i). Proto¾e�(H)�(X
+

)(u
0

) = �(X
+

)�(H)(u
0

) + 2�(X
+

)(u
0

) = (r + 2)�(X
+

)(u
0

)a r + 2 není vlastní hodnota �(H), platí �(X
+

)(u
0

) = 0. Indukèní krok se provede
cvièení!u¾itím vztahu �(X

+

)�(X
�

) = �(X
�

)�(X
+

) + �(H). Pro i = r + 1 dostáváme�(X
+

)(0) = 0 � u
r

+ (r + 1)v
r

, tj. v
r

= 0, spor.Existuje proto jistì vlastní vektor u
0

=2 V
1

s vlastní hodnotou q. Vlastnost�(X
+

)(u
0

) = 0 je pro r = q automatická, pro r > q plyne z lemmatu 3.3, proto¾enásobnost vlastní hodnoty q + 2 je 1. �

3.7. De�nice. Nech» � : g ! gl (V ) je rozlo¾itelná reprezentace. Tedy � =�
1

� �
2

� : : : � �
k

kde �
1

; : : : ; �
k

: g ! gl (V ) jsou ireducibilní. Ka¾dá �
i

jeisomorfní �
r

: g ! gl (V
r

). Poèet �
i

isomorfních pevné �
r

nazýváme násobností �
rv �. Pí¹eme � =P

r

n
r

�
r

(pro koneènì mnoho n
r

nenulových).
T enzor ový souèin dvou reprezentací �

1

: g ! gl (V
1

); �
2

: g ! gl (V
2

) de�nujemevztahem (�
1


 �
2

)(X)(v 
 w) = (�
1

(X)(v)) 
 w + v 
 (�
2

(X)(w))V dal¹ím budeme pøede¹lou rovnici psát podle konvence ve tvaruX(v 
 w) = Xv 
 w + v 
 Xw:
3.8. Dùsledek. D

2 s


 D
2 t

= D
2( s + t )

� D
2( s + t � 1)

� : : : � D
2 j s � t j

.

Dùk az. Vzhledem k dùkazu vìty 3.6 nám staèí ukázat, ¾e H má stejné vlastnívektory pro obì strany rovnice.Nech» v
i

aw
j

jsou báze prostorù reprezentací D
2 s

aD
2 t

tvoøené vlastními vektoryoperátoru H, viz. 3.3. Dále nech» je v 
 w = P
i;j

a
ij

v
i


 w
j

vlastní vektor H natenzorovém souèinu. Pak podle de�nice H(v 
 w) = �(v 
 w). Podle de�nicetenzorového souèinu mámeH(X
i;j

a
ij

v
i


 w
j

) =X
i;j

a
ij

(2s � 2i+ 2t � 2j)(v
i


 w
j

) = �X
i;j

a
ij

v
i


 w
jz èeho¾ máme � = 2(s + t � i � j) pro a

ij

6= 0. Vlastní hodnotì � = 2(s + t)tedy odpovídá i = j = 0, tedy jediný vlastní vektor, který je vlastním vektoremv D
2( s + t )

. Podobnì vlastní hodnotì � = 2(s + t � 1) odpovídá i = 1; j = 0 ai = 0; j = 1 tedy dva vlastní vektory, které jsou vlastními vektory v D
2( s + t )

aD
2( s + t � 1)

atd. Promyslete, proè je poslední èlen na pravé stranì právì D
2 j s � t j

!
cvièení!Ovìøili jsme, ¾e si vlastní vektory odpovídají. �Tato rovnost je známá pod názvem Clebsch-Gordanova øada. Lze se s ní setkatnapø. ve fyzice v kvantové teorii.



16 ÈÁST I. PØÍKLAD Y LIEO VÝCH GR UP A ALGEBER

3.9. Pøíklady.

1. Reprezentace D
0

. Platí Hv
0

= 0; X
�

v
0

= 0; X
+

v
0

= 0.D
0

je triviální akce na C .
2. Reprezentace D

1

. Platí Hv
0

= v
0

; X
�

v
0

= v
1

; X
+

v
0

= 0. D
1

je identickáreprezentace sl (2; C ) na C

2 .
3. Reprezentace D

2

. Ka¾dý prvek X 2 sl (2; C ) ' C

3 lze psát ve tvaru X =aX
+

+ bH + cX
�

. Podle 3.1, v této bázi odpovídají akce prvkù H, X
+

, X
�maticímadH = 0@ 2 0 00 0 00 0 � 21A ; adX

+

= 0@ 0 � 2 00 0 10 0 01A ; adX
�

= 0@ 0 0 0
� 1 0 00 2 01A :Volíme-li v

0

= X
+

pak Hv
0

= 2v
0

; X
+

v
0

= 0; X
�

v
0

= � H; X
�

X
�

v
0

= � 2X
�

.
4. D

1


 D
1

= D
2

� D
0

. Tento rozklad odpovídá pøesnì rozkladu bilineárních foremna symetrickou a antisymetrickou èást, tj. C

2


 C

2 = S 2

C

2

� �2

C

2 , ale �2

C

2 = C .
5. (D

1


 D
1

) 
 D
1

= D
3

� 2D
1

.
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Základní algebraic k é

vlastnosti Lieo výc h algeb erOtázky, které jsme si kladli na konci pøedchozí èásti pro reprezentace sl (2; C ),budeme chtít studovat pro obecné Lieovy algebry. Obecné reprezentace Lieových al-geber pøitom budeme zkoumat ve dvou krocích. Nejprve si musíme udìlat "hrubý"rozbor struktury algeber. Zjistíme, ¾e ka¾dá je tzv. polopøímým souèinem dvoualgeber se speciálními vlastnosti, pøièem¾ ireducibilní reprezentace algeber prv-ního typu jsou v¾dy triviální. Pozdìji se budeme vìnovat podrobnìji vlastnostemalgeber druhého typu, tzv. polojednoduchých Lieových algeber. V této èásti uká-¾eme zmínìný rozklad a zavedeme základní algebraické nástroje pro pozdìj¹í diskusistruktury algeber a jejich reprezentací.
4. Øe¹itelné a nilp oten tní algebry

4.1. De�nice. Nech» g je Lieova algebra nad K .
Centr em Lieovy algebry g nazýváme její podalgebruZ(g ) = f X 2 g ; [X;Y ] = 0; 8 Y 2 g g :Podalgebru a � g nazýváme ide ál , jestli¾e pro v¹echna X 2 g , Y 2 a platí[X;Y ] 2 a . Nech» a je ideál, pak vektorový prostor g =a s indukovanou Lieovouzávorkou nazýváme faktor ová algebr a . (Prvky g =a jsou tvaruX+ a a Lieova závorkaje de�nována vztahem [X + a ; Y + a ] = [X;Y ] + a .)Ideál g

0

� g de�novaný g

0 = [g ; g ] nazýváme derivovaná algebr a algebry g . (Výraz[g ; g ] chápeme jako vektorový podprostor generovaný mno¾inou f [X;Y ]; X 2 g ; Y 2

g g a z de�nice je jasné, ¾e jde o ideál.)Nech» g

(0) = g ; g

( k ) = [g

( k � 1) ; g

( k � 1) ] pak g

(0) ; g

(1) ; : : : ; g

( r ) ; : : : nazýváme deri-

vovaná posloupnost podalgeber v g .Nech» g

(0)

= g ; g

( k )

= [g ; g

( k � 1)

] pak g

(0)

; g

(1)

; : : : ; g

( r )

; : : : nazýváme dolní cen-

tr ální posloupnost v g .
4.2. Cvièení. Nec h » G je souvislá Lieo v a grupa s Lieo v ou algebrou g .

(1) Z(g ) je Lieo v a algebra cen tra G.

(2) a � g je ideál, prá v ì tehdy , kdy¾ pøíslu¹ná p o dgrupa je normální.

(3) g =a je Lieo v a algebra faktoro v é grup y G=A.

4.3. V ìta. Nec h » g je algebra. P ak lib o v olná g

( k )

je ideál a pro k a¾dý ideál a � g

je i a

( k )

ideál v g .

Dùk az. Buï a ideál algebry g . Pak z de�nice derivované algebry plyne a

0

� a .Vezmu-li Z 2 g , Z
1

; Z
2

2 a libovolné, pak podle Jacobiho identity [Z; [Z
1

; Z
2

]] =[[Z;Z
1

]; Z
2

] + [Z
1

; [Z;Z
2

]] 2 a

0 . Proto¾e prvky [Z
1

; Z
2

] lineárnì generují a

0 , plyneodtud, ¾e a

0 je ideál.Indukcí se tímto postupem uká¾e, ¾e a

( k ) je ideál. Proto¾e g � g je ideál, je ideál cvièení!i g

( k ) . �
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4.4. De�nice. Lieovu algebru g nazýváme
nilpotentní , je-li g

( k )

= 0 pro jisté k.
ø e¹itelná , je-li g

( k ) = 0 pro jisté k.
je dnoduchá , jestli¾e neobsahuje netriviální ideály a nemá dimenzi 0 nebo 1.
poloje dnoduchá , jestli¾e neobsahuje nenulové øe¹itelné ideály.
perfektní , je-li g

0 = g .Pøímo z de�nic plyne g

( k )

� g

( k � 1) ; g

( k )

� g

( k )

. Zejména, je-li algebra nilpotentnípak je i øe¹itelná. Jednoduchým pou¾itím Jacobiho identity se navíc uká¾e, ¾eLieova algebra g je øe¹itelná právì, kdy¾ je její derivace g

0 nilpotentní. cvièení!Uka¾te, ¾e v¹echny vlastnosti z de�nice 4.4. se zachovávají pøi komplexi�kaci! cvièení!

4.5. Pøíklady.

1. sl (2; C ) je jednoduchá, viz. 3.1.
cvièení!

2. so (3; R ), su (2) jsou jednoduché, viz. 3.1.
3. Horní trojúhelníkové matice tvoøí v gl (n; K ) øe¹itelnou algebru, která není nil-potentní.
4. Ostøe horní trojúhelníkové matice tvoøí v gl (n; K ) nilpotentní algebru.
5. A�nní algebra na pøímce aff (1; R ) je øe¹itelná a není nilpotentní. Její prvkymù¾eme chápat jako �a b0 0� 2 gl (2; R ).
4.6. Lemma.(1) P o dalgebry a faktoro v é algebry nilp oten tníc h (resp. øe¹iteln ýc h) algeb er jsou

nilp oten tní (resp. øe¹itelné).(2) Uv a¾ujme exaktní p osloupnost Lieo výc h algeb er

40 w q wi
g wj

p w 0
P ak g je øe¹itelná prá v ì tehdy , kdy¾ q a p jsou øe¹itelné. (Je-li q � g øe¹iteln ý

ideál, pak g je øe¹itelná prá v ì tehdy , kdy¾ g =q je øe¹itelná).(3) Jsou-li a ; b � g nilp oten tní (resp. øe¹itelné) ideály , pak i a + b je nilp o-

ten tní (resp. øe¹iteln ý) ideál. Stejné tvrzení platí i pro lib o v olné systém y

øe¹iteln ýc h, resp. nilp oten tníc h ideálù v k oneènìrozmìrné g .

Dùk az. (1): Pro podalgebru a � g platí a

( k )

� g

( k ) a a

( k )

� g

( k )

. Je-li a ideál, je(g =a )0 = g

0 + a ; [(g =a )0 ; (g =a )0 ] = g

(2) + a ; : : :[g =a ; (g =a )0 ] = g

(2)

+ a ; : : :(2): V ka¾dé takové exaktní posloupnosti je p ' g =q a tedy podle (1) jsou p a qøe¹itelné, je-li g øe¹itelná. Pøedpokládejme naopak, ¾e q i p jsou øe¹itelné. V¹echny¹ipky jsou homomor�smy, tedy g

( r ) se zobrazí do p

( r ) . Pro dostateènì velká s je
g

( s ) v obrazu q . Proto¾e q ! g je injekce, q

( r ) = 0 implikuje q

( r + s ) = 0. (V¹imnìmesi, ¾e pro dolní centrální øadu poslední argument neprojde!)
cvièení!(3): a + b je ideál pøímo z de�nice.a) Pro øe¹itelné: Uva¾me exaktní posloupnost 0 ! a ! a + b ! (a + b )=a ! 0, kde

4

Tzn. obraz k a¾dého homomor� sm u je jádrem následujícíh o.



4. ØE©ITELNÉ A NILPOTENTNÍ ALGEBR Y 19(a + b )=a ' b =(a \ b )je øe¹itelná podle (1). Podle (2) je tedy øe¹itelná i a + b .
cvièení!b) Pro nilpotentní: Jsou-li a ; b nilpotentní, iterované závorky alespoò øeknìme s+1prvkù, jsou nulové. Rozepsáním Jacobiho identity se pøesvìdèíme, ¾e (a + b )

(2 s )

jenulové. cvièení!Indukcí se pøedchozí tvrzení snadno doká¾ou pro libovolný koneèný souèet ideálù.Díky koneèné dimenzi algebry g odtud plynou tvrzení i pro nekoneèné souèty. �

4.7. Dùsledek. V k a¾dé Lieo v ì algebøe existuje prá v ì jeden maxim ální øe¹iteln ý

ideál r � g (tzv. r adikál ) a prá v ì jeden maxim ál ní nilp oten tní ideál n � g (tzv.

nilr adikál ). F aktoro v á algebra g =r je p olo jedno duc há.

Dùk az. Podalgebru r (resp. n ) obdr¾íme seètením v¹ech øe¹itelných (resp. nilpo-tentních) ideálù.Pøedpokládejme, ¾e v g =r je øe¹itelný ideál ~a . Pak je ~a obrazem ideálu a � g aøe¹itelnost ~a znamená, ¾e a

( k )

� r pro dosti velká k. Z de�nice øe¹itelnosti plyne,¾e i a je øe¹itelný. Pak ov¹em je a � r a ~
a je triviální ideál. �Pro nilradikál analogie této vìty neplatí, viz. pøíklad v 4.10.

4.8. P olopøím é souèin y. Mìjme exaktní posloupnost Lieových algeber (pøíp.grup nebo jiných vhodných struktur s neutrálním prvkem)0 w A wi B wj
u s C w 0kde s je øez homomor�smu j, tzn. homomor�smus s vlastností j � s = id

C

. Zejménaje B ' A � C na úrovni vektorových prostorù. Libovolné b 2 B koresponduje s(i� 1 (b � s(j(b)); j(b)), naopak k (a; c) 2 A � C máme i(a) + s(c) 2 B a mámetak de�novánu bijekci realizující zmínìný isomor�smus. Dále de�nujme zobrazení' : C ! Hom(A;A) vztahem'(c)(a) = [s(c); i(a)]; '(c) : A ! A:Proto¾e je i(A) � B ideál (je to jádro homomor�smu), je tímto vztahem skuteènì 'de�nováno a z Jacobiho identity plyne '([c; c0 ]) = '(c) � '(c0 ) � '(c0 ) � '(c). Je tedy' homomor�smus Lieových algeber. Lieovu závorku na B nyní vyjádøíme takto: cvièení![i(a) + s(c); i(a0 ) + s(c0 )] = i([a; a0 ]) + s([c; c0 ]) � '(c0 )(a) + '(c)(a0 ):Øíkáme, ¾e B = A � C s takto de�novanou závorkou je polopøímý souèin algeberA a C.Naopak, kdykoliv zadáme homomor�smus ' : C ! Hom(A;A) pro dvì alge-bry A, C, získáme prostøednictvím pøedchozí formule strukturu Lieovy algebry navektorovém prostoru A � C.5

5

Analogic k á k onstruk ce na úro vni grup dá a:c 2 G , a 2 A , c 2 C , a násob ení je pak dáno

rozepsáním ( a:c ) : ( a

0

:c

0

) = ( a: ( ca

0

c

� 1

)) : ( cc

0

). Jak o jádro mor�sm u je i ( A ) normální p o dgrupa a

' ( c ) je v tom to pøípadì tzv. vnitøní homomor� sm u s dan ý prvk em c .
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4.9. V ìta (Leviho rozklad). Buï g Lieo v a algebra s radik álem r . P ak existuje

p o dalgebra l � g tak o v á, ¾e g ' r � l (jak o v ektoro vý prostor) a Lieo v a zá v ork a je

dána k anonic kým vlo¾ením l ! r � l v pøíslu¹né exaktní p osloupnosti0 ! r ! r � l ! l ! 0:
P o dalgebra l je urèena jednoznaènì a¾ na k onjugaci. Ka¾dá Lieo v a algebra je tedy

p olopøím ým souèinem øe¹itelné a p olo jedno duc hé algebry .Podalgebra l z tvrzení vìty se nazývá L eviho faktor algebry g .
Dùk az. Nebudu provádìt (i kdy¾ není pøíli¹ tì¾ký), viz. [FH, str. 499{500].
4.10. Pøíklady.(1) gl (n; C ) = sl (n; C ) � C , proto¾e sl (n; C ) = f A 2 gl (n; C ); TrA = 0g a Clze chápat jako skalární násobky jednotkové matice, tzv. stopová èást. Máme tedykorespondenci (Leviho rozklad) A  ! (A �

T r A

n

E;TrA).(2) Faktorová algebra g =n mù¾e mít nenulový nilradikál. Napø. v algebøe aff (1)matic �a b0 0� jsou v n právì matice �0 a0 0� a aff (1)=n je jednorozmìrná (tedyabelovská).
4.11. Lemma. Nec h » g p ùsobí na v ektoro v ém prostoru V nilp oten tními op erátory .

P ak existuje v 2 V , v 6= 0 tak, ¾e X(v) = 0 pro v¹ec hn y X 2 g .

Dùk az. Indukcí vzhledem k dimenzi g . Pro dim g = 0 je tvrzení zøejmé. Nech»nyní je dim g = 0, ' : g ! gl (n)(V ) reprezentace. Pokud ' není injektivní, pakker' � g je ideál a indukovaná reprezentace ~' : g = ker' ! gl (n)(V ) je injektivní adim(g = ker') < dim g , proto lze pou¾ít indukèního pøedpokladu. Pokud je ' prosté,mù¾eme uva¾ovat g � gl (n)(V ). Potom g pùsobí na gl (n)(V ) prostøednictvímad a pro v¹echna X je adX nilpotentní: (adX)Y = XY � Y X, (adX)2 Y =X 2 Y � 2XY X + Y X 2 ; : : : . Proto¾e pro ka¾dé X je X k = 0 pro jisté k � dimV ,je (adX)2 k

� 0. Pøedpokládejme, ¾e a � g je maximální vlastní podalgebra.Uva¾me ad j

a

: a ! gl (n)(g ). Proto¾e a je vzhledem k ad invariantní, mámeindukovanou reprezentaci na g =a , tj. homomor�smus a ! gl (n)(g =a ), s hodnotamiv nilpotentních operátorech. Podle indukèního pøedpokladu tedy existují spoleènénenulové vektory s triviální akcí. Nech» X
0

+ a 2 g =a je takový vektor. Pak X
0

=2 aa [X
0

; a ] � a z èeho¾ plyne h X
0

; a i = g . Oznaème W � V mno¾inu v¹ech vektorùs triviální akcí a . W 6= f 0g , Y X
0

= X
0

Y + [Y;X
0

] pro Y 2 a . Pro w 2 W jeY X
0

w = X
0

0 + 0 = 0, tedy X
0

W � W . Pøitom X
0

j

W

je nilpotentní a proto musíexistovat vlastní vektor w 2 W , X
0

w = 0. Pak w je hledaný vektor.
4.12. V ìta (Engelo v a). Nec h » g � gl (n)(V ), dimV � 1 je p o dalgebra nil-

p oten tníc h op erátorù. P ak g je nilp oten tní. Na víc, g je nilp oten tní prá v ì, kdy¾adX : g ! g je nilp oten tní pro v¹ec hna X .

Dùk az. Dle Lemmatu 4.11 existuje v 2 V , v 6= 0, g v = 0. Pøedpokládejme, ¾e u¾máme bázi h v
1

; : : : ; v
k

i = W � V takovou, ¾e g :h v
1

; : : : ; v
l

i � h v
1

; : : : ; v
l � 1

i . Toznamená, ¾e zú¾ení operátorù na W má v¾dy ostøe horní trojúhelníkovou matici.Pak akce g na V=W má opìt vektor v +W 6= 0 takový, ¾e g (v +W ) = f 0 +W g .Pøitom v =2 W a g :v � W . Proto h v
1

; : : : ; v
k

; v i je opìt podprostor s po¾adovanou



4. ØE©ITELNÉ A NILPOTENTNÍ ALGEBR Y 21vlastností. Po dim g krocích dostaneme bázi na V , ve které v¹echny X 2 g majíostøe horní trojúhelníkovou matici a g je podalgebra v nilpotentní algebøe, tedynilpotentní.Je-li g nilponetní, pak v¹echny adX jsou nilpotentní pøímo dle de�nice nilpo-tentnosti. Nech» tedy naopak adX je nilpotentní pro v¹echna X 2 g . Opakovánímpøedchozí konstrukce získáme posloupnost 0 � W
1

� W
2

� � � � � W
n

= g s vlast-ností adX :W
k

! W
k � 1

. Pak ov¹em ka¾dá iterované závorka s dim g + 1 prvky jenulová a g je tedy nilpotentní. �

4.13. V ìta (Lieo v a). Nec h » g � gl (n)(V ) je k omplexní øe¹itelná Lieo v a algebra.

P ak existuje sp oleèn ý vlastní v ektor v
0

2 V pro v¹ec hn y X 2 g , tj. Xv
0

= �(X)v
0

pro lineární form u � : g ! C .

4.14. P oznámk a. Ekvivalentní formulace:(1) Ka¾dá ireducibilní reprezentace komplexní øe¹itelné Lieovy algebry g je jed-norozmìrná.(2) Ka¾dá komplexní øe¹itelná Lieova algebra g je izomorfní jisté podalgebøehorních trojúhelníkových matic.Pro reálnou øe¹itelnou g uva¾me v + iw 2 V C { vektor z Lieovy vìty pro kom-plexi�kovanou g C, tedy pro g máme dvourozmìrný invariantní podprostor h v; w i azú¾ení g na h v; w i je abelovské. Zejména odtud plyne, ¾e ireducibilní reprezentacereálné øe¹itelné Lieovy algebry je abelovská a nejvý¹e dvojrozmìrná.Dùkaz Lieovy vìty je opøen o následující lemma.
4.15. Lemma (Dynkin). Nec h » g p ùsobí na V , a � g je ideál, � : a ! C lineární

forma. Nec h » W � V je genero v án sp oleèn ými vlastními v ektory pro zú¾ení ak ce

na a , s vlastní ho dnotou �. P ak W je in v arian tní vzhledem k g .

Dùk az. Vezmìme v 2 W , A 2 a , X 2 g . PakAXv = XAv + [A;X]v = �(A)Xv + �([A;X])v(1) A(X k v) = XAX k � 1 v + [A;X]X k � 1 v:(2)Staèí tedy ukázat, ¾e �([A;X]) = 0.Podprostor U := h v
0

:= v; v
1

:= Xv; : : : ; v
k

:= X k v; : : : i � V je invariantní vùèiX. Uká¾eme, ¾e a U � U . Zøejmì Av
0

= �(A)v
0

2 U . Pøedpokládejme, ¾e prov¹echna A 2 a je A(X k � 1 v) 2 U . Pak XAX k � 1

2 U a [A;X]X k � 1 v 2 U , tedy dle(2) AX k v 2 U . Nyní z (1) a (2) máme, ¾e matice A 2 a v bázi v
0

, v
1

; : : : budehorní trojúhelníková s �(A) na diagonále ) 8 A 2 a je Tr(Aj

U

) = dimU � �(A).Zároveò [A;X] 2 a a Tr[A;X] = 0. Pøi dimU > 0 máme �([A;X]) = 0.
Dùk az 4.13. Provedem indukci pøes dimenzi g . Pro dim g = 0 vìta zøejmì platí.Nech» nyní dim g = n > 0 a pøedpokládejme, ¾e vìta platí pro algebry dimenzemen¹í. Ka¾dý vektorový podprostor v g obsahující g

0 je ideál, tedy v g existujeideál a kodimenze 1. Podle pøedpokladu existuje na V spoleèný vlastní vektorv 2 V pro akci a s vlastní hodnotou � 2 a

� . Dle 4.15 je prostor W v¹ech tìchtovlastních vektorù invariantní vùèi g . Pøedpokládejme, ¾e X
0

2 g , X
0

=2 a . Pak
h X

0

+ a i = g . X
0

W � W , X
0

j

W

má vlastní vektor v
0

(platí nad C , ne nad R ) svlastní hodnotou �
0

2 C . Pro obecný prvek X = A + rX
0

2 g , A 2 a , r 2 C , nynímáme Xv
0

= �(A)v
0

+ r�
0

v
0

. �
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5. Cartano v a-Killi ngo v a forma

5.1. De�nice. Nech» g je Lieova algebra nad K , nech» ' : g ! gl (V ) je reprezen-tace. Zobrazení g � g 3 (X;Y ) 7! Tr('(Y ) � '(X)) 2 K nazýváme stopová formareprezentace ' a znaèíme ji t
'

.Pro ' = ad : g ! gl (V ) mluvíme o Cartanovì-Kil lingovì formì g , struènì bu-deme hovoøit o Killingovì formì. Její hodnotu na X;Y 2 g budeme znaèit (X;Y ),B(X;Y ) nebo h X;Y i . Tato bilineární forma je v¾dy symetrická.
5.2. Lemma. Killingo v a forma na g je in v arian tní pro k a¾dý automor�sm us � :
g ! g a pro k a¾dou deriv aci D : g ! g splò uje B(DX;Y )+B(X;DY ) = 0. Zejména

pro D = ad
X

dostaneme B(Z; [X;Y ]) + B(X; [Z; Y ]) = 0.

Dùk az. Platíad(�(X))(Y ) = [�(X); Y ] = �[X;�� 1 (Y )] = � � ad(X) � �� 1 (Y )B(�(X); �(Y )) = Tr(ad(�(X)) � ad(�(Y )))= Tr(� � ad(X) � �� 1

� � � ad(Y ) � �� 1 )= Tr(� � ad(X) � ad(Y ) � �� 1 ) == Tr(adY � �� 1

� � � adX) = Tr(adX � adY ):Ka¾dá derivace na Lieovì algebøe vznikne skuteèným derivováním "køivky auto-mor�smù". Odtud okam¾itì plyne zbývající tvrzení. �
cvièení!

5.3. Pøíklady. 1. sl (2; C ).Obecný vektor je X = aX
+

+ bH + cX
�

, pro bázové vektory X
�

, X
+

, H, viz. 3.2.Odtudad
X

�

0@ 2b � 2a 0
� c 0 a0 2c � 2b1A (ad

X

)2

�

0@ 4b2 + 2ac � 4ab � 2a2

� 2bc 4ac � 2ab
� 2c2

� 4bc 4b2 + 2ac1Aa tedy dostáváme B(X;X) = Tr(adX � adX) = 8b2 + 8ac.
2. su (2).Zde X = �S

Z

+ �S
Y

+ 
S
X

, viz. 3.2, pøièem¾
su (2) 3 X �

12 � i� � � + i
� + i
 � i� �Dostáváme tedy, ¾e jako prvek v podgrupì sl (2; C ) má X souøadnicea = 1=2(� � + i
); b = 1=2i�; c = 1=2(� + i
)Odtud B(X;X) = 2(� �2

� � 2

� 
 2 ), je tedy zú¾ení B na su (2) negativnì de�nitní.
3. so (3; R ) �= su (2) a tedy vyjde toté¾.
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4. gl (n; K ). Spoètìme (ad
A

)2 :M 7! AM � MA 7! A2 M � 2AMA+MA2 . Budemepracovat s bazí ei

j

v prostoru matic, kdeei

j

= 0BBBB@ 0 � � � 0

.

.

.

� � � 1 � � �

.

.

.

0

" i

� � � 0

1CCCCA  j:Ka¾dá matice je tvaru M = mj

i

ei

j

(vynecháváme znaky pro sumaci) a zobrazení� : M �

7! AM 7! AMA je na bázových vektorech dáno ei

j

7! ak

j

ei

k

7! ak

j

ai

l

el

k

.Odtud Tr� =X
i;j

aj

j

= nTrA; Tr � =X
i;j

aj

j

ai

ia tedy Tr(adA)2 = 2nTr(A2 ) � 2(TrA)2 .
5. Speciální lineární algebry.Pro sl (n; K ) dostaneme zú¾ením Tr(adA)2 = 2nTr(A2 ). V¹imnìme si, ¾e podalge-bra sl (n; K ) je ideál v gl (n; K ), proto je zú¾ení Killingovy formy opravdu Killingovouformou na podalgebøe. Obecnì to tak neplatí! cvièení!

6. Pro libovolnou nilpotentní g je B � 0. (Podle Lieovy vìty jsou ve vhodné bázina g v¹echny operátory ad
X

dány ostøe horní trojúhelníkovou maticí.)
5.4. V ìta (1. Cartano v o kriterium). Lieo v a algebra g je øe¹itelná prá v ì, kdy¾B j

g

0

� 0.Pøipomeòme g

0 = [g ; g ]. Pro dùkaz mù¾eme pøedpokládat K = C , proto¾etriviálnostB i øe¹itelnost zùstávají zachovány pøi komplexi�kaci. Nejprve doká¾emepomocné tvrzení:
5.5. Lemma. Nec h » g � gl (V ) a pro v¹ec hn y X;Y 2 g platí Tr(X � Y ) = 0.

P otom deriv o v aná algebra g

0

je nilp oten tní.

Dùk az. 8 X 2 g platí X = X
s

+X
n

s X
s

diagonalizovatelným a X
n

nilpotentním(Jordanùv kanonický tvar), X
s

X
n

= X
n

X
s

, navíc X
s

, X
n

jsou hodnoty vhodnýchpolynomù v X. Uká¾eme-li, ¾e X
s

= 0 pro v¹echny X 2 g

0 , pak podle Engelovyvìty tím bude tvrzení dokázáno. Polojednoduchá èást X
s

má ve vhodné bázi tvarX
s

= diag(�
1

; : : : ; �
n

) a uva¾ujme také matici �X
s

= diag(��
1

; : : : ; ��
n

). Proto¾eTr( �X
s

X
s

) =P
i

j �
i

j

2 , staèí ukázat, ¾e je tato stopa nulová.Pøedpokládejme nejprve, ¾e ad �X
s

(g ) � g . Jistì existuje polynom P takový, ¾eP (�
i

) = ��
i

, to tedy znamená, ¾e �X
s

= P (X
s

). Jako hodnoty jistých polynomùv té¾e matici X spolu jistì komutují �X
s

a X
n

a tedy �X
s

X
n

je nilpotentní, co¾znamená, ¾e Tr( �X
s

X
n

) = 0. Proto také Tr( �X
s

� X) = P
i

�
i

��
i

. Pøedpokládejme,¾e X 2 g

0 , X =P
k

[A
k

; B
k

]. PoèítejmeTr( �X
s

[A
k

; B
k

]) = Tr( �X
s

A
k

B
k

�

�X
s

B
k

A
k

)= Tr( �X
s

A
k

B
k

) � Tr(A
k

�X
s

B
k

) = Tr([ �X
s

; A
k

]B
k

):
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k

; �X
s

] 2 g , je podle pøedpokladu vìty Tr([A
k

; �X
s

]B
k

) = 0, ale zároveòTr( �X
s

X) =X
k

Tr( �X
s

[A
k

; B
k

]) =X
i

j �
i

j

2co¾ implikuje �X
s

= 0 a to je to, co jsme chtìli dokázat.Zbývá tedy ukázat, ¾e ad �X
s

(g ) � g. PlatíadX = adX
s

+ adX
n

; [adX
s

; adX
n

] = 0:Pøitom adX
n

je nilpotentní a adX
s

(ej

i

) = (�
i

� �
j

)ej

i

. Proto adX = adX
s

+adX
nje opìt Jordanùv rozklad. Dále ad �X

s

je diagonální s vlastními hodnotami (��
i

�

��
j

)u ej

i

a proto je ad �X
s

opìt polynom v adX
s

, proto i v adX. To tedy znamená, ¾e
g je invariantní vùèi ad �X

s

. �

Dùk az v ìt y 5.4. Je-li g øe¹itelná, je její derivovaná algebra nilpotentní a proto jena ní B identicky nulová, viz. pøíklad 5.3.(6).Uva¾me ad : g ! gl (g ), z (g ) := Ker(ad) je centrum g . Dostaneme exaktníposloupnost 0 ! z (g ) ! g ! q ! 0, kde q = g =z (g ), a dobøe de�nované injektivnízobrazení ad: q ! gl (g ). Mù¾eme proto q ztoto¾nit s podalgebrou v gl (g ).Z de�nice plyne, ¾e je-li B � 0 na g

0 , pak (Tr(Y � X) = 0 8 X;Y 2 q

0 ). Podlepøedchozího lematu to znamená, ¾e (q

0 )0 je nilpotentní. Odtud plyne, ¾e q

0 jeøe¹itelná a tedy i q je øe¹itelná. Proto¾e z (g ) je abelovská podalgebra, je takéøe¹itelná. Podle 4.6.(2) je tedy g øe¹itelná. �

5.6. V ìta (2. Cartano v o kriterium). Lieo v a algebra g je p olo jedno duc há prá v ì,

kdy¾ má kladnou dimenzi a Killingo v a forma B je nedegenero v aná.

6

Dùk az. Nedegenerovanost B a polojednoduchost g se zachovávají pøi komplexi�-kaci, mù¾eme tedy pøedpokládat, ¾e g je komplexní. cvièení!(1) Pøedpokládejme, ¾e g není polojednoduchá. Tedy obsahuje nenulový abelovskýideál a (abelovská je toti¾ jistì poslední nenulová derivovaná algebra g

( k ) ). Uva¾me0 6= A 2 a , X 2 g . Pak ad
A

� ad
X

� ad
A

: g ! a ! a ! 0, proto ad
A

� ad
X

jenilpotentní stupnì 2, tedy B(A;X) = 0. Proto¾e X je libovolné, pro indukovanézobrazení B̂ : g ! g

� platí B̂(A) = f 0g � g

� , je tedy B degenerovaná.Je-li B degenerovaná, pak g

? = f X; B(X;Y ) = 0; 8 Y 2 g g 6 = f 0g . Z invariantnostiB, tj. rovnosti B(X; [Y; Z])+B([Y;X]; Z) = 0, vyplývá ¾e g

? je ideál. Proto zú¾eníB j g

? je Killingova forma g

? a proto g

? je øe¹itelný ideál. �

5.7. Dùsledek. Algebra g je p olo jedno duc há ( ) je pøím ý souèet jedno duc h ýc h.

Dùk az. Nech» g je polojednoduchá a a � g nenulový ideál. a

? = f X; B(X;Y ) =0; 8 Y 2 a g . Z invariantnosti B plyne, ¾e a

? je opìt ideál. Pak a \ a

? je ideáls nulovou B, a proto a \ a

? je øe¹itelný, tedy a \ a

? = f 0g . Z toho plyne, ¾edim a +dim a

? = dim g . Navíc [a ; a

? ] � a \ a

? = f 0g , proto g = a � a

? jako Lieovaalgebra. Koneèným poètem krokù získáme rozklad na pøímé souèty.Naopak, Killingova forma pøímého souètu jednoduchých algeber je nedegenero-vaná. �V dùkazu jsme dokázali více:
6

Nedegenero v an ost bilineární form y f : V � V ! K znaèí, ¾e induk o v ané lineární zobrazení

^

f : V ! V

�

je izomor�sm u s.
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5.8. Dùsledek. Ka¾dý p olo jedno duc h ý ideál a � g v lib o v olné algebøe g je

pøím ým sèítancem.
cvièení!

5.9. Dùsledek. Ideály a homomorfní obrazy p olo jedno duc h ýc h algeb er jsou p o-

lo jedno duc hé.

Dùk az. (1) Nech» g je polojednoduchá, tedy g = �

n

i =1

g

i

, kde g

i

jsou jednoduché.Nech» a � g její ideál. Doka¾me implikaci : a \ g

i

6= f 0g ) g

i

� a .Jistì je a \ g

i

ideál v g

i

, ale g

i

je jednoduchá z èeho¾ plyne, ¾e g

i

\ a = g

i

. Aleto znamená, ¾e g

i

� a . Nyní je a = �f g

i

; g

i

� a g .(2) Nech» g = �

n

i =1

g

i

je polojednoduchá a f : g ! f(g ) homomor�smus. Jádro fje ideál, podle pøedchozí èásti dùkazu je proto pøímým souètem nìkterých jednodu-chých sèítancù. Mù¾eme proto rovnou pøedpokládat, ¾e f je prosté. Proto¾e f jehomomor�smus, máme potom f(g ) = �f f(g

i

); f(g

i

) 6= f 0gg . Ker f j g

i

je ideál v g

i

.Proto¾e g

i

je jednoduchá, dostáváme Ker f j g

i

= f 0g a proto f j g

i

je izomor�smus
g

i

, a f(g

i

) je jednoduchá. Celkem jsme ukázali, ¾e f(g ) je souèet jednoduchýchalgeber. �

5.10. Dùsledek. Ka¾dá deriv ace p olo jedno duc hé Lieo vy algebry je vnitøní, tj. je

ro vna adX pro vho dné X 2 g .

Dùk az. Nech» D : g ! g je derivace polojednoduché g . Uva¾me vektorový prostor
g � K D (tj. pøidáme jeden generátor D) a de�nujme[D;D] = 0; [D;X] = � [X;D] = D(X); X 2 ga de�nici závorky uvnitø g ponecháme. Ovìøte, ¾e je takto dobøe de�nována Lie-ova algebra. Z de�nice plyne, ¾e g je v ní polojednoduchý ideál. Proto existuje cvièení!doplòkový ideál, nech» je generován prvkem � Y + D, Y 2 g (musí mít jako vek-torový prostor dimenzi 1). Pak pro v¹echny X 2 g platí [� Y + D;X] = 0, tzn.D(X) = [Y;X]. �

6. Rozlo¾itelnost reprezen tací p olo jedno duc h ýc h algeb er

6.1. Univ erzální obalující algebra U (g ).Buï � : g ! gl (V ) reprezentace. De�nujme roz¹íøení zobrazení � na celou tensoro-vou algebru T (g ) :=L1

i =0




i

g : ~� : T (g )! gl (V ) ;~�(X
k


 X
k � 1


 : : : 
 X
1

) := �(X
k

) � �(X
k � 1

) � : : : � �(X
1

) 2 gl (V )kde 


0

g = K a 


1

g = g . Polo¾me I = hf X 
 Y � Y 
 X � [X;Y ]; X;Y 2 g gioboustranný ideál v T (g ) a de�nujme U (g ) := T (g )=I. Ka¾dé ~� : T (g ) ! gl (V )jednoznaènì urèuje homomor�smus � : U (g ) ! gl (V ). V dal¹ím nebudeme v zápisurozli¹ovat mezi �; ~�; �.Násobení v tenzorové algebøe T (g ) indukuje násobení na U (g ) a dostáváme takasociativní algebru. Násobení v ní budeme znaèit teèkou.7

7

Pùv o dní algebra g je injektivnì vlo¾ena univ erzáln í obalující algebry U( g), kterou lze de�no v at

jak o univ erzáln í ob jekt pro zobrazení g ! A do lib o v olné aso ciativní algebry A , které zobrazuje

zá v orky na k om utátory .
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6.2. Casimirùv op erátor. Nech» g je polojednoduchá, nech» e
i

2 g ; e0

i

2 g jsoubáze duální vzhledem k B, tj. B(e
i

; e0

j

) = �
ij

. KlademeC := dim gX
i =1

e
i

� e0

i

2 U (g ):Prvek C 2 U (g ) nazýváme Casimirùv operátor.8

Lemma. C =P e
i

� e0

i

je v cen tru U (g ) a nezá visí na v olb ì e
i

; e0

i

.

Dùk az. Pro v¹echny X 2 U (g ) platí:X � C = X � (X
i

e
i

� e0

i

) =X
i

X � e
i

� e0

i

=X
i

(e
i

� X � e0

i

+ [X; e
i

] � e
i

) =X
i

(e
i

� e0

i

X + e
i

� [X; e0

i

] + [X; e
i

] � e
i

)Potøebujeme tedy dokázat, ¾e souèet v¹ech (e
i

� [X; e0

i

] + [X; e
i

] � e
i

).De�nujme ' : g 
 g ! gl (V ); '(X 
 Y )(Z) := B(Y; Z) � X:Ka¾dý prvek v jádru ' lze zapsatP
i

X
i


 Y
i

2 Ker' a mù¾eme pøitom pøedpoklá-dat, ¾e vektory X
i

jsou lineárnì nezávislé. Pro takové prvky platíP
i

B(Y
i

; Z) � X
i

=0 pro v¹echna Z a proto B(Y
i

; Z) = 0 pro v¹echna i a Z. Proto Y
i

= 0 a tedy ' jeprosté. Je proto ' izomor�smus vektorových prostorù.Dále '(P
i

e
i


 e0

i

)(Z) =P
i

B(e0

i

; Z) � e
i

= Z, tj. '(P
i

e
i


 e0

i

) = id
g

a proto¾eje ' izomor�smus C nezávisí na volbì e
i

; e0

i

.Spoètìme, ¾e pro ka¾dé Z 2 g je '(ad
Z

X 
 Y )+'(X 
 ad
Z

Y ) = [ad
Z

; '(X 
 Y )]:('(ad
Z

X 
 Y ) + '(X 
 ad
Z

Y ))(A) =B(Y;A) ad
Z

(X) +B(ad
Z

Y;A)X = B(Y;A)[Z;X] +B([Z; Y ]; A)X =[Z;B(Y;A)X] � B(Y; [Z;A])X = ad
Z

(B(Y;A)X) � '(X 
 Y )[Z;A] =ad
Z

('(X 
 Y )(A)) � '(X 
 Y ) ad
Z

A = [ad
Z

; '(X 
 Y )](A):Nyní víme, ¾e ' je izomor�smus a [ad
Z

; id
g

] = 0. Z pøedchozího výpoètu tedyvyplývá, ¾eP
i

((ad
X

e
i

) 
 e0

i

)+e
i


 ad
X

e0

i

) = 0, co¾ je právì po¾adovaná rovnost �Pro libovolné dvì reprezentace Lieovy algebry g na vektorových prostorech V ,W rozumíme homomor�smem ' : V ! W takové lineární zobrazení, které splòuje'(X:v) = X:'(v) pro v¹echny X 2 g . Hovoøíme také o module ch nad g a jejichhomomor�smech.
8

Èasto se jak o Casimirùv op erátor algebry g oznaèuje k a¾dý prv ek cen tra univ erzální obalující

algebry .
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6.3. Sc h uro v o lemma. Je-li ' : V ! V homomor�sm us ireducibilní reprezen tace

algebry g , p otom ' je násob ek iden tit y .

Dùk az. Pøedpokládejme, ¾e g je komplexní algebra. Vezmìme libovolný vlastnívektor v 2 V , tj. '(v) = � � v. Pak jistì podmodul generovaný v je V , tedy ka¾dýprvek z V lze psát jako �(X)(v), pøièem¾ máme '(�(X)(v)) = �(X)('(v)) =� � �(X)(v).Pro reálnou algebru pou¾ijeme proceduru komplexi�kace. �
cvièení!

6.4. Lemma. Buï � : g ! gl (V ) ireducibilní reprezen tace p olo jedno duc hé algebry

g , dimV > 1. P otom Casimirùv op erátor C p ùsobí násob ením nen ulo vým sk alárem.

Dùk az. Pokud � není prosté, pou¾ijeme reprezentaci g = ker�. Pøitom g = ker� jeopìt polojednoduchá (viz. 5.9). Mù¾eme tedy pøedpokládat g � gl (V ). (Provìøte sipodrobnì!) Pak i Casimirùv operátor C lze pova¾ovat za prvek gl (V ). Proto¾e je C
cvièení!v centru obalující algebry, jde o homomor�smus V ! V , proto podle pøedchozíholemmatu pùsobí C násobením skalárem. Spoètìme stopu tohoto homomor�smu:TrC =X

i

Tr(e
i

� e0

i

) =X
i

B(e
i

; e0

i

) = dim g 6= 0: �

6.5. V ìta. Buï � : g ! gl (V ) reprezen tace p olo jedno duc hé algebry g a buïW � V in v arian tní p o dprostor. P otom existuje in v arian tní p o dprostor W 0

� V
tak o vý , ¾e V = W � W 0

.

Dùk az.1) Pøedpokládáme W � V ireducibilní s kodimenzí 1. Akce C zú¾ená na W jenásobení nenulovým skalárem, na V=W ov¹em pùsobí celá g triviálnì (g = g

0 a na1-dimenzionálním V=W pùsobí ka¾dá závorka triviálnì). Odtud V = W � kerC,pøièem¾ kerC je invariantní, proto¾e C je homomor�smus.2) Indukcí pøes dimenzi V doká¾eme pøípad W � V , codimW = 1 (tj. V nemusíbýt ireducibilní): Mìjme 0 6= Z � W invariantní. Pak podle indukèního pøedpo-kladu V=Z = W=Z � Y=Z pro vhodné Y � V invariantní. Nyní Z � Y a Z máv Y kodimenzi 1, tedy podle indukèního pøedpokladu Y = Z � U pro nìjaké Uinvariantní. To ale dává V = W � U .3) Mìjme nyní W � V ireducibilní. De�nujeme � : Hom(V;W ) ! Hom(W;W )jako zú¾ení. Na Hom(V;W ) mù¾eme opìt de�novat akci g pøedpisem: (X')(v) =X('(v)) � '(Xv) pro X 2 g ; ' 2 Hom(V;W ) a v 2 V (tj. uva¾ujeme stan-dardní tenzorový souèin reprezentací). Homomor�smy g -modulù Hom(W;W )gtvoøí 1-rozmìrný podprostor Hom(W;W ), viz. Lemma 6.3. Oznaèíme D podpro-stor �� 1 (Hom(W;W )g ) � Hom(V;W ). Vezmìme podprostor A kodimenze 1 v Dtìch zobrazení, která se v � zobrazí na 0. Proto¾e � je homomor�smus g -modulù,je A invariantní podprostor. Tedy k nìmu podle 2) existuje v D invariantní kom-plement dimenze 1. V nìm zejména existuje  : V ! W takové, ¾e �( ) = id
W

.Pøitom �(X ) = X�( ) = 0, proto¾e jsme opìt na 1-dimenzionálním prostoru. Jetedy  g -ekvivariantní projekce V ! W . Proto V =W � ker a ker invariantnípodprostor. ��
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7. Cartano vy p o dalgebry , v áh y a k oøen yV této kapitole pøedpokládáme v¹echny prostory nad C .
7.1. De�nice. Nilpotentní podalgebra h � g , která je rovna svému normalizá-toru (tj. mno¾inì f X 2 g ; [X;Y ] 2 h pro v¹echny Y 2 h g )9 , se nazývá Cartanova

podalgebr a .
7.2. Buï ' : V ! V homomor�smus vektorových prostorù. Koø enové pr ostoryV

�

; � 2 C , jsou podprostory V de�nované pøedpisem:v 2 V
�

( ) 9 k 2 N : (' � � id
V

)k (v) = 0 :Pro komplexní vektorové prostory v¾dy platí V = L
� 2 CV�

, pøièem¾ V
�

6= f 0g právì,kdy¾ � je vlastní hodnota '. Aplikujeme-li toto tvrzení na komplexní algebru g ahomomor�smus ad
X

: g ! g ; X 2 g , dostáváme
g =M

� 2 C g

�

(X) :
Lemma. Pro �; � 2 C ; X 2 g platí:[g

�

(X); g

�

(X)] � g

� + �

(X):
Zejména pro �; � = 0 to znamená, ¾e g

0

(X) je p o dalgebra g .

Dùk az. Spoèteme-li(ad
X

� (�+ �) id
g

)([Y; Z]) = [X; [Y; Z]] � (� + �)[Y; Z]= [[X;Y ]; Z] + [Y; [X;Z]] � [�Y; Z] � [Y; �Z]= [(ad
X

� � id
g

)Y; Z] + [Y; (ad
X

� � id
g

)Z]snadno vidíme, ¾e dal¹í aplikací (ad
X

� (� + �) id
g

) se budou mocniny u zobrazenív závorkách zvy¹ovat, a tedy se po dostateèném poètu iterací v¹echny závorkyv souètu vynulují. �

7.3. Pro nenulové X 2 g rozepí¹emedet(ad
X

� � id
g

) = (� 1)n �n +D
1

(X)�n � 1 + : : : +D
n � 1

(X)� +D
n

(X) ;pøièem¾ D
n

(X) = det(ad
X

) = 0, nebo» ad
X

X = 0. Oznaème r
0

2 N nejvìt¹í èíslotakové, ¾e 9 X 2 g : D
r

0

(X) 6= 0 (tzn. 8 X 2 g je násobnost vlastní hodnoty 0mor�smu ad
X

alespoò n � r
0

).
9

název o dp o vídá spí¹e terminolog ii grup { je to algebra o dp o vída j ící nejv ìt¹í p o dgrup ì A

obsah ující p o dgrupu B pøíslu¹nou dané p o dalgebøe tak o v é, ¾e B � A je normální p o dgrupa, proto

se tak é nìkdy ho v oøí o ide alizátoru { nejv ìt¹í p o dalgebra v e které je daná ideálem.
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Lemma. Nec h » Y 2 g je tak o v é, ¾e D
r

0

(Y ) 6= 0. P ak h := g

0

(Y ) je Cartano v a

p o dalgebra g .

Dùk az. Podle pøedchozího lemmatu je h podalgebra a zøejmì Y 2 h . Pro v¹echna� 6= 0 je ad
Y

j

g

�

( Y )

: g

�

(Y ) ! g

�

(Y ) a je invertibilní. Navíc g

�

(Y ) je v¾dy h -modul. Díky spojitosti determinantu jistì existuje okolí U prvku Y v h takové,¾e v¹echny jeho prvky pùsobí na g

�

(Y ) invertibilními transformacemi. Souèasnìv¹echna Z 2 U pùsobí na g

0

(Y ) nilpotentnì, proto¾e jinak by násobnost vlastníhodnoty 0 byla pro ad
Z

men¹í ne¾ pro ad
Y

. Pøitom ale nilpotentnost je dánavynulováním jistého algebraického výrazu na h , a tedy z nilpotentnosti pùsobenív¹ech Z z otevøené mno¾iny U � h plyne nilpotentnost pùsobení v¹ech Z 2 h .Podle Engelovy vìty to znamená, ¾e h = g

0

(Y ) je nilpotentní.Mìjme X 2 g

�

(Y ); � 6= 0, takové, ¾e [X;Y ] = � ad
Y

X 2 g

0

(Y ). Pak souèasnìad
Y

X 2 g

�

(Y ), co¾ znamená ad
Y

X = 0, a tedy X = 0. Dostáváme, ¾e h je rovnasvému normalizátoru, dohromady h je Cartanova. �

7.4. Pøíklady.(1) Uva¾ujme g = gl (n; C ), a J nech» je Jordanùv blok øádu kJ = 0B@ a 1 0 � 0

0 a 1 � 0

.

.

.

0 0 0 � a

1CA:Pokud pro matici A platí JA � AJ = 0, pak A má pod diagonálou samé nuly a"dal¹í" diagonály jsou konstantní. Tj. pro matici v Jordanovì kanonickém tvaru cvièení!A = 0BB@ J

1

0 � 0

0 J

2

� 0

.

.

.

0 0 � J s1CCAmáKer ad
A

minimální dimenzi právì tehdy, kdy¾ vlastní hodnoty pøíslu¹né blokùmJ
1

; : : : ; J
s

jsou rùzné. Zvolme pøímo diagonálníY s �
1

; : : : ; �
n

na diagonále, �
i

6= �
jpro i 6= j. Pak g

0

(Y ) tvoøí v¹echny diagonální matice, co¾ je vlastnì abelovskáLieova algebra C

n .(2) Je-li g nilpotentní, potom g = h . (ad
X

je nilpotentní pro v¹echna X, tzn.
g

0

(X) = g ).(3) Nech» g = sl (2; C ). Potom h = C H = C

� 1 00 � 1� � g .(4) V aff (1) je h = C

� 1 00 0�.
7.5. De�nice. Nech» h je libovolná nilpotentní algebra, ' : h ! gl (V ) reprezen-tace. V áhový vektor r epr ezentace ' je v 2 V takový, ¾e pro v¹echny H 2 h platí('(H) � �(H) id

V

)k (v) = 0 pro dostateènì velké k a vhodné � 2 h

� . Lineární forma� se nazývá váha r epr ezentace '.10

10

V lineární algebøe se èastìji p ou¾ív á názvù k oøeno v é v ektory a vlastní ho dnot y neb o vlastní

èísla. V teorii p olo jedno d uc h ýc h algeb er rezervujeme ale p o jem "k oøen" pro sp eciální pøípad.



30 ÈÁST I I. ZÁKLADNÍ ALGEBRAICKÉ VLASTNOSTI LIEO VÝCH ALGEBERVe speciálním pøípadì kdy h � g je Cartanova podalgebra a ' je zú¾ení operátoruad hovoøíme o koø ene ch � 2 h

� algebry g (pøíslu¹ných volbì h ).11

7.6. V ìta. Nec h » h je nilp oten tní, ' : h ! gl (V ) lib o v olná reprezen tace a � 2 h

�

.(1) Mno¾ina V
�

v¹ec h v áho výc h v ektorù pøíslu¹n ýc h � 2 h

�

je v ektoro vý p o d-

prostor.(2) V
�

jsou in v arian tní vzhledem k ' a V = �

� 2 h

� V
�

.(3) Zú¾ení 'j V
�

má jedinou v áh u �.

Dùk az.(1) Podle de�nice je V
�

prùnikem koøenových prostorù zobrazení '(H) pøíslu¹ným�(H) pøes v¹echny H 2 h , tedy V
�

je vektorový podprostor.(2) Staèí ukázat invariantnost ka¾dého koøenového podprostoru R
� ( H )

� V
�

. Nech»v 2 R
� ( H )

, H 0

2 h a pøedpokládejme (ad
H

)k (H 0 ) = 0. Potøebujeme ukázat, ¾e paktaké '(H 0 )(v) 2 R
� ( H )

. Doká¾eme to indukcí pøes potøebný exponent k. Platí('(H) � �(H) id
V

)('(H 0 )(v)) = '(H 0 )('(H) � � id
V

)(v) + '([H;H 0 ])(v):Pro k = 1 je tedy tvrzení zøejmé, proto¾e èlen se závorkou v tomto pøípadì zmizí aiterací akce získáme potøebné.Iterováním pøedchozí rovnosti dostáváme:('(H) � �(H) id
V

)s ('(H 0 )) = '(H 0 )('(H) � � id
V

)s ++ s � 1X
m =0

('(H) � �(H) id
V

)s � m � 1 '([H;H 0 ])('(H) � �(H) id
V

)m :Pøitom ('(H) � �(H) id
V

) má na R
� ( H )

stupeò nilpotentnosti nejvý¹e dimR
� ( H )(viz. Hamiltonova-Caleyova vìta v lin. algebøe). Podle indukèního pøedpokladu jeR

� ( H )

invariantní vzhledem k '([H;H 0 ]), proto¾e (ad
H

)k (H 0 ) = (ad
H

)k � 1 ([H;H 0 ]).Proto pro s > 2 dimR
� ( H )

je('(H) � �(H) id
V

)s ('(H 0 ))(v) = '(H 0 )(0) + 0 = 0:Tím je ukázána invariantnost podprostorù V
�

. Zbývá ukázat, ¾e generují celé V a
�

� 2 h

� V
�

je pøímý:Nech» �
1

; : : : ; �
r

2 h

� jsou váhy, pro nì¾ je V
�

6= 0. Potom existuje H 2 htakové, ¾e �
i

(H) 6= �
j

(H) pro v¹echny i 6= j (rovnost �
i

(H) = �
j

(H) de�nujenadrovinu v h , je tedy pouze tøeba vybrat vektor v h , který nepadne do koneènéhosjednocení nadrovin). Tedy v
i

2 R
�

i

( H )

a proto jsou v
i

nezávislé (viz. elementárnílin. algebra). Indukcí pøes dimenzi V nyní uká¾eme, ¾e váhové prostory generujícelé V . Pro dimV = 0 je to zøejmé. Pøedpokládejme, ¾e to platí pro dimV < ka uva¾me dimV = k. Pøedpokládejme nejprve, ¾e ka¾dé '(H) má právì jednuvlastní hodnotu �(H). Z Lieovy vìty pak vyplývá � 2 h

� a V = V
�

.
11

V e skuteènosti uvidíme, ¾e v rozumn ýc h algebrác h jsou Cartano vy p o dalgebry urèen y a¾ na

vnitøní automor�sm us algebry , v praxi pak zpra vidla uv a¾ujeme jedn u p evnì zv olenou Cartano vu

p o dalgebru.



7. CAR T ANO VY POD ALGEBR Y , V ÁHY A K OØENY 31Pøedpokládejme nakonec, ¾e '(H) má rùzné vlastní hodnoty �
1

(H); : : : ; �
r

(H),r > 1. Pak V = R
�

1

( H )

� � � � � R
�

r

( H )

je rozklad na koøenové prostory. Ukázalijsme, ¾e R
�

i

( H )

jsou invariantní, tj. V je pøímým souètem invariantních podprostorùmen¹í dimenze. Podle indukèního pøedpokladu se ka¾dý z nich rozkládá na pøímýsouèet váhových podprostorù.(3) Uva¾ujme zú¾ení reprezentace ' na V
�

a pøedpokládejme, ¾e � je váha pøíslu¹nánìjakému spoleènému vlastnímu vektoru v 2 V
�

(existuje podle Lieovy vìty). Pakpro ka¾dé H 2 h je ('(H) � �(H) id
V

�

) nilpotentní a '(H) � �(H) id
V

�

má nulovouvlastní hodnotu. Pro ka¾dé v 2 V
�

, H 2 h je ale v 2 R
� ( H )

odpovídajícímu '(H)a proto pøi � 6= � je ('(H) � � id
V

)j R
� ( H )

invertibilní. Ukázali jsme ale, ¾e tentooperátor invertibilní není, proto � = �. �Nyní mù¾eme pøedchozí výsledek aplikovat na reprezentaci ad j

h

Cartanovy po-dalgebry h � g na g . V tomto pøípadì získáme i øadu dal¹ích informací o koøeno-vých prostorech. Pro ka¾dý koøen � oznaèíme g

�

= \

X 2 h

g

�

(X) pøíslu¹ný koøenovýpodprostor v g . Mno¾inu v¹ech nenulových koøenù � 2 h

� budeme znaèit �, prov¹echny koøeny budeme u¾ívat symbol �
0

= � [ f 0g .
7.7. V ìta. Nec h » h � g je Cartano v a p o dalgebra. P otom(1) h = g

0

a g = h �

L
� 2 �

g

�(2) Pro k a¾dé � 2 �, H 2 h má ad
H

j g

�

prá v ì jedn u vlastní ho dnotu �(H)(3) Je-li �; �; �+ � 2 �
0

je [g

�

; g

�

] � g

� + �

, jinak je zá v ork a n ulo v á(4) Jestli¾e �+ � 6= 0, �; � 2 �, je g

�

? g

�

vzhledem k Killingo v ì formì B(5) Pro v¹ec hn y H;H 0

2 h platí B(H;H 0 ) =P
� 2 �

(dim g

�

)�(H)�(H 0 ).

Dùk az. (1): Doká¾me h = g

0

zbytek pak plyne pøímo z pøedchozí vìty. Platí
h � g

0

, proto¾e h je nilpotentní. Uva¾me akci h na faktorovém prostoru g

0

=h .Podle Lieovy vìty buï existuje spoleèný vlastní vektor nebo g

0

=h = 0. Ale v¹echnyvlastní hodnoty jsou 0, tedy pokud g

0

6= h , pak existuje Y 2 g

0

n h takové, ¾e[H;Y ] 2 h pro v¹echna H 2 h , co¾ je spor s de�nicí h . Proto nutnì g

0

=h je triviálnívektorový prostor, tj. g

0

= h .Tvrzení (2),(3) jsou dùsledky pøedchozí vìty a lemmatu 7.2.(4): Podle (3) platí [g

�

; [g

�

; g

�

]] � g

� + � + �

pro v¹echny �; �; � 2 �. Pro pevnáX 2 g

�

, Y 2 g

�

a �+ � 6= 0 je proto operátor adX adY nutnì nilpotentní. OdtudB(X;Y ) = 0.(5): Pro ka¾dý koøenový prostor g

�

umíme podle Lieovy vìty najít bázi, ve kteréjsou matice v¹ech zobrazení ad
H

j

g

�

, H 2 h , horní trojúhelníkové se skaláry �(H)na diagonále. Odtud ov¹emB(H;H 0 ) = X
� 2 �

Tr(adH � adH 0 ) = X
� 2 �

(dim g

�

)�(H)�(H 0 ): �Pro polojednoduché algebry nyní snadno získáme velice silná tvrzení. Zejménasi v¹imnìme komutativnosti Cartanových podalgeber12 , nedegenerovanosti zú¾eníKillingovy formy na Cartanovu podalgebru a skuteènosti, ¾e v¹echny koøenové vek-tory v g jsou ve skuteènosti spoleèné vlastní vektory pro v¹echna zobrazení ad(H),H 2 h .
12

v e skuteènosti je pro p olo jedno du c hé g ekviv alen tn í de�nice Cartano výc h p o dalgeb er jak o

maximálníc h k om utativn íc h diagonalizo v ate ln ý c h p o dalgeb er
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7.8. V ìta. Nec h » g je p olo jedno duc há Lieo v a algebra, h � g její Cartano v a p o-

dalgebra. (1) Je-li H 2 h a �(H) = 0 pro k a¾dé � 2 �, pak H = 0.(2) Koøen y generují celé h

�

, tj. h �i = h

�

.(3) h je ab elo vsk á Lieo v a algebra.(4) Zú¾ení B j h je nedegenero v aná symetric k á forma.(5) Pro k a¾dé H 2 h je ad
H

X = �(H)X pro v¹ec hn y X 2 g

�

.(6) � = � � (tzn. � 2 � , � � 2 �).

Dùk az. (1): Je-li H 2 h a �(H) = 0 pro v¹echna � 2 �, pak pro ka¾dé Y 2 g

�platí B(H;Y ) = � P� 2 �

dim g

�

�(H)�(Y ) = 0 Y 2 h0 Y 2 g

�

; � 2 �viz. 7.7.(4), 7.7.(5). Je tedy B(H;Y ) = 0 pro v¹echna Y 2 g . Pøitom ale B jenedegenerovaná (viz. 5.6) a proto H = 0.(2): Plyne okam¾itì z (1).(3): Na g

�

existuje báze, ve které má ad
H

j g

�

horní trojúhelníkovoumatici (z Lieovyvìty). Pak ka¾dé H 2 [h ; h ] má na g

�

vlastní hodnotu 0. Tato vlastní hodnota jejediná a tedy �(H) = 0 pro ka¾dé �. Proto H = 0.(4): Pro v¹echny koøeny � 2 � je h ? g

�

. Pøitom Killingova forma B polojedno-duché algebry je nedegenerovaná, proto i její zú¾ení na h musí být nedegenerované(pøedstavte si pøíslu¹nou matici formy B!).(5): Nech» H 2 h a adH = (adH)
s

+ (adH)
n

je Jordanùv rozklad. Zú¾ení(adH)
s

j

g

�

je násobení skalárem �(H) a podle 7.7.(3) platí pro X 2 g

�

, Y 2 g

�(adH)
s

([X;Y ]) = (�+ �)(H)([X;Y ]) = [(adH)
s

X;Y ] + [X; (adH)
s

(Y )]:Vidíme, ¾e (adH)
s

je derivace a podle 5.10 proto musí existovat S 2 g takové, ¾e(adH)
s

= adS. Pro v¹echna H 0

2 h je [S;H 0 ] = 0 proto¾e polojednoduchá èástadH pùsobí na ka¾dém g

�

násobením skalárem �(H). Je tedy S v normalizátoru
g

0

= h , tj. v h . Nyní adH � adS = (adH)
n

má na celém g pouze nulové vlastníhodnoty, tj. pro v¹echny � 2 � je �(H � S) = 0 a podle (1) je tedy H = S. Tímjsme ukázali, ¾e nilpotentní èást ka¾dého operátoru adH, H 2 h , je nulová.(6): Pro v¹echna � 6= � � je g

�

? g

�

a Killingova forma B je nedegenerovaná. Proka¾dé � 2 � musí proto být dimenze koøenového podprostoru g

� �

rovna dimenzi
g

�

. �

cvièení!
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P olo jedno duc hé algebryNyní máme pøipraveny v¹echny nástroje pro úplnou popis v¹ech koneènìroz-mìrných (komplexních) polojednoduchých Lieových algeber a jejich ireducibilníchreprezentací. Proto¾e ji¾ víme, ¾e ka¾dá reprezentace takové algebry je úplnì roz-lo¾itelná, mù¾eme tak (implicitnì) získat popsat v¹echny reprezentace. Skuteènìpodrobné provedení klasi�kace je ov¹em technicky zdlouhavé, proto v této èástiji¾ (s vyjímkou kapitoly 8) jen zøídka budeme uvádìt úplné dùkazy v¹ech tvrzení.Budeme se zato sna¾it v¹echna tvrzení demonstrovat na konkrétních pøípadech.
8. Kok oøen y a W eylo v a grupa

8.1. V ìta. Pro k oøeno vý rozklad p olo jedno duc hé Lieo vy algebry g s Cartano v ou

p o dalgebrou h platí(1) Pro v¹ec hn y � 2 � má v ektoro vý p o dprostor [g

�

; g

� �

] dimenzi 1 a zú¾ení� 2 h

�

je na nìm nen ulo v é.(2) Pro k a¾dý k oøen � 2 � existuje prá v ì jedno h
�

2 h tak o v é, ¾e pro v¹ec hnaZ 2 h splò uje Killingo v a forma B(h
�

; Z) = �(Z) a [g

�

; g

� �

] = h h
�

i .(3) Jsou-li X 2 g

�

, Y 2 g

� �

tak o v é, ¾e B(X;Y ) = 1, pak [X;Y ] = h
�

,(4) Pro v¹ec hn y k oøen y � 2 � je dim g

�

= 1 a násob ek t� je nen ulo vým k oøenem

prá v ì, kdy¾ t = � 1.(5) Pro v¹ec hn y X;Y 2 h je B(X;Y ) =P
� 2 �

�(X)�(Y ).

Dùk az. (1): Pøedpokládejme, ¾e X 2 g

�

, Y 2 g

� �

jsou dva komutující prvky.Proto¾e � 6= 0, jsou ad
X

i ad
Y

nilpotentní a tedy i ad
X

� ad
Y

je nilpotentní. ProtoB(X;Y ) = 0. Proto¾e je ale B nedegenerovaná, existují takové prvky X 2 g

�

,Y 2 g

� �

, pro které je [X;Y ] 6= 0. Tím je ukázáno, ¾e dim[g

�

; g

� �

] > 0.Oznaème si nyní g

�

�

:= �

t 2 Zg

� + t�

. Evidentnì je g �

�

invariantní vzhledem kad j

g

�

, ad j

g

� �

. Zejména má tedy smysl uva¾ovat stopu Tr(ad
[ X;Y ]

j

g

�

�

) pro libovolnéX 2 g

�

, Y 2 g

� �

. Proto¾e jde o stopu závorky, musí být nulová. Pøitom ale platíad
Z

X = �(Z)X pro v¹echny X 2 g

�

, Z 2 h , protoTr(ad
Z

j

g

�

�

) = (dim g

�

)�(Z) + q�(Z)pro vhodné q 2 Z . Pokud je pøitom �([X;Y ]) = 0, pak dosazením Z = [X;Y ]dostáváme �(Z) = 0 pro v¹echna Z a v¹echny koøeny �, proto Z = 0. Celkem tedyje [g

�

; g

� �

] \ Ker� = f 0g . Odtud ov¹em dim[g
�

; g
� �

] � 1.(2),(3): Z invariantnosti Killingovy formy dostaneme pro X 2 g

�

, Y 2 g

� �B([X;Y ]; Z) = � B(Y; [X;Z]) = B(Y; [Z;X]) = �(Z)B(Y;X):Vybereme-li tedy X;Y tak, aby B(X;Y ) = 1, je nutnì [X;Y ] = h
�

. Jednoznaènosth
�

plyne okam¾itì z nedegenerovanosti zú¾ení B j

h

, viz. 7.8.(3). Tím jsme dokázaliobì tvrzení.



34 ÈÁST I I I. POLOJEDNODUCHÉ ALGEBR Y(4): Pro v¹echna � 2 � zvolme X
�

2 g

�

, Y
�

2 g

� �

tak, ¾e h
�

= [X
�

; Y
�

]. Platí[h
�

; X
�

] = �(h
�

)X
�

= B(h
�

; h
�

)X
�Oznaème V � g generovaný Y

�

; h
�

; g

t�

pro v¹echna t 2 N . Tento podprostor jezøejmì invariantní vzhledem k ad
X

�

, ad
Y

�

, ad
h

�

. Proto¾e je h
�

závorka dvou prvkùz V , je stopa ad
h

�

j

V

nulová. Pøito zároveòTr ad
h

�

j

V

= �(h
�

)(� 1 + dim g

�

+ 2dim g

2 �

+ : : : )Odtud vyplývá, ¾e dimg
�

= 1 a v¹echny dal¹í násobky � ji¾ nejsou koøeny.(5): Jde o vztah odvozený v 7.7.(5) z dosazenými hodnotami pro dimenze. �

8.2. Kok oøen y. V dùkazu pøedchozí vìty se vyskytly koncepènì dùle¾ité pojmy.Podprostor g

�

�

= �

t 2 Zg

� + t�

, � 6= � �, nazýváme �-ø etízek koø enu �.Komutaèní relace prvkù h
�

, X
�

, Y
�

velice pøipomínají relace mezi generátory
sl (2; C ). Skuteènì, podprostor h X

�

i � h h
�

i � h Y
�

i je podalgebra, a staèí zvolitnásobek H
�

prvku h
�

tak, aby �(H
�

) = B(h
�

;H
�

) = 2, tzn. volímeH
�

= 2B(h
�

; h
�

)h�a získáváme 3-rozmìrnou podalgebru g ( � ) generovanou X
�

, Y
�

, H
�

takovou, ¾elineární zobrazení pøevádìjící tyto generátory na generátory X
+

, X
�

, H algebry
sl (2; C ) je izomor�smus Lieových algeber. Vektory H

�

2 h (jednoznaènì urèené!)nazýváme kokoø eny , vektory h
�

nazýváme koø enové vektory v h , X
�

nazýváme
koø enové prvky v g

�

.Pro pøípad � = � � de�nujeme g

�

�

= g

( � ) .
8.3. Cartano v a èísla. Roli øetízkù g

�

�

nyní mù¾eme pochopit lépe. Jsou toti¾invariantní vùèi akci g ( � ) a ireducibilní (plyne pøímo zde�nice). Proto musí býtizomorfní s nìkterou z reprezentací D
s

algebry sl (2; C ), viz. výsledky kapitoly 3.Pøitom snadno poznáme, která reprezentace to bude, staèí zjistit vlastní hodnotyoperátoru ad
H

�

. Ty ale jsou právì �(H
�

)+2t pro v¹echna t, pro která dim g

� + t�

6=0. Proto¾e dimenze v¹ech g

�

, � 2 �, je 1, plyne z rozboru reprezentací D
s

vkapitole 3, ¾e v �-øetízku koøenu � nabývá t v¹ech celoèíselných hodnot z jistéhointervalu. Oznaème �(H
�

) � 2q nejmen¹í vyskytující se vlastní hodnotu. Potom2q � �(H
�

) =: �(H
�

) + 2p je nejvìt¹í z nich a p; q 2 N , viz. 3.3. Dostáváme odtud�(H
�

) = q � p; g �

�

= �

p

t = � q

g

� + t�

:Zejména jsou tedy v¹echny hodnotya
� �

:= �(H
�

) = q � pcelá èísla, nazýváme je Cartanova èísla polojednoduché algebry g . Dùsledkem od-vozených vztahù a 8.1.(5) je, ¾e hodnoty Killingovy formy na kokoøenech jsou celo-èíselné, tj. B(H
�

;H
�

) 2 Z . Prostøednictvím vektorù h
�

vyjádøíme Cartanova èíslatakto: a
� �

= �(H
�

) = 2 �(h
�

)B(h
�

; h
�

) = 2B(h�

; h
�

)B(h
�

; h
�

) :
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8.4. Reálná Cartano v a algebra. Celá h

� je generována koøeny, proto mno¾inakoøenových vektorù v h , a tedy i mno¾ina kokoøenù, generuje celou komplexníLieovu (abelovskou) algebru h . Oznaème
h

0

= h H
�

;� 2 �i R= h h
�

;� 2 �i Rreálný vektorový podprostor generovaný kokoøeny.
Lemma. Zú¾ení Killingo vy form y B na h

0

je reálná p ozitivnì de�nitní symetric k á

forma a h = (h

0

)C .

Dùk az. B j

h

0

je urèena hodnotami na generátorech a ty jsou dokonce celoèíselné.Navíc je B(H
�

;H
�

) =P

 2 �

(
(H
�

))2 , zbytek tvrzení je proto zøejmý. �Proto¾e je zú¾ení B na celou Cartanovu algebru h nedegenerované, odpovídáreálné Cartanovì podlagebøe h

0

v indukovaném izomor�smu reálný vektorový pod-prostor h

�

0

� h

� . Tento izomor�smus indukuje symetrickou positivnì de�nitní reál-nou formu na h

�

0

. Obì tyto reálné de�nitní formy budeme znaèit stejnì jako obvyklýeuklidovský skalární souèin h ; i . Pomocí tohoto skalárního souèinu mù¾eme snadnovyjádøit Cartanova èísla cvièení!a
� �

= 2 h �; �i

h �; �i

:Zejména si v¹imnìme, ¾e v¹echny koøeny le¾í v reálné èásti h

�

0

.
8.5. V ìta. Mno¾ina � � h

�

0

v¹ec h nen ulo výc h k oøen ù má následující vlastnosti(1) P okud �; � 2 �, pak 2 h � ;� i

h �;� i

je celé èíslo a
� �(2) Pro v¹ec hn y �; � 2 � je tak é � � a

� �

� 2 �(3) Jsou-li �; t� 2 �, pak t = � 1
Dùk az. Z de�nice �-øetízku koøenu � a Cartanových èísel je vidìt, ¾e g

� � a

� �

�

donìj urèitì patøí. Ostatní tvrzení jsou pouze pøeformulováním ji¾ dokázaných. �

8.6. Koøeno v é systém y . O libovolné koneèné mno¾inì � v euklidovském pro-storu øekneme, ¾e je to r e dukovaný koø enový systém , platí-li pro ni v¹echny tøivlastnosti z pøedchozí vìty.De�nièní vlastnosti 8.5.(1)-(3) mù¾eme zformulovat geometriètìji: Nech» V jeeuklidovský prostor. Pro v 2 V de�nujeme zobrazení S
v

V ! V jako re
exi vzhle-dem k nadrovinì h v i

? , tj.S
v

(u) = u � 2:(prùmìt u do h v i ) = u � 2 h u; v i

h v; v i

v:Mù¾eme tedy pøeformulovat první dvì vlastnosti takto(1') Pro v¹echny �; � 2 � je S
�

(�) � � celoèíselný násobek �.(2') Pro v¹echny �; � 2 � je také S
�

(�) 2 �Koneèné mno¾iny v euklidovském prostoru, které splòují pouze první dvì vlast-nosti se nazývají koø enové systémy .13

13

T ìmito a p o dobn ými ob jekt y se matematik o v é ji¾ dá vno zab ýv ali zejména v souvislosti s

krystalogra� c ký mi grupami symetrií.
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8.7. De�nice. Nech» � je redukovaný koøenový systém. Koneèná grupa W izo-metrií generovaná v¹emi re
exemi S
�

, � 2 �, se nazývá Weylova grupa tohotokoøenového systému.Je-li g polojednoduchá Lieova algebra s Cartanovou podalgebrou h , pak Weylovugrupu koøenového systému � � h

�

0

nazýváme Weylovou grupou algebry g .14

8.8. P oznámky. Ji¾ na první pohled by mìl být zøejmý jeden z významùWeylovygrupy. Problém klasi�kace polojednoduchých Lieových algeber je toti¾ podstatnýmzpùsobem zredukován do dvou krokù. Nejprve mù¾eme øe¹it zcela diskrétní problémjak vypadají v¹echny koøenové systémy v euklidovských prostorech { to není pøíli¹tì¾ké, v postatì jde o kombinatorické úvahy. Tím získáme (ve skuteènosti spoèetný)seznam mo¾ností a zbývá ukázat pro které z nich skuteènì existují Lieovy algebrya zda jsou urèeny jednoznaènì (a¾ na izomor�smus) svým koøenovým systémem.K výsledkùm této klasi�kace se vrátíme pozdìji, plné dùkazy nebudeme provádìtvùbec, lze je najít napø. v [FN], [Sa], [Zh].Z praktického hlediska ov¹em mají Weylovy grupy je¹tì daleko vìt¹í význam prostudium reprezentací pøíslu¹ných algeber. V ka¾dé Weylovì grupì je samozøejmìS
�

= S
� �

a pro ka¾dý redukovaný koøenový systém je tedy zapotøebí ke genero-vání Weylovy grupy jen polovina koøenù. Brzy uvidíme, ¾e i pro popis reprezentacínení pøíli¹ vhodné pracovat se v¹emi vahami. Naopak, je potøeba vybrat si jichjen vhodnou èást a potom mù¾eme rozpracovat postup pou¾itý pro studium re-prezentací sl (2; C ) v kapitole 3. I v tomto klasi�kaèním problému hraje Weylovagrupa klíèovou roli, hraje ji i v problému rozkladù tenzorových souèinù, urèovánínásobností a dimenzí reprezentací, atd.Zajímavìj¹í pøíklady koøenových systémù Lieových algeber a jejich Weylovýchgrup uvedeme a¾ v pøí¹tí kapitole. Ji¾ nyní si ale pøipomeòme alespoò nejjednodu¹¹ípøípad { algebru sl (2; C ). Koøeny jsou tam pouze dva, jeden odpovídá koøenovémuprvku X
+

, druhý (opaèný) koøenovému prvku X
�

. Reálná èást h

�

0

je jednoroz-mnìrný euklidovský prostor. Kokoøen je tam právì jeden { H 2 h . Weylova grupatéto algebry je tedy triviální grupa obsahující jediný prvek.
Koøeno vý systém algebry sl(2 ; C )V¹imnìme si nyní, ¾e v tomto koøenovém systému jsme uèinili je¹tì jeden doda-teèný výbìr: zvolili jsme, který z koøenù je "kladný" a který "záporný". Ireducibilníreprezentace pak odpovídaly "spoleèným vlastním vektorùm" pro h (tj. vlastnímvektorùm pro H) s triviální akcí "v¹ech kladných koøenù" (tj. koøenu X

+

). Kupo-divu to zrovna takto bude i obecnì.
9. Jedno duc hé k oøen y a fundamen tální v áh y

9.1. Nejprve chceme rozdìlit koøeny v polojednoduché algebøe g s Cartanovoupodalgebrou h na kladné a záporné. Za tím úèelem mù¾eme zvolit lineární formu
14

Samozøejmì lze uk ázat, ¾e (a¾ na izometrii) je W plnì urèena algebrou g.
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� takovou, ¾e L(�) 6= 0 pro v¹echny koøeny � 2 � a jednodu¹e de�novatkladné a záporné koøeny takto�
+

= f � 2 �; L(�) > 0g ; �
�

= f � 2 �; L(�) < 0g :Pøímo z de�nice je vidìt ¾e ka¾dý koøen je buï kladný nebo záporný. Snadno seovìøí, ¾e
b := h �

M
� 2 �

+

g

�je maximální øe¹itelná podalgebra. Kladné koøeny jsou pak také charakterizovány cvièení!vztahem, ¾e pøíslu¹né koøenové prvky X
�

patøí do b . V¹imnìme si, ¾e je v¾dy stejnìkladných a záporných koøenù, proto¾e � = � �.Maximální øe¹itelná podalgebra b obsahující zvolenou Cartanovu podalgebru hse nazývá Bor elova podalgebr a .15

9.2. Jedno duc hé k oøen y . V dal¹ím budeme stále pøedpokládat, ¾e jsme nìja-kým zpùsobem pevnì zvolili kladné a záporné koøeny. Kladné koøeny, které nejsousouètem dvou kladných koøenù nazýváme je dnoduché koø eny . Kokoøeny odpovída-jící jednoduchým koøenùm se nazývají je dnoduché kokoø eny . Èasto se také pou¾ívánázev pr osté koøeny èi kokoøeny. Proto¾e v¹echny koøeny lineárnì generují (nad R )celou reálnou h

�

0

a jednoduché koøeny generují ostatní, zji¹»ujeme, ¾e jednoduchýchkoøenù je nejménì dim h . Pokud je pro dva rùzné koøeny h �; � i > 0, pak takéa
��

> 0 a proto jsou i � � � a � � � koøeny, viz. 8.3. Jeden z nich musí být kladný,zejména tedy nemohou být � a � oba jednoduché koøeny. Skalární souèin jedno-duchých koøenù je proto v¾dy nekladný. Uva¾me nyní nulovou lineární kombinaciP
i

c
i

�
i

= 0 jednoduchých koøenù. Pøedchozí rovnost mù¾eme pøepsat jako� :=X
j

c
i

j

�
i

j

=X
k

c
i

k

�
i

k

=: �kde v¹echny nenulové koe�cienty jsou kladné. Nyní podle pøedchozího je0 � h �; �i = h �; �i � 0co¾ znamená, ¾e � = � = 0. Pøitom ale je hodnota na¹í formy L de�nující kladné azáporné koøeny na � ostøe kladná, proto¾e jsou v¹echny koe�cienty kladné. Protoodtud vyplývá, ¾e v¹echny koe�cienty c
i

jsou nulové. Celkem jsme dokázali, ¾ejednoduché koøeny tvoøí bázi h

�

0

.Volba poøadí jednoduchých koøenù zadává tzv. lexikogr a�cké uspoø ádání na h

�

0

.Podrobnìji, pro dvì reálné váhy �; � 2 h

�

0

je � > � jestli¾e je první nenulovýkoe�cient ve vyjádøení � � � jako lineárních kombinace jednoduchých koøenù vìt¹íne¾ nula.
15

Èasto se tak é p ostupuje naopak: zv olí se maximální øe¹itelná p o dalgebra b (napø. v¹ec hn y

horní tro júhelník o v é matice v sl( n; C )), v ní nìjak á Cartano v a p o dalgebra (napø. diagonální ma-

tice) a za kladné k oøen y jsou prohlá¹en y t y , jejic h¾ k oøeno v é prvky X � jsou v b.
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L<0

L>0

e^1e^2

e^3
L=0

Koøeno vý systém algebry sl(3 ; C )

9.3. Pøípad g = sl (3; C ). V tomto pøípadì je dimenze h = f (a; b; c) 2 C

3 ; a+ b+c = 0g rovna 2. Uva¾me standardní bázi e1 ; e2 ; e3 v C

3 � , resp. R

3 � . Pak mù¾emetaké psát
h

�

0

= f ae1 + be2 + ce3 ; a+ b+ c = 0gPro Cartanovu podalgebru h diagonálních matic snadno najdeme právì 6 koøenùei

� ej , i 6= j.Volbì Borelovy podalgebry horních trojúhelníkových matic v g obsahující h od-povídají kladné koøeny �
+

= f e1

� e2 ; e2

� e3 ; e1

� e3

ga jednoduché koøeny jsou e1

� e2 , e2

� e3 (tøetí je souètem prvních dvou). Killingovaforma je dána vztahemB(X;X) = 6Tr(X 2 ) (viz. pøíklad 5.3.(5)), odtud B(X;Y ) =6Tr(X:Y ). Je tedy zú¾ení B na h

0

� R

3 a¾ na násobek právì indukovaný skalárnísouèin z R

3 .Re
exe S
e

1

� e

2
2 W we Weylovì grupì zobrazujee1

� e2

7! � (e1

� e2 ) e1

� e3

7! e2

� e3Její akce na libovolnémH = ae1 + be2 + ce3 spoèívá tedy ve výmìnì souøadnic u e1a e2 . Podobnì pro zbylé kladné koøeny dostaneme ve W transpozice odpovídajích cvièení!souøadnic. Celá Weylova grupa je pak izomorfní grupì permutací na 3 prvcích.Stejným postupem zjistíme, ¾e pøi volbì Cartanovy podalgebry h diagonálníchmatic v sl (n; C ) a Borelovì podalgebøe horních trojúhelníkových matic jsou koøenyei

� ej , i 6= j, kladné jsou ty s i < j. Jednoduché koøeny jsou ei

� ei +1 a pøíslu¹néjednoduché kokoøeny jsou H
i

= e
i

� e
i +1

pro 1 � i � n � 1. Z pøíslu¹ného rozkladuna koøenové podprostory g

�

vidíme, ¾e sl (n; C ) je skuteènì polojednoduchá.
cvièení!

9.4. V áh y reprezen tace. Pro dal¹í úvahy nyní zvolme pevnì polojednoduchouLieovu algebru g s Cartanovou podalgebrou h . Zvolme dále pevnì rozklad � =
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e^2

e^3

e^4
e^1

e^1-e^2

e^4-e^2

e^1-e^4

e^2-e^4

e^4-e^1

e^2-e^1

Koøeno vý systém algebry sl(4 ; C )�
+

[ �
�

a poøadí jednoduchých koøenù v h

�

0

. Dále budeme u¾ívat znaèení
n

�

= �

� 2 �

�

g

�

n

+

= �

� 2 �

+

g

�tj. g = n

�

� h � n

+

(souèet tøí vektorových podprostorù, které jsou podalgebry).
V áhou r epr ezentace ' : g ! gl (V ) rozumíme váhu zú¾ené reprezentace 'j

h

, tj.takovou lineární formu � 2 h

� , ¾e existuje spoleèný váhový vektor v 2 V prov¹echny H 2 h , tj. '(H)(v) = �(H):v. Dimenzi podprostoru V
�

v¹ech váhovýchvektorù s vahou � nazýváme násobností váhy �.16V 3. kapitole jsme výsledky o reprezentacích sl (2; C ) odvodili z jednoduchéhovýpoètu akce závorky. Tentý¾ trik mù¾eme zopakovat i obecnì: Nech» je � váha av k ní pøíslu¹ný váhový vektor reprezentace ' a � 2 h

�

0

nech» je koøen. Pak'(H)'(X
�

)(v) � '(X
�

)'(H)(v) = '([H;X
�

])(v) = �(H)'(X
�

)(v)a tedy je '(X
�

)(v) váhovýmvektorem s vahou �+�. Toto jednoduché pozorování jeklíèem k úplnému popisu v¹ech ireducibilních reprezentací. Zaèneme podrobnìj¹ímzkoumáním vlastností vah.
9.5. V ìta. Nec h » ' : g ! gl (V ) je k oneènìrozmìrná ireducibilní reprezen tace

k omplexní p olo jedno duc hé Lieo vy algebry g .(1) Pro k a¾dou v áh u � reprezen tace ' a v¹ec hn y k ok oøen y H
�

platí �(H
�

) 2 Z .(2) Existuje jen k oneènì mnoho v ah reprezen tace ' a V je genero v áno v áho vými

v ektory .(3) Mno¾ina v ah reprezen tace je in v arian tní vùèi ak ci W eylo vy grup y W .(4) Násobnosti m
�

v ah � jsou in v arian tní vùèi ak ci W eylo vy grup y W .

Dùk az. (1): Ka¾dé H
�

je obsa¾eno v podalgebøe g ( � ) izomorfní sl (2; C ), zú¾ení' na g

( � ) je opìt reprezentace a zú¾ení � na H
�

C je její váha. Proto musí být�(H
�

) 2 Z .
16

V uv a¾o v aném pøípadì reprezen tací Cartano vy p o dlagebry jsou v¾dy v¹ec hn y sp oleèné k oøe-

no v é v ektory (viz. de�nice v áh y z 7.5), skuteènì vlastní v ektory . Za c h víli to o dv o díme, ob ecnì to

plyne ihned i z toho, ¾e u p olo jedno duc h ýc h algeb er je Jordan ùv rozklad op erátoru ' ( H ) ro v en

souètu reprezen tac í z Jordano v a rozkladu H , ale H má n ulo v ou nilp oten tní èást.



40 ÈÁST I I I. POLOJEDNODUCHÉ ALGEBR Y(2): Dimenze V je koneèná a váhové vektory odpovídající rùzným vahám jsoulineárnì nezávislé, proto vah mù¾e být jen koneènì mnoho. Pro v¹echny jednoduchékoøeny �
i

jsou '(H
�

i

) diagonalizovatelné a pøitom spolu komutují. Z elementárnílineární algebry je známo, ¾e v takovém pøípadì jsou diagonalizovatelné v¹echnynaráz. V¹echny ostatní koøeny jsou jejich lineární kombinace, tím je tedy tvrzenídokázané.(3): Pøedpokládejme nejprve �(H
�

) > 0. Orbita g

( � ) :v musí být ireducibilníreprezentace sl (2; C ), vektory (X
� �

)k :v jsou buï nezávislé nebo nulové a podle 9.4jsou v¹echny váhovými vektory s vahami � � k�. Pokud by v byl vektor s triviálníakcí X
�

, pak by dimenze této orbity byla právì �(H
�

) + 1 a byla by generovánav¹emi (X
� �

)k :v, k = 0; : : : ; �(H
�

). Obecnì je váha ka¾dého dal¹ího vektoru vtakové posloupnosti v¾dy o dvì men¹í a v¾dy budou vektory v, X
� �

v; : : : ; (X
� �

)r vs r = �(H
�

) nezávislé, viz. 3.3. Zejména tedy existuje váhový vektor s vahou� � �(H
�

)� = S
�

(�). Pro �(H
�

) = 0 je tvrzení zøejmé, pøi �(H
�

) < 0 si staèíuvìdomit, ¾e H
� �

= � H
�

a S
�

= S
� �

.(4): Proto¾e je navíc zobrazení dané iterovanou akcí (X
�

)r na váhovém prostoruV
�

injektivní, splòují násobnosti m
�

� m
S

�

�

. Proto¾e je ale S
�

involutivní, plyneodtud rovnost. �

9.6. Nech» ' : g ! gl (V ) je ireducibilní koneènìrozmìrná reprezentace. Nejvy¹¹í

váha reprezentace ' je nejvìt¹í z vah � této reprezentace ve zvoleném uspoøádánína h

�

0

. V ektor em nejvy¹¹í váhy rozumíme libovolný váhový vektor s nejvy¹¹í vahou.Proto¾e má ' jen koneènì mnoho vah, nejvy¹¹í váha urèitì existuje. Je to právìta váha �, pro kterou �+ � není vahou pro ¾ádné � 2 �
+

. Ekvivalentnì, nejvy¹¹íváhový vektor v 2 V je takový vektor, pro který je n

+

:v = f 0g a '(H) = �(H):vpro v¹echny H 2 h . Stejná de�nice nejvy¹¹í váhy a vektorù nejvy¹¹í váhy má smysli pro libovolné koneènìrozmìrné reprezentace.
9.7. Lemma. Nec h » ' je lib o v olná k oneènìrozmìrná reprezen tace g ! gl (V ) a

nec h » v 2 V je v ektor nejvy¹¹í v áh y . P otom orbita n

�

:v � V je ireducibilní a

in v arian tní p o dprostor lineárnì genero v an ý v a v ektoryv
i

1

:::i

k

= X
�

i

1

:X
�

i

2

: : :X
�

i

k

:v
pro k = 1; 2; : : : .

Dùk az. Je zcela analogický jako v pøípadì g = sl (2; C ) v kapitole 3. �
cvièení!

9.8. V ìta. Nec h » ' : g ! gl (V ) je ireducibilní k oneènìrozmìrná reprezen tace.(1) Existuje prá v ì jedna nejvy¹¹í v áha � reprezen tace '.(2) Pøíslu¹n ý v áho vý v ektor je urèen jednoznaènì a¾ na násob ek a �(H
�

i

) � 0
pro v¹ec hn y prosté k ok oøen y �

i

.(3) V¹ec hn y ostatní v áh y reprezen tace ' jsou pak tv aru � �

P
i

n
i

�
i

. Zejména

se dv ì rùzné v áh y reprezen tace ' mohou li¹it jen o celo èíseln ý násob ek

nìjak ého k oøen u.(4) Dv ì ireducibilní reprezen tace se stejnou nejvy¹¹í v ahou jsou isomorfní.

Dùk az. (1)-(3): Podle pøedchozího existuje ve V vektor v nejvy¹¹í váhy �. Pøí-slu¹ný podprostor musí, díky pøedpokladu ireducibility, být roven celému V a z



9. JEDNODUCHÉ K OØENY A FUND AMENT ÁLN Í V ÁHY 41explicitního výrazu pro generátory v pøedchozím lemmatu vyplývá dokazované tvr-zení o ostatních vahách. Zejména je vidìt, ¾e ¾ádná z nich nemù¾e být rovna �.(4): Uva¾me pøímý souèet reprezentací ' a '0 na vektorových prostorech V aV 0 . Nech» v a v 0 jsou pøíslu¹né (a¾ na násobek jednoznaènì dané) vektory spo-leèné nejvy¹¹í váhy �. Pak je (v; v 0 ) 2 V � V 0 opìt vektorem nejvy¹¹í váhy � aekvivariantní projekce V � V 0

! V zobrazuje (v; v 0 ) 7! v. Pak ov¹em ireducibilnípodprostor W � V � V 0 generovaný (v; v 0 ) je touto projekcí zobrazen na V a jádrotéto projekce je nutnì nulové. Celkem je tedy W isomorfní s V , ale ze stejnýchdùvodù je také isomorfní s V 0 . �

9.9. De�nice. Oznaème �
1

; : : : ; �
k

, k = dim h , v¹echny jednoduché koøeny vezvoleném poøadí a H
1

; : : : ;H
k

odpovídající jednoduché kokoøeny. Váhy � 2 h

�

0splòující �(H
�

) 2 Z , � 2 �, a �(H
i

) � 0 pro v¹echny i = 1; : : : ; k, se nazývají do-

minantní váhy algebry g .17 Dominantní váhy �
i

de�nované vztahem �
i

(H
j

) = �
ij

,tj. formy z duální báze v h

�

0

k bázi z jednoduchých kokoøenù, nazýváme fundamen-

tální váhy .
9.10. Konstruk ce reprezen tací. Pøedpokládejme, ¾e V a W jsou prostory ire-ducibilních reprezentací ' a  s nejvy¹¹ími vahami � a �. Uva¾me tenzorový souèin' 
  : g ! gl (V 
 W )reprezentací ' a  . Jsou-li v 2 V a w 2 W pøíslu¹né vektory nejvy¹¹í váhy aX 2 n

+

, H 2 h pak(' 
  )(X)(v 
 w) = '(X)(v) 
 w + v 
  (X)(w) = 0(' 
  )(H)(v 
 w) = '(H)(v) 
 w + v 
  (H)(w) = (�+ �)(H)(v 
 w):Jde tedy opìt o vektor dominantní nejvy¹¹í váhy v reprezentaèním prostoru, protogeneruje ireducibilní reprezentaci s touto nejvy¹¹í váhou.Celkem vidíme, ¾e pokud se nám podaøí sestrojit ireducibilní reprezentace sfundamentálními váhami, pak ji¾ máme dokázánu existenci a jednoznaènost iredu-cibilních reprezentací se v¹emi dominantními váhami.
9.11. Pøípad g = sl (3; C ).V 9.3 jsme odvodili, ¾e v tomto pøípadì máme dva jednoduché koøeny e1

� e2a e2

� e3 a jednoduché kokoøeny jsou pak e
1

� e
2

a e
2

� e
3

. Pøitom je zú¾eníCartanovy-Killingovy formy na h

�

0

' R

2 a¾ na násobek indukovaný skalární souèinz R

3 a proto jsou formy v duální bázi e1 a e1 + e2 . V tomto pøípadì je snadné najítreprezentace s tìmito nejvy¹¹ími vahami.Uva¾me nejprve standardní reprezentaci na C

3 (tzn. zadanou vlo¾ením sl (3; C ) �

gl (3; C )). Vektor (1; 0; 0) 2 C

3 pak je vlastním vektorem s vahou e1 . Proto¾e jemno¾ina vah invariantní vùèi Weylovì grupì a ta v na¹em pøípadì pùsobí "per-mutacemi indexù", musí být e2 a e3 váhy. Tím ale u¾ máme vyèerpánu dimenzi
17

Èasto se jim øík á algebr aicky dominantní pro o dli¹ení o d p o jm u analyticky dominantních v ah.

V e skuteènosti toti¾ k a¾dá algebraic ky dominan tní v áha urèuje reprezen taci Lieo vy algebry , ale ta

o dp o vídá p ouze reprezen tac i jedno du¹e souvislé Lieo vy grup y s algebrou g. P okud je uv a¾o v aná

Lieo v a grupa G jiná, je zap otøebí silnìj¹í p o¾ada v ek analytic k é dominance.



42 ÈÁST I I I. POLOJEDNODUCHÉ ALGEBR Y3, proto ¾ádné dal¹í u¾ nejsou. Váha e1 je nejvy¹¹í, v
1

= (1; 0; 0) je pøíslu¹nývektor nejvy¹¹í váhy. Najdìte si koøenové prvky, které dají dal¹í dva generátoryv
2

= X
�

:v = (0; 1; 0) a v
3

= X
�

:v = (0; 0; 1) s vahami e2 a e3 .
cvièení!Dále uva¾me prostor C

3

^ C

3

� C

3


 C

3 se zú¾ením tenzorového souèinu stan-dardní reprezentace. Pak vektor v
1

^ v
2

má váhu e1 + e2 . Akcí Weylovy grupyobdr¾íme váhy e1 + e3 a e2 + e3 . Dimenze uva¾ovaného prostoru je 3, více vahtam tedy ji¾ být nemù¾e. V¹imnìme si, ¾e tato reprezentace je izomorfní duálníreprezentaci k pøedchozí, tj. C

3 � : její váhy jsou opaèné (e1 + e2 = � e3 atd.) a takto pøesnì má být, proto¾e z de�nice ('� (X)(v � ))(v) = � v � ('(X)(v)).
e^1

e^2

e^3

0

e^1+e^2

e^2+e^3

e^1+e^3

0

V áh y standardní reprezen tac e C

3

a její duální reprezen taceCelkem tedy vidíme, ¾e existuje bijektivní korespondence mezi dominantnímivahami ae1 + be2 a ireducibilními reprezentacemi. Pøitom dominantní jsou právìlineární kombinace ae1 + be2 s a � b � 0. Navíc víme (alespoò pøibli¾nì) kde tytoreprezentace hledat: v tensorovém souèinu S a � b

C

3


 


b

C

3 � .Uvedeme si je¹tì alespoò dva pøíklady, tenzorové souèiny S 3

C

3 a C

3


 C

3

� .
3e^1

2e^1+e^2

0

V áh y reprezen tací S

3

C

3

a C

3


 C

3 �



9. JEDNODUCHÉ K OØENY A FUND AMENT ÁLN Í V ÁHY 43V prvém pøípadì jde o ireducibilní reprezentaci s nejvy¹¹í vahou 3e1 (zkustepøímo dokázat, jak je tomu pro obecné S k (C

3 )!) a násobnosti v¹ech vah jsou opìt
cvièení!jedna, proto¾e prostor reprezentace je právì desetirozmìrný a z akce Weylovy grupyvyplývá ¾e váhy ve vrcholech trojúhelníku na obrázku nutnì jsou vahami studovanéreprezentace a pak u¾ z teorie plyne, ¾e v¹echny ostatní "opuntíkované" musí býtmezi váhami také (souèet váhových prostorù na pøímce ve smìru jednoho z koøenù� tvoøí irep pøíslu¹né g

( � ) a proto musí vyplnit celý "interval").
cvièení!V druhém pøípadì je situace slo¾itìj¹í, proto¾e prostor lineárních zobrazení jerozlo¾itelný na stopovou a bezestopou èást. Stopová èást odpovídá ireducibilnítriviální reprezentaci C . Bezestopá zobrazení pak tvoøí ireducibilní reprezentaci snejvy¹¹í vahou 2e1 + e2 . To ¾e tam taková váha nutnì musí být vyplývá z toho,¾e v tenzorovém souèinu se nachází souèty v¹ech vah (staèí vzít tensorové souèinypøíslu¹ných váhových vektorù). V na¹em pøípadì tam tedy musí být e1 + (� e3 ) =2e1 + e2 . (Je¹tì lépe: C

3 �

�= C

3

^ C

3 , tedy má nejvy¹¹í váhu e1 + e2 , proto jenyní 2e1 + e2 dokonce nejvy¹¹í vahou.) Stejnou úvahou jako v pøede¹lém pøípadìzjistíme, ¾e tam musí patøit také váha 2e1

� e2 (symetrie vùèi koøenu e1

� e2 ), pakov¹em také nulová váha a váha � e1 + e2 (symetrie vùèi e1

� e3 ), podobnì se ovìøí,¾e i v¹echny ostatní váhy tam patøí. Z toho, co jsme øekli ov¹em je¹tì nevyplývá,¾e v bezestopé èásti by násobnost nulové váhy mìla být tøi. Otázka násobnosti vahje obecnì dosti slo¾itá, v na¹em pøípadì je v¹ak pøímo vidìt, ¾e v celém C

3


 C

3 �jsou tøi nezávislé vektory e
i


 ei , i = 1; 2; 3, s vahou 0. V tomto trojrozmìrnémpodprostoru je potom dvourozmìrný podprostor v bezestopé èásti, jednorozmìrnáje právì stopová èást. Celkem dohromady jsme ji¾ na¹li 9-ti rozmìrný pøímý souèet cvièení!vlastních podprostorù, co¾ je potøebná dimenze. Proto se dal¹í váhy ji¾ nemohouvyskytovat.
9.12. Pøíklad so (5; C ) . Zaènìme nejprve ni¾¹ími dimenzemi. Algebra so (2; C ) �=
C není polojednoduchá, v 3.2 jsme ukázali, ¾e so (3; C ) �= sl (2; C ).Cartanova podalgebra so (4; C ) je dvourozmìrná, jde o matice tvaru0B@ a 0 0 00 b 0 00 0 � a 00 0 0 � b1CA :Najdeme zde ètyøi koøeny e1 + e2 , e1

� e2 , � e1 + e2 a � e1

� e2 , èím¾ vyèerpámedimenzi 6 této algebry. Koøeny tvoøí dvì na sebe kolmé pøímky procházející po-èátkem. Díky kolmosti dostáváme výsledek, ¾e algebru lze rozlo¾it na pøímý souèetdvou podalgeber isomorfních s sl (2; C ).Koneènì Lieova algebra so (5; C ) má Cartanovu podalgebru isomorfní Cartanovìpodalgebøe so (4; C ): 0BBB@ a 0 0 0 00 b 0 0 00 0 � a 0 00 0 0 � b 00 0 0 0 01CCCAMá proto tyté¾ koøeny, díky nové dimenzi pøibývají dal¹í e1 , e2 , � e1 a � e2 . Mámetedy celkem osm koøenù, spolu s dimenzí Cartanovy podalgebry dostáváme u¾ di-menzi deset, tedy ¾ádné dal¹í koøeny neexistují. Za kladné koøeny lze zvolit napø.
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$e^1-e^2$

$e^1+e^2$$e^2-e^1$

$-e^1-e^2$

Koøeno vý systém algebry so (4 ; C )e1

� e2 , e1 , e1 + e2 a e2 . V tomto pøípadì jsou e1

� e2 a e2 jednoduché. Jimodpovídající kokoøeny jsou e
1

� e
2

a 2e
2

.Zamìøíme se nyní na reprezentace so (5; C ). Fundamentální váhy jsou e1 a 1

2

(e1 +e2 ). V¹echny dominantní váhy jsou pak jejich nezáporné celoèíselné kombinace, le¾ítedy v oblasti úhlu, který spolu obì fundamentální váhy svírají. (Této oblasti seøíká Weylova komor a. )Je snadné ovìøit, ¾e standardní reprezentace so (5; C ), tedy vlo¾ení i : so (5; C ) !

gl (5; C ), má nejvy¹¹í váhu e1 , tedy jednu z fundamentálních. Dal¹í váhy dostanemeakcí Weylovy grupy: e2 , � e1 a � e2 . To v¹ak nestaèí, proto¾e celková dimenze je 5.Je v¹ak zøejmé, ¾e také nulový vektor je váhový v této reprezentaci, pøesto¾e nenív orbitì nejvy¹¹í váhy pro akci Weylovy grupy; tvoøí samostatnou orbitu.
$e^1$

$e^2$

$-e^1$

$-e^2$$e^1-e^2$

$e^1+e^2$$e^2-e^1$

$-e^1-e^2$

$\Delta_-$ $\Delta_+$

$e^1$

$e^2$

$-e^1$

$-e^2$

Weylova

komora

Koøeno vý systém a standardní reprezen tac e so(5 ; C )



9. JEDNODUCHÉ K OØENY A FUND AMENT ÁLN Í V ÁHY 45Zajímavá je druhá antisymetrická tensorová mocnina standardní reprezentace,tedy i ^ i : so (5; C ) ! gl (C

5

^ C

5 ). Jde o reprezentaci s nejvy¹¹í váhou e1 + e2 ,která je isomorfní reprezentaci ad. Váhy jsou toti¾ � e1 , � e2 a � e1

� e2 , k tomunavíc dvojnásobná váha nulová odpovídající Cartanovì podalgebøe.Algebra so (5; C ) má také reprezentaci s nejvy¹¹í váhou 1

2

(e1 + e2 ), tedy toudruhou fundamentální. Jde o speciální typ, kterým se øíká spinové r epr ezentace.

9.13. Charaktery. Formy v h

�

0

vyjádøitelné jako celoèíselné lineární kombinacefundamentálních vah se nazývají celoèíselné váhy . Mno¾inu v¹ech celoèíselných vahbudeme znaèit I a Z I bude znaèit volný modul generovaný prvky I nad Z , tzv.grupový okruh.Aby se odli¹ilo sèítání v I a sèítání v Z I , budeme psát operaci v konstruovanémgrupovém okruhu multiplikativnì. Váhu � 2 I budeme proto zapisovat jako e�v Z I , a souèet vah �+ � 2 I se zapí¹e e�

� e� = e� + �

2 Z I .Formální souèet �
�

= char V (�) = P
� 2I

(dimV
�

)e� nazýváme char akter r epr e-

zentace �, pøièem¾ V (�) je ireducibilní reprezentace s nejvy¹¹í váhou � a V
�

jsouváhové prostory odpovídající jednotlivým vahám. Evidentnì je tato formálnì ne-koneèná suma ve skuteènosti koneèná. Charakter nám tedy formálnì popisuje váhyreprezentace spoleènì s jejich násobnostmi.Nech» ' : g ! gl (V (�)) je reprezentace Lieovy algebry g odpovídající reprezen-taci ' : G ! GL(V (�)) Lieovy grupy G. Máme tedy vztah: '(expX) = exp'(X).Nech» dále g je polojednoduchá s váhami �
1

; �
2

; : : : odpovídajícími váhovým vek-torùm v
1

; v
2

; � � � 2 V (�). V bázi V (�) dané váhovými vektory má ka¾dý ope-rátor '(H) pro H 2 h diagonální tvar s prvky �
r

(H) na diagonále. Operátorexp'(H) má proto také diagonální tvar s prvky exp�
r

(H) na diagonále, prototr'(expH) = P
�

(dimV
�

) exp�(H). Tomuto èíslu se nìkdy øíká charakter repre-zentace ' Lieovy grupy G v bodì expH 2 G. Pøitom prvky Z I lze chápat jakofunkce P
�

m
�

e� : h ! C podle pøedpisu H 7!

P
�

m
�

exp �(H). Zejména tedyplatí, ¾e tr'(expH) = �
�

(H).Tuto konstrukci je¹tì modi�kujme tak, ¾e prvek e�

2 Z I budeme chápat místopùvodního exp �( ) jako funkci exp(2�i�( )), spolu s homomorfním roz¹íøením nacelé Z I . Uva¾ujme tedy funkce tvaru exp � 2�i� pro � 2 I , zú¾ené na h

0

. Jsou tospojité homomor�smy h

0

na jednotkovou kru¾nici s nulovým prvkem 1 2 C . Víme,¾e na kokoøenech jsou v¹echny váhy celoèíselné, proto møí¾ka celoèíselných lineár-ních kombinací kokoøenù T le¾í v jádru zobrazení exp � 2�i�. Je tedy de�novánototo zobrazení na h

0

=T = T , co¾ je isomorfní toru (R =Z )dim h

0 . Charaktery jsounyní u grup de�novány jako komplexní funkce na torech. Dá se ukázat, ¾e okruh
Z I je takto isomorfní okruhu G mo¾ných charakterù polojednoduché grupy G.
9.14. W eylo v a form ule pro c haraktery . Klíèovým výsledkem pro popis vlast-ností reprezentací pomocí seznamu jejich vah je tzv. Weylova formule. Abychom jialepsoò zformulovali, musíme zavést nìkolik pojmù.Oznaème !

1

; !
2

; : : : fundamentální váhy. Celoèíselnou váhu nazveme ostø e do-

minantní , jestli¾e je vyjádøitelná jako lineární kombinace fundamentálních vahs kladnými koe�cienty. Nejmen¹í z ostøe dominantních vah nazýváme nejni¾¹í váha

algebry g , znaèíme ji �. Je tedy � souètem v¹ech fundamentálních vah, nebo takénejmen¹í dominantní váhou uvnitø (ne na okraji) Weylovy komory. Dá se ukázat, ¾e� je zároveò polovinou souètu v¹ech kladných koøenù, tedy � =P!
i

= 1=2P
�

+

�.



46 ÈÁST I I I. POLOJEDNODUCHÉ ALGEBR YPro ka¾dý prvek S Weylovy grupy zavádíme jeho znaménko detS = � 1 podletoho jestli zachovává nebo obrací orientaci (je to opravdu determinant pøíslu¹nélineární isometrie). Ka¾dý takový prvek indukuje operaci na Z I pøedpisem Se� =eS ( � ) . Pro celou Weylovu grupu tak dostáváme operátor P
S 2 W

(det S)S, kterýváze � 2 I pøiøadí prvek P
S 2 W

(detS)(Se� ) =P
S 2 W

(det S)(eS ( � ) ). Tuto operacibudeme znaèit A a nazýváme ji alternující oper átor Weylovy grupy.
V ìta (W eyl). Pro dominan tní v áh u � p olo jedno duc hé algebry g platí:�

�

= A(� + �)=A�Vìta tvrdí, ¾e dìlení A(� + �) prvkem A� v okruhu Z I dopadne beze zbytku,s výsledkem �
�

.V¹imnìme si krásy tohoto tvrzení: Na levé stranì je výraz, který popisuje úplnìváhy obsa¾ené v prostoru reprezentace s nejvy¹¹í vahou �, napravo je výraz, kterýlze relativnì snadno spoèíst a nepotøebujeme k tomu nic, ne¾ obecné znalosti oWeylovì grupì W a nejni¾¹í váhu �.Dùkaz Weylovy formule neuvádíme pro jeho délku, pøesto¾e není pøíli¹ tì¾ký.Tzv. "moderní" dùkaz, který vyu¾ívá vlastností Casimirova a Laplaceova operátoru,je podán v [Sa] i [FH]. Navíc [FH] uvádí pùvodní "klasický" Weylùv dùkaz, jen¾dochází k výsledku s pomocí integrování charakterù (jako komplexních funkcí) nakompaktních grupách.Uká¾eme si fungování Weylovy formule na pøíkladì.
9.15. Pøíklad. Uva¾ujme algebru sl (2; C ) a její reprezentaci s nejvy¹¹í váhou� = me1 = m!

1

pro libovolné m 2 N . V tomto pøípadì máme � = e1 = !
1

aWeylova grupa se skládá pouze ze dvou prvkù, z nich¾ jeden je identita a druhýobrací znaménko. Celkem dostáváme�
�

= A(� + �)A� = e( m +1) !

1

� e� ( m +1) !

1e!

1

� e� !

1

== em!

1 + e( m � 2) !

1 + � � � + e� ( m � 2) !

1 + e� m!

1To pøesnì souhlasí s výsledky kapitoly 3.V dùkazu Weylovy formule, ale i v dùkazu následujícího jejího dùsledku, seuplatòuje toto lemma.
Lemma. Pro nejni¾¹í v áh u � platí:A� = Y

� 2 �

+

(e�= 2

� e� �= 2 ) = e�

Y
� 2 �

+

(1 � e� � ) = e� �

Y
� 2 �

+

(e�

� 1)
Dùk az. Je zøejmé, ¾e v¹echny tøi výrazy se vzájemnì sobì rovnají, staèí tedyukázat, ¾e jeden z nich je roven A�. K tomu je tøeba (snadno dokazatelné) pozo-rování, ¾e prvky A� jsou antisymetrické vzhledem k W (tedy S � A� = det S � A�pro v¹echny S 2 W ), a dále ¾e v¹echny takové antisymetrické prvky v Z I tvoøípodokruh generovaný výrazy tvaru A� pro ostøe dominantní váhy �.



9. JEDNODUCHÉ K OØENY A FUND AMENT ÁLN Í V ÁHY 47Proto¾e parita prvku Weylovy grupy S 2 W je shodná s paritou poètu kladnýchkoøenù, které jsou akcí S zobrazeny na záporné koøeny, je první ze tøí výrazù tvr-zení lemmatu antisymetrický. Druhý výraz evidentnì obsahuje sèítanec e� , a dal¹ísèítance tvaru e� �

P

� pro nìjaké kladné koøeny �. Proto jsou v¹echny tyto sèítancemen¹í ne¾ �, a nemohou být ostøe dominantní, jeliko¾ � je nejmen¹í taková váha.Jako antisymetrický prvek Z I je tvaruPm
�

A� pro ostøe dominantní váhy �, mù¾ev¹ak takto obsahovat jediný prvek tohoto tvaru, a to A�. �

9.16. Dùsledek (W eylo v a form ule pro dimenzi).dimV (�) = Q
� 2 �

+

h � + �; �iQ
� 2 �

+

h �; �iNe¾ se pustíme do dùkau, demonstrujeme tuto formuli na standardní reprezentaci
so (5; C ) z pøíkladu 9.12. Ta mìla nejvy¹¹í váhu � = e1 , nejni¾¹í váha algebry je� = 1

2

(3e1 + e2 ). Dostáváme
h �; e1

i = 32 h �; e1

i = 1
h �; e2

i = 12 h �; e2

i = 0
h �; e1 + e2

i = 2 h �; e1 + e2

i = 1
h �; e1

� e2

i = 1 h �; e1

� e2

i = 1dimV (�) = 5

2

�

1

2

� 3 � 2
3

2

�

1

2

� 2 � 1 = 5a to je správný výsledek.
Dùk az. Dimenzi reprezentace V (�), která je rovna souètu v¹ech koe�cientù m

�v charakteru �
�

= Pm
�

e� , bychom mohli dostat pomocí homomor�smu Z I do
C takového, který by ka¾dý prvek tvaru e� zobrazil na 1. V tomto pøípadì v¹aknemù¾eme pou¾ít Weylovu formuli, proto¾e obraz A� by byl nulový.Pou¾ijeme tedy jinou konstrukci. Zavedeme homomor�smus j � 	 : Z I ! Cjdoucí pøes okruh mocninných øad:

Z I

	

! C [[t]] j

! CPøitom j bude pouhým výbìrem konstantního èlenu mocninné øady. 	 de�nujemepomocí sady homomor�smù 	
�

pro ka¾dou váhu � 2 I :	
�

: Z I ! C [[t]] e�

7! exp(h �; � i � t) = eh �;� i� t ;kde poslední výraz ex znaèí exponenciální funkci na C . Rozvinutím øad pro ex-ponenciální funkci dostaneme ovìøení, ¾e konstantní èlen 	
�

(�
�

) pro ka¾dé � jeopravdu dimenzí reprezentace V (�).
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�

(A�) = 	
�

(A�). Skuteènì	
�

(A�) = X
S 2 W

(det S)eh �;S ( � ) i� t = X
S 2 W

(det S)eh S

� 1

( � ) ;� i� t= X
S 2 W

(det S)eh S ( � ) ;� i� t = 	
�

(A�)Klademe 	 = 	
�

a máme	(A�) = 	
�

(A�) = 	
�

(A�) = Y
� 2 �

+

(eh �;� i� t= 2

� e�h �;� i� t= 2 )=  Y
� 2 �

+

h �; �i

!t#�

+ + èleny vy¹¹ího stupnì v t,kde #�
+

je poèet kladných koøenù. Odsud po vydìlení dostáváme	(�
�

) = 	(A(� + �))=	(A�)= Q
� 2 �

+

h � + �; �iQ
� 2 �

+

h �; �i

+ èleny kladného stupnì v t.
�

9.17. Weylova formule má dal¹í dùsledky. Uvedeme alespoò nìkteré z nich.Zavedeme tzv. dìlící funkci na mno¾inì I takto: P (�) je poèet zpùsobù, jak lzeváhu � rozepsat na celoèíselný souèet kladných koøenù. Zøejmì je P (�) = 0 prováhy, které nejsou kladné (mimo nulové váhy) a P (0) = 1.
Dùsledek (Kostan to v a form ule). Násobnost m

�

v áh y � jem
�

= X
S 2 W

det S � P (S(� + �) � � � �):
Dùk az. Proto¾e 1=(1 � e� � ) = 1 + e� � + e� 2 � + : : : , dostáváme (Q

� 2 �

+

(1 �e� � ))� 1 = P
I

P (�)e� � . (Nekoneèné øady tohoto typu lze násobit díky jejichspeciálním vlastnostem, které neuvádíme, viz napø. [Sa].)Díky lemmatu 9.15 lze Weylovu formuli pro charaktery zapsat�
�

= A(� + �)e� � = Y
� 2 �

+

(1 � e� � ):Po dosazení máme�
�

=Xm
�

e� =  X
S 2 W

det S � eS ( � + � ) � �

!
�

 X
� 2I

P (�)e� �

!:Roznásobíme-li výraz napravo, vidíme, ¾e pøíspìvek pro m
�

(� je pevné) dostanemepro taková �, pro nì¾ S(� + �) � � � � = �. Odtud ji¾ plyne tvrzení. �Tento výsledek je v¹ak velmi nepraktický, proto¾e funkce P se nedá snadnovyèíslit. Existují v¹ak formule, jejich¾ algoritmizace je mnohem snadnìj¹í.Pro celoèíselné lineární formy � zavádíme funkci "(�) = "
�

= det T , jestli¾eexistuje prvek Weylovy grupy T takový, ¾e � = T (� + �) � �, a "
�

= 0, jestli¾etakový prvek neexistuje. Zobrazení � 7! T (� + �) � � se nazývá posunutá akcegrupy W s poèátkem � �, èasto také a�nní akce.
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Dùsledek (Klim yk o v a form ule). Násobnost m
�

v áh y � jem
�

= "
�

�

X
16 = S 2 W

detS � m
� + � � S ( � )

;
prv ek 1 2 W znaèí jednotku grup y W .

Dùk az. Pøepí¹eme Weylovu formuli naPm
�

e�

�

�P
W

det S � eS ( � )

� =P
W

detT �eT ( � + � ) . Budeme upravovat levou stranu na P
W

�P
� 2I

det S � m
�

e� eS ( � )

�, co¾se rovná P
W

�P
� 2I

det S � m
S ( � )

eS ( � + � )

�, proto¾e pokud � probíhá celé I , pakS(�) probíhá také celé I pro pevné S 2 W . Dále pro ka¾dé S zavedeme � výrazemS(� + �) = � + �, a � probíhá v tomto pøípadì také celé I . Dostáváme tak levoustranu jako P
W

�P
� 2I

detS � m
� + � � S ( � )

e� + �

�, co¾ je rovno P
� 2I

�P
W

detS �m
� + � � S ( � )

�e� + � . Porovnáme-li tento výsledek s pravou stranou vý¹e uvedené Wey-lovy formule, vidíme, ¾e koe�cient u e� + � je roven detT , pokud � + � = T (� + �)pro nìjaké (v tomto pøípadì jediné) T , jinak je tento koe�cient nulový. To je v¹akprávì hodnota "
�

.Celkem mámem
�

+P
16 = S 2 W

detS � m
� + � � S ( � )

= "
�

, co¾ jsme chtìli ukázat. �Klimykova formule umno¾òuje induktivní výpoèet násobností jednotlivých vah.V¹imnìme si, ¾e � � S(�) je pro ka¾dé S nenulové dominantní (tedy nenulovoulineární kombinací kladných koøenù s nezápornými celoèíselnými koe�cienty). Pronásobnost m
�

proto dostáváme vyjádøení s pomocí násobností vah vy¹¹ích ne¾ �,plus výraz "
�

, který vy¾aduje test pøes celou Weylovu grupu. Zaèneme-li tedypoèítat násobnosti vah od m
�

= 1, mù¾eme brát váhy dále sestupnì a spoèítat takv¹echny násobnosti, a¾ dorazíme k po¾adované váze �. Efektivitu tohoto algoritmusni¾uje pozorování, ¾e díky faktoru detS se mnoho násobností v koneèné sumì pro� vzájemnì odeète, a jejich pøíspìvek byl tedy spoèítán zbyteènì.
9.18. T enzoro v é souèin y reprezen tací. Vezmìme dvì ireducibilní reprezentace' a  s nejvy¹¹ími váhami �0 a �00 . Jak jsme ukázali v 9.10, reprezentace ' 
  má nejvy¹¹í váhu �0 + �00 . Tuto úvahu lze zobecnit: Nech» � (resp. �) je váhareprezentace ' (resp.  ) s násobností m0

�

(resp. m00

�

) a váhovým prostorem V
�(resp. W

�

). (Máme tedy v charakteru �
�

0 sèítanec m0

�

e� a v charakteru �
�

00sèítanec m00

�

e� .) Pro vektory v 2 V
�

a w 2 W
�

platí: '(H)(v) = �(H) � v a (H)(w) = �(H) � w. Tedy(' 
  )(H)(v 
 w) = '(H)(v) 
 w + v 
  (H)(w) = (�+ �)(H) � v 
 w:Prostor V
�


 W
�

, který je prvky tvaru v 
 w lineárnì generován, je tedy váhovýmprostorem reprezentace ' 
  dimenze m0

�

� m00

�

pro váhu � + �. Pøímým souè-tem tìchto váhových prostorù je ji¾ celý vektorový prostor V 
 W , na kterém sereprezentace ' 
  realizuje. V charakteru reprezentace ' 
  (která nemusí býtireducibilní) se proto vyskytují právì sèítance m0

�

m00

�

e� + � = (m0

�

e� ) � (m0 0

�

e� ), co¾znamená, ¾e charakter reprezentace ' 
  je �
�

0

� �
�

00 .Reprezentace ' 
  není obecnì ireducibilní, musí v¹ak být rozlo¾itelná na pøímýsouèet ireducibilních reprezentací. Proto �
�

0

� �
�

00 = P
�

n
�

�
�

, kde suma probíhádominantní váhy a n
�

je násobnost ireducibilní reprezentace s nejvy¹¹í váhou �v reprezentaci ' 
  . Budeme hledat koe�cienty n
�

. Z technických dùvodù polo¾ímen
�

= 0 také pro nedominantní váhy �.
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V ìta (Stein bergo v a form ule). Pro k a¾dou dominan tní v áh u � platí:n
�

= X
S;T 2 W

detST � P (S(�0 + �) + T (�00 + �) � � � 2�)
( P je dìlící funk ce p opsaná vý¹e.)

Dùk az. Aplikací Weylovy formule dostáváme vyjádøení �
�

0

� A
�

0 0

+ �

=Pn
�

A
� + �

.Pou¾ijeme de�nice charakteru a alternujícího operátoru: X
�

m0

�

� e�

!
�

 X
T

det T � eT ( �

00

+ � )

! =X
�;U

n
�

detUeU ( � + � ) :Za m0

�

dosadíme z Konstantovy formule (9.17) výrazP
S

det S � P (S(�0 +�) � � � �):X
�;S;T

det ST � P (S(�0 + �) � � � �) � eT ( �

00

+ � )+ � =X
�;U

n
�

detU � eU ( � + � ) :Na pravé stranì povolíme sèítání pøes v¹echny váhy �, èím¾ se souèet nezmìní,proto¾e pro nedominantní � je n
�

= 0. Pro pevné U 2 W zavedeme � pøedpisemU (�+�) = �+� a pravou stranu mù¾eme pøepsat naP
� ;U

detUn
U

� 1

( � + � ) � �

� e� + � ,co¾ je rovnoP
� ;U

detUn
U ( � + � ) � �

� e� + � , proto¾e detU = detU � 1 . Na levé stranìprovedeme stejný trik: pro pevné T 2 W zavedeme � tak, aby splòovalo T (�00 +�)+� = �+ �. Levá strana má pak tvarP
� ;S;T

det ST � P (S(�0 + �)+T (�00 + �) �� � 2�) � e� + � .Dále, je-li � dominantní, je �+� ostøe dominantní a pro U 6= 1 není U (�+�) � �dominantní. Je tedy v tomto pøípadì n
U ( � + � ) � �

= 0 a na pravé stranì nám u e� + �zbývá jediný koe�cientu n
�

. To je tedy rovno koe�cientu u � + � na levé stranì,co¾ dává tvrzení vìty. �Steinbergova formule je velmi explicitní, ale bohu¾el ne pøíli¹ praktická. Pou¾íváse zde toti¾ opìt dìlící funkce, která se tì¾ko vyèísluje, a dále se vnoøenì sèítá pøescelou Weylovu grupu.Jiný pøístup k problému poskytuje Brauerùv algoritmus. Ten pøedpokládá, ¾eznáme násobnosti v¹ech vah jedné z obou reprezentací, nech» je to napø. '. Pou¾itímWeylovy formule, podobnì jako vý¹e, dostáváme vztah�Xm0

�

e�

�
� A

�

00

+ �

=Xn
�

A
� + �Na levé stranì tedy násobíme symetrický prvek antisymetrickým, èím¾ dostávámeantisymetrický prvek, jeho¾ vyjádøení s pomocí alternujících operátorù na pravéstranì hledáme.My¹lenka Brauerova algoritmu spoèívá v tom, ¾e pøi výpoètu lze vzít v úvahui èleny s nedominantními váhami, které se li¹í od pøíslu¹ných dominantních pouzeznaménkem. K formulaci budeme potøebovat tomu odpovídající znaèení. Váhu �nazveme singulární, jestli¾e platí h �; �i = 0 pro nìjaký jednoduchý koøen �. Prosingulární � je S

�

(� ) = � , a tedy A
�

= A
S

�

( � )

= det S
�

� A
�

= � A
�

, z èeho¾plyne A
�

= 0. V tomto pøípadì polo¾íme �
�

= 0. Pro regulární váhu � zavádíme�
�

= detS pro takový prvek S Weylovy grupy, ¾e S(� ) je dominantní (takový prvekje v ka¾dém pøípadì jediný). Výrazem [� ] znaèíme dominantní prvek v orbitì váhy� . Je tedy v¾dy A
�

= �
�

A
[ � ]

.
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V ìta (Brauerùv algoritm u s).�0

�

� A
�

00

+ �

=Xm0

�

� �
� + �

00

+ �

� A
[ � + �

0 0

+ � ]

;
pøièem¾ suma na pra v é stranì probíhá v¹ec hn y v áh y � reprezen tace '.

Dùk az. Nech» mno¾ina E obsahuje dvojice tvaru (e� ; e� ) pro v¹echny váhy � re-prezentace ' a v¹echny � z orbity prvku �00 + �. Ka¾dé takové dvojici pøiøadímeèlen m0

�

detS � e�

� e� pro takové S, ¾e � = S(�00 + �). Souèet v¹ech tìchto èlenùdává právì levou stranu dokazovaného vztahu.Na E de�nujeme akci Weylovy grupy pøedpisem S(e� ; e� ) = (Se� ; Se� ). Ka¾dáorbita pak obsahuje jediný prvek tvaru (e� ; e�

00

+ � ), pøièem¾ rùzná � odpovídajírùzným orbitám. Pro ka¾dou orbitu dostáváme souèet èlenù, které jí pøiøadíme:X
S 2 W

m0

S �

� det S � eS �

� eS ( �

00

+ � ) ;kde jsme vyu¾ili toho, ¾e m0

�

= m0

S �

. To je ov¹em právì m0

�

A
� + �

0 0

+ �

, a seètenímpøes �, tedy v¹echny orbity, dostáváme po¾adované. �Tento výsledek existuje také ve formulaci pana Klimyka:
V ìta (Klim yk). Pro dominan tní v áh u �, násobnost n

�

ireducibilní reprezen tace

s nejvy¹¹í v áhou � v tenzoro v ém souèin u ' 
  je ro vna

Pm0

�

� �
� + �

00

+ �

, pøièem¾

se sèítá pøes tak o v é v áh y � reprezen tace ', pro které je [� + �00 + �] = �+ �.

10. Klasi�k ce k omplexníc h p olo jedno duc h ýc h algeb er

10.1. Oznaèíme jednoduché koøeny jako v pøedchozích kapitolách �
1

; : : : ; �
m

, Car-tanova èísla a
ij

= 2 �

h �

i

;�

j

i

h �

j

;�

j

i

. Nech» �
ij

je úhel, který svírají vektory �
i

a �
j

. Pakzøejmì a
ij

� a
j i

= 4 �

h �
i

; �
j

i � h �
j

; �
i

i

h �
j

; �
j

i � h �
i

; �
i

i

= 4 cos2 �
ij

:Zavedeme oznaèení n
ij

= a
ij

� a
j i

a vidíme, ¾e n
ij

mù¾e nabývat hodnot mezi 0 a4. Kdyby v¹ak pro rùzná i a j bylo n
ij

= 4, pak �
ij

= 0, co¾ není mo¾né. Navícvíme, ¾e a
ij

jsou celá èísla, proto n
ij

2 f 0; 1; 2; 3g .
10.2. De�nice. Pro ka¾dý koøenový systém � de�nujeme jeho Dynkinùv dia-

gr am (neorientovaný) jako graf s m vrcholy �
1

; : : : ; �
m

a hranami mezi �
i

a �
js násobností n

ij

.
10.3. Pøíklad sl (3; C ) . Máme dva jednoduché koøeny e1

� e2 a e2

� e3 . DostávámeCartanova èísla a
12

= � 1, a
21

= � 1, tedy n
12

= n
21

= 1. Dostáváme tak Dynkinùvdiagram algebry sl (3; C ): � � .
10.4. P oznámk a. Dynkinùv diagram je souvislý právì tehdy, kdy¾ algebra g jejednoduchá.
Dùk az. Pøedpokládejme, ¾e Dynkinùv diagram algebry g je nesouvislý, mìjme dvìsouvislé komponenty odpovídající rozkladu na koøenové systémy �

1

a �
2

. Víme
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1

a � 2 �
2

je h �; � i = 0. Najdeme rozklad g na pøímýsouèet dvou podalgeber.Cartanovu podalgebru h lze díky kolmosti rozlo¾it na pøímý souèet h = h H
�

:� 2 �
1

i � h H
�

: � 2 �
2

i . Algebru g rozlo¾íme na dva podprostory
g =  h H

�

: � 2 �
1

i �

M
� 2 �

1

g

�

!
�

 
h H

�

: � 2 �
2

i �

M
� 2 �

2

g

�

!;jejich¾ Lieova závorka je nulová, jak uká¾eme.Uva¾me �+ � pro � 2 �
1

a � 2 �
2

: kdyby to byl koøen, patøil by buï �
1

nebo�
2

. Pokud nastane první pøípad, máme 0 = h �+ �; � i = h �; � i + h �; � i = h �; � i ,co¾ je spor s nedegenerovaností Killingovy formy na h . Podobnì to dopadne i propøípad �+ � 2 �
2

. Proto �+ � není koøen, a tedy [X
�

; X
�

] 2 g

� + �

= 0. Zároveò[h
�

; X
�

] = �(h
�

)X
�

= h �; � i � X
�

= 0.Je-li naopak algebra g polojednoduchá, ale není jednoduchá, rozlo¾íme ji napøímý souèet jednoduchých komponent. Nech» jsou tyto komponenty dvì, a to
a � b . Vezmìme dva jednoduché koøeny � algebry a a � algebry b . � roz¹íøíme nacelé g tak, ¾e �(b ) = 0, podobnì pro �. Pøitom � i � zùstávají koøeny g a � ? �,a jinak vzniklé koøeny algebra g nemá. Dynkinùv diagram tedy má dvì souvislékomponenty, jednu odpovídající koøenùm a a druhou koøenùm b . �

10.5. Ka¾dému koneènému neorientovanému grafu s m vrcholy a násobnostmi hrann
ij

pøiøadíme kvadratickou formu Q pøedpisem:Q(x
1

; : : : ; x
m

) = 2 �

X
i

x2

i

�

X
i6 = j

p n
ij

x
i

x
jDruhá suma pøitom probíhá v¹echna i a v¹echna j, která jsou rùzná, proto napø.výraz x

1

x
2

se vyskytuje dvakrát, jednou pro i = 1, j = 2, a podruhé pro i = 2,j = 1.Algebra sl (3; C ) z pøedchozího pøíkladu má formuQ(x
1

; x
2

) = 2x2

1

+2x2

2

� 2x
1

x
2

.
Lemma. Ka¾dý Dynkin ùv diagram jedno duc hé k omplexní Lieo vy algebry zadá v á

p ozitivnì de�nitní form u Q.

Dùk az. Pøímým výpoètem uká¾eme, ¾eQ(x
1

; : : : ; x
m

) = 2 �

*X
i

�
i

x
ip

h �
i

; �
i

i

;X
i

�
i

x
ip

h �
i

; �
i

i

+= 2 �

X
i

x2

i

�

h �
i

; �
i

i

h �
i

; �
i

i

� 2 �

X
i6 = j

x
i

x
j

�

h �
i

; �
j

ip
h �

i

; �
i

i � h �
j

; �
j

i=X
i

2x2

i

�

X
i6 = j

p n
ij

x
i

x
j

�
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10.6 V ìta. Ka¾dý souvislý diagram s násobností hran 1, 2 neb o 3, jeho¾ kv adra-

tic k á forma je p ositivnì de�nitní, je jedním z následujícího seznam u:A : � � � � � � : : : mz }| {
� � � � � � � : : :A

1

A
2

A
3

A
mB : � � � � � : : : mz }| {

� � � � � � � : : :B
2

B
3

B
mD :

� �

�

�

�

�

� � �

�

�

�

�

: : : mz }| {
� � � � � � �

�

�

�

�

: : :D
4

D
5

D
mE : � � �

�

� � � � � �

�

� � � � � � �

�

� �E
6

E
7

E
8F : � � � �F

4G : � �G
2

Dùk az. Kvadratická forma Q má symetrickou matici0B@ 2 �

p n
ij. . .

�

p n
ij

2 1CAZú¾íme-li formu Q na nìjaký podgraf Dynkinova diagramu, zùstane positivnì de�-nitní. Dá se v¹ak snadno ukázat, ¾e pro následující grafy má jejich forma singulárnímatici, tedy se nemohou vyskytnout jako podgrafy Dynkinových diagramù polo-jednoduchých algeber:~A : �

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

� : : :~B : �

�

�

�

� �

�

�

�

�

� � � : : :~C : � � � � � � � : : :~D : �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

: : :~E : � � �

�

�

� �

� � � �

�

� � � � � � � � �

�

� �~F : � � � � �~G : � � �



54 ÈÁST I I I. POLOJEDNODUCHÉ ALGEBR YDiskusí mo¾ných Dynkinových grafù, které neobsahují tyto podgrafy, dostanemesnadno tvrzení vìty. Pøitom v nìkterých øadách zámìrnì nezaèínáme od jednièky,proto¾e máme isomor�smy G
1

�= F
1

�= E
1

�= D
1

�= B
1

�= A
1

, F
2

�= B
2

, E
2

�= A
2

,D
2

�= A
1

� A
1

, F
3

�= B
3

, E
3

�= D
3

�= A
3

, E
4

�= A
4

a E
5

�= D
5

. �

10.7. Pøedchozí vìta ukazuje, jaké jsou mo¾né Dynkinovy diagramy pro jedno-duché Lieovy algebry. Abychom s jejich pomocí tyto algebry úplnì klasi�kovali,zbývají dva kroky:(1) Ukázat, ¾e Dynkinùv diagram identi�kuje Lieovu algebru jednoznaènì a¾na isomor�smus, a(2) ke ka¾dému Dynkinovu diagramu najít jemu odpovídající Lieovu algebru.První podmínka v¹ak zatím není splnìna. U vícenásobných hran toti¾ není zøejmáorientace: pokud n
ij

= 2, mù¾e být a
ij

= � 1 a a
j i

= � 2, nebo naopak. Potom
a

ij

a

j i

= h �

i

;�

i

i

h �

j

;�

j

i

, tedy buï h �
i

; �
i

i < h �
j

; �
j

i , nebo naopak. V pøípadì trojnásobnéhrany to dopadne stejnì. Zorientujeme tedy tyto hrany ¹ipkou, která povede odvìt¹ího koøene k men¹ímu. V pøípadì G
2

ov¹em budou oba zorientované diagramyisomorfní. Dostáváme tedy pouze místo øady diagramù B dvì øady:B : � > � � � > � : : : mz }| {
� � � � � � � > � : : :B

2

B
3

B
mC :

� � < � � � � < � : : : mz }| {
� � � � � � � < � : : :C

3

C
4

C
mPøípad C

2

= � < � je isomorfní diagramu B
2

, proto se v seznamu neuvádí.V pøípadì n
ij

= 1 existuje pouze jediná mo¾nost, a to a
ij

= a
j i

= � 1, není tedynutná ¾ádná orientace hran. Celkem dostáváme orientovaný Dynkinùv diagr am.

18

10.8. Rekonstrukce jednoduché Lieovy algebry z jejího (orientovaného) Dynkinovadiagramu se skládá ze dvou fází: rekonstrukce koøenového systému z Dynkinovadiagramu a rekonstrukce Lieovy algebry z koøenového systému.První èást je snaz¹í. Potøebujeme dostat v¹echny kladné koøeny, záporné pakzískáme okam¾itì. Z Dynkinova diagramu zjistíme v¹echny jednoduché koøeny,vèetnì úhlù mezi nimi a pomìry jejich velikostí. V¹echny kladné koøeny jsou tvaru� = Pm
i

�
i

s nezápornými m
i

. Oznaème Pm
i

jako stupeò koøene � a postu-pujme indukcí vzhledem ke stupni. Koøeny stupnì 1 známe, nebo» jsou to právìjednoduché koøeny. Ve stupni 2 jsou vylouèeny pøípady 2�
i

, tedy pøichází v úvahupouze tvar �
i

+ �
j

. Ten nastane právì tehdy, pokud jsou �
i

a �
j

v Dynkinovìdiagramu spojeny hranou.Dále pøedpokládejme, ¾e ji¾ známe v¹echny koøeny stupnì nejvý¹e m. Vezmìmetedy koøen � = Pm
i

�
i

stupnì právì m a pro ka¾dý jednoduchý koøen � = �
juva¾me, zda je také � + � koøenem. Podívejme se na �-øetízek koøenu �, viz 8.3.Máme koøeny � � q�; : : : ; �; : : : ; � + p�;

18

Nìkterá literatura oznaèuje a¾ ten to orien to v an ý diagram jak o Dynkin ùv, b ez pøívlastku

orien to v an ý .
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� �

. Proto � + � je koøen, právì kdy¾ p > 0, tedyq > a
� �

= 2 h �; �i

h �; �i

=Xm
i

a
�

i

�

:Èíslo q pøitom známe díky tomu, ¾e � � q� musí být kladný koøen, nebo» ka¾dýkoøen se zapí¹e jako kombinace jedoduchých koøenù buï s výhradnì kladnými nebos výhradnì zápornými koe�cienty.Zbývá ukázat, ¾e ka¾dý koøen stupnì m + 1 je tohoto tvaru. Nech» 
 =P r
i

�
imá stupeò m + 1. Díky pozitivní de�nitnosti Killingovy formy je 0 < h 
; 
 i =P r

i

h 
; �
i

i , proto h 
; �
i

i > 0 pro nìjaké r
i

> 0. Z vý¹e uvedené diskuse �-øetízkupro � také vyplývá, ¾e pokud h �; �i > 0, pak q > p a proto � � � musí být takékoøen. V na¹em pøípadì je tedy 
 � �
i

koøen, který musí být kladný, proto¾e r
i

> 0.Je tedy 
 souètem koøenù stupòù m a 1.
10.9. Pøíklad. Vezmìme Dynkinùv diagram 1

� > 2

� (pro názornost zde oznaèu-jeme uzly velikostí pøíslu¹ných koøenù { pozdìji budeme takové znaèeí pou¾ívat propopis vah!). Tedy a
12

= � 3 a a
21

= � 1, proto 4 cos2 � = 3 a cos � = �

p 3=2,z èeho¾ máme úhel mezi �
1

a �
2

: � = 5�=6. Pøitom pomìr velikostí �
1

a �
2

je p 3.Jediným kandidátem na koøen stupnì 2 je �
1

+�
2

, co¾ je opravdu koøen, proto¾etyto dva vrcholy jsou spojeny hranou.Pro stupeò 3 máme dvì mo¾nosti: 2�
1

+ �
2

a �
1

+ 2�
2

. V obou pøípadech je� = �
1

+ �
2

. Pro � = �
1

víme, ¾e � � � = �
2

je koøen, ale � � 2� u¾ není, protoq = 1. Potom a
� �

= a
11

+ a
21

= 2 � 1 = 1 a 2�
1

+ �
2

není koøen. Pro � = �
2

jeopìt q = 1, ale a
� �

= a
12

+a
22

= � 3+2 = � 1 a �
1

+2�
2

je jediný koøen stupnì 3.V pøípadì ètvrtého stupnì jsou opìt dvì mo¾nosti pro jediné � = �
1

+ 2�
2

a� mù¾e být �
1

nebo �
2

. V prvním pøípadì: � � �
1

= 2�
2

není koøen a q = 0,a
� �

= a
11

+ 2a
21

= 0, proto 2�
1

+ 2�
2

není koøen. Pro pøípad � = �
2

je dokonce� � 2� = �
1

koøenem, tedy q = 2 a a
� �

= a
12

+ 2a
22

= 1 a �
1

+ 3�
2

je koøen.Ve stupni 5 najdeme pro � = �
1

+ 3�
2

a � = �
1

hodnoty q = 0 a a
� �

= � 1,z èeho¾ 2�
1

+3�
2

je koøen, zatímco pro � = �
2

je q = 3 a a
� �

= 3 a �
1

+4�
2

koøenemnení. Dále u¾ nenajdeme ¾ádný dal¹í koøen stupnì 6, a tedy známe ji¾ v¹echnykladné koøeny algebry G
2

: �
1

; �
2

; �
1

+�
2

; �
1

+ 2�
2

; �
1

+ 3�
2

; 2�
1

+ 3�
2

. Obrázekznázoròuje celý koøenový systém této algebry, pøitom plné èáry jsou pou¾ity prokladné koøeny a pøeru¹ované pro záporné koøeny.
10.10. Rekonstrukce Lieovy algebry z jejího koøenového systému je uvedena napø.v [Sa]. Klíèem je tzv. Weyl{Cheval leyho normální forma Lieovy algebry. Nech»máme ji¾ vybrány kokoøeny H

�

v Cartanovì podalgebøe. Hledáme doplnìní bázena celou algebru prvky tvaru X
�

a X
� �

takovými, ¾e [X
�

; X
� �

] = H
�

. Mámezde v¹ak jistou volnost: místo X
�

a X
� �

lze vzít c
�

X
�

a c� 1

�

X
� �

pro nenulo-vou konstantu c
�

. V obou pøípadech dostaneme jiný koe�cient N
��

ve vyjádøení[X
�

; X
�

] = N
��

X
� + �

. Weyl{Chevalleyho normální forma normuje tyto koe�cientyna jisté celoèíselné hodnoty a dá se zkonstruovat se znalostí koøenového systémudané Lieovy algebry. Je také tøeba se ujistit, ¾e celý postup je nezávislý na výbìruCartanovy podalgebry; skuteènì platí tvrzení, ¾e výbìrem rùzných Cartanovýchpodalgeber dostáváme automor�smus polojednoduché Lieovy algebry.Výsledkem je pak následující tvrzení:
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$\al_1$

$\al_1+\al_2$ $\al_1+2\al_2$

$\al_1+3\al_2$

$2\al_1+3\al_2$

$\al_2$

Koøeno vý systém algebry G

2

V ìta. Nec h » g

1

a g

2

jsou dv ì p olo jedno duc hé Lieo vy algebry , jejic h¾ k oøeno v é

systém y jsou izomorfní. P ak tak é g

1

a g

2

jsou izomorfní.

10.11. Ke ka¾dému Dynkinovu diagramu navíc existuje odpovídající Lieova al-gebra. Algebry odpovídající øadám A, B, C a D jsou nám u¾ známé pøíkladyz kapitoly 2: sl , so a sp . Pro zbylé diagramy se té¾ dají zkonstruovat speciálníalgebry.Mù¾eme tedy klasi�kovat v¹echny komplexní jednoduché Lieovy algebry:Diagram Algebra Øád DimenzeA
`

sl (`+ 1; C ) ` = 1; 2; : : : `(` + 2)B
`

o (2` + 1; C ) ` = 2; 3; : : : `(2` + 1)C
`

sp (`; C ) ` = 3; 4; : : : `(2` + 1)D
`

o (2`; C ) ` = 4; 5; : : : `(2` � 1)G
2

| 2 14F
4

| 4 52E
6

| 6 78E
7

| 7 133E
8

| 8 248Algebrám A
`

, B
`

, C
`

a D
`

se øíká klasické Lieovy algebry, G
2

, F
4

, E
6

, E
7

a E
8se nazývají výjimeèné Lieovy algebry.

10.12 P oznámk a. Dynkinovy diagramy popisují také vnitøní strukturu jednotli-vých algeber. Mají toti¾ tu pìknou vlastnost, ¾e vlo¾ení Dynkinova diagramu dojiného odpovídá nìjaké podalgebøe. Zvlá¹tì je vidìt, ¾e vlo¾ení A
1

do v¹ech di-agramù odpovídá podalgebrám sl (2; C ), které jsme na¹li v ka¾dé polojednoduchéalgebøe. Navíc symetrie Dynkinových diagramù odpovídají automor�smùm Lie-



11. REÁLNÉ F ORMY 57ových algeber. Napø. v pøípadì D
`

dostáváme automor�smy zámìnou kokoøenùodpovídajících dvìma pravým krajním vrcholùm diagramu.
10.13. Znaèení reprezen tací. Dynkinovy diagramy pomáhají také pøi znaèeníreprezentací. Ka¾dá ireducibilní reprezentace je identi�kována svou nejvy¹¹í váhou,která je nezápornou celoèíselnou lineární kombinací fundamentálních vah. Tytofundamentální váhy lze ztoto¾nit s vrcholy Dynkinova diagramu. Oznaèíme-li tedyka¾dý vrchol celým nezáporným èíslem, lze tak identi�kovat ka¾dou ireducibilníreprezentaci odpovídající algebry. Napø. 1

�

0

� a 0

�

1

� znaèí fundamentální re-prezentace algebry sl (3; C ), nejni¾¹í váha je � = 1

�

1

� . Libovolnou ireducibilníreprezentaci s nejvy¹¹í váhou � = c
1

!
1

+ c
2

!
2

oznaèíme c

1

�

c

2

� .Toto znaèení mù¾e slou¾it také pro libovolné (nejen nejvy¹¹í) váhy reprezentací,pokud u vrcholù Dynkinova diagramu povolíme také záporná celá èísla. S pomocítohoto znaèení lze velmi snadno zjistit obraz dané váhy pøi nìkteré Weylovì re
exi.Spoètìme, jak dopadne obraz nìjaké váhy � = c
1

!
1

+ � � � + c
m

!
m

v re
exi S
�

i

.Víme, ¾e S
�

i

(�) = � � �(H
�

i

) � �
i

, co¾ je ov¹em zøejmì rovno � � c
i

� �
i

. Koøeny �
ilze snadno vyjádøit s pomocí Cartanových èísel a fundamentálních vah: víme, ¾e�

i

(H
�

j

) = a
ij

, proto �
i

=P
j

a
ij

!
j

. Celkem dostáváme S
�

i

(�) = S
�

i

(P
j

c
j

!
j

) =P
j

c
j

!
j

� c
i

�

P
j

a
ij

!
j

. Proto koe�cient c
j

u !
j

pøejde pøi re
exi S
�

i

na c
j

� a
ij

� c
i

.Vidíme tedy, ¾e pøi gra�ckém znázornìní váhy � s pomocí Dynkinova diagramudostáváme jednoduchá pravidla pro Weylovu re
exi podle i-tého koøene: koe�cientyc
j

u vrcholù, které nejsou spojeny v Dynkinovì diagramu hranou s i-tým vrcholem,zùstávají stejné (zde toti¾ a
ij

= 0). Samotný i-tý koe�cient c
i

pøejde na c
i

� a
ii

� c
i

=c
i

� 2c
i

= � c
i

. Je-li j-tý vrchol spojen jednoduchou hranou s i-tým, pak c
j

7! c
j

+c
i

,proto¾e zde a
ij

= � 1. V pøípadì, ¾e z i-tého vede dvojitá (resp. trojitá) hranado j-tého (takto orientovaná), máme c
j

7! c
j

+ 2c
i

(resp. c
j

7! c
j

+ 3c
i

), proto¾ea
ij

= � 2 (resp. a
ij

= � 3). Pokud je orientace obrácená, je opìt c
j

7! c
j

+ c
i

,proto¾e a
ij

= � 1.Tyto výsledky shrneme gra�cky (koøeny pro pøehlednost znaèíme zleva �, � a
): S
�

( a

�

b

�

c

� ) = a + b

�

� b

�

c + b

�S
�

( a

�

b

� > c

� ) = a + b

�

� b

� >c +2 b

�S
�

( a

� > b

� ) = � a

� >b +3 a

�

11. Reálné form y

11.1. De�nice. Reálná Lieova algebra g

0

se nazývá r e álná forma komplexní Lie-ovy algebry g , pokud g je (izomorfní) komplexi�kaci g

0

.
11.2. P oznámk a. Komplexní Lieova algebra mù¾e mít rùzné neizomorfní reálnéformy. Pøíkladem mù¾e být so (2n; C ), její¾ reálné formy so (2n; 0; R ) a so (n; n; R )nejsou izomorfní. Podobnì sl (n; R ) a su (n) jsou rùzné (tedy neizomorfní) reálnéformy sl (n; C ).
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11.3. De�nice. Reálná forma g

0

komplexní Lieovy algebry g se nazývá kompaktníforma, jestli¾e její Killingova forma je negativnì de�nitní.
11.4. Pøíklad. Algebra su (2) z pøíkladu 3.1.(2) je kompaktní formou sl (2; C ).Prvky S

x

, S
y

a S
z

tvoøí bázi a pøímým výpoètem dostaneme
h S

x

; S
x

i = h S
y

; S
y

i = h S
z

; S
z

i = � 2:Pøitom podle 2.8 víme, ¾e su (2) 
 RC

�= sl (2; C ).
11.5. P oznámk a. Význam kompaktních forem spoèívá v tom, ¾e podle výsledkupana Weyla je ka¾dá reálná Lieova grupa s Lieovou algebrou, která je kompaktníformou nìjaké komplexní Lieovy algebry, automaticky kompaktní v topologickémsmyslu. To je velmi u¾iteèné, proto¾e je pak mo¾no integrovat na celé takové Lieovìgrupì.
11.6. V ìta. Ka¾dá k omplexní p olo jedno duc há Lieo v a algebra má k ompaktní

form u.

Dùk az. Jde o explicitní popis reálné formy, o které uká¾eme, ¾e je kompaktní.Bude tøeba vyu¾ít Weyl{Chevalleyho normální formu komplexní polojednoduchéLieovy algebry g .Sestrojme u jako reálný vektorový prostor generovaný prvky iH
�

pro jednoduchékoøeny � a dále prvky U
�

= (X
�

� X
� �

) a V
�

= i(X
�

+ X
� �

) pro � jdoucí pøeskladné koøeny �.Nejprve uká¾eme, ¾e u je reálná forma g , tedy ¾e ka¾dý prvek Y 2 g lze zapsatjako Y
1

+ iY
2

pro Y
1

; Y
2

2 u . Rozepí¹emeY = H +X =X(k
�

+ i`
�

)H
�

+X(y
�

+ iz
�

)X
�

;pøièem¾ první suma jde pøes jednoduché koøeny a druhá pøes v¹echny. Snadnýmvýpoètem zjistíme, ¾e lze pak jednoznaènì psátY = �X `
�

� iH
�

+ X
� 2 �

+

y
�

� y
� �2 � U

�

+ X
� 2 �

+

z
�

+ z
� �2 � V

�

�+i�X � k
�

� iH
�

+ X
� 2 �

+

z
�

� z
� �2 � U

�

+ X
� 2 �

+

y
�

+ y
� �2 � V

�

�:Musíme ovìøit, ¾e u je Lieova algebra, tedy ¾e je uzavøena na operaci závorky. Sku-teènì, [iH
1

; iH
2

] = 0, [iH; U
�

] = �(H)V
�

, [iH; V
�

] = � �(H)U
�

, co¾ v¹e zùstáváv u , proto¾e �(H) jsou reálná èísla pro reálná H. Pro zbylé výpoèty potøebu-jeme konstanty N
�;�

z Weyl{Chevalleyho normální formy, které jsou reálné (do-konce celé) a navíc N
�;�

= � N
� �; � �

. Potom [U
�

; U
�

] = N
�;�

U
� + �

+N
�; � �

U
� � �

,[V
�

; V
�

] = � N
�;�

U
� + �

� N
�; � �

U
� � �

, [U
�

; V
�

] = N
�;�

V
� + �

+N
�; � �

V
� � �

.Zbývá tedy spoèítat hodnotu Killingovy formy h X;X i pro libovolný prvekX 2 u .Nech» X = iH +P r
�

U
�

+P s
�

V
�

pro reálné H a reálná èísla r
�

a s
�

. Potompøímým výpoètem dostáváme
h X;X i = �

X
�

�2 (H) � 4X
�

+

r 2

�

+ s2

�

h �; �i

:Tedy tato forma je negativnì de�nitní a proto u je kompaktní forma g . �
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11.7 P oznámk a. Dá se navíc ukázat, ¾e dvì kompaktní formy jediné jednoduchékomplexní Lieovy algebry jsou izomorfní.
11.8. Jistým zpùsobem opaèným pøípadem kompatní reálné formy je tzv. split

forma .19 Tu dostaneme tak, ¾e reálnou èást Cartanovy algebry h

0

roz¹íøíme o li-neární obal prvkù X
�

, X
� �

Weyl{Chevalleyho normální formy pro v¹echny kladnékoøeny �. Výhodou je, ¾e její (reálné) ireducibilní reprezentace dostaneme z repre-zentací komplexi�kace prostým zú¾ením na reálný vektorový podprostor generovaný
h

0

a X
� �

, pøièem¾ prostorem, na kterém je algebra representována je právì reálnýlineární obal orbity vektoru nejvy¹¹í váhy v pùvodní komplexní reprezentaci.Této reálné formì odpovídají reálné Lieovy grupy, které jsou nekompaktní: Kil-lingova forma má v bázi tvoøené bází h

0

a prvky X
�

+X
� �

, X
�

� X
� �

signaturu(j �
+

j + dim h ; j �
+

j ), proto¾e h H;H i =P�2 (H), h X
�

+X
� �

; X
�

+X
� �

i = 4

h �;� ia h X
�

� X
� �

; X
�

� X
� �

i = �

4

h �;� i

. V pøípadì kompaktní formy máme signaturu(0; dim g ). Dá se ukázat, ¾e signatura Killingovy formy u¾ nemù¾e být vy¹¹í veprospìch pozitivních prvkù, tedy v¹echny reálné formy mají signaturu Killingovyformy mezi tìmito dvìma extrémy.
11.9. Pøíklady. V pøípadì sl (n; C ) je její split forma sl (n; R ). Pro so (2n; C ) mámekompaktní formu so (2n; 0; R ) a split formu so (n; n; R ). Podobnì pro so (2n+ 1; C )je so (n; n + 1; R ) �= so (n + 1; n; R ) její kompaktní formou, zatímco split forma je
so (2n+ 1; 0; R ).

12. Reprezen tace p olo jedno duc h ýc h Lieo výc h grup

Sem p a tøí poznámky o aplika cích teorie Lieo vých algeber v teori i

reprezent a cí Lieo vých gr up { snad pøí¹tì!

19

Je zde p ou¾it p ùv o dní anglic ký termín split pro neznalost o dp o vída jíc ího èesk ého.
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Do datkyNásledující dvì kapitoly obsahují velice struèný pøehled pojmù z diferenciálnígeometrie a multilineární algebry a jejich základních vlastností.
13. Do datek

Hladk é v ariet y

13.1. Hladkou varietou M v prostoru R

n nazýváme podmno¾inu (znaèenou stej-ným písmenem) M � R

n spolu s nejvý¹e spoèetným systémem otevøených pod-mno¾in U
�

� R

n , � 2 A, takových, ¾e(1) otevøené podmno¾iny V
�

:= U
�

\ M pokrývají M(2) jsou dány difeomor�smy '
�

: R

n

! U
�

takové, ¾e '� 1

�

(M ) = f (a; 0) 2

R

n ; a 2 R

m

g pro pevné m 2 N .Èíslo m se nazývá dimenze variety M . Zú¾ená zobrazení  
�

:= '
�

j Rm : R

m

!

R

n

! V
�

se nazývají mapy nebo souø adné systémy na M . Pro dvì rùzné mapy 
�

,  
�

dostáváme difeomor�smus  
�

�  � 1

�

de�novaný na prùniku V
�

\ V
�

, tzv.
tr ansformaci souø adných systémù . Pokrytí M mno¾inami V

�

spolu se zobrazeními 
�

se nazývá atlas .
13.2. De�nice. Nech» M a N jsou hladké variety dimenze m a n. Zobrazeníf : M ! N nazýváme hladké jestli¾e je pro ka¾dou mapu  

�

naM a ka¾dou mapu�
�

na N zobrazení � � 1

�

� f �  
�

: R

m

! R

n hladké.
13.3. Pøíklady.

1. Celý prostor R

n je pro ka¾dou dimenzi n hladkou varietou. Za atlas mù¾eme vzítjedinou mapu idRn : R

n

! R

n . Obecnìji, uka¾te, ¾e ka¾dá otevøená podmno¾ina v
R

n je hladká varieta. cvièení!

2. Jednotková kru¾nice v R

2 je hladká varieta, napø. mù¾eme pou¾ít sférické sou-øadnice v R

2 pro de�nici atlasu. cvièení!

3. Hladká køivka na varietìM � R

n je takové zobrazení c : R ! M , ¾e  � 1

�

� c : R !

R je hladké zobrazení pro ka¾dou mapu na M . Z de�nice je to ale ekvivalentnípo¾adavku, ¾e c je hladké jako¾to zobrazení R ! R

n .
4. Hladká funkce na varietì M � R

n je takové zobrazení f : M ! R , ¾e f � 
�

: R

m

! R je hladké pro ka¾dou mapu  
�

. V¹imnìme si, ¾e obecnì nejsouhladké funkce na M zú¾ením hladkých funkcí na R

n . Napø. jestli¾e v pøíkladu 2vypustíme z kru¾nice jeden bod, jistì obdr¾íme opìt varietu. Promyslete si, jak naní budou vypadat køivky a funkce.20

13.4. T eèné prostory . Prostor R

n berme jako bodový a�nní prostor. Pro ka¾dýbod x 2 R

n de�nujeme teèné vektory k R

n v bodì x jako body pøíslu¹ného vek-torového zamìøení. Vektorový prostor v¹ech teèných vektorù v x znaèíme T
x

R

n .
20

Ob ecnì pro v¹ec hn y hladk é v ariet y platí, ¾e zobrazení mezi nimi je hladk é prá v ì tehdy ,

kdy¾ se s lib o v olnou hladk ou køivk ou a lib o v olnou hladk ou funk cí skládá na hladk é zobrazení z

R

m
! R

n
. Dùk az je v elmi tec hnic ký , patøí do funk cionální analýzy .



13. DOD A TEK HLADKÉ V ARIETY 61Z de�nice je T
x

R

n

' R

n a teèné vektory v x mù¾eme chápat jako vektory deri-vace køivek c : R ! R

n , c(0) = x, v bodì 0. Takový teèný vektor budeme znaèit
@

@ t

��
0

c(t) 2 T
c (0)

R

n .Pro varietu M � R

n a bod x 2 M de�nujeme T
x

M � T
x

R

n jako vektorovýpodprostor vektorù odpovídajících køivkám c : R ! M � R

n . Uka¾te, ¾e jdeopravdu o vektorový podprostor. cvièení!

13.5. T eèné zobrazení. Nech» f : R

m

! R

n je diferencovatelné zobrazení. De�-nujeme T
x

f : T
x

R

m

! T
f ( x )

R

n , T
x

f:X je hodnota diferenciálu f na pøírùstku X 2

R

m , tj. i-tá souøadnice T
x

f:X je P
j

@ f

i

@ x

j

X j , kde X = (X 1 ; : : : ; X m ). Ovìøte, ¾eje-li X = @

@ t

��
0

c(t), pak T
x

f = @

@ t

��
0

(f � c(t)), nezávisle na volbì c.
cvièení!Pro obecné varietyM � R

n a N � R

k de�nujeme pro hladké zobrazení f : M !N a bod x 2 M te èné zobr azení T
x

f tak, ¾e jeho hodnotou na vektoru @

@ t

��
0

c(t) 2T
x

M je vektor @

@ t

��
0

(f � c(t)) 2 T
f ( x )

N . Ovìøte, ¾e je tato de�nice nezávislá navolbì køivky c (mù¾ete pracovat v souøadném okolí bodu x).
cvièení!Zejména, je nyní snadné zkonstruovat z atlasu  

�

pro M atlas pro podmno¾inuTM := [

x 2 M

T
x

M � R

2 n . Staèí pou¾ít teèná zobrazení k '
�

: R

n

! R

n . Získanávarieta, spolu s projekcí �
M

: TM ! M , �
M

( @

@ t

��
0

c) = c(0), se nazývá te èný band lvariety M . Teèná zobrazení T
x

f v jednotlivých bodech x 2 M tvoøí zobrazeníTf : TM ! TN , které je opìt hladké. Doplòte si podrobnosti. cvièení!Pøímo z de�nice hladkosti zobrazení plyne, ¾e kompozice dvou hladkých zob-razení je opìt hladké zobrazení. Nech» jsou tedy f : M ! N a g : N ! P dvìhladká zobrazení. Potom z vìty o derivování slo¾ené funkce okam¾itì plyne, ¾eT
x

(g � f)( @

@ t

��
0

c) = @

@ t

��
0

(g � f � c) = T
f ( x )

g � T
x

f( @

@ t

��
0

c).21

cvièení!

13.6. Souèin y v ariet. Jsou-liM � R

n a N � R

k dvì hladké variety dimenzí m ap, pak na kartézském souèinu jejich nosných mno¾in je de�nována struktura hladkévariety (M � N ) � R

n + k s atlasem obsahujícím 'M

�

� 'N

�

: R

n

� R

k

! R

n

� R

k .Dimenze této variety je m + p.22Ovìøte, ¾e T (M � N ) = TM � TN jako hladká varieta a ¾e teèné zobrazenízachovává souèiny. cvièení!

13.7. P o dv ariet y . Variety jsme de�novali jako podmno¾iny v R

m s jistými vlast-nostmi. Snadným zobecnìním této de�nice získáme pojem podvariety a na¹e pù-vodní de�nice bude de�novat variety jako podvariety ve varietì R

m :
Hladkou podvarietou Q v hladké varietì M nazýváme podmno¾inu (znaèenoustejným písmenem) Q � M takovou, ¾e pro ka¾dý bod x 2 Q existuje souøadnámapa '

x

: R

m

! U
x

variety M taková, ¾e '� 1

x

(U
x

\ Q) = R

k

� R

m , kde R

k jevlo¾eno do R

m pomocí doplnìní nulami.Z de�nice pøímo plyne, ¾e Q je varieta dimenze k a zú¾ená zobrazení  
�

:='
�

j Rk : R

k

! R

m

! U
�

jsou souøadné mapy variety Q. Zejména tak opìt získámenejvý¹e spoèetný atlas
13.8. Vlo¾ené p o dv ariet y . Èasto se setkáváme také s podmno¾inami ve varie-tách, které jsou velmi blízké podvarietám, podvariety ve smyslu pøedchozí de�nice

21

Celk em lze ob dr¾ené p oznatky shrnout do tvrzení, ¾e jsme zk onstruo v al i funktor T de�no v an ý

na k ategorii hladkýc h v ariet a hladkýc h zobrazení, který v arietì M pøiøazuje její teèn ý bandl T M

a hladk ém u zobrazení f pøíslu¹né teèné zobrazení T f

22

Jde opra vdu o souèin v e sm yslu k ategorií.



62 DOD A TKYto v¹ak nejsou. Vlo¾enou podvarietou ve varietì M rozumíme obraz injektivníhohladkého zobrazení variet Q ! M . Rozmyslete si pøíklady vlo¾ených podvariet,které nejsou podvarietami (napø. osmièka namalovaná v rovinì nebo hustì namo-taná ni» na válci).
cvièení!Teèné prostory T

x

Q v bodech x 2 Q jsou vektorové podprostory v teènýchprostorech T
x

M .
13.9. T op ologie. V pøedchozím textu jsme implicitnì pøedpokládali znalost poj-mù jako otevøená mno¾ina. V¹imnìte si, ¾e varieta M � R

n nemusí být ani ote-vøená, ani uzavøená podmno¾ina. V ka¾dém pøípadì se ale na ní indukuje topologiez R

n a právì tuto budeme mít v¾dy na mysli. V textu budeme pou¾ívat øadu dal-¹ích topologických pojmù, jako souvislost, jednoduchá souvislost, kompaktnost, : : :Vysvìtlení tìchto pojmù lze najít ve kterémkoliv základním textu o topologii.
14. Do datek

Multili neární algebra

14.1. T ensoro vý souèin. Nech» V a W jsou vektorové prostory nad stejnýmpolem skalárù K . T ensor ový souèin V 
 W je vektorový prostor spolu s bilineárnímzobrazením V � W ! V 
 W , v � w 7! v 
 W , které má následující univerzálnívlastnost: Pro ka¾dé bilineární zobrazení ' : V � W ! Z existuje právì jednolineární zobrazení �' : V 
 W ! Z takové, ¾e '(v; w) = �'(v 
 w), pro v¹echnyv 2 v, w 2 W .Je snadné ovìøit, ¾e tensorový souèin, pokud existuje, je touto vlastností urèenjednoznaènì a¾ na isomor�smus.
14.2. V ìta. Nec h » (e

1

; : : : ; e
m

) je báze V , (f
1

; : : : ; f
n

) je báze W . P ak V 
 W
existuje a má bázi (e

1


 f
1

; : : : ; e
1


 f
n

; : : : ; e
m


 f
n

). T ato k onstruk ce je na víc

funktoriální, tzn. pro dv ì lineární zobrazení ' : V ! V 0

,  : W ! W 0

dostá v áme

lineární zobrazení ' 
  : V 
 W ! V 0


 W 0

, (' 
  )(v 
 w) =  (v) 
  (w).

Dùk az. Proveïte jako cvièení. cvièení!

14.3. Dùsledek. Pro k oneènìrozmìrné prostory V , Z a W platí(1) V 
 W ' W 
 V(2) (V � Z) 
 W ' (V 
 W ) � (Z 
 W )(3) (V 
 W ) 
 Z ' V 
 (W 
 Z)Bude-li nutné zdùraznit nad jakými skaláry tensorový souèin uva¾ujeme, budemepøíslu¹né pole oznaèovat jako index u znaku pro tensorový souèin (napø. komplexnívektorové prostory lze chápat také jaké reálné a uva¾ovat pøíslu¹ný tensorový sou-èin, který budeme znaèit 
 R).Analogicky de�nujeme libovolné koneèné tensorové souèiny. Jedná-li se o tenso-rový souèin k kopií tého¾ vektorového prostoru V , pí¹eme èasto V 
 k nebo 


k V .
14.4. An tisymetri c k á zobrazení. Pøipomeòme, ¾e k-lineární zobrazení ' je
antisymetrické , jestli¾e pro ka¾dou permutaci � na k prvcích platí'(v

� (1)

; : : : ; v
� ( k )

) = sgn�'(v
1

; : : : ; v
k

):



14. DOD A TEK MUL TILINEÁRNÍ ALGEBRA 63Není tì¾ké ovìøit, ¾e ekvivalentní je (zdánlivì slab¹í) po¾adavek, '(v
1

; : : : ; v
k

) = 0kdykoliv jsou alespoò dva z argumentù stejné.
Vnìj¹í tensor ový souèin �k V stupnì k je vektorový prostor spolu s antisy-metrickým k-lineárním zobrazením V � : : : � V ! �k V , (v

1

; : : : ; v
k

) 7! v
1

^

� � � ^ v
k

, s univerzální vlastností: Pro ka¾dé antisymetrické multilineární zobra-zení ' : V � : : : � V ! Z existuje jediné lineární zobrazení �' : �k

! Z splòující'(v
1

; : : : ; v
k

) = �'(v
1

^ � � � ^ v
k

). Z technických dùvodù klademe �0 V = K .Opìt je snadné ovìøit, ¾e kdy¾ prostor �k V existuje, je urèen jednoznaènì a¾ naisomor�smus.
14.5. V ìta. Nec h » V je v ektoro vý prostor s bazí (e

1

; : : : ; e
m

). P ak �k V existuje

a má bázi tv oøenou prvky e
i

1

^ � � � ^ e
i

k

s i
1

< � � � < i
k

. Zejména je �m V ' K a�k V je triviální n ulo vý prostor pro k > m.

Dùk az. Snadno se ovìøí pøímou konstrukcí. Lze také odvodit zavedením �k Vjako faktorového prostoru V 
 k =I, kde vektorový podprostor I je generován výrazyv
1


 � � � 
 v
k

s alespoò dvìmi stejnými vektory v
i

. �

14.6. Dùsledek. Nec h » V a W jsou dv a k oneènìrozmìrné v ektoro v é prostory .

P ak �k (V � W ) = �

k

j =0

�j V 
 �k � j W .

Dùk az. Hledaný isomor�smus je dán pøiøazením(v
1

^ � � � ^ v
j

) 
 (w
1

^ � � � ^ w
k � j

) 7! v
1

^ � � � ^ v
j

^ w
1

^ � � � ^ w
k � j

:
14.7. Symetric k á zobrazení. Pøipomeòme, ¾e multilineární zobrazení ' je sy-metrické, jestli¾e pro ka¾dou permutaci � na k prvcích platí '(v

� (1)

; : : : ; v
� ( k )

) ='(v
1

; : : : ; v
k

).
Symetrický tensor ový souèin S k V stupnì k de�nujeme jako vektorový prostorspolu se symetrickým k-lineárním zobrazením V � : : : � V ! S k V , (v

1

; : : : ; v
k

) 7!v
1

_ � � �_ v
k

, s univerzální vlastností: Pro ka¾dé symetrické lineární zobrazení ' : V �: : : � V ! Z existuje jediné lineární zobrazení �' : S k

! Z splòující '(v
1

; : : : ; v
k

) =�'(v
1

_ � � � _ v
k

). Z technických dùvodù opìt klademe S 0 V = K .Opìt je snadné ovìøit, ¾e kdy¾ S k V existuje, je urèeno jednoznaènì a¾ na iso-mor�smus.
14.8. V ìta. Nec h » V je k oneènìrozmìrn ý v ektoro vý prostor s bazí (e

1

; : : : ; e
m

).

P otom S k V existuje pro k a¾dé k � 0 a má bázi tv oøenou prvky e
j

1

_ � � � _ e
j

k

sj
1

� � � � � j
k

.

Dùk az. Ovìøí se pøímou konstrukcí. Lze té¾ de�novat S k V jako faktorový prostorV 
 k =I kde vektorový podprostor I je generován prvky v
1


 � � � 
 v
k

� v
� (1)


 � � �
 v
� ( k )pro libovolnou permutaci � na k prvcích. �Báze v S k V mù¾eme také zapsat ve tvaru ei

1

1

_ � � � _ ei

n

n

, kde exponenty probíhajív¹echny multiindexy (i
1

; : : : ; i
n

) a Pn

j =1

i
j

= k.
14.9. Dùsledek. Realizace �k V a S k V jak o faktoro výc h prostorù celého tenso-

ro v ého prostoru V 
 k

dá v á pro jek ce Alt : V 
 k

! �k V , v
1


 � � � 
 v
k

7! v
1

^ � � � ^ v
k
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a Sym: V 
 k

! S k V , v
1


 � � � 
 v
k

7! v
1

_ � � � _ v
k

. Naopak, máme inkluze� : �k V ! V 
 k ; v
1

^ � � � ^ v
k

7!

X
�

sgn v
� (1)


 � � � 
 v
� ( k )� : S k V ! V 
 k ; v

1

_ � � � _ v
k

7!

X
�

v
� (1)


 � � � 
 v
� ( k )

14.10. V ìta. Pøiøazení (v
1

^ � � � ^ v
k

) 
 (v
k +1

^ � � � ^ v
k + l

) 7! v
1

^ � � � ^ v
k + l

de�n uje

an tisymetric k é bilineární zobrazení ^ : �k V � �l V ! �k + l V .

P o dobnì, pøiøazení (v
1

_ � � � _ v
k

) 
 (v
k +1

_ � � � _ v
k + l

) 7! v
1

_ � � � _ v
k + l

de�n uje

symetric k é bilineární zobrazení _ : S k V � S l V ! S k + l V .

Dùk az. Proveïte jako cvièení. cvièení!

14.11. De�nice. Zobrazení ^ z pøedchozí vìty nazýváme vnìj¹í souèin a podobnì
_ nazýváme symetrický souèin . Vektorový prostor �(V ) = �

m

k =0

�k V , m = dimV ,spolu s vnìj¹ím souèinem, nazýváme vnìj¹í algebr a (nad V ). Vektorový prostorS(V ) = �

1

k =0

S k V , spolu se symetrickým souèinem nazýváme symetrická algebr a(nad V ). Podobnì máme obecnou tensor ovou algebru T (V ), která je de�novánajako vektorový prostor �

1

k =0

V 
 k se souèinem daným tensorovým souèinem 
 . Ten-sory, které jsou vyjádøitelné jako souèin pøíslu¹ného poètu vektorù z V nazýváme
r ozlo¾itelné .
14.12. Duální prostory . Nech» V je (koneènìrozmìrný) vektorový prostor nad
K a V � jeho duální prostor, tj. vektorový prostor v¹ech lineárních forem na V . Prov �

2 V � a v 2 V budeme èasto znaèit h v; v �

i hodnotu formy v � na v. Prostorv¹ech lineárních zobrazení ' : V ! W , kde W je libovolný dal¹í vektorový prostorkoneèné dimenze, mù¾eme ztoto¾nit s tensorovým souèinemW 
 V � , a to prostøed-nictvím pøiøazení w 
 v �

7! (v 7! h v; v �

i :w). Ovìøte, ¾e se opravdu jedná o lineárníisomor�smus! cvièení!Analogicky pak W 
 (V � )
 k je prostor v¹ech k-lineárních zobrazení na V shodnotami ve W , W 
 �k V � a W 
 S k V � jsou prostory v¹ech k-lineárních antisy-metrických zobrazení a k-lineárních symetrických zobrazení s hodnotami v W .Specielnì pro W = K dostáváme pøíslu¹né prostory multilineárních forem na V .Lineární automor�smy na V jsou pak právì tensory ve V 
 V � .
14.13. Báze. Nech» e

1

; : : : ; e
n

je báze V a e1 ; : : : ; en duální báze ve V � . Pake�

j

1


 � � � 
 e�

j

k

; 1 � j
1

; : : : ; j
k

� ne�

j

1

^ � � � ^ e�

j

k

; j
1

< � � � < j
k

1

i

1

! :::i

n

!

(e�

j

1

)i

1

_ � � � _ (e�

j

k

)i

n ; i
1

+ � � � + i
n

= kjsou pøíslu¹né duální báze ke standardním bazím na (V � )
 k , �k V a S k . Ovìøte!
cvièení!Jako jednoduché cvièení si ovìøte, ¾e v pøípadì V 
 V � tvoøí souøadnice tensoruv pøíslu¹né standardní bázi právì matici odpovídajícího zobrazení v pùvodní bázina V . Obecné tensory pak dávají nìco jako matice multilineárních zobrazení, tyv¹ak samozøejmì mohou mít mnoho indexù místo právì dvou. Vhodná konvence



14. DOD A TEK MUL TILINEÁRNÍ ALGEBRA 65(standardnì u¾ívaná v geometrii) je, ¾e u souøadnic tensorù pí¹eme indexy odpoví-dající kopiím V jako horní, indexy odpovídající kopiím V � jako dolní. U oznaèováníbázových prvkù je tomu pak naopak a implicitnì se ve formulích sèítá, kdykoliv seobjeví stejný index jednou nahoøe a jednou dole.Dále mù¾ete ovìøit, ¾e pøi zmìnì pùvodní báze na V prostøednictvím maticeA dostaneme pøíslu¹né transformaèní zákony pro souøadnice na prostorech tensorùtak, ¾e pro ka¾dý výskyt V � násobíme jednou maticí A� 1 , pro ka¾dý výskyt Vjednou maticí A.
14.14. Kon trak ce. Vektorový prostor V lze také pova¾ovat za prostor lineár-ních forem na V � , kde v(v � ) = h v; v �

i . Kdykoliv uva¾ujeme tensorový souèinV 
 k


 (V � )
 ` , k; ` > 0, jako `-lineární zobrazení s hodnotami ve V 
 k , máme proka¾dou vybranou kopii V ve V 
 k a V � ve (V � )
 ` de�novánu tzv. kontr akci , kteráje tensorem ve V 
 ( k � 1)


 (V � )
 ( ` � 1 :Pro � 2 V 
 ( k � 1)


 (V � )
 ( ` � 1) je �(v �

1

; : : : ; v �

k

; v
1

; : : : ; v
`

) 2 K a kontrakci Tr�i-té a j-té komponenty de�nujeme pøedpisemTr�(v �

1

; : : : ; v �

k � 1

; v
1

; : : : ; v
` � 1

) ==X
p

�(v �

1

; : : : ; v �

i � 1

; ep ; v �

i +1

; : : : ; v �

k

; v
1

; : : : ; v
j � 1

; e
p

; v
j +1

; : : : ; v
`

)V pøípadì k = ` = 1 jde pøesnì o vyèíslení lineárních forem na vektorech.Bez souøadnic lze kontrakci názornì de�novat tak, ¾e V 
 k


 (V � )
 ` chápeme jako(V 
 ( k � 1)


 (V � )
 ( ` � 1] ) 
 (V 
 V � ), kde jsme dozadu pøesunuli (isomor�smem) právìvybrané komponenty a kontrakce pak je de�nována na rozlo¾itelných tensorechvztahem (pro jednoduchost uva¾ujeme i = j = 1)Tr(v �

1


 � � � 
 v �

k


 v
1


 � � � 
 v
`

) = h v
1

; v �

1

i v �

2


 � � � 
 v �

k


 v
2


 � � � 
 v
`

:Je-li k = `, máme k dispozici tzv. úplnou kontr akci V 
 k


 (V � )k

! K . Budeme jiznaèit stejnì jako vyèíslení forem h ; i , co¾ je speciální pøípad.
14.15. Op erátor i

X

. V pøípadech symetrických tensorù nezávisí kontrakce navýbìru kopií V a V � , u antisymetrických se mìní pouze znaménko a zavádímekonvenci, ¾e v¾dy kontrahujeme pøes první indexy. Dostáváme tak pro x 2 �p V ,resp. y �

2 �p V � zobrazení splòujícíi
X

: �p + q V �

! �q V � ; h z; i
x

(w � )i = h z ^ x;w �

ii
y

� : �p + q V ! �q V; h i
y

� (w); z �

i = h w; y �

^ x�

i :Ovìøte si, ¾e takto de�novaná operace i je rovna kompozici
1

p ! q !

Alt � c � (� 
 �) : �p + q V 
 �p V �

! V 
 ( p + q )


 (V � )
 p

! V 
 q

! �q Vkde c je kontrakce pøes prvních p kopií V .Analogická formule platí i pro duální cvièení!pøípad (se stejným koe�cientem).Podobnì se de�nuje také operace vlo¾ení i
y

pro symetrické tensory.
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