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ii GEOMETRICKÉ STRUKTURYTyto texty za
hy
ují struènì moje pøedná¹ky pro pokroèilej¹í studenty matema-tiky a fyziky konané v podzimním i letním semestru ¹kolního roku 1998/99. Jednáse o doplnìné a tro
hu roz¹íøené poznámky Vojtì
ha ®ádníka, kterému touto 
estouveli
e dìkuji. Mým 
ílem bylo pøedvést obe
ný pøístup ke geometri
kým strukturámna varietá
h a vybudovat základní nástroje pro analýzu na takový
hto objekte
h.Bohu¾el pøehled základní
h pojmù zabral dobøe polovinu prvního semestru, tak¾ese mi tohoto 
íle podaøilo dosáhnout jen èásteènì.Nìkteré základní informa
e o varietá
h, bandle
h a jete
h jsou v úvodní èásti.O nì
o ví
e lze najít v dodatku k uèebním textùm [Sl97℄, vèetnì výkladu základùtenzorového poètu. Podrobnìj¹í výklad mù¾e ètenáø najít v úvodní
h tøe
h kapito-lá
h [KMS℄, jeji
h¾ èetbu paralelnì s tímto textem vøele doporuèuji. Samozøejmìje té¾ mo¾né pou¾ít kteroukoliv základní uèebni
i diferen
iální geometrie, ty v¹aknebývají psány kategoriálním jazykem, který tu upøednostòuji já.Také se v tì
hto texte
h neobjevuje ni
 o reprezenta
í
h Lieový
h grup a algeber,ètenáøe odkazuji na uèební text [Sl97℄. Celá publika
e [Sl94℄ je vìnována jednomupøíkladu na¹í
h struktur, konformním Riemannovským varietám a je vhodným do-plnìním zejména pro závìr tohoto textu.
Brno, kvìten 1999 Jan Slovák



1Úvodní pøehled pojmù0.1. Jety. Jsou-li M , N hladké variety, x 2 M , pak øekneme, ¾e dvì zobrazeníf , g : M ! N mají stejný jet øádu r v x (struènì r{jet), jestli¾e v nìjaký
h (a pakov¹em ve v¹e
h) souøadný
h mapá
h ' : Rm !M ,  : Rn ! N platí�j�jf(x)�x� = �j�jg(x)�x�pro v¹e
hny multiindexy � o velikosti j�j � k. Znaèíme jrxf = jrxg. Bod x je zdrojjetu jrxf , hodnota f(x) je 
íl jetu. (Z Leibnitzova pravidla pro deriva
i slo¾enéfunk
e okam¾itì plyne, ¾e jde o dobøe de�novanou rela
i ekvivalen
e na zobra-zení
h.) Mno¾inu v¹e
h r{jetù zobrazení M ! N znaèíme Jr(M;N). PodobnìJrx(M;N), Jr(M;N)y, Jrx(M;N)y znamená jety se zdrojem x, 
ílem y a prùniktì
hto podmno¾in.Jsou-li f , �f : M ! N , g, �g : N ! Q hladká zobrazení, jrxf = jrx �f , jrf(x)g = jrf(x)�g,pak také jrx(g Æ f) = jrx(�g Æ �f);jak okam¾itì plyne z pravidla pro derivování slo¾ený
h zobrazení. Odtud vyplývákorektnost de�ni
e skládání jetù: Pro X 2 Jrx(M;N)y , X = jrxf , Y 2 Jry (N;Q),Y = jryg klademe X Æ Y = jrx(g Æ f):Jet X 2 Jrx(M;N)y se nazývá invertibilní jet , jestli¾e existuje X�1 2 Jry (N;M)xtakový, ¾e X�1 ÆX = jrx idM .Z vìty o inverzním zobrazení okam¾itì vyplývá, ¾e jrxf je invertibilní právì tehdy,kdy¾ lokálnì existuje inverzní zobrazení k zobrazení f v bodì x, a to nastaneprávì tehdy, kdy¾ je j1xf invertibilní. Mno¾inu v¹e
h invertibilní
h jetù znaèímeinv Jr(M;N) � Jr(M;N).0.1. Varieta Jr(Rm ;Rn ). Na a�nní
h prostore
hRm , Rn máme význaèné globálnísouøadné mapy (tj. bì¾né souøadni
e). Ka¾dý jet jrxf zobrazení f : Rm ! Rnmù¾eme vyjádøit jako jr0tf(x) Æ jr0(t�f(x) Æ f Æ tx) Æ jrxt�x, kde ta znaèí posunutí oprvek a. Dostáváme tedyJr(Rm ;Rn ) = Rm � Rn � Jr0 (Rm ;Rn )0:Koe�
ienty Taylorový
h polynomù v poèátku nyní de�nují globální souøadný sys-tém na Jr0 (Rm ;Rn )0 ve kterém je skládání jetù polynomiální zobrazení, zejména jetedy hladké. Tímto jsme získali význaèný globální souøadný systém na Jr(Rm ;Rn ),který nám zadává na jete
h strukturu hladké variety.Naví
 pro f : Rm ! Rm0 lokálnì invertibilní, g : Rn ! Rn0 libovolné hladkéde�nujeme Jr(f; g) : Jr(Rm ;Rn )! Jr(Rm0 ;Rn0 );Jrx(Rm0 ;Rn0 )y 3 X 7! (jryg) ÆX Æ (jrxf)�1:Dostáváme tak v¾dy hladký homomor�smus �brovaný
h varietJr(Rm ;Rn ) Jr(f;g)����! Jrx(Rm0 ;Rn0 )??y ??yRm � Rn f;g����! Rm0 � Rn0



2 ÚVODNÍ PØEHLED POJMÙNa¹i konstruk
i mù¾eme popsat tvrzením: Jr je bifunktor na hladký
h zobrazení
hmezi a�nními prostory Rm.0.3. Varieta Jr(M;N). Funktoriálnost konstruk
e jetù pro a�nní prostory sejednodu¹e roz¹iøuje na v¹e
hny variety, tj. získáváme bifunktor Jr, který dvoji
ihladký
h varietM , N pøiøadí (zatím pouze mno¾inu) Jr(M;N) a dvoji
i zobrazení(f; g) pøíslu¹ný homomor�smus Jr(f; g) za
hovávají
í �bra
e. Tato funktoriálnostnám nabízí jednodu
hou mo¾nost, jak zade�novat hladkou strukturu na mno¾inìjetù Jr(M;N) pomo
í hladký
h struktur na M a N .Pro libovolné souøadné mapy ' : Rm !M ,  : Rn ! N toti¾ dostáváme zobra-zení Jr(';  ) : Jr(Rm ;Rn )! Jr(M;N);které prohlásíme za souøadnoumapu na Jr(M;N). Takovými mapami je de�novánahladká struktura na Jr(M;N) (indukovaná hladkými strukturami na M a N).Funktoriálnost Jr bezprostøednì zaruèuuje korektnost na¹í de�ni
e.V¹imnìme si také zøejmý
h projek
í �rs : Jr(M;N) ! Js(M;N), r � s � 0,které zapomínají èást deriva
í, tj. �rs(jrxf) = jsxf . Zøejmì jsou to hladká zobrazení.Projek
e �r0 je právì projek
í na zdroj a 
íl jetù.0.4. Dùle¾ité pøíklady. Jako spe
iální pøípady variet jetù dostáváme dùle¾itégeometri
ké objekty. Pøíkladem jsou r{jety køivek, spe
ielnì pak teèné vektory .T r1M := Jr0 (R;M); T r1 f : (jr0
) 7! jr0(f Æ 
)TM := J10 (R;M)Podobnì získámeT r�M := Jr(M;R)0 ; T r�f : (jrxh) 7! jrf(x)h Æ f�1:De�novali jsme tak (kovariantní) funktor r{ry
hlostí na kategorii v¹e
h variet ahladký
h zobrazení s hodnotami ve �brovaný
h varietá
h a (kontravariantní) funk-tor r{kory
hlostí, de�novaný na varietá
h pevné dimenze a lokálnì invertibilní
hzobrazení.Na T r�M je v¾dy struktura reálné algebry (násobení se de�nuje pomo
í násobeníreálný
h hodnot zobrazení), zejména tak dostáváme strukturu vektorového prostoruna tzv. koteèném prostoru T �M = T 1�M . Vyèíslením h ; i : TxM � T �xM ! R,hj10
; j1
(0)hi = j10(h Æ 
) 2 R dostáváme indenti�ka
i koteèného prostoru s duálnímprostorem k teènému prostoru a tím i pøirozenou vektorovou strukturu na TM .Obe
nìji, k{rozmìrné r{ry
hlosti jsou T rkM = Jr0 (Rk ;M). Podobnì k{rozmìrnékory
hlosti T r�k M = Jr(M;Rk ). T rk je funktor na 
ele kategorii hladký
h variet ahladký
h zobrazení, T r�k pouze na lokálnì invertibilní
h.Obzvlá¹» dùle¾itým pøípadem je funktor P r, který m{rozmìrné varietì pøiøadív¹e
hny invertibilní m{rozmìrné ry
hlosti,P rM = inv Jr0 (Rm ;M)a je de�nován na lokálnì invertibilní
h zobrazení
h. Nejdùle¾itìj¹í je r = 1, kdyP 1M splývá s prostorem v¹e
h bazí teèný
h prostorù TxM , x 2M .



ÚVODNÍ PØEHLED POJMÙ 3Fibr P rRm nad nulou, tj. varieta inv Jr0 (Rm ;Rm )0, pùsobí skládáním jetù sámna sobì a je tak de�nována struktura Lieovy grupy naGrm = inv Jr0 (Rm ;Rm)0:Pro r = 1 pak dostáváme obvyklou obe
nou lineární grupu GL(m;R) = G1m.Intuitivnì mù¾eme 
hápat body jr0 2 P rM jako in�nitesimální verze souøad-ný
h map  v podkladovém bodì x =  (0) 2M .0.5. Hlavní bandly. Ne
h» G je Lieova grupa, tj. varieta spolu s algebrai
koustrukturou grupy, její¾ opera
e jsou hladké. Triviální hlavní bandl se strukturnígrupou G nad hladkou varietou M je kartézský souèin M �G !M s projek
í naprvní komponentu.Obe
ný hlavní bandl P se strukturní grupou G a bazí M je �brovaná varietap : P ! M s tranzitivní a jednodu
hou pravou ak
í r : P � G ! P na �bre
h.Podrobnìji, �bry jsou právì orbity ak
e r, tj. p(u) = p(u0) právì, kdy¾ existujeg 2 G, u0 = r(u; g), a r(u; g) = u pro nìjaké u 2 P a g 2 G znamená, ¾e g jejednotka grupy G.Zde�ni
e plyne, ¾e na hlavním bandlu existují spe
iální �brované mapy, kteréjsou dány lokálním øezem projek
e p : P !M . Ka¾dý takový øez � toti¾ umo¾òujeztoto¾nit �(x) s jednotkou grupy G a pak se 
elý �br nad x ztoto¾òuje s G pro-støedni
tvím pravé ak
e. Tyto mapy nazýváme lokální trivializa
e hlavního bandluP . Atlas z lokální
h trivializa
í vznikne výbìrem lokální
h øezù �� nad pokrytímU� bázové varietyM a pøe
hodové funk
e jsou urèeny pravým násobením konstant-ními prvky z G, které pøevádí jeden øez na druhý. Hovoøíme o ko
yklu pøe
hodový
hfunk
í ��� : M ! G, splòují
í
h(1) ��(x) = ��(x) � ���(x)a tedy také(2) ��
(x) = ���(x)��
(x):Naopak, zadáním libovolného ko
yklu pøe
hodový
h funk
í, tj. funk
í ��� : U� \U� ! G na pøekryve
h pokrytí M splòují
í
h podmínku (2), de�nujeme (a¾ naizomor�smus) jednoznaènì hlavní bandl P nad M se strukturní grupou G.Ná¹ nejdùle¾itìj¹í netriviální pøíklad je hlavní bandl P rM se strukturní grupouGrm, kde hlavní (pravá) ak
e je dána skládáním jetù zprava (a mù¾e být intuitivnì
hápána jako in�nitesimální zmìny souøadný
h map). Zejména dostáváme hlavníbandl P 1M v¹e
h bazí v teèný
h prostore
h TxM , x 2 M , se strukturní grupouGL(m;R).Neménì dùle¾itým pøíkladem jsou homogenní prostory. Jde o hlavní bandlyp : G ! G=H , kde H � G je libovolná uzavøená podgrupa v Lieovì grupì G. Lze
elkem snadno ukázat, ¾e naM = G=H existuje význaèná hladká struktura taková,¾e standardní projek
e p je hladká a hladké funk
e na M jsou ty, jeji
h¾ kompozi
es p je hladká.Homomor�smem hlavní
h bandlù ' : P ! P 0 se stejnou strukturní grupou rozu-míme �brované zobrazení nad bázovým zobrazením '0 : M !M 0, které komutujes pravými ak
emi strukturní grupy G (pokud jsou grupy rùzné, po¾adujeme komu-tování prostøedni
tvím homomor�smu odpovídají
í
h grup  : G! G0).



4 ÚVODNÍ PØEHLED POJMÙV¹imnìme si, ¾e ka¾dý homomor�smus je zadán po 
elém �bru hodnotou v je-diném bodì. Zejména tedy skuteènì lokální øez �� : U� �M ! P zadává izomor-�smus triviálního bandlu U� �G s p�1(U�) � P .Je-li H � G Lieova podgrupa, Q hlavní bandl se strukturní grupou H , P hlavníbandl nad stejnou bází a se strukturní grupou G a i : Q ! P homomor�smusvzhledem ke vlo¾ení H do G, pak hovoøíme o reduk
i P ke strukturní grupì H .Vý¹e skonstruovaný funktor P r je ve skuteènosti funktorem z kategorie hladký
hvariet pevné dimenze m a lokálnì invertibilní
h zobrazení do kategorie hlavní
h�brovaný
h prostorù a se strukturní
h grupou Grm.0.6. Aso
iované bandly. Ne
h» p : P !M je hlavní bandl se strukturou grupouG a � : G ! Di�(S) grupový homomorp�smus do grupy v¹e
h difeomor�smù nahladké varietì S. Na souèinu P � S pak de�nujeme ekvivalen
i pøedpisem (u; s) '(u � g; �(g�1)(s)) a de�nujeme P �� S jako prostor tøíd této ekvivalen
e.Dobrý názorný pøíklad je vektorový prostor V místo S a prostor v¹e
h bazí Vjako hlavní �brovaný prostor nad jednobodovou bazí (v¹imnìme si, ¾e takové P jepøímo lineární grupa GL(V), a¾ na volbu jednotky, která není kanoni
ky dána.)Obe
nì lze tedy nahlí¾et na reprezenta fu; sg tøídy v P �� S jako na souøadni
e sdaného bodu v bázi u. Zmìna báze na u � g pak musí odpovídat zmìnì souøadni
na �(g�1)(s), viz. opìt pøíklad s bazemi vektorový
h prostorù.Na P �� S je indukována struktura bandlu nad M se standardním �brem S.Nejsnadnìji ji zadáme prostøedni
tvím lokální
h øezù na P , proto¾e zadáním �(x)dostaneme význaèného reprezanta ka¾dého prvku ve �bru nad x ve tvaru f�(x); sg.Výsledný bandl nazýváme aso
iovaný bandl k P prostøedni
tvím reprezenta
e �.Také hovoøíme o G{bandlu aso
iovaném k P a pí¹eme P �G S, pokud je ak
e Gjasná z kontextu.Je-li � lineární reprezenta
e, tj. hodnoty � jsou v GL(V) pro vektorový prostorV, pak dostáváme aso
iovaný vektorový bandl. Podobnì pro a�nní reprezenta
ea�nní bandl, atd.Ka¾dý homomor�smus ' : P ! P 0 hlavní
h �brovaný
h prostorù se strukturnígrupouG indukuje bandlové homomor�smy pro v¹e
hny aso
iované bandly ' : P��S ! P 0 �� S pøedpisem ' : fu; sg 7! f'(u); sg. Slovy to mù¾eme vyjádøit tak, ¾ezobrazíme báze a souøadni
e ne
háme nezmìnìné.Veli
e dùle¾ité bude následují
í jednodu
hé tvrzení, které ve vý¹e uvedeném pøí-kladu souøadni
 na vektorovém prostoru øíká, ¾e vektory jsou toté¾ 
o zobrazeníz bazí do souøadni
 se správným ekvivariantním 
hováním.Lemma. Mno¾ina C1(P �� S) v¹e
h hladký
h øezù s aso
iovaného bandlu jev pøirozené bijek
i s G{ekvivariantními zobrazeními ~s 2 C1(P; S)G, tj. ~s(u � g) =�(g�1)(s(u)). Tato bijek
e je dána prostøedni
tvím libovolného lokálního øezu � naP dána vztahem(1) s(x) = f�(x); ~s(�(x))gDùkaz. Pro x 2M a lokální øez � kolem x mámes(x) = f�(x); ~s(�(x))g = f�(x) � g; �(g�1)(~s(�(x)))g
o¾ jednoznaènì urèuje ~s na 
elém �bru nad x, máme-li dáno s(x). Naopak, ekvi-variantní ~s zjevnì dobøe de�nuje s touté¾ formulí. �



ÚVODNÍ PØEHLED POJMÙ 50.7. Pøirozené bandly. Pøed
hozí konstruk
e nám pro ka¾dou reprezenta
i �jetové grupy Grm na hladké varietì S zadává tzv. pøirozený bandl , tj. funktor Fz variet pevné dimenze m a invertibilní
h hladký
h zobrazení do kategorie bandlùse standardním �brem S, M 7! P rM �� S a f 7! fP rf; idSg. Nejmen¹í mo¾né rse pak nazývá øád pøirozeného bandlu F .Axiomati
e takový
hto funktorù je z velké èásti vìnována kniha [KMS℄. Námbude plnì postaèovat tato expli
itní de�ni
e. Typi
kými pøíklady jsou v¹e
hnytenzorové bandly na hladký
h varietá
h, které mají øád jedna, lineární konexe pakjsou øádu dva.0.8. Lieovské derivování. Obe
nì, buï F pøirozený bandl na varietá
h a inver-tibilní
h mor�sme
h s hodnotami ve �brovaný
h varietá
h a jeji
h mor�sme
h, viz.0.7 nebo [KMS℄. Zejména tedy pøedpokládáme, ¾e pro ka¾dé N je FN �brovaná va-rieta nad N a pro ka¾dé f : M ! N je Ff mor�smus nad f . Pro øez sN : N ! FNde�nujeme jeho pullba
k f�sN : M ! FM vzhledem k difeomor�smu f : M ! Npøedpisem f�sN = Ff�1 Æ sN Æ f .Pro vektorové pole � 2 X(M) uva¾me difeomor�smy Fl�t :M !M (pro malá t).Pullba
k øezu s : M ! FM je øez (Fl�t )�s = F (Fl��t) Æ s Æ Fl�t : M ! FM . Nynípro pevné x 2M je (Fl�t )�s(x) køivka v p�1(x) aL�s = ��t ���0(Fl�t )�sje øez V FM � TFM , který nazveme Lieovská deriva
e s podél vektorového pole �.Rozepsáním deriva
e slo¾eného zobrazení podle promìnné t v de�ni
i Lieovské de-riva
e dostaneme L�s = Ts Æ � �F� Æ s;kde F� = ��t ��0F (Fl�t ) 2 X(FM), viz. také odstave
 6.3.V pøípadì, ¾e FM je vektorový bandl, je vertikální teèný prostor v ka¾dém bodìkanoni
ky ztoto¾nìn s pùvodním �brem FM (standardní a�nní struktura na ka¾-dém vektorovém prostoru) a lze tedy L�s uva¾ovat jako øez FM . Zejména, je-liF teèný funktor, platí L�� = [�; �℄. Jinými slovy, na¹e obe
né Lieovské derivo-vání zobe
òuje klasi
kou Lieovskou deriva
i na tenzorový
h bandle
h a na teènémprostoru splývá s Lieovou závorkou vektorový
h polí.V¹imnìme si je¹tì podrobnìji Lieovské deriva
e na tensorový
h polí
h. Platítoti¾ obdoba Leibnitzova pravidla pro deriva
i tensorového souèinu s1 
 s2 dvoutensorový
h polí(1) L�(s1 
 s2) = (L�s1)
 s2 + s1 
 (L�s2):Pøitom pro vyèíslení lineární
h forem na vektorový
h polí
h platíL�(h�; �i) = hL��; �i+ h�;L��ia 
elkem tedy dostáváme pro k{krát kovariantní tensorové pole T(2) (L�T )(�1; : : : ; �k) = L�(T (�1; : : : ; �k))� kXi=1 T (�1; : : : ;L�(�i); : : : ; �k):



6 ÚVODNÍ PØEHLED POJMÙ0.9. Distribu
e a folia
e. Distribu
e D na varietì M je dána výbìrem vektoro-vého podprostoru Dx � TxM v ka¾dém bodì variety M . Øekneme, ¾e distribu
emá konstantní hodnost k, jestli¾e je dimenze Dx rovna k pro v¹e
hny body x. In-volutivní distribu
e je taková Dx, pro kterou platí, ¾e Lieova závorka libovolný
hdvou polí v D je opìt pole v D. Integrální podvarieta dimenze s distribu
e D jetaková podvarieta, ¾e její teèné prostory jsou pro v¹e
hny body obsa¾eny v D.Platí vìta (viz. napø. [KMS℄ i pro distribu
e s nekonstantí hodností)Vìta. Ne
h» D je distribu
e naM s konstantní hodností k. Ka¾dým bodem x 2Mpro
hází integrální podvarieta maximální dimenze k právì, kdy¾ je D involutivní.V takovém pøípadì pak v ka¾dém bodì x existuje souøadna mapa na okolí U 3 xtaková, ¾e maximální integrální podvariety jsou na U dány rovni
emi xj = 0 proj = k + 1; : : : ;m.Regulární folia
e dimenze k naM je rozlo¾ení varietyM na maximální integrálnípodvariety involutivní distribu
e.



7Èást I.G{struktury a �{struktury1. G-strukturyBuï M diferen
ovatelná varieta dimenze m, P 1M bandl lineární
h repérù sestrukturní grupou GL(m;R) a s bázíM . Je-li G podgrupa Lieovy grupy GL(m;R),pak G{strukturou na varietì M nazveme hlavní bandl P � P 1M se strukturnígrupou G a s bází M , tj. reduk
i bandlu P 1M ke grupì G. Odtud pro libovolnép 2 P a g 2 GL(m;R) je p �g 2 P , g 2 G.Pro danou varietuM a strukturní grupu G � GL(m;R) mù¾e a nemusí pøíslu¹náG{struktura existovat. V následují
í vìtì uká¾eme, ¾e existen
e takovéG{strukturyje podmínìna existen
í globálního øezu jistého bandlu a obrá
enì. Oním bandlemje P 1M=G ! M , bandl v¹e
h orbit ak
e G na P 1M . Ka¾dé u 2 P 1M zadávázobrazení P 1M=G ! GL(m;R)=G, [u � g℄ 7! [g℄. Snadno se tedy pøesvìdèíme, ¾eP 1M=G je GL(m;R){bandl se standardním �brem GL(m;R)=G aso
iovaný k P 1M ,tedy P 1M=G �= P 1M �GL(m;R) (GL(m;R)=G):Poznámka. Jsou-li lokální trivializa
e P 1M jU� �= U� � GL(m;R) zadány ko-
yklem hladký
h funk
í '�� : U�� ! GL(m;R), pak pøe
hodové funk
e ~'�� :U�� � GL(m;R)=G ! GL(m;R)=G de�nované (x; [g℄) 7�! [g � '��(x)℄ pro ka¾déx 2 M a g 2 GL(m;R) skuteènì tvoøí ko
ykl a zadávají lokální trivializa
e(P 1M=G)jU� �= U� �GL(m;R)=G.1.1. Vìta. G-struktury na varietìM jsou v bijektivní koresponden
i s globálnímiøezy bandlu P 1M=G.Dùkaz. I. Buï P � P 1M s atlasem lokální
h trivializa
í urèeným ko
yklem '�� :U�� ! G � GL(m;R). Odpovídají
í lokální øezy �� : U� ! P de�nují globální øez� :M ! P 1M=G pøedpisem x 7�! [��(x)℄, x 2 U�.Je-li souèasnì x 2 U� je ��(x) = ��(x) � '��(x). Proto¾e '��(x) 2 G pro ka¾déx 2 M , je ��(x) 2 [��(x)℄, tedy [��(x)℄ = [��(x)℄, a popsané pøiøazení je dobøede�nováno.II. Opaènì, ne
h» � :M ! P 1M=G je pevný globální øez. Nad mno¾inami (U�)z pokrytí M zvolíme lokální øezy �� : U� ! P 1M tak, aby [��(x)℄ = �(x) prolibovolné x 2 U�. Odtud pro libovolné x 2 U�� se hodnoty ��(x) a ��(x) li¹í v¾dyo nìjaký násobek '��(x) 2 G. Je-li x 2 U��
 , splòují ('��) podmínku ko
yklua urèují lokální trivializa
e jistého podbandlu P � P 1M se strukturní grupouG. �1.2. Pøíklady.1. Hladké variety, G = GL(m;R). GL(m;R){struktura na varietì M je právìbandl P 1M . Ka¾dá hladká varieta M má kanoni
kou GL(m;R){strukturu P 1M .2. Paralelizovatelné variety , G = feg, jednotka v GL(m;R). feg{strukturanaM se nazývá kompletní paralelismus , je to globální øez bandlu P 1M=feg = P 1M .Varieta pøipou¹tìjí
í feg{strukturu se nazývá paralelizovatelná.3. Orientované variety , G = GL+(m;R), mati
e s kladným determinantem.Diferen
ovatelná varieta pøipou¹tí GL+(m;R){strukturu právì, kdy¾ je orientova-



8 ÈÁST I. G{STRUKTURY A �{STRUKTURYtelná, ka¾dou GL+(m;R){strukturu na varietì mù¾eme pova¾ovat za její orienta
i,viz. elementární lineární algebra.4. Riemannovy variety , G = O(m;R), ortogonální mati
e. Volba systému orto-normální
h bází teèného prostoru v ka¾dém bodì varietyM de�nuje skalární souèinna teèném prostoru. Opaènì ka¾dá Riemannova metrika na M zadává bandl orto-normální
h repérù nadM , tj. O(m;R){strukturu. Odtud plyne, ¾e zadání O(m;R)-struktury je ekvivalentní volbì Riemannovy metriky na M . Na ka¾dé varietì lzede�novat Riemannovu metriku, ka¾dá varieta tedy pøipou¹tí O(m;R)-strukturu.(Dùkaz lze snadno provést pomo
í tzv. rozdìlení jednotky na pokrytí variety.)1.3. Isotropní podgrupy. Buï S hladká varieta, GL(m;R) ! Di�(S) levá ak
ena S. Podgrupa Gy � GL(m;R) se nazývá isotropní podgrupa v bodì y 2 S, je-litvoøena v¹emi takovými g 2 GL(m;R), ¾e g � y = y. Nyní ka¾dá Gy{struktura Pna M , zadává globální øez aso
iovaného bandlu P �Gy S dobøe de�novaným pøi-øazením [p℄ 7�! fp; yg, p 2 P . V pøípadì, ¾e ak
e GL(m;R) je na S transitivní, jeS �= GL(m;R)=Gy a zobrazení fp; [g℄g 7�! [p �g℄ z P �Gy S do P 1M=Gy je prostéa dobøe de�nované. Dohromady dostávámeP 1M=Gy �= P �Gy (GL(m;R)=Gy ):Spe
iálnì pro S = GL(m;R)=G a y = [e℄ máme Gy = G, tedyP 1M=G �= P �G (GL(m;R)=G):1.4. Homomor�smy G{struktur. Ne
h» je P � P 1M G-struktura na vari-etì M , Q � P 1N G{struktura na N . Hladké zobrazení f : M ! N se nazýváhomomor�smus G{struktur P ! Q, jestli¾e P 1f(P ) � Q. P 1f je homomor�smushlavní
h �brovaný
h prostorù indukovaný zobrazením f . Je-li f : M ! N difeo-mor�smus a P 1f(P ) = Q, pojmenujeme f isomor�smem, a v pøípadì, ¾e M = Na P = Q nazveme isomor�smus f automor�smem G-struktury P .1.5. Pøípustné souøadni
e. G{struktura P � P 1M na varietì M se nazýváintegrovatelná, pokud v ka¾dém bodì M existuje mapa (U; (x1; : : : ; xm)) taková,¾e repér � ��x1 ; : : : ; ��xm � patøí do P pro v¹e
hny body z U . Ka¾dý vý¹e zmínìnýlokální souøadný systém x1; : : : ; xm nazveme pøípustné souøadni
e vzhledem k danéG-struktuøe P . Jsou-li x1; : : : ; xm a y1; : : : ; ym pøípustné souøadni
e na otevøený
hmno¾iná
h U; V � M , pak Ja
obiho mati
e � �yi�xj � patøí do G pro v¹e
hny bodyz U \ V .Lokální difeomor�smus f mezi otevøenými mno¾inami U �M a f(U) � Rm tvoøípøípustné souøadni
e, jestli¾e je isomor�smem G-struktur P jU a (Rm � G)jf(U),tj. P 1f(P jU) = (Rm � G)jf(U). Odtud G-struktura je integrovatelná, jestli¾e jelokálnì isomorfní s plo
hou G-strukturou.1.6. In�nitesimální automor�smy. Vektorové pole � 2 X(M) nazveme in�ni-tesimální automor�smus , jestli¾e jeho tok Fl�t je automor�smus G-struktury P proka¾dé t 2 R, pro které je de�nován.Lokálnì mù¾eme pro integrovatelnéG-struktury klidnì uva¾ovatM = Rm a P =Rm � G. Ne
h» � je in�nitesimální automor�smus, tj. � generuje lokální 1{para-metri
kou grupu automor�smù (Fl�t ), které oznaèíme ('t). V okolí poèátku Rmrozvineme komponenty 't do Taylorovy øady(1) 'it(x) = � � � = 1Xk=0 1k! mXj1;:::;jk=1 f ij1:::jk � xj1 : : : xjk ;



1. G-STRUKTURY 9kde koe�
ienty f ij1:::jk jsou funk
e t a jsou symetri
ké v indexe
h j1; : : : ; jk. Ta-ylorovy rozvoje jednotlivý
h komponent vektorového pole � = P �i ��xi získámederiva
í (1) podle t, nebo» �i(x) = ��t ���0 'it(x):Dostáváme aij1:::jk := ��t ���t=0 f ij1:::jk = ��xj1 � � � ��xjk ��t ���x=0; t=0 'it:Proto¾e � je in�nitesimální automor�smus, je Ja
obiho mati
e J('t) = ��'it�xj � 2 Gpro v¹e
hna t 2 R a x 2 Rm . Odtud ��t ��0 J('t) = � ��xj ��t'it� ��0 2 g pro v¹e
hna x 2Rm . Z uvedeného ji¾ plyne, ¾e pro libovolné pevné j2; : : : ; jk je mati
e (aij1:::jk )i;j1prvkem g, 
o¾ motivuje následují
í de�ni
i.1.7. Prodlou¾ení Lieovy algebry. Obe
nì pro vektorové prostory V, W sede�nuje k-té prodlou¾ení podprostoruU � Hom(V;W ) jako vektorový prostor v¹e
h(k+1)-lineární
h zobrazení T : V � � � � � V| {z }(k+1)-krát ! W takový
h, ¾e pro libovolné pevnévektory v1; : : : ; vk 2 V je lineární zobrazení t : V ! W , de�nované pøedpisemv 7�! T (v; v1; : : : ; vk), prvkem U.Spe
iálnì pro g � gl(m;R) �= Hom(Rm ;Rm ) je k-té prodlou¾eníg(k) �= (Sk+1Rm� 
 Rm ) \ (SkRm� 
 g);zejména g(0) �= g. Nejmen¹í k takové, ¾e g(k) = 0 se jmenuje øád Lieovy algebry g.Pokud je g(k) 6= 0 pro v¹e
hna k, øekneme, ¾e algebra g je nekoneèného typu.Závìr pøed
hozího odstav
e mù¾eme nyní zformulovat | � je in�nitesimálníautomor�smus právì kdy¾ v¹e
hny koe�
ienty aij1:::jk 2 g(k�1), k 2 N.1.8. Tvrzení. Jestli¾e Lieova algebra g � gl(m;R) obsahuje mati
i hodnosti 1, jenekoneèného typu.Dùkaz. Ne
h» g 2 g � Rm� 
 Rm je hodnosti 1. Pak existují nenulové prvky� 2 Rm� a w 2 Rm takové, ¾e zobrazení g je zadáno v 7�! hv; �i � w, v 2 Rm . Prolibovolné k 2 N de�nujme T (v0; v1; : : : ; vk) = hv0; �ihv1; �i � � � hvk; �i � w, vi 2 Rm .Nyní T je nenulový prvek g(k), algebra g je nekoneèného typu. �1.9. Elipti
ké G{struktury. Algebra g se nazývá elipti
ká, jestli¾e neobsahujemati
i hodnosti 1. Zejména, je-li g koneèného typu, je elipti
ká. G{strukturynazýváme elipti
ké, jestli¾e jsou príslu¹né Lieovy algebry elipti
ké. Lze ukázatnásledují
í tvrzení, které název opravòuje:Lemma. Ne
h» P � P 1M je elipti
ká G-struktura. In�nitesimální automor�smy� 2 X(M) jsou øe¹ením elipti
ký
h systémù par
iální
h diferen
iální
h rovni
.Dùkaz. Viz. [Ko, str. 27℄. �Dùsledkem pak je, ¾e na kompaktní
h varietá
hM tvoøí globálnì de�nované in�-tesimální automor�smy koneènìrozmìrnou Lieovu algebru. Z dal¹í
h analyti
ký
húvah pak vyplývá, ¾e grupa v¹e
h globálnì de�novaný
h automor�smù takový
hstruktur je koneènìrozmìrná Lieova grupa. Obe
né tvrzení tohoto typu bylo doká-záno v [Pa℄, viz. také [Ko, str. 22℄.V pøiklade
h uvidíme, ¾e jsou dùle¾ité geometri
ké struktury, které nejsou ko-neèného typu, pøesto ale jsou elipti
ké.



10 ÈÁST I. G{STRUKTURY A �{STRUKTURY1.10 Vìta. Ne
h» M a N jsou diferen
ovatelné variety, G � GL(m;R). OznaèmesM øez FM = P 1M=G zadávají
í G-strukturu na M , podobnì pro sN . Platí:(1) f :M ! N je isomor�smus , f�sN = sM(2) � 2 X(M) je in�nitesimální automor�smus , L�sM � 0(3) G-struktura je integrovatelná, v ka¾dém bodì M existují lokální souøad-ni
e, v ni
h¾ má sM konstantní vyjádøení.Dùkaz. Pøipomeòme, ¾e Lieovské derivování bylo diskutováno v odstav
i 0.8.1. Tvrzení je zøejmé, nebo» f�sN = sM , sN Æ f = Ff Æ sM .2. � je in�nitesimální automor�smus , (Fl�t )�sM = sM . Odtud L�sM = 0 prov¹e
hna x 2 M . Opaènì, je-li L�sM � 0, je (Fl�t )�sM konstantní. Pro t = 0 v¹akmáme (Fl�0)�sM = sM , tedy (Fl�t )�sM = sM pro libovolné t.3. Konstantním vyjádøením ve zvolený
h souøadni
í
h rozumíme takovou volbusouøadni
 (x1; : : : ; xm) na U �M , ¾e sM vyjádøené prostøedni
tvím souøadný
h re-pérù u(x) = ( ��x1 (x); : : : ; ��xm (x)), je v ka¾dém bodì x 2 U dáno stejnou hodnotou~sM (u(x)) 2 GL(m;R)=G. G{struktura P je integrovatelná právì, kdy¾ v ka¾démbodì variety M existuje souøadné okolí U s pøípustnými souøadni
emi x1; : : : ; xm,tzn. takovými souøadni
emi, ¾e repér u(x) = ( ��x1 (x); : : : ; ��xm (x)) patøí do P prov¹e
hny body x 2 U . Øez sM urèují
í G{strukturu P � P 1M pak na U doká¾emepopsat konstantním vyjádøením sM = fu(x); [e℄g.Naopak, jestli¾e lze najít konstantní vyjádøení, pak je mo¾né získat i sM =fu(x); [e℄g pro vhodný øez u : U � M ! P 1M . Takový øez ov¹em zadává iso-mor�smus PjU ! P 1Rm ' Rm �GL(m;R) na obraz. Pøitom je øez sRm de�nují
íplo
hou G strukturu na Rm dán právì pøedpisem s konstantní hodnotou [e℄ vestandardní
h souøadni
í
h a z první èásti vìty vyplývá, ¾e je P lokálnì isomorfní splo
hou strukturou, 
o¾ jsme 
htìli dokázat. �Pro ilustra
i, v pøípadì struktur zadaný
h pevnì zvoleným tensorovým polem Tjistého typu na M je G isotropi
ká grupa takového tensoru v jednom �bru a po¾a-davek konstantnosti není ni
 jiného, ne¾ ¾e zadávají
í tensorové pole má konstantníkoe�
ienty ve vhodný
h souøadni
í
h.2. Pøíklady G-strukturNyní si uvedeme struènì nìkolik pøíkladù G{struktur. V zásadì se u ka¾dé v¾dyspokojíme s nìkolika poznámkami o existen
i struktury, o øádu, o automor�sme
h.Urèitì bude u¾iteèné, kdy¾ se ètenáø pokusí o tì
hto pøklade
h pøemý¹let podrob-nìji, je v¹ak tøeba se mít na pozoru, proto¾e v ka¾dém pøípadì jsou nekteré problémyøe¹itelné snadno, jiné velmi te¾ko. Vùbe
 u¾ nediskutuji problém klasi�ka
e v¹e
hpøirozený
h bandlù (øeknìme vektorový
h), který je ví
eménì problémem teoriereprezenta
í pøíslu¹ný
h grup a algeber.2.1. G = GL(m;R). Lieova algebra g = gl(m;R) jistì obsahuje mati
i hod-nosti 1 a je tedy nekoneèného typu. Ka¾dý difeomor�smus na M je automor�smusGL(m;R)-struktury, ka¾dé vektorové pole na M je in�nitesimální automor�smus,ka¾dá GL(m;R)-struktura je integrovatelná.2.2. G = feg, g = 0. Absolutní paralelismus na M je toté¾ jako globální øezbandlu lineární
h reperù P 1M . Existen
e této geometri
ké struktury na varietì je



2. PØÍKLADY G-STRUKTUR 11tedy ekvivalentní existen
i m = dimM globálnì de�novaný
h lineárnì nezávislý
hpolí. Lze tedy spí¹e oèekávat, ¾e na mnoha varietá
h tato struktura existovatnemù¾e. Napøíklad na sféøe S2, jak je dobøe známo z topologie, dokon
e neexistujeani jedno globálnì de�nované a v¹ude nenulové pole. Není ov¹em ani pravda, ¾e jeabsolutní paralelismus mo¾ný jen na takový
h varietá
h jako Rm | ve 2. èásti tétopøedná¹ky uvidíme, ¾e feg{struktura existuje na ka¾dém bandlu lineární
h repérùP 1M . Typi
kým pøíkladem je absolutní paralelismus na Rm daný standardní a�nnístrukturou. Automor�smy jsou potom právì v¹e
hny transla
e tx : Rm ! Rm ox 2 Rm .2.3. G = O(m;R). Struktura je tedy zadaná reduk
í lineární
h reperù k orto-gonální podgrupì, tj. na ka¾dém teèném prostoru máme zadán skalární souèin.Pøíslu¹ná Lieova algebra g = so(m;R) je tvoøena antisymetri
kými mati
emi . Tose snadno ovìøí derivováním At � ATt = E a vyèíslením v nule. Zde At je køivkamati
 v O(m;R), A0 = E. Algebra pso(m;R) neobsahuje mati
i hodnosti 1 a do-ká¾eme, ¾e je prvního øádu. V¹imnìme si pøidaného písmene s v oznaèení algebry| odpovídá tomu, ¾e ortogonální grupa se rozpadá na dvì komponenty, toti¾ namati
e s determinantem jedna a minus jedna. G{struktury s grupou SO(m;R) paktedy odpovídají orientovaným varietám s O(m;R){strukturou.Ne
h» (tijk) 2 g(1) libovolnì. Z de�ni
e g(1) je tijk = tikj a pro pevné k jetijk 2 o(m;R), tzn. tijk = �tjik. Odtudtijk = �tjik = �tjki = tkji = tkij = �tikj = �tijk;tedy tijk = 0, 
o¾ jsme 
htìli ukázat.O integrovatelnosti O(m;R)-struktur, automor�sme
h a in�nitesimální
h auto-mor�sme
h se zmíníme pozdìji, pøípadnì viz [Kobayashi℄. Zde pouze pozname-nejme, ¾e generi
kým pøípadem je, kdy¾ neexistuje ¾ádný automor�smus kromìidentity. Zejména tedy existen
e globálního in�nitesimálního automor�smu (tzv.Killingovo vektorové pole) je veli
e silný po¾adavek na zvolenou strukturu. Kupo-divu silnì souvisí i s topologií podkladové variety M .2.4. G = SL(m;R). Jde o mati
e s determinantem 1. Oznaèíme At køivku mati
v SL(m;R) a v okolí E budeme psát At = E + tX . Z de�ni
e determinantu plyne,¾e ��t j0 det(E + tX) = TrX . Ale detAt = 1 nezávisle na t, tedy ��t j0 detAt = 0a g = sl(m;R) tvoøí mati
e s nulovou stopou. Algebra sl(m;R) evidentnì obsahujemati
i hodnosti 1 a není tedy elipti
ká. Zejmména je tedy nekoneèného typu.Nyní uká¾eme, ¾e SL(m;R){struktury na varietì M jsou v bijektivní korespon-den
i s formami objemu na M . Pøirozená ak
e grupy GL(m;R) na Rm indukujeak
i GL(m;R) na �mRm� | A! = detA�1 �!. Na �mRm� n f0g je ak
e GL(m;R)transitivní s isotropní podgrupou SL(m;R) pro libovolné ! 2 �mRm� . Platí tedyGL(m;R)=SL(m;R) �= �mRm� n f0g a protoP 1M=SL(m;R) �= P 1M �GL(m;R)�mRm� n f0g �= �mT �M n f0g:Varieta pøipou¹tí SL(m;R){strukturu právì kdy¾ je orientovatelná. V následu-jí
ím odstav
i uká¾eme, ¾e ka¾dá SL(m;R){struktura je integrovatelná.Na souøadném okolí U � M uva¾me lokální souøadni
e x1; : : : ; xm. V ni
h jeforma objemu odpovídají
í dané SL(m;R)-struktuøe vyjádøena ! = f � dx1 ^ � � � ^dxm, kde f(x1; : : : ; xm) je reálná, v ka¾dém bodì nenulová funk
e. Na stejném



12 ÈÁST I. G{STRUKTURY A �{STRUKTURYokolí zvolme nové souøadni
e y1; : : : ; ym tak, aby y2 = x2, : : : , ym = xm a �y1�x1 = f .Ponìvad¾ je f 6= 0, je Ja
obián pøe
hodu k novým souøadni
ím zaruèenì nenulovýa y1; : : : ; ym skuteènì tvoøí souøadný systém. Naví
 jedy1 ^ � � � ^ dym = ��y1�x1 dx1 + � � �+ �y1�xm dxm� ^ dx2 ^ � � � ^ dxm == f � dx1 ^ � � � ^ dxm = !;tedy y1; : : : ; ym jsou pøípustné souøadni
e vzhledem k dané SL(m;R){struktuøe.Nyní, difeomor�smus na M je automor�smus SL(m;R){struktury, právì kdy¾za
hovává formu objemu na M , tj. právì kdy¾ determinant mati
e teèného zobra-zení je roven 1.Je-li � vektorové pole na M , pojmenujeme funk
i de�novanou vztahemL� ! = (div�)!divergen
e xi vzhledem k !. Potom � je in�nitesimální automor�smus právì kdy¾div� = 0.2.5. G = GL(m; C ). Zde uva¾ujeme grupu komplexnì lineární
h transforma
í naCm = R2m , tyto geometri
ké struktury jsou tedy mo¾né na 2m{rozmìrný
h hlad-ký
h varietá
h. Podobnì jako u ortogonální grupy lze reduk
i k této grupì snadnointerpretovat jako volbu jitého tenzoru. Volba mno¾iny bazí na R2m , které se jednaod druhé li¹í komplexnì lineární transforma
í z GL(m; C ), je toté¾ jako volba (nové)komplexní struktury na R2m , tj. toté¾ jako volba násobení imaginární jednotkoui. Z tohoto pohledu je mo¾né komplexní obe
nou lineární grupu realizovat tak, ¾ezvolíme lineární zobrazení (mati
i) J 2 GL(2m;R) splòují
í J2 = �E (kde E znaèíjednotkovou mati
i dané dimenze) a GL(m; C ) je pak podgrupa v¹e
h mati
 A spl-òují
í
h AJ = JA. Standardní realiza
i (odpovídají
í násobení i v Cm ) dostanemevolbou blokové mati
e J = � 0 �EE 0 � :Obe
ná mati
e v GL(m; C ) je pak dána rovnostíX = �A BC D� ; XJ = JX ) C = �B; D = A:Deriva
í køivek v G dostaneme tyté¾ rovnosti vymezují
í Lieovu podlagebruX 2 gl(m; C ) � gl(2m;R)); X = � A B�B A� :Tato algebra evidentnì je elipti
ká.Vidíme tedy, ¾e reduk
e P 1M k podgrupì GL(m; C ) je toté¾ jako volba tenzoruJ 2 T �M 
 TM splòují
ího J Æ J = � idTM . Takovou strukturu nazýváme skorokomplexní struktura na M . Slovíèko skoro zde je pro odli¹ení od tzv. komplex-ní
h struktur, které se de�nují jako variety s atlasem tvoøeným hladkými mapami' : Cm ! M s holomorfními pøe
hodovými funk
emi. Hovoøíme èastìji o kom-plexní
h varietá
h. Standardní komplexní struktura na Cm samozøejmì de�nuje



2. PØÍKLADY G-STRUKTUR 13GL(m; C ){strukturu na ka¾dé komplexní varietì a pøímo z de�ni
e je jasné, ¾e sejedná o integrovatelnou strukturu (mapy z atlasu jsou samé pøípustné souøadni
e).Vyvstává tedy problém, jak o dané skoro komplexní struktuøe rozhodnout, jestlije nebo není komplexní. Jedna obstruk
e se nabízí evidentnì:Uva¾me komplexi�ka
i teèného prostoru TC = TM 
R. Pro ka¾dou skoro kom-plexní varietu se jedná o komplexi�ka
e jednotlivý
h komplexní
h vektorový
h pro-storù TxM , proto se 
elý TCM rozlo¾í na vlastní podprostory komplexi�kovanéhozobrazení J (po øadì s vlastními èísly i a �i)TCM = T1;0M � T0;1M:Komplexní vektorová pole v T1;0M se nazývají holomorfní , ta v T0;1 jsou antiho-lomorfní . Holomorfní pole jsou tvaru � + iJ�, kde � 2 XM , J je tenzor de�nují
ískoro komplexní strukturu a i je imaginární jednotka, jí¾ lze násobit 
oby ska-lárem na komplexi�ka
i TCM . Antiholomorfní jsou v¹e
hna pole tvaru � � iJ�.Jestli¾e je M komplexní varieta, pak v komplexní
h souøadni
í
h (z1; : : : ; zm) jsouv¹e
hna holomorfní pole vyjádøena výhradnì prostøedni
tvím diferen
iálù ��z , za-tím
o antiholomorfní jsou vyjádøena diferen
iály ���z . Zejména jsou Lieovy závorkydvou holomorfní
h polí opìt holomorfní. Jinými slovy, T1;0M je involutivní pod-bandl v TCM . Analogi
ky je také antiholomorfní podbandl involutivní. Projek
ena antiholomorfní teèný bandl má tvar X 7! X� iJX , X 2 TCM , proto podmínkuinvolutivity holomorfní
h polí mù¾eme psát[� + iJ�; � + iJ�℄� iJ [� + iJ�; � + iJ�℄ = 0pro v¹e
hna pole � 2 XM . Nyní si staèí pov¹imnout, ¾e uvedené Lieovy závorkyjsou ve skuteènosti komplexi�kované závorky na hladký
h polí
h a zejména tedymù¾eme násobení skalárem i vytýkat pøed závorku. Reálná èást podmínky tedyøíká(1) [�; �℄� [J�; J�℄ + J [�; J�℄ + J [J�; �℄ = 0a imaginární èást té¾e podmínky je (�J){násobek tohoto výrazu. Jestli¾e dosadímeza pole � násobek f� pro libovolnou hladkou funk
i f , èleny s derivovanou funk
í fse vykrátí. Stejnì tak pro �, tak¾e je výraz na levé stranì (1), vyèíslený v jednombodì x variety M ve skuteènosti závislý pouze na hodnotá
h polí � a � v bodì x.Jedná se proto o tensor, kterému øíkáme Nijenhuisùv tensor NJ skoro komplexnístruktury J .Vyso
e netriviální analyti
ké úvahy vedou i k opaèné implika
i a dostáváme tzv.Newlanderovu{Nirenbergovu vìtuVìta. Skoro komplexní struktura J na hladké varietì M je integrovatelná právì,kdy¾ je Nijenhuisùv tensor NJ identi
ky nulovýPoznamenejme ji¾ teï, ¾e Nijenhuisùv tensor hraje roli jisté torze (ve smyslu torzelineární
h konexí) a je skuteènì nulový tehdy a jen tehdy, kdy¾ skoro komplexnívarieta pøipou¹tí konexi bez torze. Na podrobnìj¹í rozbor bohu¾el nebude dostatekèasu ani a¾ se budeme konexemi na G{strukturá
h blí¾e zabývat.Homomor�smy skoro komplexní
h struktur jsou pravì ta di�eren
ovatelná zob-razení, jeji
h¾ diferen
iál je v ka¾dém bodì komplexnì lineární (vzhledem ke kom-plexním vektorovým strukturám na teèný
h prostore
h). Øíká se jim holomorfní



14 ÈÁST I. G{STRUKTURY A �{STRUKTURYzobrazení . U komplexní
h variet jsou to právì ta zobrazení, jeji
h¾ souøadná vyjá-døení v pøípustný
h souøadni
í
h jsou obvyklá holomorfní zobrazení CM ! C n .Prakti
kou podmínku pro in�nitesimální automor�smy komplexní
h struktur lzesnadno odvodit z obe
ného vztahu L�J = 0. Vyèíslením na dal¹ím argumentu �toti¾ dostáváme (viz. 0.8(2))0 = (L�J)(�) = L�(J(�))� J(L��)= [�; J�℄� J [�; �℄:Proto¾e je algebra gl(m; C ) elipti
ká, je na kompaktní
h varietá
h Lieova algebrav¹e
h globální
h in�nitesimální
h automor�smù koneènìrozmìrná. Jeden takovýpøípad je dobøe známý z komplexní analýzy jedné promìnné: Na kompakti�ka
i C ,tj. na Riemannovì sféøe, existují pouze konstantní globálnì de�nované holomorfnífunk
e. Zkuste si podrobnìji zdùvodnit souvislost tohoto tvrzení s na¹í obe
noudiskusí!2.6. G = U(m). Unitární grupa U(m) je tvoøena v¹emi unitárními lineárnímizobrazeními v Cm . Jde tedy o podgrupuU(m) = O(2m;R) \GL(m; C )a stejnì tak je i její Lieova algebra su(m) podalgebrou v so(2m;R). Zejména jetedy nutnì su(m) øádu 1, stejnì jako ortogonální algebra.Na 2m{rozmìrné hladké varietìM zadáme U(m){strukturu tak, ¾e zadáme skorokomplexní strukturu P � P 1M a souèasnì ortogonální strukturu P 0 � P 1M .Pøitom musí být Q = P \ P 0 6= ;. Jde tedy o zadání komplexního skalárníhosouèinu na ka¾dém teèném prostoru (
hápaném jako komplexní vektorový prostor).Z de�ni
 vyplývá, ¾e U(m) je integrovatelná právì, kdy¾ je pøíslu¹ná komplexnístruktura integrovatelná a zároveò i ortogonální struktura je integrovatelná. Toopìt nastane pomìrnì zøídka a generi
kým pøípadem je, ¾e pro pevnì zadanouU(m) strukturu neexistují ¾ádné automor�smy kromì identity.2.7. G = CO(m;R). Konformní ortogonální grupa se zdánlivì pøíli¹ neli¹í odO(m;R). Ve skuteènosti se ale 
hovají tyto struktury úplnì odli¹nì. Konformnílineární automor�smy Rm jsou ty, které za
hovávají standardní skalární souèin a¾na kladný násobek, tzn.CO(m;R) = fA 2 GL(m;R);AAT = 
E; 0 < 
 2 R libovolnég:Odtud také vyplývá, ¾e
o(m;R) = fX 2 gl(m;R);AAT = 
E; 
 2 R libovolnég:Spe
iálnì CO(2;R) = GL(1; C ), jsou tedy dvourozmìrné konformní Riemannovskéstruktury toté¾ 
o jednorozmìrné skoro komplexní. (To odpovídá známému faktu,¾e holomorfní funk
e na R2 = C jsou právì ty, které za
hovávají úhly.) Budeme setedy v dal¹ím zabývat CO(m;R) s m > 2.Z na¹i
h obe
ný
h úvah vyplývá, ¾e zadání konformní struktury na varietì Mje toté¾, jako zadání tøídy Riemannový
h metrik (tj. skalární
h souèinù na jed-notlivý
h teèný
h prostore
h), které se vzájemnì li¹í o násobek kladnou hladkou
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í. Mù¾eme ji tedy snadno zadat volbou jedné Riemannovy metriky,na konformní Riemannovì varietì ov¹em ¾ádnou význaènou metriku u¾ nemáme.V¹e
hny metriky ze zadané tøídy lze také 
hápat jako øezy význaèného jednoroz-mìrného a�nního bandlu nad M .Konformní ortogonální algebra také nemá øád 1, uká¾eme ¾e je øádu 2. Nejprvespoèteme první prodlou¾ení g(1). Budeme pra
ovat s tzv. abstraktní indexovou no-ta
í , kdy tensory zapisujeme ve tvaru ti1:::ikj1:::js ani¾ by
hom to 
hápali jako popisjednotlivý
h souøadni
 v pevnì zvolené bázi. Zato mù¾eme snadno expli
itnì za-pisovat kontrak
e a jiné invariantní opera
e na tensore
h. Zejména budeme u¾ívatkonven
e, ¾e pøes opakované indexy se sèítá.Jádrem stopového zobrazení (kontrak
e) Tr: 
o(m;R) ! R, X 7! Tr(X) je právìso(m;R). Proto¾e je ortogonální algebra øádu 1, je zobrazeníg(1) 3 t = (tijk) 7! � = 1mtiik 2 Rn�injektivní (jádro tohoto zobrazení je právì první prodlou¾ení so(m;R)). Naopak,zvolíme-li pro pevnì dané � = (�k) 2 Rm� tensor(1) t = (tijk) = Æij�k + Æik�j � Æjk�i;pak jeho stopa je tiik = 1m (m�k + �k � �k) = �k. (Zde by
hom správnìji k popisuposledního èlenu v (1) mìli u¾ít posouvání indexù pomo
í metriky a její inverze:gsjgitÆsk�t | pøitom je si
e metrika urèená jen a¾ na násobek, ale tím ¾e ji u¾ívámejednou v pùvodní a jednou v inverzní podobì, je 
elý výraz invariantní.) Vidíme,¾e je toto zobrazení i surjektivní a g(1) = Rm� , kde identi�ka
e s podmno¾inou vS2Rm� 
 Rm je dána vztahem (1).Uva¾me nyní libovolný tensor t = tijkh 2 g(2). Pro ka¾dý pevnì zvolený indexh (to mù¾eme 
hápat jako "pro ka¾dé vyèíslení na pevnì zvoleném pøíslu¹némargumentu) musíme dostat prvek z g(1), tj.(2) tijkh = Æij�kh + Æik�jh � Æjk�ih:Pøitom ale je tijkh symetri
ké ve v¹e
h spodní
h indexe
h. Zejména proto tiikh =tiihk, 
o¾ zaruèuje �kh = �hk. Rovnost tiikh = tikhi pak dává (dosazením do (2))(3) (m� 2)�kh = �Ækh�ii(kde opìt platí vý¹e uvedený komentáø o posouvání indexù). Dal¹í kontrak
e v po-slední formuli dává (m� 2)�kk = �m�kka tedy zejména �kk = 0. Koneènì, dosazením do (3) nyní dostáváme(m� 2)�kh = 0a to díky pøedpokladu m > 2 znamená, ¾e �kh, a proto i tijkh, jsou identi
ky nulové.Zobrazení ' : M !M 0 mezi varietami s konformními Riemannovskými struktu-rami je jeji
h homomor�smem právì, kdy¾ pro jednu z metrik g0 v konformní tøídìna M 0 (a pak u¾ pro ka¾dou) platí, ¾e '�g0 je ve tøídì komformní
h metrik na M .Vektorové pole � na M je in�nitesmální automor�smus právì, kdy¾ pro nìkte-rou (a pak u¾ ka¾dou) konformní metriku g na M platí L�g = f � g pro nìjakouhladkou reálnou funk
i f na M . Zejména je ka¾dé Killingovo pole nìkteré z metrikv konformní tøídì in�nitesimálním automor�smem.Diskusi o Riemannovský
h a konformní
h Riemanovský
h strukturá
h mù¾emesnadno roz¹íøit na skalární souèiny obe
né signatury (p; q).



16 ÈÁST I. G{STRUKTURY A �{STRUKTURY2.8. G = Sp(m). Tento pøíklad je obzvlá¹» dùle¾itý v klasi
ké me
hani
e. Sym-plekti
ká lineární grupa je tvoøena transforma
emi, ketré ne
hávají invariantní an-tisymetri
kou regulární bilineární formux1 ^ xm+1 + � � �+ xm ^ x2m;tj. bilineární formu s mati
í J = � 0 �EE 0 � :Z elementární lineární algebry pak víme, ¾eSp(m;R) = fA 2 GL(2m;R);AT JA = Jga derivováním køivek v jednot
e symplekti
ké grupysp(m;R) = fX 2 gl(2m;R);AT J + JA = 0g:V blokovém vyjádøení jsou mati
e v Lieovì algebøe sp(m;R) tvaruX = �A BC �AT � ; CT = C; BT = B:Evidentnì lze v této algebøe nalézt mati
i hodnosti 1, je to tedy algebra nekoneènéhotypu.Z de�ni
e symplekti
ké grupy vyplývá, ¾e pøíslu¹né struktury na 2m{rozmìrný
hreálný
h varietá
h jsou zadány volbou nedegenerované 2{formy. Hovoøíme o skorosymplekti
ký
h strukturá
h. Opìt se pøímo nabízí obstruk
e k integrovatelnosti.Jsou-li toti¾ (x1; : : : ; x2m) pøípustné souøadni
e na m zadané mapou ' : R2m !U �M a ! forma zadávají
í strukturu na M , pakd! = d('�(dx1 ^ dxm+1 + � � �+ dxm ^ dx2m))= '�(d(dx1 ^ dxm+1 + � � �+ dxm ^ dx2m)) = 0Naopak, existuje tzv. Darbouxova vìta, která v na¹em pøípadì ukazuje opaènouimplika
i:Lemma. Je-li ! uzavøená vnìj¹í 2{forma na M hodnosti 2m = dimM v bodìx 2 M , pak existuje souøadné okolí bodu x takové, ¾e v tì
hto souøadni
í
h má !tvar dx1 ^ dxm+1 + � � �+ dxm ^ dx2m:Dùkaz. Je zalo¾en na Poin
arého lemmatu, které øíká, ¾e uzavøené 2{formy jsoulokálnì diferen
iály 1{forem, tj. ! = d� lokálnì kolem x. Z nedegenerovanosti !pak vyplyne, ¾e forma � je opìt v jistém smyslu nedegenerovaná a ovìøí se, ¾e máve vhodný
h souøadni
í
h tvar� = x1dxm+1 + : : : xmdx2m:Detaily vyne
hávám , viz. napø. dodatek v [Ko℄. �



3. �-STRUKTURY 17Geometri
ké struktury zadané uzavøenou vnìj¹í 2{formou ! maximální hodnostinazýváme symplekti
ké struktury . Jeji
h automor�smy, tzv. symplektomor�smy ,jsou difeomor�smy ' splòují
í '�! = !, in�nitesimální automor�smy � jsou pakdány podmínkou L�! = 0. Jako obvykle, de�nují
í tensor ! urèuje øadu dùle¾i-tý
h geometri
ký
h objektù a vztahù. V na¹em pøípadì je to zejména kanoni
kýisomor�smus TM ' T �M zadaný pomo
í opera
e vlo¾eníX(M) 3 � 7! i�! 2 
1(M)kde opera
e vlo¾ení je de�nována takto: h�; i�!i = !(�; �). Odtud dostáváme taképøiøazení vektorový
h polí funk
ímf 7! H(f); iH(f)! = df:Pro Lieovskou deriva
i vnìj¹í
h forem platí L� = i� Æd+dÆ i�, je tedy pro uzavøenésymplekti
ké formy ! LH(f)! = i�d! + d(i�!) = d(df) = 0:Odtud vidíme, ¾e ka¾dá funk
e zadává in�nitesimální automor�smus. V me
hani
etakto popisujeme dynamiku systému zadaného Hamiltoniánem f .Nejèastìji se vyu¾ije kanoni
ká symplekti
ká struktura na koteèném prostoru.Ta je zadána vnìj¹ím diferen
iálem tzv. Liouvillovy formy � 2 
1(T �M), kterávektor � 2 T�(T �M) zobrazí na hTp(�); �i, kde p : T �M !M je obvyklá projek
e.V tomto pøípadì je tedy symplekti
ká forma nejen uzavøená, ale dokon
e exaktní.3. �-strukturyNe
h» E je m-rozmìrná varieta (vìt¹inou Euklidovský prostor), které budemeøíkat modelují
í prostor . De�nujeme pseudogrupu transforma
í na E jako mno¾inu� lokální
h difeomor�smù mezi otevøenými mno¾inami z E splòují
í
h:(a) Ne
h» U = Si Ui, Ui � E. Difeomor�smus f : U ! E patøí do � právì kdy¾zú¾ení f ke v¹em Ui patøí do �.(b) Pro libovolnou otevøenou podmno¾inu U � E je idU 2 �.(
) Jestli¾e f 2 �, pak f�1 2 �.(d) Jsou-li f : U ! V a f 0 : U 0 ! V 0 difeomor�smy z � a V \ U 0 6= ;, pakdifeomor�smus f 0 Æ f : f�1(V \ U 0)! f 0(V \ U 0) opìt patøí do �.Øekneme, ¾e pseudogrupa � transforma
í modelují
ího prostoru E je tranzitivní ,jestli¾e pro libovolné x; y 2 E existuje difeomor�smus f 2 � takový, ¾e f(x) = y.Ne
h» � je tranzitivní pseudogrupa transforma
í E, M topologi
ká varieta sesystémem map (Ui; 'i), kde (Ui) je otevøené pokrytí M a 'i : Ui ! E jsou lo-kální homeomor�smy. Tento systém (Ui; 'i) nazveme �{atlas na M , jestli¾e ka¾dézobrazení 'j Æ '�1i : 'i(Ui \ Uj)! 'j(Ui \ Uj) je difeomor�smus z �.�{atlas se nazývá maximální , jestli¾e není obsa¾en v ¾ádném dal¹ím �{atlasu.Maximální �{atlas nazveme �{strukturou na M . Je-liM Hausdor�ùv prostor, pakM spolu s pevnou �{strukturou se jmenuje �-varieta.



18 ÈÁST I. G{STRUKTURY A �{STRUKTURY3.1 Pøíklady.1. E = Rm a � je mno¾ina v¹e
h lokální
h difeomor�smù na E. Pak �{varietaje obyèejná hladká varieta a �{struktura je její diferen
ovatelná struktura.2. E = Rm , G � GL(m;R) a � je mno¾ina v¹e
h takový
h lokální
h dife-omor�smù f na E, ¾e Ja
obiho mati
e J(f) 2 G pro v¹e
hny body z Dom(f).Pak �{struktury jsou ve vzájemnì jednoznaèné koresponden
i s integrovatelnýmiG{strukturami.3. Pøedpokládáme-li naví
, ¾e J(f) je v ka¾dém bodì konstantní, pak �{strukturynazýváme plo
hé G{struktury a v pøípadì G = GL(m;R) mluvíme o a�nní
h struk-turá
h.Buï E varieta, L Lieova grupa, je¾ pùsobí na E tranzitivnì a � mno¾ina v¹e
hlokální
h difeomor�smù na E, které vznikly lokalisa
í ak
e L. Tento pøístup zo-be
òuje pøed
hozí pøíklad, který dostaneme, zvolíme-li E = Rm a L = podgrupaA(m;R) generovaná transla
emi Rm a lineární grupou G.4. Nyní, je-li E = Sm a L = grupa M�obiový
h (konformní
h) transforma
í Sm,nazýváme �{struktury plo
hé konformní struktury .5. Je-li E = Pm(R) a L = PGL(m;R) (projektivní obe
ná lineární grupa), pak�-struktury nazýváme plo
hé projektivní struktury .3.2 Lieovy pseudogrupy. V modelují
ím prostoru E zvolme pevný poèátekoznaèený 0. Zpravidla je E = Rm s obvyklým poèátkem. Oznaème P rM :=inv Jr0 (E;M) bandl r{repérù, tj. hlavní �brovaný prostor se strukturní grupouGrm = inv Jr0 (E;E)0.Nyní ne
h» � je tranzitivní pseudogrupa na E a mìjme pevnou �-strukturuna M . De�nujeme P r(M;�) jako mno¾inu v¹e
h r-repérù jr0(') 2 P rM takový
h,¾e '�1 : U �M ! E je mapa ze zvolené �-struktury. Podobnì de�nujeme P r(E;�)vzhledem k pøirozené �-struktuøe na E.Øekneme, ¾e pseudogrupa � na E je Lieova pseudogrupa, jestli¾e platí:(a) pro ka¾dé pøirozené r je P r(E;�) podvarieta (tedy podbandl) P rE,(b) existuje s 2 N takové, ¾e lokální difeomor�smus f na E patøí do � právìkdy¾ P s f : P s E ! P s E zobrazí P s(E;�) na sebe.Nejmen¹í s splòují
í podmínku (b) se nazývá øád Lieovy pseudogrupy �.3.3. Poznámky. Teorii pseudogrup a pøíslu¹ný
h �{struktur se nebudeme po-drobnìji zabývat. Zmínil jsem se o ni
h spí¹e okrajovì. S tím, 
o u¾ víme se snadnomù¾e ukázat, ¾e �{struktury odpovídají
í Lieovým pseudogrupám obe
nì hrají roliintegrovatelný
h G-struktur, ty v¹ak mohou být vy¹ího øádu. Tím myslím reduk
ereperù vy¹¹í
h øádù k podgrupám jetový
h grup.Zajímavé je také studium in�nitesimální
h automor�smù, které vytváøejí tzv.�ltrované Lieovy algebry . Dlouhé serie pra
í popisují
í
h �ltrované algebry i jinázobe
nìní geometri
ký
h struktur lze najít v èasopise
ké literatuøe. Zmiòme ale-spoò nekolik jmen autorù: E. Cartan, V. Guillemin, S. Sternberg, S. Kobayashi,T. Nagano, N. Tanaka, T. Morimoto.
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h4. Maurer{Cartanova formaNe
h» G je Lieova grupa, g její Lieova algebra, lg : G! G znaèí násobení zlevana G, rg násobení zprava. Levá Maurer-Cartanova forma na G je 1{forma na Gs hodnotami v g, de�novaná vztahem !g = !jTgG = T lg�1 : TgG ! TeG = g prov¹e
hna g 2 G. Maurer{Cartanovu formu na G budeme znaèit obèas !G. Slovemlevá vyjadøujeme skuteènost, ¾e !G je levoinvariantní, tj.!G Æ T lhjTgG = T l(hg)�1 Æ T lhjTgG = !Ggpro ka¾dé h 2 G.4.1. Vìta. Maurer{Cartanova forma ! splòuje:(1) ! je hladký absolutní paralelismus, tj. !g : TgG! g je lineární izomor�smuspro ka¾dé g 2 G a zobrazení ��! : TG! G�g, kde � : TG! G je projek
ena bod dotyku, je difeomor�smus,(2) vektorové pole !�1(X) de�nované !�1(X)(g) = (!g)�1(X) je levoinvari-antní vektorové pole na G pro ka¾dý pevnì zvolený vektor X 2 g,(3) ! je G{ekvivariantní, tj. r�g ! = Adg�1 Æ !,(4) platí tzv. strukturní rovni
e, d! + 12 [!; !℄ = 0.Dùkaz. 1. Zobrazení ! lze podrobnì rozepsat jako kompozi
i TG ! G � TG !G� TG! TG� TG! TeG napøíklad takto:(g; v) 7! (g; (g; v)) 7! (g�1; (g; v) 7! ((g�1; 0); (g; v)) 7! (e; T l�1g (v))kde poslední krok je dán teèným zobrazením k násobení m : G�G! G, tj.T mjTgG�ThG(u; v) = T rh � u+ T lg � v:Odtud je zøejmá hladkost !, je tedy hladké i zobrazení ��! a porovnáním dimenzívidíme, ¾e musí jít o globálnì de�novaný difeomor�smus.2. Levoinvariantní vektorová pole jsou dána LX(g) = ��t ��0 g � exp tX = Telg �X ,X 2 g. Ch
eme ukázat, ¾e !�1(X) = LX , tj. !(LX(g)) = X pro v¹e
hna g 2 G,
o¾ je zøejmé z de�ni
e Maurer{Cartanovy formy.3. Pullba
k je dán vztahem r�g !(�) = !(Trg � �). Vektor �(h) 2 ThG vyjádøímeve tvaru �(h) = ��t ��0 h � exp tX , kde X = !(�(h)). Nyní!(Thrg � �(h)) = !� ��t ���0 h � exp tX � g�= ��t ���0 g�1h�1h � exp tX � g = Adg�1(X):4. Tvrzení doká¾eme pøímým výpoètem. Nejdøív obe
nì pro formy � 2 
k(M; g)a � 2 
l(M; g) de�nujeme závorku [�; �℄ indukovanou závorkou na hodnotá
h v al-gebøe g jako[�; �℄(�1; : : : ; �k+l) =X� 1k! l! sgn�[�(��(1); : : : ; ��(k)); �(��(k+1) ; : : : ; ��(k+l))℄;
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o¾ je (k + l)-forma na M s hodnotami v g. Zejména pro 1-formy �; � na M je[�; �℄(�; �) = [�(�); �(�)℄ � [�(�); �(�)℄, tedy [!; !℄(�; �) = 2 [!(�); !(�)℄.Nyní vyjádøíme vektory �(g) a �(g) pomo
í vhodný
h levoinvariantní
h polí�(g) = LX(g), �(g) = LY (g) a poèítámed!(LX ; LY ) + 12 [!; !℄(LX ; LY ) == LX(!(LY ))� LY (!(LX))� !([LX ; LY ℄) + [X;Y ℄ == �!(L[X;Y ℄) + [X;Y ℄ = 0:�4.2. Darbouxova deriva
e. Buï M hladká varieta a f : M ! G hladké zobra-zení. Pak levá Darbouxova deriva
e Æf zobrazení f je 1-forma na M s hodnotamiv g taková, ¾e Æf = f�!G, tj.Æf(x) = T lf(x)�1 Æ Txf : TxM ! gpro ka¾dé x 2 M . Tuto deriva
i také èasto nazýváme levá logaritmi
ká deriva
e,viz. pøíklad ní¾e. Zobrazení f se nazývá primitivní k Æf . Z pøirozenosti vnìj¹íhoderivování diferen
iální
h forem plyne, ¾e také Darbouxova deriva
e Æf splòujestrukturní rovni
i, tj. v¾dy
kyd(Æf) + 12[Æf; Æf ℄ = 0:4.3. Pøíklady.1. Je evidentní, ¾e ÆidG = !G. Zejména pro G = (R;+) je ÆidR = dx a proobe
né f :M ! R je Æf = f 0 dx = d f .2. V grupì G = (R+ ; :) je e = 1, !R+(x) = 1=x dx a pro f : R ! R+ mámeÆf = f 0=f dx. Odtud také název logaritmi
ká deriva
e.3. Ne
h» G = GL(m;R). Pro libovolné g 2 GL(m;R) a v 2 ThGL(m;R) jeT lg(v) = g � v 2 Tg�hGL(m;R). Odtud !GL(m;R)(g) = g�1dg, kde pro g = (xij )je dg = (dxij ). Jinak øeèeno, dg 2 
1(GL(m;R); gl(m;R)) je zjevné ztoto¾nìníTAGL(m;R) ' gl(m;R) zadané ��t j0(A+ tX) 7! X .Spe
iálnì pro m = 2 máme!GL(m;R) = � x22=detg �x12=detg�x21=detg x11=detg �� dx11 dx12dx21 dx22 � :4.4. Vìta (O jednoznaènosti primitivního zobrazení). Ne
h»M je souvislá varieta,f1; f2 : M ! G hladká zobrazení taková, ¾e Æf1 = Æf2. Pak existuje prvek 
 2 G(integraèní konstanta) tak, ¾e f2(x) = 
 � f1(x) pro v¹e
hny x 2M .Dùkaz. Potøebujeme pomo
né tvrzení, které lze ovìøit pøímým výpoètem (pone-
hávám jako 
vièení, viz. také [Sha, str. 113℄).Lemma. Je-li m násobení a i inverze na Lieovì grupì G, pakm�!GjTg;h(G�G) = Ad�1(h)(!G Æ T�1) + !G Æ T�2i�!GjTgG = �Ad(g)!G:



4. MAURER{CARTANOVA FORMA 21kde �1 a �2 jsou zjevné projek
e.Nyní je v¹e jednodu
hé: De�nujeme h : M ! G pøedpisemh(x) = f2(x) � (f1(x))�1:Pokud uká¾eme h�!G = 0, pak také !G Æ Th = 0, ale to pro souvislé M znamená,¾e h je konstantní. Díky uvedenému pomo
nému tvrzeníh�(!G)jTxG = (f�2 ; f�1 Æ i�) Æm�(!G)(x)= Ad(f1(x))(!G Æ Tf2) + (�Ad(f1(x))(!G Æ Tf1))= Ad f1(x)(f�2!G � f�1!G) = 0
o¾ jsme 
htìli dokázat. �Nyní se budeme zabývat otázkou, za jaký
h podmínek existuje k dané 1-formì! 2 
1(M; g) primitivní zobrazení f :M ! G. Nejdøív lokálnì.4.5. Vìta. Jestli¾e 1-forma ! na M s hodnotami v g splòuje strukturní rovni
id! + 12 [!; !℄ = 0, pak pro libovolný bod x 2 M existuje okolí U 3 x a zobrazeníf : U ! G tak, ¾e !jU = Æf .Dùkaz. My¹lenka dùkazu spoèívá v setrojení grafu hledaného zobrazení f v sou-èinu M � G. K tomu úèelu postaèí skonstruovat integrabilní distribu
i správnédimense s nedegenerovanou projek
í na M . Oznaème �M a �G souèinové projek
ea uva¾me podprostory D � T (M �G) zadané jako jádro formy
 = ��M! � ��G!G:Nejprve uká¾eme, ¾e T�M : D ! TM je tvoøeno isomor�smy jednotlivý
h �brù.Je-li T�M (�; �) = 0 pro (�; �) 2 D, pak � = 0. Proto !(�) = !G(�) = 0 a tedy� = 0, proto¾e !G je na jednotlivý
h �bre
h isomor�smus. Celkem nám vy¹lo, ¾eT�M jD je isomor�smus. Tím jsme zároveò ukázali, ¾e D má konstantní dimenzev jednotlivý
h �bre
h, je to tedy distribu
e.Na¹ím dal¹ím úkolem je ukázat, ¾e tato distribu
e je integrabilní a hledanýmgrafem pak budou její maximální integrabilní podvariety. Pou¾ijeme kriteriumintegrability ve formì podmínek na de�nují
í formy.1d
 = d(��M! � ��G!G) = ��M (d!)� ��G(d!G)= �12(��M ([!; !℄� ��G[!G; !G℄)= 12([���M!; ��M!℄ + [��G!G; ��G!G℄)Dále mù¾eme dosadit ��M (!) = ��G(!G) + 
d
 = �12([��G!G;
℄� [
; ��g!G℄� [
;
℄)1Je-li ! hladká 1-forma naM s hodnotami ve vektorovém prostoru V s konstatní dimenzí jadern = ker! � TxM , x 2M , pak D = ker! je integrabilní právì, kdy¾ d!(X; Y ) = 0 pro v¹e
hny X,Y z ker!. To znamená, ¾e za této podmínky pro
hází ka¾dým bodem M právì jedna maximálníintegrální podvarieta M . Viz. napø. [KMS℄ nebo[Sha℄.
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h �, � splòují
í
h 
(�) = 
(�) = 0 dostáváme nulu.Zbývá zkonstruovat zobrazení f . Pro (x; g) 2 M � G oznaème L maximálníintegrální podvarietu D pro
házejí
í tímto bodem. Jak jsme vidìli, je zú¾ení �Mna L lokálním difeomor�smem na nìjakém okolí bodu (x; g), jistì tedy existujeinversní zobrazení F : U �M ! L � M �G. Zøejmì je F tvaru F (x) = (x; f(x))pro nìjaké f : U ! G. Dále F �
 = 
 Æ TF = 0, proto¾e TF má obraz v D. Toznamená 0 = F �
 = F �(��M! � ��G!G)= (�M Æ F )�! � (�G Æ F )�!G= ! � f�!G:Podle na¹i
h de�ni
 je to právì tvrzení !jU = Æf . �4.6. Dùsledek. V pøípadì, ¾e M = [a; b℄ � R a grupa G je libovolná, existujek dané 1-formì ! 2 
1(M; g) primitivní zobrazení globálnì.2 Naví
 pro ka¾dézadané g 2 G existuje právì jedna primitivní funk
e f splòují
í f(a) = g.Dùkaz. Proto¾e je nyní varieta M jednorozmìrná, jsou v¹e
hny 2-formy triviálnìnulové. Zejména je tedy v¾dy splnìna strukturní rovni
e. Naví
 z pøed
hozí vìtyvíme, ¾e umíme pokrýt M koneènì mnoha otevøenými intervaly, na ni
h¾ budeprimitivní funk
e de�novaná. Na pøekryve
h se pøitom budou zvolené primitivnífunk
e li¹it jen o násobení konstantou z G, viz. 4.4. Je je tedy mo¾né upravittak, aby mìly na pøekryve
h shodné hodnoty, èím¾ vzniká globálnì de�novanáprimitivní funk
e f . Následným vynásobením jednoznaènì zadaným prvkem grupyG dosáhneme libovolné pøedem dané hodnoty f(a). �Tento zdánlivì banální dùsledek je mimoøádnì dùle¾itý, proto¾e nám umo¾òujezkoumat globální otázky existen
e primitivní
h funk
í na slo¾itìj¹í
h varietá
h. Jesamozøejmé, ¾e pùjde o topologi
ké obstruk
e pøi konstruk
i primitivní
h funk
í.Jednoznaènì zadaná køivka 
 : [a; b℄ s hodnotou 
(a) = g a Darbouxovou deriva
íÆ
 = ! se také nazývá rozvinutí ! s poèátkem v g 2 G. Je-li ! de�nována na vìt¹ívarietì M a 
 : [a; b℄!M je køivka, lze pøed
hozí konstruk
i provést pro pullba
k
�!, opìt tedy získáme pevnì zadané zobrazení de�nované v bode
h køivky na M .Na¹e úvahy se budou opírat o pojem 1. homotopi
ké grupy �1(M;x) (vázanév bodì x 2 M).3 Evidentnì nám pro na¹i konstruk
i staèí i po èáste
h spojitákøivka 
 : [a; b℄! M . Opìt budeme hovoøit o rozvinutí formy ! 2 
1(M; g) podélkøivky 
 : [a; b℄!M .Nejpodstatnìj¹í èástí na¹i
h úvah je nyní prosté pozorování, ¾e rozvinutí formy !na M , která splòuje strukturní rovni
i, podél dvou homotopi
ký
h køivek 
0, 
1 sestejnými zaèátky 
0(0) = 
1(0) = x0 a kon
i 
0(1) = 
1(1) = x1 má také spoleènouhodnotu v x1. Skuteènì, je-li C homotopie daný
h køivek, pak C�! je forma na2v¹imnìme si, ¾e pro pøípad aditivní grupy G = R dostáváme standardní vìtu o existen
iprimitivní funk
e z elementární analýzy reálný
h funk
í jedné promìnné!3Tyto grupy jsou tøídy ekvivalen
e spojitý
h parametrizovaný
h køivek 
 : [0; 1℄ ! M , 
(0) =
(1) = x, kdy za homotopi
ky ekvivalentní pova¾ujeme ty, které lze na sebe pøevést spojitoudeforma
í. Tzn. 
0 ' 
1 jestli¾e existuje C : [0; 1℄ � [0; 1℄ ! M takové, ¾e C(0; t) = 
0(t) aC(1; t) = 
1(t). Je zøejmé, ¾e reparametriza
e zadává ekvivalentní køivky a de�nujeme souèin nana¹i
h homotopi
ký
h tøídá
h uzavøený
h køivek prostým navázáním køivek za sebe a následnoureparametriza
í.



4. MAURER{CARTANOVA FORMA 23[a; b℄ � [a; b℄ splòují
í strukturní rovni
i a kolem ka¾dého bodu (s; t) je na jistémokolí C�! Darbouxovou deriva
í jistého zobrazení F : U � [a; b℄�[a; b℄! G. Stejnìjako v pøed
hozím dùkazu lze tato lokálnì de�novaná zobrazení spojit do jediného,globálnì de�novaného F . Pøitom ale bude F (a; a) = g a F �(!G) = C�!. Dále,C(b; t) = 
0(1) je konstantní pro v¹e
hny t 2 [a; b℄ a proto C�! = F �!G je nulovépodél pravé hrani
e [a; b℄� [a; b℄. Zejména je tedy F konstantní podél této hrani
ea F (b; a) = F (b; b).Pøed
hozí konstruk
e nám zadává (pro pevnì zvolené x 2M) zobrazení�! : �1(M;x)! Gkteré nazýváme monodromie formy !. Snadno se ovìøí, ¾e monodromie je v¾dyhomomor�smus grup.4.7. Vìta. 1-forma ! na souvislé varietì M s hodnotami v g je Darbouxovaderiva
e globálnì de�novaného zobrazení f :M ! G právì tehdy, kdy¾:1. d! + 12 [!; !℄ = 0,2. �! : �1(M;x)! G je triviální.Naví
, pokud jsou tyto podmínky splnìny, pak f je dáno jednoznaènì a¾ na levoutransla
i prvkem g 2 G.Dùkaz. Jestli¾e f existuje, pak samozøejmì musí být splnìna první podmínka.Bez újmy na obe
nosti lze pøedpokládat, ¾e f(x) = e 2 G. Pro jakoukoliv køivku
 : [a; b℄ ! M , 
(0) = x, 
(1) = y, dostaneme (f Æ 
)�!G = 
�!, je tedy f Æ 
rozvinutím ! podél køivky 
 a zejména je f(
(1)) = f(y). Pøi 
(1) = 
(0) = x tedydostáváme �!([
℄) = e a vidíme, ¾e 
elá monodromie musí být triviální.Naopak, pøedpokládejme, ¾e monodromie je triviální a de�nujme f(y) jako 
í-lovou hodnotu rozvinutí ! podél køivky 
 : [0; 1℄ ! M s 
(0) = x, 
(1) = y. Toje nezávislé na volbì køivky v rám
i homotopi
ké tøídy díky platnosti strukturnírovni
e. Pokud zvolíme dal¹í køivku z jiné homotopi
ké tøídy, pak lze tuto volbuv¾dy zrealizovat tak, ¾e slo¾íme pùvodní køivku 
 s nìjakou køivkou reprezentují
ínetriviální prvek první homotopi
ké grupy v x. Rozvinutí podél køivek zaèínají-
í
h a konèí
í
h v x v¹ak zadává identi
ké zobrazení díky podmín
e na triviálnímonodromii. Tím je dokázáno, ¾e na¹e de�ni
e na volbì køivky nezávisí vùbe
.Jednoznaènost a¾ na levou transla
i je zøejmá. �4.8. Dùsledek. Jestli¾e ! 2 
1(M; g) splòuje strukturní rovni
i a M je souvislávarieta, pak na univerzálním nakrytí � : ~M !M je dána indukovaná forma ��! 2
1( ~M; g) (opìt splòují
í strukturní rovni
i) a globálnì de�nované zobrazení f :~M ! G takové, ¾e ��! = Æf .Dùkaz. Univerzální nakrytí ~M je souvislá a jednodu¹e souvislá varieta. Má prototriviální první homotopi
kou grupu a druhá z podmínek pøed
hozí vìty je splnìnaautomati
ky. Lokálnì je pøitom ~M isomorfní M s pevnì zadaným isomor�smypristøedni
tvím projek
e ~� : ~M ! M . Proto ka¾dá forma ! na M zadává s nírelovanou formu ~! = ~��! na ~M , která splòuje strukturní rovni
i, pokud ji splòuje!. �Pøed
hozí výsledky mù¾eme nyní pìknì pou¾ít pro diskusi, kdy je varieta Mse zadanou formou ! 2 
1(M; g) (alespoò lokálnì) isomorfní s Lieovou grupou G.Absolutní paralelismus na M je vektorovì-hodnotová forma ! 2 
1(M;V ), kde V



24 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCHje vektorový prostor a !jTxM : TxM ! V je lineární isomor�smus pro ka¾dý x 2M .Ka¾dý absolutní paralelismus ! de�nuje konstantní vektorová pole !�1(X) na Mpro v¹e
hnaX 2 g pøedpisem !(!�1(X)(x)) = X . Øekneme, ¾e absolutní paralelis-mus je úplný , jestli¾e jsou v¹e
hna jeho konstantní vektorová pole úplná. Pøíklademúplného absolutního paralelismu je Maurer{Cartanova forma na libovolné Lieovìgrupì G.4.9. Vìta. Jestli¾e 1{forma ! na souvislé varietì M s hodnotami v g je úplnýparalelismus a splòuje strukturní rovni
i, pak pro ka¾dou volbu bodu e 2 ~M v uni-versálním nakrytí M existuje právì jedna struktura Lieovy grupy na ~M tak, ¾e��! je levá Maurer-Cartanova forma.Dùkaz. Pøedpokládejme pøímo, ¾e první homotopi
ká grupa M je triviální, tj.M = ~M . Z pøedpokladù plyne, ¾e existuje ' : M ! G takové, ¾e '�!G = !, kdeG je jednodu¹e souvislá a souvislá Lieova grupa s Lieovou algebrou g. Proto¾ejsou M i G jednodu¹e souvislé a souvislé, a ' je lokální difeomor�smus, je jistì 'difeomor�smus na obraz.4Poèítejme ' Æ Fl!�1(X)t (x) pro x 2M , X 2 g.!G� ��t j0'(Fl!�1(X)t (x))� = !G(T':!�1(X)(x))= '�!G(!�1(X)(x)) = XVidíme, ¾e tato kompozi
e zadává levoinvariantní pole na G, zejména tedy máme' Æ Fl!�1(X)t (x) = '(x): exp(tX):Odtud ale plyne, ¾e ' je surjek
e. (V¹imnìme si, ¾e tady jsme podstatným zpùso-bem vyu¾ili úplnost konstantní
h polí na M .)Nyní mù¾eme pøenést násobení z G na M tak, aby x � y = '�1('(x) � '(y))a obdr¾íme Lieovu grupu, její¾ jednoparametri
ké podgrupy jsou právì toky kon-stantní
h polí vzhledem k !. Tím pádem je ! levou Maurer{Cartanovou formoupro tuto grupovou strukturu. �4.10. Poznámka. Je-li v pøed
hozí vìtì první homotopi
ká grupa M netriviální,dostáváme tzv. monodromní reprezenta
i �! : �1(M;x)! G a obraz tohoto homo-mor�smu se nazývá grupa period. V realiza
i struktury Lieovy grupy na nakrytí~M !M pak zjevnì grupa period pùsobí nakrývají
ími transforma
emi.Vìta 4.9 také úz
e souvisí s tzv. Palais-ho vìtou: Je-li !�1 : g! XM homomor-�smus Lieový
h algeber pro koneènìrozmìrnou Lieovou algebru g, pak existuje ak
e� : G�M !M taková, ¾e !�1 zadává fundamentální pole této ak
e.4.11. Pøíklady aplika
í.1. Jak jsme u¾ vidìli, pro aditivní grupu reálný
h èísel a jednorozmìrné varietyjsou obì podmínky na¹i
h hlavní
h vìt splnìny. Tím dostáváme vìtu o existen
iprimitivní funk
e známou ze základù analýzy v reálném oboru. Pro diferen
iál najednotkové kru¾ni
i S1 � R2 nám poslední vìta automati
ky zadává právì obvyklouaditivní strukturu na universálním nakrytí ~S1 = R.4To je jenom pøeformulování vlastnosti, ¾e univerzální nakrytí variety existuje jednoznaènì a¾na isomor�smus.



4. MAURER{CARTANOVA FORMA 252. Uká¾eme, ¾e vektorové pole � : U � Rn ! Rn na jednodu¹e souvislé otevøenépodmno¾inì U je dáno poten
iálem právì, kdy¾��i�xj � ��j�xi = 0pro v¹e
hny i; j. Polo¾me ! =Pi �idxi. Pakd! =Xi;j ��j�xi dxi ^ dxj =Xi<j (��j�xi � ��j�xi )dxi ^ dxjzatím
o [!; !℄ je triviálnì nulová, proto¾e obor hodnot Rn 
hápeme jako triviálníLieovu algebru (s nulovou závorkou). Existuje tedy f : U ! Rn takové, ¾e �i = �f�xi .3. Uva¾me G = GL(n;R), U � Rm jednodu¹e souvislé, ! 2 
1(U; gl(n;R)).Pi¹me ! = (Aij), kde Aij 2 
1(U;R). Dále budeme znaèit �p = ��xp aAp = (Aij(�p)) : U ! Matn(R):Spoèítáme d!(�p; �q) = �p!(�q)� �q!(�p)� !([�p; �q℄)= �Ap = �Aq12 [!; !℄(�p; �q) = [!(�p); !(�q)℄ = [Ap; Aq ℄Strukturní rovni
e tedy jsou rovnostmi�Aq�xp � �Ap�xq + [Ap; Aq℄ = 0pro v¹e
hny 1 � p; q � n. Pokud budeme psát Ap =PAijpeij , kde eij je mati
e sjedinou jednièkou na pøíslu¹ném místì a jinak nulová, dostáváme systém rovni
�Aijq�xp � �Aijp�xq +Xk (AikpAkjq �AikqAkjp) = 0:Splnìní tì
hto podmínek je nutné a dostateèné pro existen
i funk
e B : U !GL(n;R) takové, ¾e ! = B�1dB.Mù¾eme tedy pøed
hozí tvrzení vnímat jako vìtu o existen
i a jednoznaènostipro (zdánlivì o¹klivý) systém pariální
h rovni
�B�xp = B � Ap:Podobné systémy rovni
 se èasto vyskytovaly v rùzný
h aplika
í
h a 
elá te-orie geometri
ký
h struktur vznikla hlavnì ze snahy porozumìt podmínkám proøe¹itelnost a vlastnostem øe¹ení takový
hto sytémù.



26 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCH5. Homogenní prostoryGeometrii na souvislé varietì M mù¾eme 
hápat jako studium invariantù tran-sitivní ak
e jisté Lieovy grupy G na M . Grupa G se pak nazývá hlavní grupa geo-metrie. Vybereme-li pevný bod 0 2 M a oznaèíme-li jeho isotropní podgrupu H0,je zøejmì M �= G=H0. Pokud je ak
e hlavní grupy na M efektivní, je podgrupaK := fg 2 G; gx = x pro v¹e
hna x 2 Mg triviální. V opaèném pøípadì je K nej-vìt¹í podgrupa v H0, která je normální v G.Nyní místo geometrie jako variety s ak
í hlavní grupy a vybraným poèátkemmù¾eme uva¾ovat geometrii jako dvoji
i (G;H0). Volba jiného poèátku vede pouzena konjunga
i podgrupy H0.Pro názornost dal¹ího výkladu si hned uvedeme mimoøádnì dùle¾itý pøípad a�n-ního prostoru, dobøe známého z elementární geometrie. Bodový a�nní prostor Rnje de�nièním oborem v¹e
h a�nní
h transforma
í Rn 3 x 7! Ax+ b, kde A je libo-volná invertibilní mati
e v Matn(R) a b 2 Rn . Grupu v¹e
h takový
hto transforma
íoznaèíme A(n;R). Mù¾eme ji pìknì realizovat jako podgrupu v GL(n+1;R) prvkùtvaru � 1 0b A� ; A 2 GL(n;R); b 2 Rnpùsobí
í
h na body (1; x)T 2 Rn . Z této reprezenta
e je evidentní, ¾e isotropnípodgrupa bodu (1; 0; : : : ; 0)T je GL(n;R), tzn. je tvoøena prvky s b = 0 a ¾e ak
e jetransitivní. Lieovu algebru a(n;R) je pak mo¾no realizovat jako mati
e v Matn(R)s nulovým prvním øádkem a závorka je dána�� 0 0v X � ;� 0 0w Y �� = � 0 0Xw � Y v XY � Y X � :Mù¾eme nyní shrnout nìkolik vlastností:1. Rn = A(n;R)=GL(n;R), Rn lze ztoto¾nit s transla
emi jako¾to komutativnípodgrupou Rn � A(n;R) a adjungované zobrazení na pøíslu¹né komutativní podal-gebøe Rn � a(n;R) zadává ak
i GL(n;R)� 1 00 A�� 0 0v 0�� 1 00 A�1� = � 0 0Av 0�tj. standardní ak
i GL(n;R) na Rn .2. Jednoparametri
ké podgrupy exp tX pro X 2 Rn jsouX = � 0 0v 0� ; exp tX = � 1 0tv E �tzn. jsou to pøímky pro
házejí
í vybraným poèátkem (zadaným jednotkovým prv-kem grupy A(n;R)).3. Vý¹e uvedený rozklad a(n;R) = Rn � gl(n;R) je rozklad na pøímý souèetGL(n;R){modulù (s ak
í danou Ad).4. A(n;R) pùsobí na a�nním prostoru Rn efektivnì, tzn. je-li ak
e nìjakéhoprvku identi
ká, pak jde o jednotku v a�nní grupì.5. Maurer{Cartanova forma !A(n;R) zobrazuje� 0 0Av 0� = ��t j0 � 1 0w A�� 1 0tv E �na v 2 Rn � a(n;R).Tento pøíklad snad bude vhodnou motiva
í pro sledování obe
nìj¹í
h de�ni
.



5. HOMOGENNÍ PROSTORY 275.1. Kleinova geometrie. Buï G Lieova grupa, H � G uzavøená podgrupataková, ¾e G=H je souvislá. Kleinova geometrie s hlavní grupou G je dvoji
e(G;H). RozkladM = G=H se nazývá prostor Kleinovy geometrie (G;H) a nejvìt¹ípodgrupa K � H , která je normální v G se nazývá jádro Kleinovy geometrie.Kleinovu geometrii nazveme efektivní , pokud je K = feg a lokálnì efektivní , je-li K diskrétní. Dále øekneme, ¾e (G;H) je rozlo¾itelný , je-li g = h � p souèetpodalgeber a reduktivní, jestli¾e je g = h� p rozklad na AdH{moduly.Poznámky. Proto¾e je podgrupa H � G uzavøená, existuje na G=H jednoznaènìstruktura hladké variety a G=H se nazývá homogenní prostor grupy G. Levá ak
efaktorgrupy G=K na G=H , indukovaná levou ak
í G na G=H , je transitivní s iso-tropní podgrupou (G=K)[e℄ = H=K. Je tedy G=H �= (G=K)=(H=K). Pro ka¾douKleinovu geometrii (G;H) takto sestrojíme tzv. aso
iovanou efektivní Kleinovugeometrii (G=K;H=K); mù¾eme se zabývat jenom jimi. Z nìkolika rozumný
hdùvodù je v¹ak výhodné uva¾ovat i neefektivní Kleinovy geometrie.K ovìøení, zda Kleinova geometrie (G;H) je reduktivní, potøebujeme ukázat, ¾eAdh(p) � p pro ka¾dé h 2 H (h zøejmì AdH{modul je). Jestli¾e platí Adh(p) 2 p,pro v¹e
hna h 2 H a p 2 p, je také ad(v)(p) = [v; p℄ 2 p pro v¹e
hna v 2 h a p 2 p,nebo» ad = TeAd. Odtud, je-li p AdH{modul, je také adh{modul, tj. ideál v g.5.2. Hyperboli
ká rovina. Buï M = fx + iy; y > 0g � C a G = GL+(2;R).Pro libovolné z 2M je pøedpisem� a b
 d� � z = az + b
z + dpopsána transitivní ak
e G na M (ovìøte si, ¾e jde skuteènì o ak
i!). Isotropnípodgrupa Hi je po snadném výpoètuHi = C � = �� a b�b a�� � GL+(2;R);tj. grupa mati
 v¹e
h R{lineární
h transforma
í, které jsou souèasnì C {lineární.Dohromady máme M = GL+(2;R)=C � . Tato geometrie není efektivní, nebo»jádro je tvaru K = faE; a 6= 0g � C � ; a jistì je rozlo¾itelná | komplementp = �� 0 0
 d�� prostoru 
� je podalgebra. Aso
iovaná efektivní Kleinova geome-trie na M je potom (SL(2;R); SO(2;R)). Je rozlo¾itelná a není reduktivní, nebo»sl(2;R) = �� a b
 �a�� ; so(2;R) = �� 0 d�d 0��a napøíklad komplement p = �� a 0b �a�� je podalgebra. ®ádná podalgebrav sl(2;R) v¹ak není ideálem.5.3. Elipti
ká rovina. 1. M = P2(R) s hlavní grupou SO(3;R), její¾ ak
e naP2(R) je indukovaná standardní ak
í SO(3;R) na okolním vektorovém prostoru R3 .Isotropní podgrupa napø. v bodì (1 : 0 : 0) je O(2;R) v pøirozeném vlo¾eníO(2;R) 3 A 7�! � detA�1 00 A� 2 SO(3;R):



28 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCHDohromady je P2(R) = SO(3;R)=O(2;R) efektivní a 
elkem snadno se uká¾e, ¾enení rozlo¾itelná.2. Na stejném prostoru mù¾eme de�novat Kleinovu geometrii s naprosto odli¹-nými vlastnostmi, napø. P2(R) = GL(3;R)=H , kdeH = �� a v0 A�� � GL(3;R)je isotropní podgrupa bodu (1 : 0 : 0). Taková geometrie není efektivní, nebo»mati
e tvaru aE, a 6= 0, jsou jistì obsa¾eny v jádru. Je v¹ak rozlo¾itelná |�� 0 0w 0�� �= R2 je podalgebra.5.4. A�nní rovina. M = R2 s a�nní grupouA(2;R) = �� 1 0v A�� � GL(3;R)je spe
iální pøípad na¹eho úvodního motivují
ího pøíkladu. Pøipomeòme, ¾e leváak
e a�nní grupy na R2 je pøi vlo¾ení R2 3 (x; y) 7�! (1; x; y) 2 R3 dána pøímonásobením mati
 a je efektivní. Isotropní podgrupa poèátku (1; 0; 0) jeH0 = �� 1 00 A�� �= GL(2;R)a R2 = A(2;R)=GL(2;R). Lieova algebra a�nní grupy je a = �� 0 0v A�� a kom-plement �� 0 0w 0�� �= R2 k gl(2;R) je ideál. A�nní geometrie na R2 je tedyreduktivní. Jinak pøímým výpoètem se snadno uká¾e, ¾e adjungovaná ak
e proA 2 GL(2;R) a w 2 R2 je tvaruAdA(w) = � 0 0Aw 0� ;tedy R2 je skuteènì AdGL(2;R){modul.5.5 Homogenní bandly. Homogenní bandl je aso
iovaný bandl G �H Sk hlavnímu bandlu G ! G=H se stukturní grupou H , kde S je hladká varietas levou ak
í � : H � S ! S. Nejobvyklej¹í jsou homogenní vektorové bandly,které odpovídají lineárním reprezenta
ím H na vektorovém prostoru S. Jde tedyo spe
iální pøípad objektù, které jsme studovali u¾ v 0.6.Pøipomeòmem ¾e øezy obe
ného aso
iovaného bandlu � : M ! P �H S èastoztoto¾òujeme s hladkými zobrazeními, znaèenými stejným symbolem, � : P ! S,která jsou H{ekvivariantní, tj. �(u � h) = �h�1 � �(u) pro v¹e
hna u 2 P , h 2 H .Zpùsob konstruk
e aso
iovaný
h bandlù je pìknì vidìt na diagramuP id������! P � Sp??y ??yqM ����!� P �H SZde q pøiøazuje dvoji
i (u; s) tøídu fu; sg.Spe
iálnì v¹e
hny øezy na homogenním bandlu G �H S jsou dány právì H{ekvivariantními zobrazeními � : G! S vztahem [g℄ 7�! fg; �(g)g a platí následují
ítvrzení.



6. OBECNÉ KONEXE 29Tvrzení. Pøiøazením � 7�! � Æ lg�1 , g 2 G, je dána levá ak
e na øeze
h homogen-ního bandlu indukovaná násobením zleva na G.Dùkaz. Uvedeme pro osvì¾ení pamìti alternativní dùkaz k dùkazu lemmatu v 0.6.Obe
nì ka¾dý automor�smus ' : P ! P hlavního �brovaného bandlu indukuje au-tomor�smus ~' aso
iovaného bandlu dobøe de�novaným pøiøazenímfu; sg 7�! f'(u); sg a dále automor�smus na øeze
h aso
iovaného bandlu vztahem� 7�! ~' Æ � Æ '�1, kde ' je difeomor�smus na bázi komutují
í s '.Nyní automor�smem lg : G! G hlavního bandlu G! G=H je pro ka¾dé g 2 Gdán automor�smus l0g na øeze
h homogenního bandlu a platíl0g(�([h℄)) = lg � fg�1h; �(g�1h)g = fh; �(g�1h)gpro ka¾dé h 2 G. Skuteènì je l0 levá ak
e, nebo» l0g�h = l0g Æ l0h. �5.6 Teèný bandl homogenního prostoru. Oznaèíme homogenní prostorG=H =M a uká¾eme, ¾e teèný bandl homogenního prostoru je pøirozenì isomorfnís vektorovým bandlem G�H g=h vzhledem k adjungované ak
i H na g=h. Hledanáidenti�ka
e G �H g=h! TM je dána pøedpisem fg; [X ℄g 7�! Tp � LX(g), kde p jekanoni
ká projek
e G! G=H a LX je levoinvariantní vektorové pole s LX(e) = X ,neboli LX(g) = !�1G (X)(g). Toto zobrazení je dobøe de�nováno, nebo»fgh; [Adh�1 �X ℄g 7�! Tp � LAdh�1 �X(gh) = Tp (Trh � LX(g)) = Tp � LX(g)podle vìty 4.1. Dále je urèitì prosté mezi prostory stejné dimenze, dohromady tedyskuteènì platí T (G=H) �= G�H g=h.Dùsledkem této identi�ka
e je, ¾e vektorová pole na homogenním prostoru lze
hápat jako H{ekvivariantní zobrazení G! (g=h).Odtud okam¾itì také plyne, ¾e koteèný prostor T �(G=H) je homogenní bandlpøíslu¹ný k duální adjungované reprezenta
i na (g=h)� a lineární formy na G=H jsouH{ekvivariantní zobrazení G! (g=h)�. Vyèíslení forem na vektorový
h polí
h pakodpovídá pøesnì pøíslu¹nému vyèíslení na úrovni standardní
h �brù.6. Obe
né konexeBuï E �brovaný bandl nad varietou M s projek
í oznaèenou p. Jádro teènéhozobrazení Tp : TE ! TM nazveme vertikální bandl a oznaèíme V E. Obe
nákonexe na bandlu E je distribu
e H na E komplementární k V E. Je tedyTuE = H(u)� VuEpro ka¾dé u 2 E a H(u) se nazývá horizontální prostor konexe.Ekvivalentnì lze obe
nou konexi na E de�novat jako øez 
 bandlu J1E ! E.Skuteènì, je-li � øez bandlu E ! M , pak 1{jet j1x�, x 2 M , zadává horizontálníprostor H(�(x)) = Tx� � TxM .Poznámky. Obe
nou konexi na E mù¾eme rovnì¾ zadat vertikální projek
í � :TE ! V E, která urèí horizontální prostor H(u) = Ker�u. Zobrazení de�nované� = idTE � � nazveme horizontální projek
e. V E je zøejmì integrovatelná distri-bu
e | pro ka¾dé u 2 E je VuE teèný prostor k �bru, je¾ tento bod obsahuje.O integrovatelnosti horizontální distribu
e se zmíníme pozdìji.



30 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCHDále je J1E ! E a�nní bandl, na kterém lze najít globální øez5, proto na ka¾démbandlu E !M existuje obe
ná konexe.6.1. Pøíklady.1. Triviální bandl E =M � S má triviální (nulovou) konexi(x; s) 7�! j1x(y 7�! (y; s)) 2 J1(M � S):Horizontální distribu
e H � TM �TS je tedy identi�kována s pullba
kem teènéhobandlu TM vzhledem k pr1 : E ! M , tj. H(x; s) = pr�1TxM . Obe
nì nám zadáníhorizontální
h podprostorù in�nitesimálním zpùsobem øíká, jak se má "paralelnì"pohybovat bod v E ve smìru zadaném vektorem na bázi. V pøede¹lém triviálnímpøípadì pak v¾dy volíme pøesnì to, 
o patrnì intuitivnì vnímáme jako "paralelní"podél M .2. Plo
ha v euklidovském prostoru M 2 R3 , E = TM . Konexe na TM je auto-mati
ky dána strukturou euklidovského prostoru, tj. mo¾ností kolmého promítáníposunutý
h vektorù. Pro ka¾dý teèný vektor � 2 TxM a vektor � 2 TxM , ve kte-rém 
h
eme urèit horizontální podprostor v T�TM , musíme urèit ~�(�) 2 T�TM ,který se promítne na �. To mù¾eme uèinit tak, ¾e zvolíme køivku reprezentují
í � aparalelnì posouváme � podél této køivky v R3 . Deriva
e kolmého prùmìtu do TMpak zadá právì hledaný vektor ~�. Pozdìji uvidíme, ¾e pøesvìdèivìji lze v¹e popsatpomo
í tzv. hlavní konexe na prostoru bazí teèného prostoru TM .3. Je-li homogenní prostorM = G=H prostorem rozlo¾itelné Kleinovy geometrie,pak Maurer{Cartanova forma ! : TG ! g urèuje obe
nou konexi na bandlu G !G=H pøedpisem H(g) = !�1(p)(g). Je toti¾ TgG �= p�h a h je jeho vertikální èást.4. Pokraèujme v pøede¹lém pøíkladì pro reduktivní pøípad. Podle vìty 4.1 jepro ka¾dé g; h 2 G !(Trg � �(h)) = Adg�1 � !(�(h));odtud pro !(�(h)) = X 2 g mámeTrg � !�1(X)(h) = !�1(Adg�1 �X)(hg):V pøípadì, ¾e Kleinova geometrie je reduktivní, tzn. p je AdH{modul, platí!�1(p)(hg) = Trg � !�1(p)(h);tedy(6.1) H(hg) = Trg � H(h):6.2. Vìta. Obe
ná konexe na bandlu E !M urèuje:1. liftování vektorový
h polí 
 : X(M) ! X(E) takové, ¾e 
�(u) 2 H(u) a Tp Æ
� = �. Mluvíme o 
{liftu èi horizontálním liftu.2. paralelní pøenos bodu u 2 E podél køivek 
 : (a; b) ! M , kde 0 2 (a; b)a p(u) = 
(0). Jinými slovy lokálnì kolem bodu u existuje jediná køivka ~
 : (a0; b0)!5Dùvodem je a�nní struktura na �bre
h prvního jetového prodlou¾ení, lze tedy snadno slepitlokálnì de�nované øezy pomo
í rozkladu jednotky. Ví
e podrobností lze najít napø. v [KMS℄



6. OBECNÉ KONEXE 31E, 0 2 (a0; b0), taková, ¾e ~
(0) = u a p Æ ~
 = 
. Dále je ~
 kompatibilní s reparamet-riza
emi køivky 
 a hlad
e závisí na její
h pøípadný
h dal¹í
h parametre
h.Dùkaz. 1. Tvrzení je zøejmé z faktu, ¾e Tp jH : H ! TM je na �bre
h prosté line-ární zobrazení a ImTp = TM , tedy H �= TM . V lokální
h souøadni
í
h (xi; yp) na�brovaném prostoru E vyjádøíme horizontální lift vztahem (jako obvykle u¾ívámesmaèní konven
i)(6.2) 
� = �i ��xi + �pi �i ��yp ;kde � = �i ��xi je vektorové pole na M , ( ��yp ) je báze na V E a �pi jsou funk
e na E,které budeme nazývat Christo�elovy symboly konexe 
.2. Vektor �(u) 2 TuE le¾í v H(u) právì kdy¾ �(�(u)) = 0. K dané køiv
e 
hledáme takovou køivku ~
, aby � � ��t ��s~
� = 0. Øe¹íme tedy autonomní systémobyèejný
h diferen
iální
h rovni
i prvního øádu | k poèáteèní podmín
e ~
(0) = uexistuje lokálnì právì jedno øe¹ení. �6.3. Invariantní (absolutní) derivování. Pro obe
nou konexi 
 : E ! J1E nabandlu E !M , vektorové pole � 2 X(M) a øez s :M ! E de�nujeme invariantníderiva
i r
� s :M ! V E øezu s ve smìru vektorového pole � jakor
� s = L
�s = Ts Æ � � 
� Æ s = ��t ���0 Fl
��t Æs Æ Fl�t :Zøejmì r
� s = 0 právì kdy¾ Ts Æ � 2 H.6.4. Lineární a hlavní konexe. Je-li E !M vektorový bandl, pak je J1E takévektorový bandl s pøirozenou vektorovou strukturou:j1x� + j1x� := j1x(� + �); a � j1x� := j1x(a�):Lineární konexi de�nujeme na vektorovém bandlu E ! M jako lineární øez 
bandlu J1E ! E. Konexe je tedy lineární právì kdy¾ H(w) = Tx(a� + b�) � TxM ,kdykoli w = a�(x) + b�(x) pro libovolné dva øezy � a � .Buï P !M hlavní bandl se strukturní grupou G. Na J1P je pøedpisem (j1x�) �g := j1x(y 7�! �(y) � g), g 2 G, dána pravá ak
e grupy G a hlavní konexi na Pde�nujeme jako G{ekvivariantní øez 
 : P ! J1P . Jinak øeèeno, 
 je hlavní konexena P právì kdy¾ H(u � g) = Trg � H(u) nebo také Trg Æ� = � Æ Trg.Poznámky. Maurer{Cartanova forma v pøíkladu 6.1.4 urèovala hlavní konexi nabandlu G! G=H , viz vztah (6.1).Vertikální bandl V P mù¾eme díky hlavní ak
i r ztoto¾nit s vektorovým bandlemP � g. Oznaème ru : G ! P zú¾ení r : fug � G ! P . Je-li konexe na P dánavertikální projek
í �, pak pøedpisem
(�(u)) = Tu(ru)�1 � �(�(u)) : TuP ! TeG;de�nujeme 1{formu 
 na P s hodnotami v g, která se nazývá forma hlavní konexes vertikální projek
í �. Formu konexe 
 jsme mohli také de�novat rovností �(�) =�
(�), kde � : g ! X(P ) pøiøadí ka¾dému X 2 g tzv. fundamentální vektorové pole�X(u) = ��t ��0u � exp tX = Teru �X . Platí tedy � = � Æ 
.



32 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCHTvrzení. Forma hlavní konexe 
 má následují
í vlastnosti:(1) 
 je G{ekvivariantní, tj. r�g
 = Adg�1 Æ 
.(2) 
 reprodukuje fundamentální pole, tj. 
(�X(u)) = X .Dùkaz. 1. Tvrzení plyne z toho, ¾e Teru : g ! VuP je lineární isomor�smus proka¾dé u 2 P a pøi oznaèení 
(�(u)) = X platíTerug � r�g
(�(u)) = Terug � 
(Turg � �(u)) = �(Turg � �(u)) = Turg � �(�(u))= Turg � �X(u) = Turg � ��t ���0u � exp tX = ��t ���0u � exp tX � g= ��t ���0u � g � (g�1 � exp tX � g) = �Adg�1 �X(ug) == Terug � (Adg�1 �X):2. Podobnì pro libovolné X 2 g jeTeru � 
(�X(u)) = �(�X (u)) = �X(u) = Teru �X:�6.5. Indukované konexe. Buï 
 hlavní konexe na P !M , W vektorový prostor,� : G ! GL(W ) representa
e strukturní grupy G a W = P �G W aso
iovaný vek-torový bandl k hlavnímu bandlu P . Indukovaná konexe na W je dána horizontálnídistribu
í H � TW = TP �TG TW následují
ím zpùsobem6H(fu;wg) = ff�(u); 0g; �(u) 2 H(u)g:Takto de�novaná horizontální distribu
e vystihuje intuitivní pøedstavu, ¾e je-lifu;wg 
hápáno jako "souøadni
e" w v "repéru" u, pak je "paralelní" posunutíodpovídá pone
hání "konstantní
h" souøadni
 a "správnému" posunutí repérù. ®ese takto skuteèné podaøilo vytvoøit rozumný pojem indukované konexe je názornìvidìt z tvrzení následují
í vìty.Vìta.(1) Paralelní pøenos 
W na W podél køivky 
 na M , s poèáteèní podmínkou
W (0) = f~
(0); w0g, je dán vztahem 
W (t) = f~
(t); w0g, kde ~
(t) je paralelnípøenos bodu ~
(0) na P podél køivky 
.(2) Invariantní deriva
i øezu zadaného ekvivariantním zobrazením s : P ! Wvzhledem k indukované konexi hlavní konexí 
 dostaneme deriva
í s vesmìru horizontálního liftu 
(�). Zejména je tato deriva
e opìt ekvivariantnívektorovou funk
í na P .(3) Pro øezy aso
iovaného bandlu s : P ! W je invariantní deriva
e r
� s opìtøezem tého¾ bandlu a v souøadni
í
h je dánar
� s = �s�xi �i � �0(�i�i) Æ s;kde � = �i ��xi a �0 : g! gl(W ) je representa
e Lieovy algebry g na W danárepresenta
í � : G! GL(W ).6TG je Lieova grupa s násobením Tm : TG � TG ! TG, kde m : G � G ! G je násobenína G, viz 4.1.



6. OBECNÉ KONEXE 33Dùkaz. 1. V projek
i p :W !M je jistì p Æ 
W = 
 a��t ��sf~
(t); w0g = f ��t ��s~
(t); 0g 2 H(f~
(s); w0g)pro ka¾dé s. K poèáteèní podmín
e 
W (0) = f~
(0); w0g je pøenos 
W na W urèenýjednoznaènì, je tedy na¹e formule tou správnou.2. Øez máme lokálnì zadaný vztahem x 7! f�(x); s(�(x))g pro jakýkoliv øez� : M ! P . Formule pro invariantní deriva
i tedy dávár�f�; s Æ �g = Tf�; s Æ �g:� � f(
�) Æ �; 0ga volbou � tak, aby v pevnì zvoleném u 2 P platilo 
�(u) = T�:� dostanemer�f�; s Æ �g = f
�(u); T s Æ (
�)(u)g � f
�(u); 0g
o¾ popisuje právì vertikální vektor odpovídají
í prvku Ts(
�(u)) ve standardním�bru. Na ka¾dém vektorovém bandlu E ov¹em mù¾eme ztoto¾nit vertikální teènýprostor v jednom bodì s �brem do nìho¾ tento bod patøí.3. Podle pøede¹lé èásti dùkazu je invariantní deriva
e r
� s = L
�s deriva
evektorové funk
e s ve smìru vektorového pole 
�. Také ji¾ víme, ¾e r
� s je proka¾dý øez s na W øezem tého¾ bandlu. PlatíL
�s(ug) = L
�(s Æ rg)(u) = L
�(�g�1 Æ s)(u) = �g�1 � L
�s(u);kde jsme vyu¾ili, ¾e s je G{ekvivariantní a �g�1 je lineární zobrazení na W . Dohro-mady je r
� s : P ! W G{ekvivariantní zobrazení, tedy øez aso
iovaného bandluW(viz lemma 0.6).Vztah (6.2) pøepí¹eme pro hlavní bandl P v lokální trivializa
i P jU = U �G vetvaru 
� = �i ��xi + ��i�i . Zde � pøiøadí ka¾dému � 2 TxM prvek z agebry g. Nynízderivujeme vektorovou funk
i s ve smìru pole 
�.r
� s(u) = �s�xi �i(u) + ��t ���0(s (u � exp t(�i�i))) == �s�xi �i(u) + ��t ���0�(exp t(��i�i)) Æ s(u) == �s�xi �i(u)� �0(�i�i) Æ s(u);nebo» s je G{ekvivariantní. �Pøíklady. Buï 
 hlavní konexe na P . Pak konexe na W indukovaná k hlavníkonexi 
 je pøi libovolné representa
i � : G ! GL(W ) jistì lineární a od nynìj¹kabudeme lineární konexí na M rozumìt právì indukovanou konexi naW = P �GW .Zejména pro P = P 1M , W = jistý tensorový prostor, jsou souøadni
ová vyjádøenílineární
h konexí na M známé vzor
e ze základního kursu diferen
iální geometrie:1. W = R s triviální representa
í strukturní grupy. Zde jde o obyèejný diferen
iálreálné funk
e na varietì:r
�i ��xi s = �s�xi �i � �(�pi �i)s = ds(�)� 0



34 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCH2. W = Rm , W = TM = P 1M � Rm se standardní representa
í obe
né lineárnígrupy na Rn . r
�i ��xi �sj ��xj � =��sk�xi �i � �kji�isj� ��xk :3. W = Rm� , W = T �M = P 1M � R� s duální representa
í ke standardní.r
�i ��xi (sjdxj) = ��sk�xi �i + �jki�isj�dxkMìlo by být nyní z
ela zøejmé, jak budou vypadat formule pro libovolná tenso-rová pole.6.6. Køivost konexe. Buï E ! M �brovaný bandl s obe
nou konexí 
. Køi-vost R dané konexe de�nujeme pro �; � 2 X(M) pomo
í 
{liftu X(M)! X(E) jakorozdíl R(�; �) = [
�; 
�℄� 
[�; �℄ 2 C1(V E):Zde závisí jen na hodnotá
h liftovaný
h polí a je tedy R 2 p�(T �M ^ T �M)
 V Ea. Uva¾ujeme-li R jako tensor R 2 T �E ^ T �E 
 V E, jeR(�; �) = �([� �; � �℄)striktnì horizontální, tzn. R(�; �) = 0, kdykoli je jeden z vektorù �; � 2 TE ver-tikální. Dále je zøejmé, viz. 0.9, ¾e je køivost obstruk
e proti integrovatelnostihorizontálního podbandlu.Proto¾e má køivost vertikální hodnoty, budeme na hlavním bandlu P ! M sestrukturní grupou G de�novat formu køivosti K jako 2{formu s hodnotami v g,podobnì jako u formy konexe:K(�(u); �(u)) = �Tu(ru)�1 �R(�(u); �(u)):Zøejmì je �K(�;�) = �R(�; �), tedy R = �� Æ K, a K(�; �) = �
([� �; � �℄), kde
 2 
1(P; g) je forma konexe. Smysl záporného znaménka v de�ni
i formy konexebude patrný z dùkazu druhé èásti následují
ího tvrzení.Tvrzení. Forma køivosti K 2 
2(P; g) hlavní konexe 
 má následují
í vlastnosti:(1) K je G{ekvivariantní, tj. r�gK = Adg�1 ÆK.(2) K = d
 + 12 [
; 
℄.Dùkaz. 1. Tvrzení plyne z G{ekvivariantnosti formy 
. Podrobnìji, horizontálnílifty hlavní
h konexí jsou pravoinvariatní vektorová pole a závorka pravoinvariant-ní
h polí je opìt pravoinvariantní. Je tedy K(�; �) pravoinvariantní vertikální polena P a proto splòuje uvedenou rovnost.2. Vnìj¹í diferen
iál lineární formy se vyèísluje na vektorový
h polí
h taktod
(�; �) = �:
(�)� �:
(�)� 
([�; �℄):Zvolme nejprve fundamentální pole � = �X za první argument a nìjaké dal¹í pole�, které s � komutuje. (Dimenze P je aspoò dvì a lokálnì lze taková lineárnì



6. OBECNÉ KONEXE 35nezávislá pole jistì najít pro ka¾dé zvolené hodnoty z ni
h¾ jedna je vertikální.)Výraz (d
 + 12 [
; 
℄)(�; �) je pak roven�X :
(�)� �:
(�X )� 
(0) + [X; 
(�)℄:Díky pravoinvariatnosti 
 je první èlen roven � ad(X)(
(�)), zru¹í se tedy s po-sledním. Druhý èlen je deriva
í konstantního zobrazení, vynuluje se tedy také.Celkem vidíme, ¾e je výraz d
 + 12 [
; 
℄ striktnì horizontální, stejnì jako køivost.Zbývá tedy ovìøit rovnost na dvou vektorový
h polí
h v horizontální distribu
i. Natì
h ale je forma konexe nulová a z 
elého výrazu zùstává �
([�; �℄). Jsou-li zvo-lená horizontální pole lifty polí na M , dostáváme tak pøesnì na¹i pùvodní de�ni
ikøivosti. �6.7. Konexe na G{strukturá
h. G{struktura na varietì M je reduk
e � : P ,!P 1M ke strukturní grupì G � GL(m;R). Konexe na G{struktuøe P je tedy hlavníkonexe na hlavním bandlu P .Lemma. Ka¾dá hlavní konexe 
 na P urèuje jedinou hlavní konexi ~
 na P 1Mtakovou, ¾e ��~
 = 
.Dùkaz. Hlavní konexe na P ne
h» je dána formou 
 : TP ! g. Na repéry mimo Proz¹íøíme formu konexe 
 pomo
í pravého násobení~
(Trg � �) := r�g
(�) : TP 1M ! gl(m;R);kde � 2 TP a g 2 GL(m;R). Jistì platí ~
 jTP = 
. �Poznámka. Opaènì, zjistit, zda k hlavní konexi ~
 na P 1M existuje konexe 
 nanìjaké G{struktuøe taková, ¾e ��~
 = 
, není ji¾ tak snadné. Odpovìï pro obe
ný�brovaný bandl dává Ambrose{Singerova vìta, [KMS℄ 9.11.6.8. Kanoni
ké formy na G{strukturá
h. Na G{struktuøe P � P 1M se de�-nuje tzv. kanoni
ká forma7 � 2 
1(P;Rm ) následovnì. Pro � 2 TuP , kde u = j10�,� : Rm !M a �(0) = p(u) 2M , polo¾íme �(�) = T��1(Tp � �).Tvrzení. Kanoni
ká forma � má následují
í vlastnosti:(1) � je G{ekvivariantní, tj. r�g� = Adg�1 Æ �.(2) �(�) = 0 právì kdy¾ je � vertikální.Dùkaz. Druhá èást tvrzení je zøejmá z de�ni
e kanoni
ké formy, pro dùkaz prvníhouva¾me � = j10
, 
 : R ! P 1M a g = j10', ' : Rm ! Rm . Nyní mù¾eme psát�(�(u)) = j10(��1 Æ p Æ 
) a vyjádøímer�g�(�(u)) = �(Turg � �(u)) = Tx~��1(Tugp � �(ug)) == j10('�1 Æ ��1 Æ p Æ 
) = j10('�1) Æ �(�(u));nebo» j10 ~� = u � g = j10(� Æ '). Platí tedy r�g� = Adg�1 Æ �, viz pøíklad 5.4. �Smysl následují
í konstruk
e bude patrný a¾ v dal¹í èásti této kapitoly.7Angli
ky soldering form.



36 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCH6.9. Vìta. Ne
h» ! = � + 
 2 
1(P;Rm � g � a(m;R)), kde 
 je forma hlavníkonexe na P . Forma ! má následují
í vlastnosti:(1) ! je G{ekvivariantní, tj. r�g! = Adg�1 Æ !.(2) ! reprodukuje fundamentální pole, tj. !(�X (u)) = 0 +X = X .(3) ! je absolutní paralelismus, tj. ! jTuP : TuP ! Rm � g je lineární isomor-�smus pro ka¾dé u 2 P .Dùkaz. V¹e
hna tøi tvrzení jsou zøejmými dùsledky ji¾ dokázaný
h vlastností � a
. �Formu ! z pøed
hozí vìty nazýváme absolutním paralelismem na G-struktuøe Pzadaným lineární konexí 
. Pro ka¾dý vektorX 2 Rm�g de�nujeme tzv. konstantnívektorové pole !�1(X) na P rovností !(!�1(X)) = X .6.10. Vìta.(1) Pro ka¾dé X 2 Rm je !�1(X) horizontální vektorové pole, pro X 2 g je!�1(X) fundamentální vektorové pole a platí!�1(X)(ug) = Trg � !�1(Adg �X)(u):(2) Buï �X(x) = fu;Xg 2 P �G Rm = TM , x = p(u). PlatíTp � !�1(X)(u) = �X(x) a 
�X(u) = !�1(X)(u);kde 
�X je 
{lift vektorového pole �X .(3) Invariantní derivování je dáno vztahemr
�X s(u) = L!�1(X)s(u):(4) K := d! + 12 [!; !℄ zadává horizontální 2{formu K 2 
2(P;Rm � g).(5) Pro ka¾dé u 2 P je zobrazení 'u(X) := p Æ Fl!�1(X)1 (u) : Rm ! M difeo-mor�smus na okolí 0 2 Rm , který nazýváme normální souøadni
e, a platí'u�g = 'u ÆAdg :(6) Geodetiky na M jsou køivky �Xu (t) := p Æ Fl!�1(X)t (u). Platír
_� _� = 0 a �Xu = �Adg�Xu�g :Ka¾dý teèný vektor fu;Xg 2 Tp(u)M urèuje právì jednu geodetiku a vnormální
h souøadni
í
h jsou geodetiky obrazem pøímek v Rm .Dùkaz. 1. První èást je zøejmá z de�ni
e formy !, zbytek plyne z jejíG{ekvivariantnosti,podobnì jako v pøíkladu 6.1.4.2. Plyne z 1, !�1(X) je horizontální pole.3. Plyne z 2, !�1(X) je 
{lift �X .4. K = KRm+Kg, kde Kg je køivost konexe 
 de�novaná v odstav
i 6.6. ZøejmìK je horizontální a pro horizontální vektorová pole !�1(X) a !�1(Y ), X;Y 2 Rm ,je K(!�1(X); !�1(Y )) = �!([!�1(X); !�1(Y )℄) + [X;Y ℄ =: �(X;Y ). De�novalijsme tak G{ekvivariantní køivostní funk
i � : P ! Rm ^ Rm 
 (Rm � g).5. Plyne bezprostøednì z 1.6. _� je vektorové pole na M nebo G{ekvivariantní zobrazení P ! Rm , které jekonstantní. Proto r
_� _� = 0. �



7. CARTANOVY KONEXE 377. Cartanovy konexeNe
h» P ! M je obe
ný hlavní bandl se strukturní grupou H � G. Dálepøedpokládejme, ¾e existuje rozklad g = g� � h na podalgebry. Cartanovou konexína P nazýváme 1{formu ! 2 
1(P; g) s následují
ími vlastnostmi.(1) ! je H{ekvivariantní, tj. r�g! = Adg�1 Æ !, g 2 H .(2) ! reprodukuje fundamentální pole, tj. !(�X (u)) = X , X 2 h.(3) ! je absolutní paralelismus, tj. ! jTuP : TuP ! g je lineární isomor�smuspro ka¾dé u 2 P .Platí analogi
ká vìta jako 6.10. Rozdíly jsou v pøípade
h, kdy se vyu¾ívalareduktivnost Rm �g, nyní je g = g��h pouze rozlo¾itelná. Podobnì jako v minuléèásti budeme psát ! = !� + !h.7.1. Vìta.(1) !�1 : g! X(P ), konstantní pole. Ka¾dý vektorX 2 g� zadává horizontálnívektorové pole !�1(X), pro X 2 h je !�1(X) fundamentální vektorové polea pro libovolné u 2 P , g 2 H platí!�1(X)(ug) = Trg � !�1(Adg �X)(u):(2) Buï �X(x) = fu;Xg 2 P �G g� �= TM , x = p(u). PlatíTp � !�1(X)(u) = �X(x) a !h�X (u) = !�1(X)(u);kde !h�X je !h{lift vektorového pole �X . Zde ji¾ !h obe
nì nezadává hlavníkonexi, zejména není obe
nì ekvivariantní.(3) Invariantní derivování de�nujeme vztahemr!�X s(u) = L!�1(X)s(u):(4) K := d! + 12 [!; !℄ zadává horizontální 2{formu K 2 
2(P; g). Je-li K = 0,lze podle vìty 4.9 lokálnì ztoto¾nit hlavní bandl P ! M s bandlem G !G=H tak, ¾e ! je Maurer{Cartanova forma.(5) Pro ka¾dé u 2 P je zobrazení 'u(X) := p Æ F l!�1(X)1 (u) : g� �= Rm ! Mdifeomor�smus na okolí 0 2 Rm , který nazýváme normální souøadni
e.Neplatí v¹ak 'u�g = 'u ÆAdg.(6) Geodetiky na M jsou køivky �Xu (t) := p Æ F l!�1(X)t (u). Platí r
_� _� = 0, aleneplatí �Xu = �Adg�Xu�g , ponìvad¾ obe
nì Adg � X 62 g�. Celkem k danémuteènému vektoru existuje mnoho geodetik, jednoznaènì je ka¾dá urèena a¾se zry
hlením.Dùkaz. Pøesnì jako u vìty 6.10.7.2. Ri

iho a Bian
hiho identity. Iterované u¾ití de�ni
e invariantního derivo-vání dává invariantní diferen
iály vy¹¹í
h øádù. Proto¾e je r!�X s(u) = r!s(u)(X)lineární v X , dostáváme(r!)ks(u)(X1; : : : ; Xk) = L!�1(Xk) Æ : : : Æ L!�1(X1)s(u):



38 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCHZejména, pro diferen
iál druhého øádu a jeho následnou antisymetriza
i platíAlt(r!)2s(u)(X;Y ) = (L!�1(Y ) Æ L!�1(X) �L!�1(X) Æ L!�1(Y ))s(u)= L[!�1(Y );!�1(X)℄s(u):Køivost K Cartanovy konexe ! se vyjadøuje pomo
í funk
e � : P ! �2g�� 
 g,�(u)(X;Y ) = [X;Y ℄� !([!�1(X); !�1(Y )℄)a in�nitesimální verze pravoinvariantnosti s øíká, ¾e Lieovská deriva
e ve smìre
h zh je dána algebrai
kou ak
í. Celkem jsme tedy odvodili obe
nou Ri

iho identitu:Alt(r!)2s(u)(X;Y ) = r!s(u)(�g�(u)(X;Y ))�r!s(u)([X;Y ℄)��h(u)(X;Y )�s(u):V¹imnìme si, ¾e pro konexe s komutativní podalgebrou g�, tj. napø. a�nní ko-nexe, dostáváme klasi
kou Ri

iho identitu pro kovariantní deriva
e na libovolný
htensorový
h bandle
h (vèetnì pøípadù s netriviální torzí).Dal¹ím jednodu
hým dùsledkem de�ni
e invariantního diferen
iálu je následují
ívyjádøení základní
h (obe
nì nelineární
h diferen
iální
h) symetrií køivosti. Vyèís-lením strukturní rovni
e na konstantním poli ~Z = !�1(Z) a na závor
e konstantní
hpolí [ ~X; ~Y ℄ dostaneme�L ~Z!([ ~X; ~Y ℄)� !([ ~X; ~Y ℄; ~Z) + [[X;Y ℄; Z℄� [�(X;Y ); Z℄ = ��(�g�(X;Y ); Z):Aplika
í 
ykli
ké suma
e pøes argumenty X , Y a Z vypadnou iterované závorky tøípolí na P nebo tøí prvkù v g a zùstane právì obe
ná Bian
hiho identitaX
y
l�[�(X;Y ); Z℄� �([X;Y ℄; Z)� �(�g�(X;Y ); Z)�r!Z�(X;Y )� = 0Je¹tì struènìji ji zapí¹eme s pou¾itím diferen
iálu � z kohomologi
ké teorieH�(g�; g)���(X;Y; Z) =X
y
l�r!Z�(X;Y ) + �(�(X;Y ); Z)�:Formule se opìt výraznì zjednodu¹í v klasi
kém pøípadì a�nní
h konexí beztorze, kde nejen vypadne kvadrati
ký èlen s torzí, ale naví
 se 
elá Bian
hiho iden-tita rozpadne podle hodnot v g� a gh na dvì èásti známé pod názvy první a druháBian
hiho identita. Proto¾e je naví
 i diferen
iál � v tomto pøípadì pouho anti-symetriza
í, je první Bian
hiho identita v souøadni
í
h právì Ri[jkl℄ = 0, zatím
odruhá øíká ¾e antisymetriza
e zahrnují
í první kovariantní deriva
e køivosti mizí,tj. Rij[kl;m℄ = 0.Zkuste najít expli
itní souøadné vyjádøení Bina
hiho identity pro a�nní konexes torzí a porovnejte snadnost na¹eho odvození s literaturou.7.3. Torze konexí na G{strukturá
h. Ne
h» 
 je konexe na G{struktuøe P �P 1M , � kanoni
ká forma a K = K�+Kg 2 
2(P;Rm � g) forma zkonstruovaná vevìtì 6.8. Pro �; � 2 X(M) a 
{lift X(M) ! X(P ) de�nujeme torzi konexe 
 jako2-formu T 2 
2(M;Rm ) pøedpisemT (�; �)(x) = K� (
�; 
�)(u):



8. PRODLU®OVÁNÍ G{STRUKTUR 39Rozepsáním dostávámeT (�; �)(x) = �d�(
�; 
�) + 12([�; 
℄ + [
; �℄)(
�; 
�)�(u) == �L
��(
�)�L
��(
�)� �([
�; 
�℄)�(u) == �r�� �r�� � [�; �℄�(x):Cestou jsme vyu¾ili toho, ¾e [�; �℄ = 0, [
; 
℄ 2 g a �(
�) vyjádøí souøadni
e vektoru� v bázi u. V lokální
h souøadni
í
h jeT (�; �)(x) = ���j�xi �i � �jik�i�k � ��j�xi �i + �jik�i�k � [�; �℄� ��xj (x) == �(�jik � �jki)�i�k� ��xj (x);neboli T jik = �j[ik℄.7.4. Konexe patøí
í G{struktuøe. Podle vztahu (6.2) je obe
ná konexe 
 dánapøiøazením �i ��xi 7�! �pi �i ��yp , které urèuje vertikální èást liftovaného pole �i ��xi .Pro konexe na G{strukturá
h je ka¾dý vertikální prostor ztoto¾nìn s vektorovýmprostorem g � gl(m;R) = Rm� 
 Rm a konexi na G{struktuøe pak identi�kujemes tensorem � 2 Rm� 
 Rm� 
 Rm takovým, ¾e pro pevné X 2 Rm je �(X;�) 2 g.Jinými slovy � 2 (Rm� 
 Rm� 
 Rm ) \ (Rm� 
 g).Zadání konexe na G{struktuøe P je nyní toté¾, jako zadání globálního øezu aso-
iovaného a�nního bandlu P �GS se standardním �brem S = (Rm� 
Rm� 
Rm )\(Rm� 
 g), který umíme rozlo¾it na jeho symetri
kou a antisymetri
kou èástS = (Rm� � Rm� 
 Rm ) \ (Rm� 
 g)� (Rm� ^ Rm� 
 Rm ) \ (Rm� 
 g):Symetri
ká èást je právì první prodlou¾ení Lieovy algebry g, prvky z antisymetri
kéèásti odpovídají zmìnì torze konexe 
, podobnì jako prvky S pøedstavovali rozdílkonexe 
 od pevnì zvolené konexe 
0 na P .Dùsledek. Konexe s pevnì danou torzí na G{struktuøe P jsou v bijektivní kore-sponden
i s globálními øezy aso
iovaného bandlu P �G g(1).8. Prodlu¾ování G{strukturV ¹esté kapitole jsme zkonstruovali a�nní konexi ! = � � 
 2 
1(P;Rm � g)na G{struktuøe P , její¾ element v ka¾dém repéru u 2 P je lineární isomor�smus 'komutují
í s diagramem0 ����! VuP ����! TuP ����! TuP=VuP ����! 0�x??�= x??' �=??y�0 ����! g ����! Rm � g ����! Rm ����! 0Jinými slovy pro ka¾déA 2 g aX 2 Rm platí '(0; A) = �A(u) a �(u)('(X;A)) = X .Je-li ~' jiný isomor�smus komutují
í s diagramem, pak obrazy ' a ~' se li¹í pouzeve vertikální slo¾
e | existuje takové lineární zobrazení  : Rm ! g, ¾e( ~'� ')(X;A) = � (X)(u):



40 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCHPomo
í vnìj¹ího diferen
iálu kanoni
ké formy � de�nujeme torzi pøíslu¹nou ',t' 2 Rm� ^ Rm� 
 Rm , následovnìt'(X;Y ) := d�(u)('(X; 0); '(Y; 0)):Rozdíl torzí ' a ~' mù¾eme snadno vyjádøit pomo
í zobrazení  .8.1. Lemma. V zavedeném oznaèení platí pro ka¾dé X;Y 2 Rmt ~'(X;Y )� t'(X;Y ) = �[ (X); Y ℄ + [ (Y ); X ℄:Dùkaz. Tvrzení doká¾eme pøímým výpoètem. Po dosazení ~'(X;A) = '(X;A) +� (X)(u) je levá stranad�(u)('(X; 0); � (Y )(u)) + d�(u)(� (X)(u); '(Y; 0)) + d�(u)(� (X)(u); � (Y )(u)):Poslední èlen je nulový, nebo» kanoni
ká forma � je striktnì horizontální a závorkadvou vertikální
h vektorový
h polí je opìt vertikální. Znovu díky horizontálnostiformy � pro libovolné A 2 g platí L�A� = i�Ad� a z G{ekvivariantnosti � plyneL�A� = ��t ���0(F l�At )�� = ��t ���0(rexp tA)�� = �ad(A) Æ �:Odtud i�Ad� = �ad(A) Æ �, zejménad�(u)(� (X)(u); '(Y; 0)) = �[ (X); �(u)('(Y; 0))℄ = �[ (X); Y ℄a podobnì pro zbylý èlen. �Proto¾e g � Rm� 
 Rm , budeme ka¾dé lineární zobrazení  : Rm ! g 
hápatjako tensor z Rm� 
 Rm� 
 Rm . Po alterna
i v první
h dvou slo¾ká
h dostávámepøirozené pøiøazení � : Rm� 
 g ! Rm� ^ Rm� 
 Rm a zøejmì platí, ¾e  2 Ker�právì kdy¾  2 g(1). Tvrzení pøed
hozího lemmatu mù¾eme nyní pøepsatt ~'(X;Y )� t'(X;Y ) = �(� )(X;Y ):8.2. Strukturní funk
e. Dosavadní úvahy nyní zaruèí, ¾e zobrazení 
 : P !(Rm� ^ Rm� 
 Rm )=�(Rm� 
 g),
(u)(X;Y ) := [d�(u)('(X; 0); '(Y; 0))℄;je dobøe de�nováno. Jmenuje se první strukturní funk
e G{struktury P . ZøejmìG{struktura P pøipou¹tí konexi bez torze právì kdy¾ 
 � 0.Pøíklad (dùsledek). Na ortogonální struktuøe existuje právì jedna konexe beztorze.Dùkaz. Tvrzení plyne z faktu, ¾e o(m;R)(1) = Ker� = 0. Zobrazení � je protoprosté mezi prostory stejné dimenze (algebru o(m;R) tvoøí antisymetri
ké mati
e),tudí¾ Im � = Rm� ^ Rm� 
 Rm a existuje konexe bez torze. Podle dùsledku 7.4 jetaková konexe jediná. Její expli
itní popis bude zøejmý z poznámky 8.4. �



8. PRODLU®OVÁNÍ G{STRUKTUR 418.3. První prodlou¾ení. Fibr Px � P nad bodem x 2 M je tvoøen lineárnímiisomor�smy u : Rm ! TxM , z ni
h¾ ka¾dé dva se li¹í o nìjaký prvek g 2 G �Rm� 
 Rm (ak
e G je na �bre
h transitivní).Nyní de�nujeme P (1)u jako mno¾inu v¹e
h lineární
h isomor�smù ' : Rm � g !TuP , které komutují s diagramem z úvodu této kapitoly a splòují t' 2 D, kde D jenìjaký doplòek k �(Rm�
g) v prostoru Rm�^Rm�
Rm . Zøejmì platí, ¾e '; ~' 2 P (1)uprávì kdy¾  2 g(1). Zkonstruovali jsme první prodlou¾ení G{struktury P :Lemma.(1) P (1) 6= ; a P (1) ! P je hlavní �brovaný bandl se strukturní grupouexp g(1) � GL(Rm � g), kde exp g(1) je vektorová grupa isomorfní s g(1).(2) Je-li D � Rm� ^ Rm� 
 Rm G{invariantní podprostor, pak P (1) ! M jehlavní �brovaný bandl se strukturní grupou G o exp g(1), kterou budemeznaèit G1.(3) Kanoni
ká forma � naG{struktuøe P se roz¹iøuje na ����0 2 
1(P (1);Rm�g), která je horizontální pro P (1) ! P , G1{ekvivariantní a reprodukujefundamentální vektorová pole �A 2 TP (1), A 2 g.Dùkaz. 1. První èást tvrzení je zøejmá, druhá plyne z de�ni
e P (1). Zejména, pro' 2 P (1)u je z pøede¹lý
h úvah patrné, ¾e v¹e
hny transforma
e t 2 GL(Rm � g)takové, ¾e 'Æt 2 P (1)u jsou urèeny právì zobrazeními  2 g(1) � Rm�
g. Expli
itnìexp g(1) je grupa lineární
h transforma
í t prostoru Rm � g, která jsou tvarut(X;A) = (X;A+  (X;�));kde  2 g(1) a X 2 Rm , A 2 g.2. Nejdøív strukturní grupu G1 popí¹eme, pak budeme de�novat pravou ak
ina P (1) ! M . Buï G1 podgrupa J20 (Rm ;Rm )0 obsahují
í 2{jety zobrazení ' :Rm ! Rm , která jsou automor�smy plo
hé G{struktury Rm �G splòují
í '(0) = 0(viz 1.4). Je-li ' automor�smus G{struktury, je j10' = g 2 G a budeme psát' = g Æ g�1 Æ ' = g Æ �', kde zøejmì j10 �' = j10 idRm, 
o¾ implikuje, ¾e P 1 �'��0 :f0g �G! f0g �G je identita.Ka¾dý j20' nahradíme 1{jetem j1(0;e)P 1', zejména j20 �' nahradíme T(0;e)P 1 �' :Rm � g! Rm � g. Z pøede¹lý
h úvah plyne, ¾e T(0;e)P 1 �' je tvaru(X;A) 7! (X;A+ Z(X));kde lineární zobrazeníZ : Rm ! g je 2{jetem j20 �' jednoznaènì urèeno. Z konstruk
evyplývá, ¾e Z je dáno druhými deriva
emi zobrazení ' v poèátku, zejména tedyje symetri
ké, kdy¾ realizujeme vlo¾ení g � Rm� 
 Rm . To ale právì znamenáZ 2 g(1).Ka¾dý prvek b = j20' 2 G ztoto¾òujeme s dvoji
í (g; Z), kde g = j10' 2 Ga expZ = j20 �' 2 exp g(1). Budeme psát také b = g expZ. Násobení v G1 danéskládáním jetù funguje následovnì(g0 expZ 0) � (g expZ) = j20('0 Æ ') = j20((g0gg�1 �'0)(g �')) == j20((g0g)(Conjg�1 �'0) �') = g0g exp (Adg�1Z 0 + Z):Odtud G1 je skuteènì polopøímý souèin Go exp g(1).



42 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCHNa �brovaném bandlu P (1) !M de�nujeme pravou ak
i grupy G1 pøedpisemrb(') = ' � b = Trb0 Æ ' ÆAdbpro ka¾dé b = b0 expZ 2 G1. Zde symbolem Ad oznaèujeme zobrazení G1 !GL(Rm � g) de�nované pro libovolné X 2 Rm a A 2 g takto:Adb0(X;A) = (b0(X);Adb0A)AdexpZ(X;A) = (X;A+ Z(X)):V prvním øádku je b0(X) = Adb0X a Adb0A skuteèná adjungovaná ak
e grupy G naRm �g � a(m;R), viz úvod páté kapitoly. De�ni
e ze druhého øádku korespondujese skuteèným Ad8 ve spe
iální
h pøípade
h jako napø. v odstav
i 8.5.Nyní doká¾eme, ¾e jsme de�novali ak
i a ¾e P (1) !M je hlavní bandl.a) Nejdøív ovìøíme, ¾e rb : P (1) ! P (1) je pravá ak
e(' � b) � b0 = Trb00 Æ (' � b) ÆAdb0 = Trb00 Æ Trb0 Æ ' ÆAdb ÆAdb0 = ' � (b0b):b) Doká¾eme transitivnost. Proto¾e G pùsobí transitivnì na �bre
h P ! M ,staèí ovìøit, ¾e exp g(1) pùsobí transitivnì na �bre
h P (1) ! P . To jsme ale dis-kutovali pøi dokazování první èásti tohoto lemmatu, �br nad u 2 P je toti¾ právìmno¾ina P (1)u = f' Æ AdexpZ = rexpZ(');Z 2 g(1)g, kde ' je nìjaký isomor�smusRm � g! TuP , který komutuje s diagramem ze zaèátku kapitoly a splòuje t' 2 D.
) Ak
e je efektivní, nebo» uvá¾íme-li ' � b = ', je nutnì b0 = e a b = expZ.Pøepí¹eme ' � b = ' Æ AdexpZ = ', neboli AdexpZ = idRm�g a b je neutrální prvekgrupy G1.d) Ovìøime, ¾e ' � b 2 P (1), tj. t'�b 2 D pro libovolné b = b0 expZ 2 G1a ' 2 P (1)u , t'�b(X;Y ) = d�(u � b0)((' � b)(X; 0); (' � b)(Y; 0)):Proto¾e kanoni
ká forma �, tedy i d�, jsou G{ekvivariantní, je pøed
hozí øádekroven Adb�10 (d�(u)('(Adb(X; 0)); '(Adb(Y; 0)))) == Adb�10 (d�(u)('(Adb0X; 0) + '(0;Adb0Z(X)); '(Adb0Y; 0) + '(0;Adb0Z(Y ))));
o¾ plyne z de�ni
e Ad, konkrétnìAdb0 expZ(X; 0) = Adb0(X;Z(X)) = (Adb0X;Adb0Z(X)):Podobnì jako pøi dùkazu lemmatu 8.1 odvodímeAdb�10 (d�(u)('(Adb0X; 0); '(Adb0Y; 0))�� [Adb0Z(X);Adb0Y ℄ + [Adb0Z(Y );Adb0X ℄) == Adb�10 (t'(Adb0X;Adb0Y )) + Adb0([Z(Y ); X ℄� [Z(X); Y ℄) == (Adb�10 t')(X;Y ) + Adb0(�Z)(X;Y ):8Pro obe
nou Lieovu grupu G s Lieovou algebrou g platí pro adjungovanou ak
i Ad : G !GL(g) rovnost AdexpX(Y ) = Y + [X;Y ℄ + 12 [X; [X;Y ℄℄ + 13! [X; [X; [X;Y ℄℄℄ + � � � .



8. PRODLU®OVÁNÍ G{STRUKTUR 43Ponìvad¾ �Z = 0, dokázali jsme, ¾e t'�b = Adb�10 t'. Ale D je G{invariantnípodprostor Rm� ^ Rm� 
 Rm , tedy t'�b 2 D.3. Vzhledem k projek
i � : P (1) ! P de�nujeme pro ka¾dý vektor �' 2 T'P (1)hodnotu formy �� � �0 : TP (1) ! Rm � g takto(�� � �0)(�') = '�1(T� � �'):a) Z de�ni
e formy ����0 je ��(�') = '�1� (T� ��'). Zøejmì T� ��' = '(X;A) 2T�(')P pro vhodné X;A. Odtud ��(�') = X = �('(X;A)), tedy �� = ���.b) Horizontálnost je zøejmá.
) Uká¾eme, ¾e forma je G1{ekvivariantní. V zavedeném oznaèení poèítáme(rb)�(�� � �0)(�') = (�� � �0)(Trb � �') = (' � b)�1(T�(Trb � �'));Z pùsobení grupy G1 na bandlu P (1) ! M plyne, ¾e � Æ rb = rb0 Æ � a pøed
hozívýraz je roven('�b)�1(Trb0(T� ��')) = (Adb�1 Æ'�1ÆTrb�10 )(Trb0(T� ��')) = Adb�1(����0)(�');
o¾ jsme 
htìli ukázat.d) Pro A 2 g je T� � �A 2 TP fundamentální vektorové pole odpovídají
í A,odtud �0(�A(')) = '�10 ('(0; A)) = A:�8.4. Poznámka. Pro G{struktury s G � O(m;R) je zøejmì g(1) = 0, odtudP (1) �= P . Forma �� � �0 zkonstruovaná v pøede¹lém lemmatu je pak kanoni
káa�nní konexe zmiòovaná v odstav
i 8.2. Spe
iálnì pro G = O(m;R) je to konexebez torze.8.5. Nerozlo¾itelné paraboli
ké geometrie. V tomto odstav
i budeme studo-vat geometri
ké struktury, jeji
h¾ strukturní grupaG0 je podgrupou nìjaké polojed-nodu
hé Lieovy grupy G s gradovanou Lieovou algebrou g = g�1� g0� g1. Potom[g�1; g�1℄ = 0, tj. g�1 je komutativní. Dále g0 pùsobí závorkou na g�1 �= Rma g0 ! gl(Rm ) je inkluse. Uvedeme dva pøíklady algeber tohoto typu.1. g = so(m + 1; 1;R) = fX 2 gl(m + 2;R);XT S + SX = 0g, kde S =0� 0 0 10 Em 01 0 01A je mati
e de�nují
í pseudometriky signatury (m + 1; 1) na Rm+2 .V blokovém vyjádøení jeg�1 = 8<:0� 0 0 0q 0 00 �qT 01A ; q 2 Rm9=; ;g0 = 8<:0��� 0 00 A 00 0 �1A ;A 2 so(m;R); � 2 R9=; = 
o(m;R);g1 = 8<:0� 0 r 00 0 �rT0 0 0 1A ; r 2 Rm�9=; :



44 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCHHomogenním prostorem konformní geometrie je sféra Sm = SO(m+1; 1;R)=B, kdeB je (paraboli
ká) Poin
arého konformní grupa, s algebrou b = g0 � g1.2. g = sl(p+q;R), algebra mati
 s nulovou stopou. Grada
e vypadá následovnì.g�1 = �� 0 0X 0� ;X 2 Rp� 
 Rq� ;g0 = ��A+ �pEp 00 B � �qEq � ;A 2 sl(p;R); B 2 sl(q;R); � 2 R� ;g1 = �� 0 Z0 0 � ;Z 2 Rq� 
 Rp� :Odtud g0 = sl(p;R) � sl(q;R) � R. Spe
iálnì pro p = 1 dostáváme standardníprojektivní strukturu na q{rozmìrné varietì.V odstav
i 8.1 jsme zkonstruovali zobrazení � : g��1 
 g0 ! g��1 ^ g��1 
 g�1,o kterém uká¾eme, ¾e je diferen
iálem v tzv. Spen
erovì kohomologii.Spen
erova kohomologie je kohomologie Lieovy algebry g�1 s koe�
ienty v (g�1){modulu g zadaná komplexem0 �����! C0(g�1; g) �����! C1(g�1; g) �����! � � � ;kde Ck(g�1; g) jsou koøetìz
e stupnì k de�nované jako Ck(g�1; g) = �kg��1 
 ga diferen
iál � : Ck(g�1; g)! Ck+1(g�1; g) je zadaný pøedpisem(�t)(X0; : : : ; Xk) = kXi=0(�1)i[Xi; t(X0; : : : ; X̂i; : : : ; Xk)℄++Xi<j (�1)i+jt([Xi; Xj ℄; X0; : : : ; X̂i; : : : ; X̂j ; : : : ; Xk):Proto¾e je podalgebra g�1 komutativní, je v na¹em pøípadì diferen
iál � : �kg��1
g! �k+1g��1 
 g tvaru(�t)(X0; : : : ; Xk) = kXi=0(�1)i[Xi; t(X0; : : : ; X̂i; : : : ; Xk)℄a grada
e Lieovy algebry g = g�1 � g0 � g1 indukuje diferen
iál � : �kg��1 
 gl !�k+1g��1 
 gl�1 a tzv. bigradovanou Spen
erovu kohomologii Hkl (g�1; g).Spe
iálnì H11 (g�1; g) = Ker�2=Im �1 je první kohomologi
ká grupa komplexu0 �0����! g1 �1����! g��1 
 g0 �2����! g��1 ^ g��1 
 g�1 �3����! � � � :Nyní �2 je právì zobrazení � z odstav
e 8.1, kde jsme ukázali, ¾e Ker�2 = g(1)0 .Lemma. Platí g(1)0 = g1 právì kdy¾ H11 (g�1; g) = 0.Dùkaz. Zobrazení �1 : g1 ! Im �1 � g��1 
 g0 je zøejmì bijek
e | expli
itnì prolibovolné Z 2 g1, X 2 g�1 je z de�ni
e (�1Z)(X) = [X;Z℄ 2 g0 � g��1 
 g�1a (�1Z)(X)(Y ) = [[X;Z℄; Y ℄. (Z Ja
obiho identity je zøejmé, ¾e (�1Z)(X)(Y ) =(�1Z)(Y )(X), tedy �1(g1) � g��1�g��1
g�1, 
o¾ jsme vìdìli, nebo» Im �1 � Ker�2).Je-li tedy H11 (g�1; g) = 0, skuteènì platí g1 = Im �1 = g(1)0 a opaènì. �



8. PRODLU®OVÁNÍ G{STRUKTUR 45Tvrzení. Ve v¹e
h pøípade
h kromì g = sl(1 + q;R) platí H11 (g�1; g) = 0.Toto tvrzení dokazovat nebudeme. V pøípadì g = sl(1+q;R) (projektivní struk-tura) je g0 = sl(q;R) � R �= gl(q;R), tedy g(1)0 = g��1 � g��1 
 g�1 a Im �1 � g(1)0 .Odtud H11 (g�1; g) je netriviální.8.6. Druhé prodlou¾ení. Z odstav
e 8.3 umíme pro ka¾dou G{strukturu P !M zkonstruovat její první prodlou¾ení | hlavní (exp g(1)){bandl P (1) ! P , tj.(exp g(1)){strukturu na varietì P . Stejným zpùsobem mù¾eme sestrojit (k + 1){níprodlou¾ení G{struktury P ! M jako první prodlou¾ení G(k){struktury P (k) !P (k�1), kde G(k) = exp g(k).Ve zbylém textu podrobnì uká¾eme, ¾e druhé prodlou¾ení struktur stejného typujako v minulém odstav
i (kromì projektivní) je triviální, neboli P (2) ! P (1) je feg{struktura, tj. absolutní paralelismus. Tak získáme kanoni
kou Cartanovu konexi,podobnì jako pro ortogonální strukturu z prodlou¾ení prvního.V oznaèení z minulého odstav
e je první prodlou¾ení G0{struktury P ! Mhlavní �brovaný bandl P (1) ! P se strukturní grupou G1 = exp g1. Souèasnì proG0{invariantní volbu doplòku D � g��1 ^ g��1 
 g�1 k podprostoru �2(g��1 
 g0) jeP (1) !M hlavní bandl se strukturní grupou G0 oG1.Pro dané ' 2 P (1) uva¾me lineární isomor�smy � : g ! T'P (1) komutují
ís diagramem0 ����! V'P (1) ����! T'P (1) ����! T'P (1)=V'P (1) ����! 0�x??�= x??� �=??y����00 ����! g1 ����! g�1 � g0 � g1 ����! g�1 � g0 ����! 0Tj. pro ka¾dé X 2 g�1, A 2 g0 a Z 2 g1 má platit (�� � �0)(')(�(X;A;Z)) =(X;A) a �(0; 0; Z) = �Z('). Proto¾e P (1) ! M je hlavní �brovaný (G0 o G1){bandl, budeme uva¾ovat pouze takové isomor�smy �, které splòují také jemnìj¹ípo¾adavek �(0; A; Z) = �A+Z('). Dùvod je zøejmý z dùkazu vìty 8.7 | 
h
eme,aby ��1 : T'P (1) ! g roz¹iøovala formu �� � �0, kterou nyní budeme znaèit �.Torzi t� 2 (g�1 � g0)� ^ (g�1 � g0)� 
 (g�1 � g0) pøíslu¹nou � nyní de�nujemepøirozenì vztahemt�((X;A); (Y;B)) = d�(')(�(X;A; 0);�(Y;B; 0)):Lemma. Pro ka¾dé X;Y 2 g�1, A;B 2 g0 a Z;W 2 g1 platíd�(')(�(X;A;Z);�(Y;B;W )) =d�(')(�(X; 0; 0);�(Y; 0; 0))� [X +A+ Z; Y +B +W ℄g�1�g0 :Dùkaz. Indexem g�1� g0 u závorky znaèíme projek
i pr : g! g�1� g0. Z (G0 oG1){ekvivariantnosti fromy � plynei�A+Zd� = �pr Æ ad(A+ Z) Æ �:Odtud po dosazení �(X;A;Z) = �(X; 0; 0) + �A+Z(')



46 ÈÁST II. KONEXE NA G{STRUKTURÁCHz bilinearity formy d� a závorky na g obdr¾íme dokazovanou rovnost. �Z dokázaného lemmatu je hned vidìt, ¾e torze t�((X;A); (Y;B)) je z
ela urèenavýrazem d�(')(�(X; 0; 0);�(Y; 0; 0)) = ��(')([�(X; 0; 0);�(Y; 0; 0)℄);je¾ má hodnotu v g0 | je toti¾ [�(X; 0; 0);�(Y; 0; 0)℄ 2 V'P (1) vzhledem k projek
ip : P (1) !M . Odtud torze pøíslu¹ná � je zadána svojí èástí v g��1 ^ g��1 
 g0.8.7. Kanoni
ká Cartanova konexe. Jsou-li � a ~� dva isomor�smy vyhovují
ína¹im po¾adavkùm z minulého odstav
e, pak zøejmì~�(X;A;Z) = �(X;A;Z) + � (X)(')pro vhodné  2 g��1 
 g1. Stejným zpùsobem jako pøi dokazování lemmatu 8.1mù¾eme odvodit, ¾e zmìnu torze lze vyjádøit vztahemt�((X;A); (Y;B)) � t~�((X;A); (Y;B)) = �[ (X); Y ℄ + [ (Y ); X ℄a pravou stranu budeme opìt psát jako �(� )(X;Y ), kde � : g��1 
 g1 ! g��1 ^g��1
 g0 je slo¾enina inkluse g��1
 g1 � g��1
 g��1
 g0 a alterna
e v první
h dvouslo¾ká
h.Oznaème P (2)' mno¾inu v¹e
h lineární
h isomor�smù � : g ! T'P (1) s disku-tovanými vlastnostmi, pro nì¾ t� 2 D, kde D je doplòkový podprostor k Im �v g��1 ^ g��1
 g0. Pak zøejmì �; ~� 2 P (2)' právì kdy¾  2 Ker�. Snadno lze ovìøit,¾e Ker� je právì g(2)0 , kdykoli g1 = g(1)0 .Poznámka. Ne¾ zformulujeme poslední vìtu, buï C�(g�1; g) komplex zadávají
íSpen
erovu kohomologii. Na C�(g�1; g) existuje skalární souèin tak, ¾e � : Ck !Ck+1 má vzhledem k nìmu adjungovaný diferen
iál �� : Ck+1 ! Ck [Kostant℄.Odtud Ker�� je kanoni
ký doplòkový podprostor k Im �.Vìta. Ve v¹e
h pøípade
h kromì sl(2;R) existuje pro ka¾dé ' 2 P (1) jediný lineárníisomor�smus � vyhovují
í po¾adavkùm z odstav
e 8.6 takový, ¾e t� 2 Ker��.Inverze ��1 : T'P (1) ! g zadávají kanoni
kou Cartanovu konexi na P (1).Dùkaz. Stejnì jako v odstav
i 8.5 je � diferen
iál ve Spen
erovì kohomologiia Ker� = g(2)0 odpovídá kohomologi
ké grupì H12 (g�1; g) komplexu0 ����! g��1 
 g1 ����! g��1 ^ g��1 
 g0 ����! � � � :Ve v¹e
h pøípade
h kromì sl(2;R) je tato grupa triviální [O
hiai℄, proto isomor�s-mus � s danou torzí je jediný.Ovìøíme, ¾e ! 2 
1(P (1); g) de�novaná !' = ��1 je Cartanova konexe. Díkyrovnosti �(0; A; Z) = �A+Z(') zøejmì ! reprodukuje fundamentální vektorová pole,staèí ovìøit u¾ jen (G0 o G1){ekvivariantnost formy !. Nejdøív uká¾eme, ¾e pro� 2 P (2)' a libovolné b 2 G0 oG1 je také � � b 2 P (2)'�b , kde� � b = Trb Æ� ÆAdb:



8. PRODLU®OVÁNÍ G{STRUKTUR 47Potom !'�b = (� � b)�1 a doká¾eme ekvivariantnost.a) Z (G0 oG1){ekvivariantnosti formy � plyne�(' � b)((� � b)(X;A;Z)) = Adb�1�(')(�(Adb(X;A;Z))) == Adb�1(Adb(X;A)) = (X;A):b) Proto¾e Trb ��(A;Z)(') = �Adb�1 (A;Z)(' �b), platí (� �b)(0; A; Z) = �A+Z(' �b).
) Ch
eme dokázat, ¾e t��b 2 Ker��. Díky ekvivariantnosti � mámed�(' � b)((� � b)(X; 0; 0); (� � b)(Y; 0; 0)) = Adb�1(d�(')(�(AdbX);�(AdbY ))):Proto¾e b = b0 expZ pro b0 2 G0 a Z 2 g1, je AdbX = Adb0(X + [Z;X ℄ +12 [Z; [Z;X ℄℄) (viz 8.3) a podle lemmatu 8.6 je pøede¹lý výraz rovenAdb�1((d�(')(�(Adb0X);�(Adb0Y ))) � [AdbX;AdbY ℄g�1�g0):Druhý èlen je projek
e Adb[X;Y ℄, tedy je nulový. Z dùkazu lemmatu 8.3 se snadnoodvodí, ¾e b�1 = b�10 exp (�Adb0Z) a po rozepsání zbylého èlenu je g0{èást torzerovna Adb�10 [Adb0Z; d��1(�(Adb0X);�(Adb0Y ))℄��Adb�10 (d�0(�(Adb0X);�(Adb0Y ))):Zde druhý èlen je právì Adb�10 t�, tedy patøí do Ker��, nebo» to je G0{invariantnípodprostor g��1 ^ g��1 
 g0. Dále v prvním èlenu je d��1(�(Adb0X);�(Adb0Y )) =���1([Adb0X;Adb0Y ℄) � 0, tedy jistì le¾í v Ker��. Z expli
itního popisu diferen-
iálu ��, který jsme zde neuvádìli, bezprostøednì plyne, ¾e ad(Z) Æ�� = �� Æ ad(Z)pro ka¾dé Z 2 g1. Odtud skuteènì t��b 2 Ker�� � g��1 ^ g��1 
 g0.Nyní mù¾eme dokázat ekvivariantnost formy !. Buï �' 2 T'P (1) a b 2 G0oG1,(rb)�!(�') = (� � b)�1(Trb � �') = Ad�1b Æ��1(�');
o¾ jsme 
htìli dokázat. �
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