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LINEÁRNÍ ALGEBRA

DAGMAR SKALSKÁ
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Olomouc 2006



Abstrakt

Tento text distančnı́ho vzdělávánı́ navazuje na text Algebra a seznamuje se základnı́mi pojmy lineárnı́ algebry. Studujı́cı́
se seznámı́ s pojmy matice a determinant, s metodami výpočtu determinantů a inverznı́ch matic. Poslednı́ kapitoly se
týkajı́ soustav lineárnı́ch rovnic a jejich řešenı́

Cı́lová skupina

Text je primárně určen pro posluchače prvnı́ho ročnı́ku bakalářského studijnı́ho programu Aplikovaná informatika
na Přı́rodovědecké fakultě Univerzity Palackého v Olomouci. Může však sloužit komukoliv se zájmem o lineárnı́
algebru. Text předpokládá znalosti středoškolské matematiky a prostudovánı́ textu Algebra
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9 Základnı́ vlastnosti soustav lineárnı́ch rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Použitá označenı́

N množina všech přirozených čı́sel
Z množina všech celých čı́sel
S množina všech celých sudých čı́sel
Q množina všech racionálnı́ch čı́sel
R množina všech reálných čı́sel
C množina všech komplexnı́ch čı́sel
∨ disjunkce (logický součet), čteme „nebo“
∧ konjunkce (logický součin), čteme „a současně“
⇒ implikace, čteme „jestliže, pak“
⇔ ekvivalence, čteme „právě když“
∃ existenčnı́ kvantifikátor, čteme „existuje“
∀ všeobecný kvantifikátor, čteme „pro všechna“



1 Pořadı́ a permutace

Studijnı́ cı́le: Po prostudovánı́ této kapitoly se studujı́cı́ seznámı́ s pojmy pořadı́ a permutace,
kterých se v dalšı́ch kapitolách bude použı́vat

Klı́čová slova: pořadı́, parita pořadı́, transpozice, permutace, parita permutace

Potřebný čas: 60 minut.

Průvodce studiem

Protože permutace nám budou sloužit pouze jako pomocný nástroj ke studiu dalšı́ch al-
gebraických pojmů, omezı́me se pouze na výklad nejzákladnějšı́ch vlastnostı́ permutacı́
konečné množiny M . Pro zjednodušenı́ předpokládáme, že množina M se skládá z prv-
nı́ch n přirozených čı́sel, M = {1, 2, ..., n}.

1.1 Pořadı́

Definice 1.1. Necht’M = {1, 2, ... , n}. Pak libovolná uspořádaná n–tice utvořená z prvků
množiny M se nazývá pořadı́ z n prvků 1, 2, ... , n nebo stručně pořadı́. Necht’ R = inverze

většı́ čı́slo před
menšı́m

(r1, r2, ..., rn) je libovolné pořadı́. Řekneme, že dvojice ri, rj je inverze v pořadı́ R, jestliže
i < j, ri > rj . Pořadı́, v němž celkový počet inverzı́ je čı́slo sudé, se nazývá sudé pořadı́.
Pořadı́, ve kterém je celkový počet inverzı́ čı́slo liché, se nazývá liché pořadı́. Hovořı́me potom
o paritě pořadı́.

Průvodce studiem

Počet inverzı́ v daném konkrétnı́m pořadı́ nejrychleji zjistı́me tak, že bereme odleva jedno
čı́slo po druhém a pro každé z nich spočı́táme, kolik menšı́ch čı́sel stojı́ za nı́m. Sečtenı́m
těchto hodnot pak dostaneme celkový počet inverzı́ v daném pořadı́.

Přı́klad 1.2. Necht’n = 9, potom
pořadı́ (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) je sudé, počet inverzı́ je 0, sudé pořadı́

liché pořadı́pořadı́ (6, 3, 1, 9, 4, 5, 2, 8, 7) je liché, počet inverzı́ je 15.

Definice 1.3. Necht’R = (r1, r2, ..., rn), S = (s1, s2, ..., sn) jsou dvě pořadı́ a necht’existujı́
indexy i 6= j tak, že si = rj , sj = ri a dále sk = rk pro k 6= i, j. Potom řekneme, že pořadı́ S
vzniklo z pořadı́ R provedenı́m jedné transpozice.

Průvodce studiem

Provedenı́ jedné transpozice tedy znamená záměnu dvou různých prvků v jednom pořadı́,
přičemž všechny ostatnı́ prvky zůstávajı́ na původnı́m mı́stě.

Přı́klad 1.4. Pořadı́ S = (2, 3, 5, 4, 1) vznikla z pořadı́ R = (2, 5, 3, 4, 1) provedenı́m jedné
transpozice.



Věta 1.5. Necht’n je pevné přirozené čı́slo, pak platı́:

1. z n prvků lze vytvořit celkem n! různých pořadı́

2. všech n! pořadı́ z n prvků lze seřadit tak, že každé následujı́cı́ pořadı́ obdržı́me z před-
cházejı́cı́ho provedenı́m jedné transpozice, lze vyjı́t od libovolného pořadı́.

Důkaz. Dokazovat budeme matematickou indukcı́ obě části najednou:
Pro n = 1 obě tvrzenı́ triviálně platı́. Předpokládáme, že obě tvrzenı́ platı́ pro 1, 2, ... ,n − 1
a budeme dokazovat, že platı́ rovněž pro n. Necht’(r1, r2, ..., rn) je libovolné pořadı́ z n prvků.
Podle indukčnı́ho předpokladu všech pořadı́, která majı́ na poslednı́m mı́stě prvek rn je (n −
1)! a lze je seřadit tak, že následujı́cı́ vznikne z předchozı́ho provedenı́m jedné transpozice.
V poslednı́m z těchto pořadı́ provedeme transpozici prvků rn a ri (1 ≤ i ≤ n − 1) a stejnou
úvahou jako výše dostaneme (n−1)! pořadı́ s prvkem ri na poslednı́m mı́stě. Takto vystřı́dáme
na poslednı́m mı́stě všech n prvků, takže dostaneme všechna různá pořadı́ z n prvků, kterých je
tedy n(n− 1)! = n!, přitom každé následujı́cı́ pořadı́ vzniklo z předchozı́ho provedenı́m jedné
transpozice.

Přı́klad 1.6. Necht’n = 3, pak máme 3! = 6 pořadı́ R1 = (1, 2, 3), R2 = (1, 3, 2), R3 =
(3, 1, 2), R4 = (3, 2, 1), R5 = (2, 3, 1), R6 = (2, 1, 3) seřazených tak, že každé následujı́cı́
vzniklo z předchozı́ho provedenı́m jedné transpozice.

Věta 1.7. Provedenı́ jedné transpozice změnı́ paritu pořadı́.

Důkaz. Provedeme ve dvou krocı́ch, nejprve pro transpozici sousednı́ch prvků a potom pro
transpozici libovolných dvou prvků daného pořadı́.

1. Necht’ v pořadı́ R = (r1, r2, ..., ri, ri+1, ..., rn) je t inverzı́. Provedenı́m transpozice
sousednı́ch prvků ri, ri+1 dostaneme pořadı́ R

′
= (r1, r2, ..., ri+1, ri, ..., rn), v němž je

bud’t− 1 nebo t+ 1 inverzı́, tedy R
′

má opačnou paritu než R.

2. Necht’R = (r1, r2, ..., ri, ..., rj , ..., rn) je dané pořadı́. Provedenı́m transpozice prvků ri
a rj dostaneme pořadı́ R

′
= (r1, r2, ..., rj , ..., ri, ..., rn). Tuto transpozici lze realizovat

postupným prováděnı́m (j− i)+(j− i−1) = 2(j− i)−1 transpozic sousednı́ch prvků.
Čı́slo 2(j − i)− 1 je liché. To znamená, že pořadı́ R

′
má opačnou paritu než pořadı́ R.

Věta 1.8. Necht’n ≥ 2. Potom z celkového počtu n! různých pořadı́ z n prvků je n!
2 sudých

a n!
2 lichých.

Důkaz. Tvrzenı́ plyne z předcházejı́cı́ch vět.

Přı́klad 1.9. Pro n = 3 jsou pořadı́ R1, R3, R5 sudá a pořadı́ R2, R4, R6 jsou lichá.

1.2 Permutace

Definice 1.10. Necht’ M = {1, 2, ..., n} je konečná množina o n prvcı́ch. Pak bijektivnı́
zobrazenı́ P množiny M na sebe se nazývá permutace množiny M nebo krátce permutace.

Permutaci P definovanou P (it) = jt pro t = 1, 2, ..., n budeme zapisovat ve formě dvouřád-
kové tabulky tvaru

P =

(
i1 i2 ... in
j1 j2 ... jn

)



Průvodce studiem

Permutace množiny M je tedy bijekce M → M , kterou zapisujeme ve tvaru dvouřád-
kové tabulky. To znamená, že v hornı́m i dolnı́m řádku této tabulky je vždy nějaké pořadı́
z n prvků. Zřejmě lze tutéž permutaci P zapsat v uvedeném tvaru celkem n! formálně růz-
nými způsoby, zaměnı́me-li pořadı́ sloupců v tabulce. Všech těchto n! zápisů permutace P
je zcela rovnocených, ale my budeme nejčastěji použı́vat zápisu permutace P v základnı́m
tvaru (

1 2 ... n
i1 i2 ... in

)
.

Přı́klad 1.11. Tři formálně různé zápisy téže permutace množiny M pro n = 6(
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 1

)
,

(
2 4 6 1 3 5
5 3 1 6 4 2

)
,

(
6 3 2 4 1 5
1 4 5 3 6 2

)
.

Těchto různých zápisů stejné permutace může být 720.

Věta 1.12. Počet různých permutacı́ n–prvkové množiny je roven n!

Důkaz. Když zapı́šeme každou permutaci v základnı́m tvaru permutace v
základnı́m tvaru(

1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)
,

pak různých permutacı́ bude přesně tolik, kolik je různých pořadı́ v dolnı́m řádku. Těch je však
právě n!.

Přı́klad 1.13. Různé permutace třı́prvkové množiny

P1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
P2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
P3 =

(
1 2 3
2 3 1

)

P4 =

(
1 2 3
3 2 1

)
P5 =

(
1 2 3
3 1 2

)
P6 =

(
1 2 3
1 3 2

)
parita permutace

Definice 1.14. Permutace P se nazývá sudá permutace, jestliže součet počtu inverzı́ v hornı́m
a dolnı́m řádku je sudé čı́slo. Pokud je součet počtu inverzı́ v hornı́m a dolnı́m řádku liché čı́slo,
nazývá se lichá permutace. Hovořı́me potom o paritě permutace.

Přı́klad 1.15. Permutace P1, P3, P5 jsou sudé, permutace P2, P4, P6 jsou liché.

Průvodce studiem

I když danou permutaci P můžeme zapsat n! formálně různými tabulkami, je předchozı́
definice korektnı́, protože při libovolném zápisu permutace P je parita hornı́ho a dolnı́ho
řádku bud’ vždy stejná nebo vždy rozdı́lná. Při přechodu od jednoho zápisu permutace P
k druhému provádı́me vždy jistý počet transpozic současně v hornı́m i dolnı́m řádku.

Věta 1.16. Necht’n ≥ 2, potom z celkového počtu n! různých permutacı́ n–prvkové množiny je
n!
2 sudých permutacı́ a n!

2 lichých permutacı́.



Důkaz. Každou permutaci zapı́šeme v základnı́m tvaru(
1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)
Parita permutace je pak shodná s paritou pořadı́ v dolnı́m řádku a tvrzenı́ plyne z věty 1.8

Shrnutı́
Pořadı́ je libovolná uspořádaná n-tice utvořená z n prvkové množiny M = {1, 2, ..., n}.
Dvojice prvků v pořadı́ tvořı́ inverzi, pokud většı́ z obou čı́sel předcházı́ v daném pořadı́ menšı́.
Transpozice je záměna dvou různých prvků v daném pořadı́.
Permutace množiny M je bijekce množiny M na množinu M .
Permutaci zapisujeme ve tvaru dvouřádkové tabulky.
Paritu permutace určı́me z parit pořadı́ v hornı́m a dolnı́m řádku.

Pojmy k zapamatovánı́
• pořadı́
• parita pořadı́
• inverze
• transpozice
• permutace
• parita permutace

Kontrolnı́ otázky
1. Dané pořadı́ je sudé. Jaká bude parita pořadı́, které dostaneme z daného pořadı́ prove-

denı́m třı́ transpozic?
2. Je dána permutace P . V této permutaci provedeme stejnou transpozici v hornı́m i dolnı́m

řádku. Změnı́ se parita?
3. Je dána permutace P . V této permutaci necháme hornı́ řádek beze změny a provedeme

jednu transpozici v dolnı́m řádku. Změnı́ se parita permutace?

Cvičenı́
1. Určete počet inverzı́ v daném pořadı́ z 9-ti prvků (4,3,5,6,8,9,7,1,2).
2. Určete x a y tak, aby pořadı́ (9,x,6,5,y,4,7,2,1) bylo liché.
3. Určete paritu dané permutace (

1 3 5 2 4 6
2 4 6 1 3 5

)
.

4. Určete x a y tak, aby permutace(
1 2 3 4 5 6 7
2 x 4 6 y 1 7

)
byla sudá.

Úkoly k textu

1. Utvořte všechna pořadı́ ze 4 prvků tak, že každé pořadı́ obdržı́te z předchozı́ho pořadı́
provedenı́m jedné transpozice. Pořadı́ (1,3,4,2) bude zapsáno jako prvnı́.



2. Vypište všechny formálně různé zápisy permutace(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
.

3. Vypište všechny formálně stejné zápisy permutace(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
.

Řešenı́
1. 15
2. x = 8, y = 3
3. lichá
4. x = 3, y = 5



2 Matice

Studijnı́ cı́le: Při studiu této kapitoly se studujı́cı́ seznámı́ s pojmem matice. S maticemi
budeme pracovat i v dalšı́ch kapitolách.

Klı́čová slova: matice typu m/n, prvky matice, nulová matice, čtvercová matice, matice
transponovaná k dané matici

Potřebný čas: 60 minut.

Průvodce studiem

Jednı́m ze základnı́ch pojmů lineárnı́ algebry je pojem matice. Matice použı́váme při řešenı́
soustav lineárnı́ch rovnic, při studiu vektorových prostorů a v celé řadě dalšı́ch odvětvı́
nejen matematiky.

Definice 2.1. Necht’T je čı́selné těleso, m,n přirozená čı́sla. Pak obdélnı́kové schema tvaru
m řádků, n sloupců

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 ,

kde aij ∈ T pro i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n , se nazývá matice typu m/n nad tělesem T .
Označenı́: A = (aij) typu m/n . Čı́sla aij ∈ T se nazývajı́ prvky matice A.

Matice A = (aij) typu m/n a matice B = (bij) typu p/q jsou si rovny, jestliže jsou stejného
typu (p = m ∧ q = n) a je-li aij = bij pro ∀i, j.

Průvodce studiem

Každý jednotlivý řádek matice A typu m/n nad tělesem T můžeme uvažovat jako uspořá-
danou n–tici prvků (čı́sel) z tělesa T , tedy jako vektor vektorového prostoru Tn. Má tedy
smysl mluvit o sčı́tánı́ řádků matice, násobenı́ řádku matice čı́slem z T , lineárnı́ kombinaci
a lineárnı́ závislosti a nezávislosti řádků matice atd. a to ve smyslu operacı́ a pojmů jak byly
definovány ve vektorovém prostoru Tn.

Podobně můžeme sloupce maticeA typum/n chápat jako vektory vektorového prostoru
Tm a pracovat s nimi jako s vektory, sčı́tat je, násobit čı́slem, vytvářet jejich lineárnı́
kombinace, studovat jejich lineárnı́ závislost a nezávislost.

Přı́klad 2.2. 1. Matice

A =

 2 −1 1
−3 2 1
1 0 2


je matice typu 3/3.

2. Matice

B =


1 3
2 4
5 7
6 8
9 0


je matice typu 5/2.



Definice 2.3. Necht’A je matice typu m/n nad čı́selným tělesem T . Potom

1. je-li aij = 0 pro ∀i, j, matice se nazývá nulová matice typu m/n a označuje se O,

2. je-li m = n, matice A se nazývá čtvercová matice řádu n, stejný počet řádků
a sloupců
n řádků a m
sloupců

3. matice A
′

typu n/m, která vznikne z matice A záměnou řádků za sloupce

A
′
=


a11 a21 ... am1

a12 a22 ... am2

... ... ... ...
a1n a2n ... amn


se nazývá transponovaná matice k matici A.

Přı́klad 2.4. 1. Matice A z přı́kladu 2.2 je čtvercová matice řádu 3.

2. Matice transponovaná k matici A je matice

A
′
=

 2 −3 1
−1 2 0
1 1 2

 .

3. Matice transponovaná k matici B je matice

B
′
=

(
1 2 5 6 9
3 4 7 8 0

)
.

Shrnutı́
Matice typu m/n je obdélnı́kové schema s m řádky a n sloupci.
Nulová matice je matice, jejı́ž prvky jsou samé nuly.
Čtvercová matice je matice, která má stejný počet řádků a sloupců.
Transponovanou matici k dané matici dostaneme záměnou řádků a sloupců.

Pojmy k zapamatovánı́
• matice typu m/n
• nulová matice
• čtvercová matice
• matice transponovaná k dané matici

Kontrolnı́ otázky
1. Kolik má řádků a kolik sloupců matice P typu p/q?
2. Kolik má řádků a kolik sloupců matice transponovaná k matici P typu p/q?

Cvičenı́
1. (a) Určete typ matice

A =

 2 3 5 0
−1 0 2 1
1 1 0 1

 .

(b) Určete matici A
′

a jejı́ typ.
2. Zapište matici B typu 5/6, pro jejı́ž prvky platı́ bij = i2 − j



3. Zapište čtvercovou matici C řádu 4, pro jejı́ž prvky platı́ vztah cij = i2 − j2. Určete
matici transponovanou k matici C.

4. Určete a, b, c, d, tak aby platilo(
a− b− 1 a+ b+ 1
c+ a d− b

)
=

(
a+ 2 c+ 2 2 b− d
c− 2 d+ 1

)
.

Úkoly k textu

1. Udejte přı́klad matice nad R typu 8/3.

2. Udejte přı́klad čtvercové matice nad R řádu 4.

Řešenı́

1. a) 3/4 b) A
′
=


2 −1 1
3 0 1
5 2 0
0 1 1

 , 4/3

2.

B =


0 −1 −2 −3 −4 −5
3 2 1 0 −1 −2
8 7 6 5 4 3
15 14 13 12 11 10
24 23 22 21 20 19


3.

C =


0 −3 −8 −15
3 0 −5 −12
8 5 0 −7
15 12 7 0

 , C
′
=


0 3 8 15

−3 0 5 12
−8 −5 0 7
−15 −12 −7 0


4. b = −1, d = 0, c = −1, a = −2



3 Determinanty

Studijnı́ cı́le: Ve studované kapitole je zaveden pojem determinant a studujı́cı́ se seznámı́
se způsobem výpočtu determinantů nižšı́ch řádů a jednı́m ze způsobů výpočtu determinantů
vyššı́ch řádů.

Klı́čová slova: determinant, člen determinantu

Potřebný čas: 120 minut.

Nynı́ se budeme zabývat pouze čtvercovými maticemi nad pevným čı́selným tělesem T . Pro
tyto matice zavedeme následujı́cı́ pojem:

Definice 3.1. Necht’ A = (aij) je čtvercová matice řádu n nad čı́selným tělesem T . Pak
determinant matice A je čı́slo z tělesa T , které značı́me det A, definované vztahem determinant

det A =
∑

(j1,j2,...,jn)

(−1)I(j1,j2,...,jn)a1j1a2j2 ...anjn ,

kde I(j1, j2, ..., jn) znamená celkový počet inverzı́ v permutacı́ch permutace
řádkových a
sloupcových
indexů

(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
použitých řádkových a sloupcových indexů. Sčı́tánı́ se provádı́ přes všechna různá pořadı́
(j1, j2, ..., jn) sloupcových indexů.
Součin (−1)I(j1,j2,...,jn)a1j1a2j2 ...anjn se nazývá člen determinantu . člen determinantu

Průvodce studiem

Z definice determinantu vyplývá, že determinant je čı́slo, které dostaneme sečtenı́m n! členů
determinantu. Každý člen determinantu je součin n prvků maticeA, přitom z každého řádku
a každého sloupce je vybrán právě jeden prvek. Každý člen má znaménko + nebo - podle
toho, jestli permutace vytvořená z řádkových a sloupcových indexů je sudá nebo lichá.

Musı́me si uvědomit zásadnı́ rozdı́l mezi maticı́ a determinantem. Matice je obdélnı́kové
nebo čtvercové schema, determinant je čı́slo.

Poznámka 3.2. Determinant matice

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
an1 an2 ... ann


budeme rovněž značit symbolem

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Rozepı́šeme si předchozı́ definici pro nejjednoduššı́ přı́pady n = 1, 2, 3.
n = 1 |a11| = a11 determinant matice

1.řádu

n = 2

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 determinant matice
2.řádu



n = 3

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23− determinant matice
3.řádu

−a13a22a31 − a23a32a11 − a33a12a21

Přı́klad 3.3. 1. det C =
∣∣∣∣ 4 53 5

∣∣∣∣ = 20− 15 = 5.
2. det A =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 1

−3 2 1
1 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 8 + 0− 1− 2− 0− 6 = −1.
Průvodce studiem

Výpočet determinantů vyššı́ch řádů jen na základě definice determinantu by byl přı́liš
zdlouhavý a pracný. V následujı́cı́m textu si ukážeme metody, jak determinanty vyššı́ch řádů
počı́tat. Nejdřı́ve si uvedeme několik vět, které popisujı́ vlastnosti determinantů a mohou
nám usnadnit jejich výpočet.

Věta 3.4. Transponovánı́m matice A se hodnota determinantu nezměnı́, det A
′

= det A.

Důkaz. Necht’(j1, j2, ..., jn) je libovolné pořadı́ zn prvků. Pak součin a1j1a2j2 ...anjn se vysky-
tuje právě jednou v determinantu detA i v determinantu detA

′
. Tento součin je v determinantu

det A vynásoben čı́slem (−1)r, kde r je počet inverzı́ v permutaci
(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
.

V determinantu det A
′

je součin vynásoben čı́slem (−1)s, kde s je počet inverzı́ v permutaci(
j1 j2 ... jn
1 2 ... n

)
. Zřejmě r = s a platı́ tedy tvrzenı́ věty.

Věta 3.5. Necht’prvky k–tého řádku matice A majı́ tvar

ak1 = bk1 + ck1, ak2 = bk2 + ck2, ..., akn = bkn + ckn

a necht’matice B a C se lišı́ od matice A pouze v prvcı́ch k–tého řádku, přičemž bk1, bk2, ..., bkn

je k–tý řádek matice B a ck1, ck2, ..., ckn je k–tý řádek matice C, potom det A = det B + det C.
Schematicky zapsáno platı́∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1n
a21 ... a2n
... ... ...

bk1 + ck1 ... bkn + ckn

... ... ...
an1 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1n
a21 ... a2n
... ... ...
bk1 ... bkn

... ... ...
an1 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1n
a21 ... a2n
... ... ...
ck1 ... ckn

... ... ...
an1 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Důkaz. Tvrzenı́ plyne přı́mo z definice determinantu, protože pro každý člen determinantu
det A platı́:

(−1)I(j1,j2,...,jn) · a1j1 · a2j2 · ... · (bkjk
+ ckjk

) · ... · anjn =

= (−1)I(j1,j2,...,jn) ·a1j1 ·a2j2 · ... ·bkjk
· ... ·anjn+(−1)I(j1,j2,...,jn) ·a1j1 ·a2j2 · ... ·ckjk

· ... ·anjn .



Věta 3.6. Necht’matice B vznikne z matice A

1. záměnou dvou různých řádků, potom je det B = −det A

2. vynásobenı́m jednoho řádku pevným čı́slem t ∈ T , potom det B = t · det A

Důkaz. 1. Pokud v maticiA zaměnı́me k-tý řádek s r-tým řádkem, kde k 6= r, pak součiny,
které se vyskytujı́ v detA a detB zůstanou stejné. Tyto součiny však majı́ různá znaménka,
protože permutace(

1 ... k ... r ... n
j1 ... jk ... jr ... jn

)
,

(
1 ... k ... r ... n
j1 ... jr ... jk ... jn

)
majı́ různou paritu. Proto platı́ det B = -det A.

2. Plyne přı́mo z definice determinantu, protože vynásobenı́m k-tého řádku čı́slem t ∈ T
v matici A dostaneme

det B =
∑
(−1)I(j1,j2,...,jn) · a1j1 · a2j2 · ... · t · akjk

· ... · anjn =

= t ·
∑
(−1)I(j1,j2,...,jn) · a1j1 · a2j2 · ... · akjk

· ... · anjn = t · det A

Věta 3.7. Necht’v matici A

1. jeden řádek se skládá ze samých nul, potom je det A = 0,

2. dva různé řádky jsou shodné, potom je det A = 0,

3. jeden řádek je t–násobkem jiného řádku (t ∈ T libovolné), potom je det A = 0,

4. jeden řádek je lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch řádků, potom je det A = 0.

Důkaz. 1. Plyne přı́mo z definice determinantu, protože každý člen determinantu obsahuje
nulu.

2. Zaměnı́me-li ty dva řádky matice A, které jsou shodné, matice A se nezměnı́. Musı́ tedy
být

det A = −det A⇒ 2 · det A = 0⇒ det A = 0

3. Plyne z druhé části věty 3.6 a druhé části věty 3.7

4. Když je např. k-tý řádek lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch řádků, můžeme detA vyjádřit jako
součet (n− 1) determinantů, ve kterých je k-tý řádek násobkem nějakého jiného řádku.
Podle třetı́ části věty 3.7 je každý z těchto determinantů roven nule a det A = 0.

Přı́klad 3.8. Determinant matice
r3 = r1 − 2.r2

K =

 2 4 5
2 −1 −2

−2 6 9


je nulový, protože třetı́ řádek je lineárnı́ kombinacı́ prvnı́ch dvou.



Věta 3.9. Hodnota determinantu matice A se nezměnı́, jestliže

1. k jednomu řádku matice A přičteme libovolný násobek jiného řádku,

2. k jednomu řádku matice A přičteme libovolnou lineárnı́ kombinaci ostatnı́ch řádků,

3. jeden řádek matice A necháme beze změny a k ostatnı́m řádkům přičteme jeho libovolné
násobky.

Důkaz. Plyne z předcházejı́cı́ch vět.

Poznámka 3.10. Z věty 3.4 plyne, že k větám 3.5, 3.6, 3.7 a 3.9 platı́ analogické věty, které
dostaneme, když slovo „řádek“ nahradı́me slovem „sloupec“. Toto lze uplatnit na všechna
tvrzenı́ o determinantech matice, která se týkajı́ řádků matice. Dostaneme tak stejná tvrzenı́,
která se týkajı́ sloupců. Stejně z tvrzenı́ o determinantech matice, která se týkajı́ sloupců,
dostaneme platná tvrzenı́, která se týkajı́ řádků.

Průvodce studiem

Větu 3.9 použı́váme při konkétnı́m výpočtu determinantu. Přičı́tánı́m vhodných násobků
jedněch řádků k jiným řádkům se snažı́me upravit matici na takový tvar, ze kterého deter-
minant snadno vypočı́táme. Převedeme-li matici na trojúhelnı́kový tvar

A =



a1 1 a1 2 a1 3 ... a1n−1 a1n

0 a2 2 a2 3 ... a2n−1 a2n

0 0 a3 3 ... a3n−1 a3n

... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... an−1n−1 an−1n

0 0 0 ... 0 an n

 ,

je determinant roven součinu prvků na hlavnı́ diagonále

det A = a11 · a22 · ... · ann.

Přı́klad 3.11. Máme vypočı́tat determinant matice

A =


2 −1 0 1
3 1 2 0
3 −3 0 3
4 2 6 5



Řešenı́: det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 1
3 1 2 0
3 −3 0 3
4 2 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 1
3 1 2 0
1 −1 0 1
4 2 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −3 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 1
3 1 2 0
2 −1 0 1
4 2 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 1
0 4 2 −3
0 1 0 −1
0 6 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 1
0 1 0 −1
0 4 2 −3
0 6 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 1
0 1 0 −1
0 0 2 1
0 0 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 1
0 1 0 −1
0 0 2 1
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3 · 1 · 1 · 2 · 4 = 24.



Postup výpočtu:

1. ze 3. řádku jsme vytkli čı́slo 3

2. zaměnili jsme 1. a 3. řádek, tı́m se změnilo znaménko determinantu

3. od 2. řádku jsme odečetli třı́násobek 1. řádku
od 3. řádku jsme odečetli dvojnásobek 1. řádku
od 4. řádku jsme odečetli čtyřnásobek 1. řádku

4. zaměnili jsme 2. a 3.řádek, změnilo se znaménko determinantu

5. od 3. řádku jsme odečetli čtyřnásobek 2. řádku
od 4. řádku jsme odečetli šestinásobek 2. řádku

6. od 4. řádku jsme odečetli třı́násobek 3. řádku

7. vypočı́tali jsme determinant jako součin prvků v hlavnı́ diagonále

Podobně můžeme vypočı́tat determinant převedenı́m na trojúhelnı́kový tvar použitı́m sloupco-
vých úprav

Shrnutı́
Člen determinantu je součin n prvků matice, když z každého řádku a každého sloupce je vy-
brán právě jeden prvek; znaménko členu určı́me podle parity permutace sestavené z řádkových
a sloupcových indexů.
Determinant je součet n! členů determinantu.
Jeden ze způsobů výpočtu determinantu je převedenı́ matice pomocı́ řádkových nebo sloupco-
vých úprav na trojúhelnı́kový tvar a vypočtenı́ součinu prvků v hlavnı́ diagonále.

Pojmy k zapamatovánı́

• determinant
• člen determinantu

Kontrolnı́ otázky

1. MaticiB dostaneme z maticeA záměnou 1. a 3. řádku a 2. a 4. řádku. Jaký je vztah mezi
det B a det A?

2. Pro řádky matice C platı́, že 4. řádek je rozdı́l druhého a pátého řádku. Čemu je roven
determinant matice C?

3. Jak znı́ věty 3.5, 3.6, 3.7 a 3.9 pro sloupce?
4. Může mı́t determinant čtvercové matice A (nad R) právě 16 členů?

Cvičenı́

1. Rozhodněte, zda se součin a31 · a43 · a14 · a52 · a66 · a25 vyskytuje v determinantu matice
A = (aij) řádu 6 a s jakým znaménkem.

2. Uved’te všechny členy determinantu dané matice A = (aij) řádu 4, které obsahujı́ prvky
a12 · a34.



3. Vypočı́tejte determinant matice

A =

 2 −2 3
3 1 −1
1 2 1

 .

4. Určete x, pro které platı́ det Q = 2, kde Q je matice

Q =

 1 x 0
−2 x 1
−1 2 x

 .

5. Vypočtěte determinant

J(r, φ, ψ) =

∣∣∣∣∣∣
cos (φ) sin (ψ) −r sin (φ) sin (ψ) r cos (φ) cos (ψ)
sin (φ) sin (ψ) r cos (φ) sin (ψ) r sin (φ) cos (ψ)
cos (ψ) 0 −r sin (ψ)

∣∣∣∣∣∣
6. Vypočı́tejte determinant matice

a) A =


1 3 5 7
2 4 6 8
1 2 0 3
1 0 2 1

 b) B =


1 3 5 −3 −1
2 5 6 −4 −2

−1 2 −3 5 1
1 0 −6 0 1
2 1 0 2 2



Úkoly k textu

1. Uved’te přı́klad čtvercové matice A nad R takové, že det A má právě 24 členů.

2. Uved’te přı́klad čtvercové matice řádu 4 nad R, jejı́ž všechny prvky jsou nenulové, ale
det A = 0.

3. Necht’A je matice řádu 5 nad R a necht’detA =
√
3. Necht’maticeB vznikne z maticeA

tak, že každý jejı́ prvek vynásobı́me čı́slem −
√
5. Uved’te, čemu se rovná det B.

Řešenı́

1. ano, -
2. dvě řešenı́: +a12 · a34 · a21 · a43,−a12 · a34 · a23 · a41
3. det A = 29
4. dvě řešenı́ x1 = 4

3 , x2 = −1
5. − sin (ψ) r2

6. a) det A = 12 b) det B = -336



4 Výpočet determinantu použitı́m Laplaceovy věty

Studijnı́ cı́le: V této kapitole se studujı́cı́ seznámı́ s dalšı́m způsobem výpočtu hodnoty
determinantu a pořebnými pojmy submatice, minor a algebraický doplněk.

Klı́čová slova: submatice, minor, doplňková submatice, doplněk minoru, algebraický doplněk
minoru a algebraický doplněk prvku

Potřebný čas: 210 minut.

Definice 4.1. Necht’A = (aij) je čtvercová matice řádu n, necht’ je zvoleno k jejı́ch řádků
a sloupců (k < n) a to 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n, 1 ≤ j1 < j2 < ... < jk ≤ n. Pak matice

k řádků, k sloupců

M =


ai1j1 ai1j2 ... ai1jk

ai2j1 ai2j2 ... ai2jk

... ... ... ...
aikj1 aikj2 ... aikjk


se nazývá submatice maticeA určená řádky i1, i2, ..., ik a sloupci j1, j2, ..., jk. Jejı́ determinant
det M se nazývá minor nebo subdeterminant řádu k matice A. Zbývajı́cı́mi n − k řádky
a n − k sloupci je určena submatice M matice A, která se nazývá doplňková submatice
k maticiM a jejı́ minor detM se nazývá doplněk minoru detM . Označme sM = i1+ i2+ ...+
ik+ j1+ j2+ ...+ jk. Pak čı́slo (−1)sM ·detM se nazývá algebraický doplněk minoru detM .

Přı́klad 4.2. Je dána čtvercová matice A řádu 5 nad tělesem R

A =


1 4 6 9 −1
2 3 0 −2 −3
1 0 −1 0 1
0 1 2 −3 4

−1 2 0 5 2

 .

Zvolı́me i1 = 1, i2 = 3, i3 = 5, j1 = 2, j2 = 3, j3 = 5, pak submatice určená prvnı́m, třetı́m
a pátým řádkem a druhým, třetı́m a pátým sloupcem má tvar

M =

 4 6 −1
0 −1 1
2 0 2

, minor je det M = 2.

Doplňková submatice k submatici M je

M =

(
2 −2
0 −3

)
, doplněk je det M = −6.

sM = 1 + 3 + 5 + 2 + 3 + 5 = 19 , algebraický doplněk minoru det M je

det M = (−1) · (−6) = 6.

Věta 4.3. Necht’A je čtvercová matice řádu n, necht’detM je minor řádu k maticeA (k < n).
Pak součin libovolného členu minoru det M s libovolným členem jeho algebraického doplňku
je členem determinantu det A.

Důkaz. Najdete v literatuře, např.[Hor91]

Věta 4.4 (Laplaceova). Necht’A = (aij) je čtvercová matice řádu n, necht’je pevně zvoleno

k řádků maticeA, kde 0 < k < n. Pak determinant detA je roven součtu všech
(
n
k

)
součinů

minorů řádu k vybraných ze zvolených k řádků s jejich algebraickými doplňky.



Důkaz. Ze zvolených řádků lze vybrat minor
(
n
k

)
různými způsoby. Podle předchozı́ věty

je součin členu takového minoru s členem jeho algebraického doplňku členem determinantu
det A. Takto zı́skáme zřejmě navzájem různé členy. Stačı́ nynı́ dokázat, že tı́mto způsobem
dostaneme všechny členy determinantu det A, kterých je n!. Každý minor řádu k má k! členů,

každý jeho algebraický doplněk má (n− k)! členů a minorů je
(
n
k

)
. Odtud dostaneme

k!(n− k)!

(
n
k

)
= k!(n− k)!

n!
k!(n− k)!

= n!

Poznámka 4.5. 1. Laplaceova věta se také někdy nazývá „Věta o rozvoji determinantu
podle zvolených řádků “.

2. Podle věty 3.4 z předcházejı́cı́ kapitoly platı́ analogická věta k Laplaceově větě zformu-
lovaná pro sloupce.

Průvodce studiem

Praktický význam Laplaceovy věty spočı́vá v tom, že výpočet determinantu určitého řádu n
se převede na výpočet jistého počtu determinantů matic řádu menšı́ho než n.

Přı́klad 4.6. Použitı́m Laplaceovy věty vypočı́táme determinant matice

A =


2 −1 0 1
3 1 2 0
3 −3 0 3
4 2 6 5

 .

Řešenı́:Výpočet provedeme rozvinutı́m podle 1. a 3. řádku (při praktickém výpočtu je výhodné
volit řádky, ve kterých se vyskytuje pokud možno hodně nul).

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 1
3 1 2 0
3 −3 0 3
4 2 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 2 −1
3 −3

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ 2 06 5
∣∣∣∣ · (−1)1+3+1+2+

+

∣∣∣∣ 2 03 0
∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ 1 02 5

∣∣∣∣ · (−1)1+3+1+3 + ∣∣∣∣ 2 13 3
∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ 1 22 6

∣∣∣∣ · (−1)1+3+1+4+
+

∣∣∣∣ −1 0−3 0

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ 3 04 5
∣∣∣∣ · (−1)1+3+2+3 + ∣∣∣∣ −1 1−3 3

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ 3 24 6
∣∣∣∣ · (−1)1+3+2+4+

+

∣∣∣∣ 0 10 3
∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ 3 14 2

∣∣∣∣ · (−1)1+3+3+4 = −3 · 10 · (−1)+ 0 · 5 · 1+ 3 · 2 · (−1)+ 0 · 15 · (−1)+
+0 · 10 · 1 + 0 · 2 · (−1) = 30 + 0− 6 + 0 + 0 + 0 = 24

Definice 4.7. Necht’A = (aij) je čtvercová matice řádu n. Pak algebraický doplněk jednoprv-
kové submatice, která se skládá z prvku aij se nazývá algebraický doplněk prvku aij a označuje
se Aij .



Přı́klad 4.8. V matici

A =


2 −1 0 1
3 1 2 0
3 −3 0 3
4 2 6 5


je algebraickým doplňkem prvku a43 = 6 hodnota

A43 = (−1)4+3 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
3 1 0
3 −3 3

∣∣∣∣∣∣ = −(6− 9 + 0− 3− 0 + 9) = −3.
Věta 4.9. Necht’ A = (aij) je čtvercová matice řádu n, necht’ i je pevně zvolený řádkový
a j sloupcový index. Pak platı́ rozvoj podle i–tého

řádku
det A = ai1 ·Ai1 + ai2 ·Ai2 + ...+ ain ·Ain

rozvoj podle j–tého
sloupcedet A = a1j ·A1j + a2j ·A2j + ...+ anj ·Anj

Důkaz. Jedná se vlastně o tvrzenı́ Laplaceovy věty pro k = 1.

Přı́klad 4.10. Vypočı́táme determinant matice

A =


2 −1 0 1
3 1 2 0
3 −3 0 3
4 2 6 5


1. rozvojem podle 1.řádku

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 1
3 1 2 0
3 −3 0 3
4 2 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−1)
1+1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 2 0

−3 0 3
2 6 5

∣∣∣∣∣∣−

−1 · (−1)1+2 ·

∣∣∣∣∣∣
3 2 0
3 0 3
4 6 5

∣∣∣∣∣∣+0 · (−1)1+3 ·
∣∣∣∣∣∣
3 1 0
3 −3 3
4 2 5

∣∣∣∣∣∣+1 · (−1)1+4 ·
∣∣∣∣∣∣
3 1 2
3 −3 0
4 2 6

∣∣∣∣∣∣ =
= 2 · 24 + 1 · (−60) + 0 · (−66)− 1 · (−36) = 48− 60 + 36 = 24

2. rozvojem podle 3.sloupce

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 1
3 1 2 0
3 −3 0 3
4 2 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ·(−1)
1+3 ·

∣∣∣∣∣∣
3 1 0
3 −3 3
4 2 5

∣∣∣∣∣∣+2 ·(−1)2+3 ·
∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
3 −3 3
4 2 5

∣∣∣∣∣∣+

+0 · (−1)3+3 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
3 1 0
4 2 5

∣∣∣∣∣∣+ 6 · (−1)4+3 ·
∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
3 1 0
3 −3 3

∣∣∣∣∣∣ = −2 · (−21)− 6 · 3 = 24
Shrnutı́
Submatice M k-tého řádu matice A je matice tvořená k řádky a k sloupci matice A.
Minor řádu k matice A je determinant submatice k-tého řádu matice A.
Algebraický doplněk je determinant submatice vytvořené zbývajı́cı́mi n − k řádky a n − k
sloupci matice A s přı́slušným znaménkem.
Laplaceova věta nám řı́ká, jak vypočı́tat determinant pomocı́ minorů k-tého řádu a přı́slušných
algebraických doplňků.



Pojmy k zapamatovánı́

• submatice řádu k
• minor řádu k
• doplňková submatice
• doplněk minoru
• algebraický doplněk minoru
• algebraický doplněk prvku
• rozvoj podle i-tého řádku
• rozvoj podle j-tého sloupce

Kontrolnı́ otázky

1. Jak si odpovı́dajı́ pojmy submatice matice A a doplňková submatice matice A?
2. Je doplněk minoru matice nebo čı́slo?
3. Proč se Laplaceově větě řı́ká rovněž věta o rozvoji determinantu podle zvolených řádků?
4. Můžeme najı́t matici A řádu 3 (nad R) takovou, že det A6= 0 a všechny minory 2.řádu

v matici A jsou nulové?

Cvičenı́

1. Je dána matice

A =


1 3 −2 4 5
2 −1 0 −2 1
3 1 0 −1 −3
1 −1 0 −1 1
4 1 2 1 3

 .

Určete submatici této matice určenou 1., 3.a 4. řádkem a 2., 4.a 5.sloupcem, přı́slušný
minor, doplňkovou submatici, doplněk a algebraický doplněk.

2. Rozvojem podle 2. řádku vypočı́tejte determinant matice

A =


1 3 0 −1
x y z w
2 4 1 0
3 0 1 2

 .

3. Rozvojem podle 3. sloupce vypočı́tejte determinant matice

B =


1 2 x −1
2 0 y 1
0 3 z −2
3 2 w 1

 .

4. Rozvojem podle 2. a 3. řádku vypočı́tejte determinant matice

C =


1 3 −1 2 1
a 0 b 0 c
0 d 0 e 0
3 2 1 1 2

−1 1 0 1 −1

 .



5. Vypočı́tejte determinant matice

K =


2 3 0 0 0
1 2 3 0 0
0 1 2 3 0
0 0 1 2 3
0 0 0 1 2



Úkoly k textu

1. Necht’A je matice řádu 6 nad R a necht’jsou pevně zvoleny 3 jejı́ sloupce. Uved’te, kolik
submatic řádu 3 lze ze zvolených sloupců vybrat. Ukažte na přı́kladě.

2. Uved’te přı́klad matice A řádu 3 nad R takové, že det A = 0 a všechny minory řádu 2
matice A jsou nenulové

3. Necht’A je čtvercová matice řádu 7 (nad R). Sestrojte všechny submatice řádu 5, které
obsahujı́ 1., 2., 5., 6. a 7. řádek matice A. Kolik jich je?

Řešenı́

1. submatice:

 3 4 5
1 −1 −3

−1 −1 1

 , minor: -14,

doplňková submatice:
(
2 0
4 2

)
, doplněk: 4, algebraický doplněk: -4

2. det A = −8z + 7w − 2x+ 3y
3. det B = −4y + w − 4z + 5x
4. det C = −3bd− 7dc+ 4be+ 9ce− 8ae+ 6ad
5. det K = −10



5 Algebra matic

Studijnı́ cı́le: V této kapitole se vrátı́me k obdélnı́kovým maticı́m typu m/n nad pevným
čı́selným tělesem T . Definujeme operace sčı́tánı́ matic, násobenı́ matice čı́slem z tělesa T
a násobenı́ matic. Studujı́cı́ se rovněž seznámı́ s pojmem jednotková matice a inverznı́ matice
a jednı́m ze způsobů výpočtu inverznı́ matice.

Klı́čová slova: součet matic, součin čı́sla a matice, součin matic, jednotková matice, regulárnı́
matice, singulárnı́ matice, matice inverznı́, matice adjungovaná

Potřebný čas: 240 minut.

5.1 Algebraické operace s maticemi

Definice 5.1. Necht’A = (aij), B = (bij) jsou matice typu m/n, t ∈ T libovolné. Pak platı́: matice musı́ být
stejného typu

1. Matice A+B = (cij) typu m/n definovaná

cij = aij + bij pro i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n

se nazývá součet matic A,B.

2. matice t ·A = (dij) typu m/n definovaná

dij = t · aij pro i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n

se nazývá součin čı́sla t s maticı́ A.

Průvodce studiem

Součet matic je definován pouze pro matice stejného typu, přičemž sčı́táme odpovı́dajı́cı́
si prvky obou matic. Při součinu čı́sla a matice násobı́me tı́mto čı́slem každý prvek dané
matice.

Přı́klad 5.2. Jsou dány matice

A =

 2 4 −2
3 0 −1
5 −3 1

 , B =

 −3 0 2
−5 3 4
−1 1 6



Máme vypočı́tat matici 4 ·A+ 3 ·B.

Řešenı́:

4 ·A+ 3 ·B =

 8 16 −8
12 0 −4
20 −12 4

+
 −9 0 6
−15 9 12
−3 3 18

 =
 −1 16 −2
−3 9 8
17 −9 22


Věta 5.3. Sečı́tánı́ matic je komutativnı́

A+B = B +A

a asociativnı́
A+ (B + C) = (A+B) + C.



Důkaz. Obě tvrzenı́ plynou přı́mo z komutativnosti a asociativnosti sčı́tánı́ čı́sel čı́selného
tělesa T .

Definice 5.4. Necht’A = (aij) je matice typu m/n, B = (bij) je matice typu n/p, obě nad
čı́selným tělesem T . Pak matice A ·B = (cij) typu m/p, kde

cij =
n∑

k=1
aik · bkj pro i = 1, ...,m, j = 1, ..., p

se nazývá součin matic A,B (v tomto pořadı́).

Průvodce studiem

Součin matic je definován pro matice, ve kterých druhá matice má stejný počet řádků jako
prvnı́ sloupců. Prvky výsledné matice dostaneme jako součet součinů prvků na přı́slušném
řádku prvnı́ matice s prvky v odpovı́dajı́cı́m sloupci druhé matice.

Přı́klad 5.5. Jsou dány matice

A =

 3 0 2 1
2 1 −2 0
1 −1 0 2

 , B =


1 2

−1 3
0 4
1 −1

 .

Máme vypočı́tat jejich součin A ·B.
Řešenı́: Matice B má tolik řádků jako matice A sloupců. Součin matic A ·B je tedy definován.
Výsledná matice bude matice typu 3/2.

A·B =

 3 · 1 + 0 · (−1) + 2 · 0 + 1 · 1 3 · 2 + 0 · 3 + 2 · 4 + 1 · (−1)
2 · 1 + 1 · (−1) + (−2) · 0 + 0 · 1 2 · 2 + 1 · 3 + (−2) · 4 + 0 · (−1)
1 · 1 + (−1) · (−1) + 0 · 0 + 2 · 1 1 · 2 + (−1) · 3 + 0 · 4 + 2 · (−1)

 =
 4 13
1 −1
4 −3


Průvodce studiem

Při násobenı́ matic záležı́ na jejich pořadı́. Na předcházejı́cı́m přı́kladě je vidět, že součin
A ·B je definován, ale součin B ·A definován nenı́. Ale i v přı́padě, že je definováno A ·B
i B · A (čtvercové matice téhož řádu), tak obecně neplatı́ A · B = B · A. Násobenı́ matic
tedy nenı́ obecně komutativnı́.

Přı́klad 5.6. Jsou dány čtvercové matice 3. řádu

A =

 1 0 −1
3 1 0
0 2 4

 , B =

 1 3 2
−1 0 2
1 −1 0


A ·B 6= B ·A

A ·B =

 0 4 2
2 9 8
2 −4 4

 6=

 10 7 7
−1 4 9
−2 −1 −1

 = B ·A

Věta 5.7. Násobenı́ matic je asociativnı́, tj. necht’matice A je typu m/n, B je typu n/p a C je
typu p/q. Pak platı́

A · (B · C) = (A ·B) · C



Důkaz. Necht’platı́ předpoklady věty, přičemž A = (aij), B = (bij), C = (cij). Potom matice
A ·B = (dij) je typu m/p, kde

dij =
n∑

k=1

aik · bkj .

Matice (A ·B) · C = (fij) je typu m/q, kde

fij =
p∑

v=1

div · cvj =
p∑

v=1

n∑
u=1

aiu · buv · cvj .

Součin za sumačnı́mi znaky nemusı́me závorkovat, protože se jedná o násobenı́ čı́sel z čı́selného
tělesa T , pro které platı́ asociativnı́ zákon. Podobně B · C = (gij) je typu n/q, kde

gij =
p∑

v=1

biv · cvj .

Matice A · (B · C) = (hij) je matice typu m/q, kde

hij =
n∑

u=1

aiu · guj =
n∑

u=1

aiu ·
p∑

v=1

buv · cvj =
p∑

v=1

n∑
u=1

aiu · buv · cvj = fij .

Odtud již plyne dokazovaná rovnost.

Věta 5.8. Násobenı́ matic je distributivnı́ vzhledem ke sčı́tánı́ matic, to je:

1. Necht’matice A je typu m/n, matice B a C jsou typu n/p, potom platı́ distributivnı́ zákon
pro násobenı́ zleva

A · (B + C) = A ·B +A · C.

2. Necht’matice F a G jsou typu m/n a matice H je typu n/p, potom platı́ distributivnı́ zákon
pro násobenı́
zprava(F +G) ·H = F ·H +G ·H.

Důkaz. 1. Necht’A = (aij) je typu m/n, B = (bij) a C =(cij) jsou matice typu n/p. Potom
matice A · (B + C) = (dij) je matice typu m/p, kde

dij =
n∑

k=1

aik · (bkj + ckj).

Matice A ·B +A · C = (fij) je matice typu m/p a platı́

fij =
n∑

k=1

aik · bkj +
n∑

k=1

aik · ckj =
n∑

k=1

aik · (bkj + ckj) = dij .

Dohromady platı́ 1.

2. Dokážeme podobně jako 1.

Definice 5.9. Čtvercová matice řádu n nad tělesem T tvaru jedničky v hlavnı́
diagonále, jinde
samé nuly

En =



1 0 0 ... 0 0
0 1 0 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 0
0 0 0 ... 0 1


se nazývá jednotková matice řádu n.



Přı́klad 5.10.

E3 =

 1 0 00 1 0
0 0 1


Věta 5.11. Necht’A = (aij) je matice typu m/n, B = (bij) je matice typu n/p. Pak platı́

(A ·B)′ = B′ ·A′

Důkaz. Matice (A ·B)′ = (cij) je typu p/m, kde

cij =
n∑

k=1

ajk · bki.

Matice B
′ ·A′

= (dij) je typu p/m, kde

dij =
n∑

k=1

bki · ajk =
n∑

k=1

ajk · bki = cij .

Tedy platı́ dokazovaná rovnost.

Věta 5.12 (Cauchyho). Necht’A = (aij), B = (bij) jsou čtvercové matice řádu n. Pak platı́ determinant
součinu matic je
roven součinu
determinantů
těchto matic

det (A ·B) = det A · det B

Důkaz. Uvažujeme čtvercovou matici H řádu 2n tvaru

H =



a11 a12 ... a1n 0 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... ann 0 0 ... 0
−1 0 ... 0 b11 b12 ... b1n
0 −1 ... 0 b21 b22 ... b2n
... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... −1 bn1 bn2 ... bnn


Užitı́m Laplaceovy věty rozvinutı́m podle prvnı́ch n řádků dostaneme

det H = det A · det B

Nynı́ k (n + j)-tému sloupci matice H přičteme b1j-krát 1. sloupec + b2j-krát 2. sloupec + ...
+ bnj-krát n-tý sloupec, j = 1, 2, ..n. Dostaneme tak matici

K =



a11 a12 ... a1n c11 c12 ... c1n
... ... ... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... ann cn1 cn2 ... cnn

−1 0 ... 0 0 0 ... 0
0 −1 ... 0 0 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... −1 0 0 ... 0


,

ve které

cij = ai1 · b1j + ai2 · b2j + ...+ ain · bnj =
n∑

k=1

aik · bkj , i, j = 1, 2, ..., n.

Tedy (cij) = A ·B. Rozvinutı́m podle poslednı́ch n sloupců matice K dostaneme
detK = det(A·B)·(−1)n ·(−1)1+...+n+(n+1)+...+2n = det(A·B)·(−1)2·n·(n+1) = det(A·B).
Úpravy, kterými jsme převedli matici H na matici K, neměnı́ hodnotu determinantu a tedy
det H = det K. Odtud dostaneme det A· det B =det(A ·B).



Definice 5.13. Čtvercová matice A se nazývá regulárnı́ matice, je-li det A 6= 0, singulárnı́
matice, je-li det A = 0.

Přı́klad 5.14. Matice

R =

 2 0 1
−1 2 0
0 1 1


je regulárnı́, protože det R = 3 6= 0.

Věta 5.15. Necht’A, B jsou čtvercové matice stejného řádu n. Pak platı́:

matice A ·B je regulárnı́ ⇐⇒ obě matice A i B jsou regulárnı́.

Důkaz. Plyne přı́mo z definice regulárnı́ matice a věty 5.12.

5.2 Inverznı́ matice

Definice 5.16. Necht’A je čtvercová matice řádu n. Matice X s vlastnostı́

A ·X = En ∧X ·A = En

(pokud taková existuje) se nazývá inverznı́ matice k matici A a označuje se A−1

Průvodce studiem

Je-li matice A řádu n, je matice A−1 rovněž řádu n.

Definice 5.17. Necht’A = (aij) je čtvercová matice řádu n. Matice

A∗ =


A11 A21 ... An1

A12 A22 ... An2

... ... ... ...
A1n A2n ... Ann

 .

se nazývá adjungovaná matice k matici A.

Průvodce studiem

Všimněme si, že v matici A∗ je v i-tém řádku a j-tém sloupci algebraický doplněk Aji

prvku aji, který je v j-tém řádku a i-tém sloupci matice A.

Věta 5.18. Necht’A = (aij) je čtvercová matice řádu n. Potom k matici A existuje matice A−1

právě tehdy, je-li matice A regulárnı́ a platı́

A−1 =
1
det A

·A∗.



Důkaz. „⇒“ Necht’k A existuje inverznı́ matice A−1 a dokážeme, že A je regulárnı́ matice.
Podle definice inverznı́ matice je En = A ·A−1 a odtud dostaneme

1 = det En = det(A ·A−1) = det A · det A−1 ⇒ det A 6= 0.

„⇐“ Necht’A je regulárnı́ matice, detA 6= 0. Ukážeme, že maticeX = A∗

det A je inverznı́ maticı́
k matici A. Necht’A ·X = (cij), to znamená

cij =
1

det A
·

n∑
k=1

aik ·Ajk.

Potom však pro i = j je

cii =
1

det A
·

n∑
k=1

aik ·Aik =
1

det A
· det A = 1.

Pro i 6= j je

cij =
1

det A
·

n∑
k=1

aik ·Ajk =
1

det A
· 0 = 0.

Výraz
∑n

k=1 aik · Ajk = 0, protože se jedná o determinant matice, ve které jsou i-tý a j-tý
řádek stejné. Vidı́me tedy, že A ·X = (cij) = En. Podobně dokážeme X ·A = En.

Věta 5.19. Necht’A, B jsou regulárnı́ matice řádu n. Pak platı́

1. (A−1)−1 = A, matice inverznı́ k
inverznı́ matici je
matice původnı́2. (A ·B)−1 = B−1 ·A−1,

inverznı́ matice k
součinu matic je
součin inverznı́ch
matic v opačném
pořadı́

3. det (A−1) = 1
det A ,

determinant
inverznı́ matice je
převrácená
hodnota
determinantu
původnı́ matice

4. (A
′
)−1 = (A−1)

′
.

matice inverznı́ k
transponované
matici je
transponovaná
matice k inverznı́
matici

Důkaz. 1. Plyne ihned z definice

2. (B−1 ·A−1) · (A ·B) = B−1 · (A−1 ·A) ·B = B−1 ·B = En

A ·B · (B−1 ·A−1) = A · (B ·B−1) ·A−1 = A ·A−1 = En

Z toho vidı́me, že matice B−1 ·A−1 je inverznı́ maticı́ k matici A ·B.

3. Platı́ A ·A−1 = En a podle Cauchyho věty 5.12 dostaneme

det A · det A−1 = det En = 1⇒ det A−1 =
1

det A

4. Podle věty 5.11 platı́:
(A−1)

′ ·A′
= (A ·A−1)

′
= E

′
n = En

(A
′
) · (A−1)

′
= (A−1 ·A)′ = E′

n = En

To znamená, že (A−1)
′

je inverznı́ maticı́ k matici A
′
.

Přı́klad 5.20. Je dána matice

R =

 2 0 1
−1 2 0
0 1 1

 .

Máme vypočı́tat inverznı́ matici R−1.
Řešenı́: V předcházejı́cı́m přı́kladě jsme zjistili, že matice R je regulárnı́, det R = 3. Matice
R−1 je tedy definovaná. Vypočı́táme nejdřı́ve algebraické doplňky prvků matice R.



R11 = (−1)2 ·
∣∣∣∣ 2 01 1

∣∣∣∣ = 2 R12 = (−1)3 ·
∣∣∣∣ −1 00 1

∣∣∣∣ = 1
R13 = (−1)4 ·

∣∣∣∣ −1 20 1
∣∣∣∣ = −1 R21 = (−1)3 ·

∣∣∣∣ 0 11 1
∣∣∣∣ = 1

R22 = (−1)4 ·
∣∣∣∣ 2 10 1

∣∣∣∣ = 2 R23 = (−1)5 ·
∣∣∣∣ 2 00 1

∣∣∣∣ = −2
R31 = (−1)4 ·

∣∣∣∣ 0 12 0
∣∣∣∣ = −2 R32 = (−1)5 ·

∣∣∣∣ 2 1
−1 0

∣∣∣∣ = −1
R33 = (−1)6 ·

∣∣∣∣ 2 0
−1 2

∣∣∣∣ = 4

výpočet
algebraických
doplňků

Z algebraických doplňků sestavı́me adjungovanou matici
adjungovaná
matice

R∗ =

 R11 R21 R31
R12 R22 R32
R13 R23 R33

 =
 2 1 −2

1 2 −1
−1 −2 4


a z té dostaneme matici inverznı́

inverznı́ matice

R−1 =
1

det R
·R∗ =

1
3
·

 2 1 −2
1 2 −1

−1 −2 4

 =


2
3

1
3 −23

1
3

2
3 −13

−13 −23
4
3


.

Podle definice inverznı́ matice ověřı́me, že se skutečně jedná o inverznı́ matici.
zkouška správnosti
výpočtu

R ·R−1 =

 2 0 1
−1 2 0
0 1 1

 ·


2
3

1
3 −23

1
3

2
3 −13

−13 −23
4
3

 =
 1 0 00 1 0
0 0 1

 = E3
Průvodce studiem

Při praktickém ověřovánı́, zda matice X je inverznı́ maticı́ matice A, stačı́ ověřit pouze
jednu z rovnostı́ A ·X = En, X ·A = En. Druhá rovnost je již vynucena.

V dalšı́m si ukážeme jiný, jednoduššı́ způsob, jak k dané matici vypočı́tat inverznı́ matici.

Shrnutı́
Součet matic je definován pouze pro matice stejného typu.
Součin matic je definován pouze pro matice, ve kterých druhá matice má tolik řádků, kolik má
prvnı́ matice sloupců.
Regulárnı́ matice je matice, jejı́ž determinant je různý od nuly.
Inverznı́ matice je čtvercová matice, která v součinu s původnı́ čtvercovou maticı́ dává jednot-
kovou matici.
Adjungovaná matice je sestavená z algebraických doplňků prvků původnı́ matice.

Pojmy k zapamatovánı́

• součet matic
• součin čı́sla a matice



• součin matic
• jednotková matice
• regulárnı́ matice
• singulárnı́ matice
• inverznı́ matice
• adjungovaná matice

Kontrolnı́ otázky

1. Matice A je typu 5/4 a matice B typu 4/3. Můžeme najı́t součet a součin těchto matic?
Jakého jsou typu?

2. Matice A je typu u/v, matice B typu v/w a matice C je typu w/t. Jakého typu je matice
A · (B · C)?

3. det A je roven nule. Můžeme najı́t matici inverznı́ k matici A?
4. Jak spolu souvisı́ matice A−1 a A∗?
5. Můžeme najı́t dvě regulárnı́ čtvercové matice řádu 3 takové, že jejich součin je nulová

matice?

Cvičenı́

1. Vypočı́tejte matici A ·B −B ·A, kde

A =

 1 2 33 2 1
0 1 2

 , B =

 1 0 2
0 1 0
1 −1 2


2. K matici

A =

 0 1 0
0 −1 0
0 1 0

 .

nalezněte všechny matice X , pro které platı́ A ·X = O.
3. Je dána matice

A =

 2 1 1
3 1 2
1 −1 0


určete matici A3 −A2 − 3 ·A+ 4 · E, kde E je jednotková matice.

4. Zjistěte, pro která reálná čı́sla c je následujı́cı́ matice regulárnı́: c 2 3
−2 c 2
c −c 3


5. Necht’A,B,C jsou čtvercové matice téhož řádu, det A = 5, det B = 2, det C = 3.

Vypočtěte:

(a) det(A2 ·B · C ′ ·B−1)

(b) det(B2 · C−1 ·A ·B−1 · C ′
)

6. Ke čtvercové matici

A =


2 −1 0 −2
0 1 1 2
2 −1 0 −1
0 2 1 2


nalezněte adjungovanou matici A∗ .



7. K daným maticı́m

a) A =

 1 −1 −1
1 1 2

−1 1 0

 b) B =

 3 4 2
−1 2 −2
7 16 2


nalezněte pomocı́ adjungované matice inverznı́ matici.

Úkoly k textu

1. Udejte přı́klad matic A,B nad R, které nejsou čtvercové a přitom existujı́ oba součiny
A ·B i B ·A.

2. Udejte přı́klad maticeX typum/n nad T , abyX ·A = t ·A, kde maticeA je typum/n
nad T a t je čı́slo z čı́selného tělesa T .

3. Udejte přı́klad nenulové čtvercové matice řádu 4, ke které neexistuje matice inverznı́.

Řešenı́

1. A ·B −B ·A =

 3 −5 1
1 −1 7
4 −3 −2


2. X =

 p q r
0 0 0
x y z

, kde p, q, r, x, y, z jsou libovolná čı́sla z R

3. A3 −A2 − 3 ·A+ 4 · E =

 16 1 5
13 7 4
−5 3 4


4. všechna reálná čı́sla různá od čı́sel -2 a -3
5. a) 75 b) 10

6. A∗ =


−1 −1 2 1
0 −2 0 2
4 4 −4 −2

−2 0 2 0



7. A−1 =


1 1

2
1
2

1 1
2

3
2

−1 0 −1

 b) nenı́ definovaná



6 Hodnost matice

Studijnı́ cı́le: V této kapitole se studujı́cı́ seznámı́ s pojmem hodnost matice a s tı́m, jak tento
pojem souvisı́ s pojmem dimenze vektorového prostoru.

Klı́čová slova: hodnost matice, elementárnı́ řádková úprava, matice ve schodovitém tvaru

Potřebný čas: 240 minut.

Průvodce studiem

V této kapitole opět uvažujeme matici A typu m/n nad čı́selným tělesem T tvaru

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n
... ... ... ...

am1 am2 ... amn

 , aij ∈ T.

Jak jsme si již dřı́ve řekli, řádky matice A můžeme chápat jako vektory z vektorového
prostoru Tn. Řádky (vektory) matice A tedy generujı́ jistý podprostor W vektorového
prostoru Tn a nás zajı́má dimenze tohoto podprostoru.

Sloupce maticeA jsou vektory z vektorového prostoruTm, generujı́ vTm podprostorH .
Tn, Tm jsou různé vektorové prostory, W a H tedy musı́ být rozdı́lné podprostory a nás
zajı́má, jestli dim W = dim H .

Definice 6.1. Necht’A = (aij) je matice typu m/n nad čı́selným tělesem T . Pak dimenze
vektorového podprostoru v Tn generovaného řádky matice A se nazývá hodnost matice A
a označuje se h(A).

Věta 6.2. Hodnost matice je rovna maximálnı́mu počtu jejı́ch lineárně nezávislých řádků.

Důkaz. Tvrzenı́ plyne ihned z definice hodnosti matice, definice dimenze a definice báze.

Věta 6.3. Necht’A je nenulová matice typu m/n. Pak hodnost matice A je rovna maximálnı́mu
z řádů nenulových minorů matice A.

Důkaz. Viz literatura [Hor91]

Věta 6.4. Transponovánı́m matice se jejı́ hodnost nezměnı́, h(A) = h(A
′
) .

Důkaz. Je-li A nulová matice, potom je A
′

rovněž nulová matice a tvrzenı́ platı́. Necht’ je A
nenulová matice a h(A) = k. Potom podle předchozı́ věty existuje v A nenulový minor řádu k
a všechny minory většı́ho řádu než k jsou nulové. Transponovánı́m se hodnoty minorů neměnı́,
proto v matici A

′
existuje nenulový minor řádu k a všechny minory většı́ho řádu než k jsou

nulové. To znamená, že h(A
′
) = k a tedy h(A

′
)=h(A).

Věta 6.5. Hodnost matice je rovna maximálnı́mu počtu jejı́ch lineárně nezávislých sloupců.

Důkaz. h(A
′
)=h(A) a hodnost matice A je tedy rovna maximálnı́mu počtu lineárně nezávis-

lých řádků transponované matice h(A
′
), to znamená maximálnı́mu počtu lineárně nezávislých

sloupců matice A.



Průvodce studiem

Došli jsme tedy k závěru, že
dim W = dim H

kde W je podprostor generovaný řádky matice A a H je podprostor generovaný sloupci
matice A. Čili dimenze podprostoru generovaného řádky matice A je rovna dimenzi pod-
prostoru generovaného sloupci matice A.

Následujı́cı́ věta charakterizuje čtvercovou regulárnı́ matici

Věta 6.6. Necht’A je čtvercová matice řádu n. Pak následujı́cı́ výroky jsou ekvivalentnı́:

1. Matice A je regulárnı́.

2. h(A) = n. charakteristika
regulárnı́ matice

3. Řádky matice A jsou lineárně nezávislé.

4. Sloupce matice A jsou lineárně nezávislé.

Důkaz. „1⇒ 2“ maticeA je regulárnı́, to znamená detA 6= 0 . To však znamená, že h(A) = n,
protože maximálnı́ z řádů nenulových minorů je n.
„2 ⇒3“ h(A) = n, tedy matice A má n lineárně nezávislých řádků
„3 ⇒4“ matice A má n lineárně nezávislých řádků, platı́ tedy h(A) = n. h(A

′
)=h(A) = n, má

tedy matice A rovněř n lineárně nezávislých sloupců.
„4 ⇒1“ sloupce matice A jsou lineárně nezávislé, to znamená, že h(A) = n. Maximálnı́ řád
nenulových minorů je tedy n, to znamená, že det A 6= 0 a matice A je regulárnı́.

Poznámka 6.7. Podobně můžeme charakterizovat singulárnı́ matici. Ekvivalentnı́ jsou výroky:

1. Matice A je singulárnı́.

2. h(A) < n. charakteristika
singulárnı́ matice

3. Řádky matice A jsou lineárně závislé.

4. Sloupce matice A jsou lineárně závislé.

Definice 6.8. Necht’A je matice typu m/n nad čı́selným tělesem T . Pak každá z následujı́cı́ch
úprav matice A se nazývá elementárnı́ řádková úprava matice A:

1. libovolná záměna pořadı́ řádků,

2. vynásobenı́ libovolného řádku nenulovým čı́slem z T ,

3. k jednomu řádku přičtenı́ jiného řádku vynásobeného libovolným čı́slem z T .

Průvodce studiem

Elementárnı́ řádkové úpravy matice A chápeme jako výše popsané manipulace s vektory
z Tn.



Věta 6.9. Necht’A je matice typu m/n nad T a necht’B vznikne z A provedenı́m elementárnı́
řádkové úpravy. Pak podprostor (ve vektorovém prostoru Tn) generovaný řádky matice A je
roven podprostoru generovanému řádky matice B.

Důkaz. Řádky matice A chápeme jako vektory vektorového prostoru Tn a označı́me je
u1, u2, ..., um. Vı́me, že podprostor generovaný vektory u1, u2, ..., um je roven množině všech
lineárnı́ch kombinacı́ těchto vektorů, to je

[u1, u2, ..., um] = L(u1, u2, ..., um)

Podprostor [u1, u2, ..., um] se nezměnı́, když

1. zaměnı́me pořadı́ řádků matice A, protože

L(u1, u2, ..., um) = L(ui1 , ui2 , ..., uim),

kde (i1, i2, ..., im) je libovolné pořadı́ indexů 1,2, ... ,m

2. vynásobenı́m i-tého řádku matice A čı́slem t 6= 0 ∈ T , protože

L(u1, u2, ..., um) = L(u1, u2, ..., t.ui, ..., um)

3. přičtenı́m k i-tému řádku matice A t-násobku j-tého řádku (i 6= j), protože

L(u1, u2, ..., um) = L(u1, u2, ..., ui + t.uj , ..., um)

Tı́m jsme dokázali, provedenı́m libovolné elementárnı́ řádkové úpravy matice A se nezměnı́
podprostor [u1, u2, ..., um] v Tn.

Věta 6.10. Provedenı́m libovolné elementárnı́ řádkové úpravy matice A se nezměnı́ hodnost
matice A.

Důkaz. Plyne přı́mo z věty 6.9.

Průvodce studiem

Z předchozı́ch úvah je zřejmé, že pro praktické zjišt’ovánı́ hodnosti dané matice A bude
výhodné elementárnı́mi řádkovými úpravami převést matici A na jednoduchý tvar, ze
kterého již hodnost snadno určı́me.

Definice 6.11. Necht’A je matice typu m/n. Řekneme, že A je matice ve schodovitém tvaru,
jestliže v matici A každý nenulový řádek začı́ná většı́m počtem nul než řádek nad nı́m.

Věta 6.12. Každou matici lze konečným počtem elementárnı́ch řádkových úprav převést na
schodovitý tvar.

Důkaz. Necht’A = (aij) je matice typum/n. Je-liA nulová matice, pak je již ve schodovitém
tvaru a tvrzenı́ věty platı́. Předpokládáme tedy, žeA je nenulová matice. Důkaz nynı́ provedeme
matematickou indukcı́ vzhledem k počtu řádků m.

1. Pro m = 1 je již matice ve schodovitém tvaru.



2. Předpokládáme, že každou matici o 1,2,...,m řádcı́ch lze konečným počtem elementárnı́ch
úprav převést na schodovitý tvar. Necht’A je matice, která má m+ 1 řádků. Necht’s-tý
sloupec je prvnı́ nenulový sloupec matice A. Pak přı́mou výměnou řádků dostaneme
z maticeAmaticiB = (bij), která má v 1.řádku a s-tém sloupci nenulový prvek b1s 6= 0.
Nynı́ k i-tému řádku matice B přičteme (- bis

b1s
)-násobek 1.řádku pro i = 2, 3, ...,m + 1.

Dostaneme tak matici C = (cij), která má v prvnı́ch s sloupcı́ch samé nuly kromě
c1s 6= 0. Aplikujeme-li nynı́ na matici, která se skládá z poslednı́ch m řádků matice C
indukčnı́ předpoklad, dostaneme tvrzenı́ pro m+ 1.

Věta 6.13. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna počtu jejı́ch nenulových řádků.

Důkaz. Necht’A je matice typum/n ve schodovitém tvaru. Je-liA nulová matice, pak h(A) = 0
a tvrzenı́ platı́. Je-li A nenulová matice, která obsahuje k nenulových řádků, tak těchto k řádků
je lineárně nezávislých a všechny ostatnı́ řádky jsou nulové. To znamená, že maximálnı́ počet
lineárně nezávislých řádků je k a tedy h(A) = k.

Průvodce studiem

Poslednı́ch třı́ vět použı́váme pro zjišt’ovánı́ hodnosti matic. Matici pomocı́ elementárnı́ch
řádkových úprav převedeme na schodovitý tvar a pak zjistı́me jejı́ hodnost. Popsaný postup
si ukážeme na přı́kladě.

Přı́klad 6.14. Určete hodnost matice A nad čı́selným tělesem R, když

A =


2 3 0 1 −1 2
3 0 6 3 −6 9
1 6 −6 −1 4 −5
2 9 −8 −1 5 −6

 .

Řešenı́: Druhý řádek vynásobı́me čı́slem 1
3 a zaměnı́me prvnı́ a druhý řádek, dostaneme matici

1 0 2 1 −2 3
2 3 0 1 −1 2
1 6 −6 −1 4 −5
2 9 −8 −1 5 −6

 .

Od druhého řádku odečteme dvojnásobek prvnı́ho řádku, od třetı́ho řádku odečteme prvnı́ a od
čtvrtého řádku dvojnásobek prvnı́ho

1 0 2 1 −2 3
0 3 −4 −1 3 −4
0 6 −8 −2 6 −8
0 9 −12 −3 9 −12

 .

Od třetı́ho řádku odečteme dvojnásobek a od čtvrtého trojnásobek druhého řádku a dostaneme
matici 

1 0 2 1 −2 3
0 3 −4 −1 3 −4
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Vidı́me, že hodnost matice A je h(A) = 2.



Průvodce studiem

Předchozı́ metodu můžeme s výhodou použı́t při řešenı́ úloh o vektorovém prostoru Tn.
Pokud chceme ve vektorovém prostoru Tn zjistit dimenzi a bázi nějakého podprostoru W ,
který je generovaný konečným počtem zadaných vektorů, pak tyto vektory napı́šeme jako
řádky do matice, kterou elementárnı́mi řádkovými úpravami převedeme na schodovitý tvar.
Hodnost matice je dimenze podprostoru W a nenulové řádky matice ve schodovitém tvaru
jsou pak bázı́ podprostoru W .

Přı́klad 6.15. Ve vektorovém prostoru R4 je dán podprostor

W = [u1, u2, u3, u4, u5],

kde

u1 = (1, 0,−1, 2), u2 = (2, 3, 1, 0), u3 = (1,−3,−4, 6), u4 = (3, 2, 1,−1), u5 = (−1, 1, 0, 1).

Určete dimenzi a bázi tohoto podprostoru.
Řešenı́: z vektorů

u1, u2, u3, u4, u5
sestavı́me matici


1 0 −1 2
2 3 1 0
1 −3 −4 6
3 2 1 −1

−1 1 0 1


Matici převedeme na schodovitý tvar. od 2.řádku

odečteme
dvojnásobek 1., od
3.řádku odečteme
1., od 4.odečteme
trojnásobek 1. a k
pátému 1.řádek
přičteme


1 0 −1 2
0 3 3 −4
0 −3 −3 4
0 2 4 −7
0 1 −1 3



Zaměnı́me druhý
a pátý řádek


1 0 −1 2
0 1 −1 3
0 −3 −3 4
0 2 4 −7
0 3 3 −4


k 3.řádku přičteme
trojnásobek 2.od
4.řádku odečteme
dvojnásobek a od
5. trojnásobek
druhého


1 0 −1 2
0 1 −1 3
0 0 −6 13
0 0 6 −13
0 0 6 −13


ke 4.a 5. řádku
přičteme 3.řádek


1 0 −1 2
0 1 −1 3
0 0 −6 13
0 0 0 0
0 0 0 0


Vidı́me, že dim W = 3 a bázi W tvořı́ vektory

(1, 0,−1, 2), (0, 1,−1, 3), (0, 0,−6, 13)



Shrnutı́
Hodnost matice je dimenze vektorového prostoru generovaného řádky dané matice.
Hodnost matice zjistı́me, když ji elementárnı́mi řádkovými úpravami převedeme na schodovitý
tvar a spočı́táme počet nenulových řádků.

Pojmy k zapamatovánı́

• hodnost matice
• elementárnı́ řádkové úpravy
• matice ve schodovitém tvaru

Kontrolnı́ otázky

1. Je dimenze podprostoru generovaného sloupci dané matice stejná jako dimenze podpro-
storu generovaného řádky této matice?

2. Jsou řádky singulárnı́ matice lineárně nezávislé?
3. Je hodnost regulárnı́ matice menšı́ než jejı́ řád?
4. Když libovolný řádek vynásobı́me čı́slem 0, jedná se o elementárnı́ řádkovou úpravu?
5. Matice A je typu 5/6. Všechny minory řádu 5 jsou nulové a existuje minor řádu 4, který

je nenulový. Jaká je hodnost matice A?

Cvičenı́

1. Určete hodnost matice

A =



1 −1 0 1
4 −3 3 2

−5 3 −2 1
−6 3 −1 4
4 −3 5 3
1 −4 3 13


nad R.

2. Určete hodnost matice

B =


3 2 21 4
a 4 10 4
1 3 4 3
2 2 4 −6


v závislosti na parametru a z R.

3. Určete bázi a dimenzi podprostoru W vektorového prostoru R4 generovaného vektory

u1 = (1, 1, 2, 2), u2 = (1, 2,−1, 2), u3 = (1, 2,−2, 3), u4 = (2, 3, 5, 0).

4. Nalezněte ty hodnoty parametru a z R, pro které má podprostor W = [u1, u2, u3]
vektorového prostoru R4 nejmenšı́ dimenzi a určete tuto dimenzi, je-li

u1 = (2, 7, a, 2), u2 = (1, 3,−4, 1), u3 = (1, a,−14, 1).

5. Jsou dány matice

A =

 1 3 1 2 3
1 2 2 0 2
2 5 4 −1 7

 , B =


−1 −9 −1
−1 0 1
2 5 1
2 3 1
0 0 −1

 .

Určete h(A), h(B), h(A ·B)



Úkoly k textu

1. Uved’te přı́klad matice A nad R takové, že řádky matice A jsou lineárně nezávislé
a sloupce matice A jsou lineárně závislé.

2. Uved’te přı́klad matice A nad R takové, že sloupce matice A jsou lineárně nezávislé
a řádky matice A jsou lineárně závislé.

3. Uved’te přı́klad čtvercových matic 3. řádu A a B takových, že h(A ·B) 6= h(B ·A).

4. Uved’te přı́klad matice A typu 7/5, ve které jsou všechny minory 4. řádu nulové.

Řešenı́

1. h(A) = 3
2. pokud a = 2, h(B) = 3, pokud a 6= 2, h(B) = 4
3. dim(W ) = 3, báze W je (1,1,2,2), (0,1,-3,0), (0,0,-1,1)
4. pokud a = −7 nebo a = 2 je dim(W ) = 2
5. h(A) = 3, h(B) = 3, h(A ·B) = 1



7 Výpočet inverznı́ matice pomocı́ elementárnı́ch řádkových úprav

Studijnı́ cı́le: V této kapitole se studujı́cı́ seznámı́ s jednoduššı́m způsobem výpočtu inverznı́
matice a s řešenı́m maticových rovnic.

Klı́čová slova: inverznı́ matice, maticová rovnice

Potřebný čas: 210 minut.

Průvodce studiem

Již vı́me, že jednou ze základnı́ch úloh lineárnı́ algebry je hledánı́ inverznı́ matice k dané
čtvercové matici A řádu n. My už jsme si jeden způsob výpočtu ukazovali, použitı́m
adjungované matice A∗ k matici A. Počı́tali jsme inverznı́ matici matice 3. řádu. Viděli
jsme, že i pro tak malou matici byl výpočet dost pracný. Museli jsme vypočı́tat jeden
determinant matice 3. řádu a devět determinantů matic 2. řádu. Obecně pro matici řádu n
musı́me spočı́tat jeden determinant matice řádu n a n2 determinantů matic řádu n− 1.

Nynı́ si odvodı́me jednu poměrně jednoduchou a pro výpočet vhodnou metodu nalezenı́
inverznı́ matice, která je založená na použitı́ elementárnı́ch řádkových úprav.

Věta 7.1. Necht’A je regulárnı́ matice řádu n nad čı́selným tělesem R. Pak platı́:

1. Matici A lze konečným počtem elementárnı́ch řádkových úprav převést na jednotkovou
matici En.

2. Provedenı́ řádkové elementárnı́ úpravy matice A je ekvivalentnı́ vynásobenı́ matice A
zleva jistou regulárnı́ maticı́ řádu n.

Důkaz. 1. Podle předpokladu je h(A) = n a je možné tedy matici A konečným počtem
elementárnı́ch řádkových úprav převést na tvar, ve kterém jsou v hlavnı́ diagonále samé
nenulové prvky a pod hlavnı́ diagonálou jsou samé nuly. Vynásobenı́m jednotlivých řádků
vhodnými nenulovými čı́sly z T dostaneme v hlavnı́ diagonále samé jedničky. Nakonec
konečným počtem elementárnı́ch řádkových úprav dostaneme nad hlavnı́ diagonálou
samé nuly. Dostaneme tak jednotkovou matici.

2. Rozepsánı́m se snadno ověřı́, že:

(a) Záměna dvou řádků (i-tého a j-tého) maticeA je ekvivalentnı́ vynásobenı́ maticeA
zleva maticı́ záměna i-tého a

j-tého řádkui j

F =



1 ... 0 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 1 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 1 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 0 ... 1


i

j

det F = −1 6= 0.
(b) Vynásobenı́ i-tého řádku matice A nenulovým čı́slem t ∈ T je ekvivalentnı́ vyná-

sobenı́ matice A zleva maticı́



vynásobenı́ i-tého
řádku čı́slem t

i

G =


1 ... 0 ... 0
... ... ... ... ...
0 ... t ... 0
... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 1

 i

det G = t 6= 0.
(c) přičtenı́ t-násobku j-tého řádku k i-tému řádku matice A (i 6= j, t ∈ T libovolné)

je ekvivalentnı́ vynásobenı́ zleva matice A maticı́ přičtenı́ t-násobku
j-tého řádku k
i-tému

i j

H =



1 ... 0 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 1 ... t ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 1 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 0 ... 1


i

j

det H = 1 6= 0.

Průvodce studiem

Z předcházejı́cı́ věty plyne metoda výpočtu inverznı́ matice k matici A. Spočı́vá v tom,
že elementárnı́mi řádkovými úpravami převedeme matici A na jednotkovou matici En. To
podle druhé části předchozı́ věty znamená, že existujı́ jisté regulárnı́ matice R1, R2, ..., Rs,
kterými zleva násobı́me matici A tak, že platı́

(Rs · ... ·R2 ·R1) ·A = En.

To znamená, že (Rs · ... ·R2 ·R1) = A−1. Současně platı́

(Rs · ... ·R2 ·R1) · En = (Rs · ... ·R2 ·R1) = A−1.

Z poslednı́ho vztahu je vidět, že když stejné elementárnı́ řádkové úpravy, které provádı́me
na matici A budeme současně provádět na jednotkovou matici En, dostaneme matici
inverznı́ A−1.

Prakticky provádı́me výpočet tak, že obě maticeA aEn napı́šeme vedle sebe a oddělı́me
je svislou čarou. Pak provádı́me zvolené elementárnı́ řádkové úpravy a to pro obě matice
najednou. Jednotlivé matice při úpravách oddělujeme symbolem ∼ .

(A|En) ∼
(
En|A−1)

Přı́klad 7.2. Je dána matice

A =


1 −1 0 1
2 −1 1 0

−1 0 1 1
1 1 0 −1

 .

Určete matici k nı́ inverznı́.



Řešenı́: Z matice A a jednotkové matice vytvořı́me jednu velkou matici
1 −1 0 1
2 −1 1 0

−1 0 1 1
1 1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Na tuto matici budeme provádět elementárnı́ řádkové úpravy tak, aby pod hlavnı́ diagonálou
byly samé nuly

1 −1 0 1
0 1 1 −2
0 −1 1 2
0 2 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−2 1 0 0
1 0 1 0

−1 0 0 1

 ∼


1 −1 0 1
0 1 1 −2
0 0 2 0
0 0 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−2 1 0 0
−1 1 1 0
3 −2 0 1

 ∼

převedenı́ matice
na trojúhelnı́kový
tvar∼


1 −1 0 1
0 1 1 −2
0 0 2 0
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−2 1 0 0
−1 1 1 0
2 −1 1 1

 .

Nynı́ provedeme elementárnı́ řádkové úpravy tak, aby v hlavnı́ diagonále byly samé jedničky –
3. a 4. řádek vydělı́ma dvěma v hlavnı́ diagonále

samé jedničky
1 −1 0 1

0 1 1 −2

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0

−2 1 0 0

−12
1
2

1
2 0

1 −12
1
2

1
2

 .

Nynı́ se snažı́me elementárnı́mi řádkovými úpravami dostat nuly nad hlavnı́ diagonálu
1 −1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1
2 −12 −12

0 0 1 1

−12
1
2

1
2 0

1 −12
1
2

1
2

 ∼


1 −1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1
2 −12 −12

1
2 −12

1
2 1

−12
1
2

1
2 0

1 −12
1
2

1
2

 ∼

převedenı́ matice
na jednotkovou
matici

∼


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2 0 0 1

2

1
2 −12

1
2 1

−12
1
2

1
2 0

1 −12
1
2

1
2

 .



Hledaná inverznı́ matice k matici A je tedy matice inverznı́ matice

A−1 =


1
2 0 0 1

2

1
2 −12

1
2 1

−12
1
2

1
2 0

1 −12
1
2

1
2

 .

Průvodce studiem

Nynı́ už umı́me matice sčı́tat, odečı́tat, násobit čı́slem i mezi sebou a umı́me najı́t k dané
čtvercové matici matici inverznı́. Můžeme tedy řešit maticové rovnice.

Přı́klad 7.3. Řešte maticovou rovnici

(X +A) ·B = C,

kde

A =


1 −3 5
2 4 −6
3 5 −7

−4 6 8

 , B =

 −1 1 0
1 −1 2
0 1 −1

 , C =


1 −1 0
2 2 4
2 0 4
4 6 2

 .

Řešenı́: Rovnici
vynásobı́me zprava
maticı́ inverznı́
k matici B

(X +A) ·B ·B−1 = C ·B−1

X +A = C ·B−1

Od obou stran
rovnice odečteme
matici A

X = C ·B−1 −A

Vypočı́táme matici inverznı́ k matici B. Sestavı́me matici z matice B a jednotkové matice E3
a provádı́me potřebné elementárnı́ řádkové úpravy. −1 1 0

1 −1 2
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼

 −1 1 0
0 0 2
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 1 0
0 0 1

 ∼

převedenı́ matice
na trojúhelnı́kový
tvar s jedničkou v
hlavnı́ diagonále

∼


−1 1 0

0 1 −1

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 0 1

1 1 0

 ∼


1 −1 0

0 1 −1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0

0 0 1

1
2

1
2 0

 ∼

převedenı́ na
jednotkovou matici

∼


1 −1 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0

1
2

1
2 1

1
2

1
2 0

 ∼


1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−12

1
2 1

1
2

1
2 1

1
2

1
2 0

 .

Inverznı́ maticı́ k matici B je matice matice inverznı́ k
matici B

B−1 =


−12

1
2 1

1
2

1
2 1

1
2

1
2 0

 .



Nynı́ již můžeme dořešit naši rovnici

X = C ·B−1 −A =


1 −1 0
2 2 4
2 0 4
4 6 2

 ·


−12

1
2 1

1
2

1
2 1

1
2

1
2 0

−


1 −3 5
2 4 −6
3 5 −7

−4 6 8

 =
postupný výpočet
matice X

=


−1 0 0
2 4 4
1 3 2
2 6 10

−


1 −3 5
2 4 −6
3 5 −7

−4 6 8

 =

−2 3 −5
0 0 10

−2 −2 9
6 0 2



Hledaným řešenı́m dané maticové rovnice je tedy matice řešenı́

X =


−2 3 −5
0 0 10

−2 −2 9
6 0 2

 .

Dosazenı́m do dané rovnice se můžeme přesvědčit, že toto řešenı́ je správné.

Shrnutı́
Provedeme-li stejné elementárnı́ řádkové úpravy, kterými matici A převedeme na jednotkovou
matici, s jednotkovou maticı́, dostaneme matici inverznı́ k matici A

Pojmy k zapamatovánı́

• inverznı́ matice
• elementárnı́ řádkové úpravy
• maticová rovnice

Kontrolnı́ otázky

1. Jakou matici obdržı́me, když provedeme stejné elementárnı́ řádkové úpravy, kterými jsme
převedli jednotkovou matici na matici A−1, na matici A?

2. Vynásobenı́m matice E zleva maticemi R1, R2, ..., Rs jsme dostali matici A−1. Jakou
matici dostaneme, když vynásobı́me zleva matici A maticemi R1, R2, ..., Rs?

Cvičenı́

1. K dané matici pomocı́ elementárnı́ch řádkových úprav najděte matici inverznı́

a) A =


1 −1 1 −1 1
2 1 −2 1 2
1 0 −1 0 1
1 1 −1 1 −1
0 1 0 −1 0

 b) B =


1 0 −1 0 0
0 −1 0 −1 0
2 0 −2 0 −1

−1 2 0 −2 1
1 1 −1 0 1

 .



2. Řešte maticovou rovnici (X +K) · L−M = N , kde

K =


2 −2 −1 1
1 −1 1 −1
0 1 0 −1
2 2 0 0

 , L =


1 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0
0 1 1 1

 ,M =


4 3 2 1
3 2 1 0
2 1 0 9
1 0 9 8

 ,

N =


−3 −2 −1 0
−1 −1 0 1
1 1 2 −7
2 1 −7 −6

 .

3. Pomocı́ inverznı́ matice určete matici X , pro kterou platı́ A ·X ·B = C, kde

A =

 2 −3 1
4 −5 2
5 −7 3

 , B =

 9 7 61 1 2
1 1 1

 , C =

 2 0 −2
18 12 9
23 15 11



Úkoly k textu

1. Uved’te přı́klad nenulové čtvercové matice A řádu 5, kterou nelze konečným počtem
elementárnı́ch řádkových úprav převést na jednotkovou matici.

2. Uved’te přı́klad čtvercové matice A řádu 6, kterou lze konečným počtem elementárnı́ch
řádkových úprav převést na jednotkovou matici.

3. Uved’te přı́klad matice H tak, aby H ·A byla matice, která vznikne ze zadané čtvercové
matice A řádu 5 přičtenı́m dvojnásobku 2. řádku ke 4. řádku.

4. Uved’te přı́klad matice G tak, aby G ·A byla matice, která vznikne ze zadané čtvercové
matice A řádu 5 záměnou 3. a 5. řádku.

Řešenı́

1. a) A−1 =



1
2 0 0 1

2 0

0 1
2 −1 0 1

2

1
2

1
2 −32 0 0

0 1
2 −1 0 −12

0 1
2 −12 −12 0


b) B−1 =


−10 2 3 −1 4
−3 0 1 0 1
−11 2 3 −1 4
3 −1 −1 0 −1
2 0 −1 0 0



2. X =


−1 2 2 −1
1 1 1 0
3 −1 3 0
2 −3 4 −2


3. X =

 1 1 11 2 3
2 3 1





8 Soustavy lineárnı́ch rovnic a jejich řešenı́

Studijnı́ cı́le: V této kapitole se studujı́cı́ seznámı́ se soustavami k lineárnı́ch rovnic o n ne-
známých a nejpoužı́vanějšı́ metodou jejich řešenı́ – Gaussovou eliminačnı́ metodou.

Klı́čová slova: soustava k lineárnı́ch rovnic o n neznámých, řešenı́ soustavy, koeficient, ab-
solutnı́ člen, matice soustavy, rozšı́řená matice soustavy, ekvivalentnı́ soustavy, ekvivalentnı́
úprava, Gaussova eliminačnı́ metoda

Potřebný čas: 240 minut.

8.1 Soustavy lineárnı́ch rovnic

Průvodce studiem

Se soustavami lineárnı́ch rovnic jsme se setkali již na střednı́ škole. Řešili jsme jednodu-
ché soustavy se dvěma a třemi neznámými. Nynı́ se seznámı́me se soustavami obecněji.
Ukážeme si jednu z mnoha metod řešenı́ obecných soustav lineárnı́ch rovnic – Gaussovu
eliminačnı́ metodu.

Definice 8.1. Necht’T je čı́selné těleso. Pak soustava rovnic

a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = b1

a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = b2 (8.1)

.........

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = bk,

kde aij ∈ T, bi ∈ T , i = 1, 2, ..., k, j = 1, 2, ..., n, se nazývá soustava k lineárnı́ch rovnic
o n neznámých nad tělesem T . Řešenı́ soustavy (8.1) je každá uspořádaná n-tice (t1, t2, ..., tn)
prvků z T taková, že po dosazenı́ ti za xi (i = 1, 2, ..., n) všechny rovnice v (8.1) přejdou
v identity.

Poznámka 8.2. 1. Čı́slo aij v soustavě (8.1) nazýváme koeficient v i-té rovnici u j-té ne-
známé, čı́slo bi v soustavě (8.1) nazýváme absolutnı́ člen i-té rovnice. Matici k řádků, n sloupců

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
ak1 ak2 ... akn


nazýváme matice soustavy (8.1).
Matici k řádků, n+1

sloupců

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
ak1 ak2 ... akn

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
...
bk


nazýváme rozšı́řená matice soustavy (8.1).

2. Každé řešenı́ soustavy (8.1) může být považováno za vektor z vektorového prostoru Tn.
Množinu všech řešenı́ soustavy (8.1) můžeme chápat jako jistou podmnožinu pro-
storu Tn, která může být i prázdná, pokud soustava nemá žádné řešenı́.



3. Když označı́me vektor neznámých
X, vektor
absolutnı́ch členů
B

X =


x1
x2
...
xn

 , B =


b1
b2
...
bk

 ,

pak můžeme soustavu (8.1) zapsat krátce maticovou rovnicı́ maticový zápis
dané soustavy

A ·X = B.

Průvodce studiem

Při řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic nastane vždy právě jeden z následujı́cı́ch třı́ přı́padů:

1. soustava nemá žádné řešenı́ (je neřešitelná),

2. soustava má jediné řešenı́,

3. soustava má vı́ce než jedno řešenı́ (nekonečně mnoho).

Definice 8.3. Dvě soustavy lineárnı́ch rovnic o n neznámých (nad týmž čı́selným tělesem T )
se nazývajı́ ekvivalentnı́ soustavy, jestliže množiny jejich řešenı́ jsou si rovny. Jakákoliv úprava
dané soustavy lineárnı́ch rovnic, po které vznikne soustava ekvivalentnı́, se nazývá ekvivalentnı́
úprava dané soustavy lineárnı́ch rovnic.

Věta 8.4. Necht’je dána soustava lineárnı́ch rovnic (8.1). Pak následujı́cı́ úpravy jsou ekviva-
lentnı́mi úpravami soustavy (8.1):

1. libovolná záměna pořadı́ rovnic,

2. vynásobenı́ libovolné rovnice nenulovým čı́slem z T,

3. k jedné rovnici přičtenı́ jiné rovnice vynásobené libovolným čı́slem z T,

4. vypuštěnı́ z (8.1) rovnice, která je lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch rovnic.

Průvodce studiem

Řekneme, že i-tá rovnice soustavy (8.1) je lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch rovnic této
soustavy, když existujı́ taková čı́sla p1, p2, ..., pi−1, pi+1, ..., pk ∈ T , z nichž aspoň jedno
je různé od nuly, že platı́

ai1 · x1 + ai2 · x2 + ...+ ain · xn = p1 · (a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn)+

+p2·(a21·x1+a22·x2+...+a2n·xn)+...+pi−1·(a(i−1)1·x1+a(i−1)2·x2+...+a(i−1)n·xn)+

+pi+1·(a(i+1)1·x1+a(i+1)2·x2+...+a(i+1)n·xn)+...+pk ·(ak1·x1+ak2·x2+...+akn·xn).

Důkaz. 1. Tvrzenı́ je zřejmé.

2. Tvrzenı́ je zřejmé.



3. Vzhledem k 1. můžeme předpokládat, že k prvnı́ rovnici přičteme druhou rovnici vyná-
sobenou čı́slem p. Dostaneme soustavu

a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn + p · (a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn) = b1 + p · b2
a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = b2

......... (8.2)

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = bk.

Je-li (t1, t2, ..., tn) řešenı́m soustavy (8.1), potom je zřejmě také řešenı́m soustavy (8.2).
Naopak, když (t1, t2, ..., tn) je řešenı́m soustavy (8.2), pak po dosazenı́ do prvnı́ rovnice
soustavy (8.2) dostaneme

a11 · t1 + a12 · t2 + ...+ a1n · tn + p · (a21 · t1 + a22 · t2 + ...+ a2n · tn) = b1 + p · b2,

ale a21 · t1 + a22 · t2 + ...+ a2n · tn = b2, po dosazenı́ dostaneme

a11 · t1 + a12 · t2 + ...+ a1n · tn + p · b2 = b1 + p · b2.

Po odečtenı́ máme
a11 · t1 + a12 · t2 + ...+ a1n · tn = b1.

To znamená, že vektor (t1, t2, ..., tn) je řešenı́m soustavy (8.1). Soustavy (8.1) a (8.2)
jsou ekvivalentnı́.

4. Vzhledem k 1. předpokládáme, že v soustavě (8.1) je prvnı́ rovnice lineárnı́ kombinacı́
ostatnı́ch rovnic. To znamená, že soustava (8.1) má tvar

p2 · (a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn) +

+p3 · (a31 · x1 + a32 · x2 + ...+ a3n · xn) +

+...+ pk · (ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn) = p2 · b2 + p3 · b3 + ...+ pk · bk
a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = b2 (8.3)

.........

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = bk,

kde p2, p3, ..., pk ∈ T . Uvažujeme soustavu, která vznikla z předchozı́ soustavy vypuš-
těnı́m 1. rovnice. Nynı́ je přı́mo vidět, že (t1, t2, ..., tn) je řešenı́m soustavy (8.1) právě
tehdy, když je řešenı́m soustavy (8.3). Tedy soustavy (8.1) a (8.3) jsou ekvivalentnı́.

Průvodce studiem

Při prováděnı́ ekvivalentnı́ch úprav dané soustavy lineárnı́ch rovnic nenı́ nutné stále opisovat
celou soustavu i s neznámými, stačı́ pracovat s rozšı́řenou maticı́ dané soustavy. Prováděnı́
ekvivalentnı́ch úprav na dané soustavě je ekvivalentnı́ prováděnı́ elementárnı́ch řádkových
úprav na rozšı́řené matici dané soustavy doplněnému o vypouštěnı́ řádků matice, které jsou
lineárnı́mi kombinacemi ostatnı́ch řádků.

Na této úvaze je založena Gaussova eliminačnı́ metoda řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic.
Jejı́ princip spočı́vá v tom, že danou soustavu rovnic převedeme na jednoduššı́ ekvivalentnı́
soustavu, kterou snadno vyřešı́me.



8.2 Gaussova eliminačnı́ metoda

Je dána soustava lineárnı́ch rovnic (8.1). Převedeme soustavu (8.1) ekvivalentnı́mi úpravami na
soustavu, jejı́ž rozšı́řená matice soustavy je ve schodovitém tvaru, přičemž vypustı́me každou
rovnici, která je lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch rovnic.

a
′
11 · x1 + a

′
12 · x2 + ...+ a

′
1n · xn = b

′
1

......... (8.4)

a
′
sr · xr + a

′
sr+1 · xr+1 + ...+ a

′
sn · xn = b

′
s,

Soustava (8.4) má s rovnic. Mohou nastat tři přı́pady:

1. Pokud se v (8.4) vyskytne rovnice, ve které jsou všechny koeficienty nulové a absolutnı́
člen je různý od nuly, nemá soustava (8.4) a tı́m ani soustava (8.1) řešenı́.

Přı́klad 8.5. Je dána soustava rovnic nad čı́selným tělesem R daná soustava
rovnic

2x1 + 3x2 + 4x3 − x4 = 3

x1 + 3x2 − x3 = 4

−x1 + x3 + 2.x4 = 5

3x1 + x3 = 0

−2x1 − 6x2 + x4 = 2

Rozšı́řená matice této soustavy je rozšı́řená matice
dané soustavy

A =


2 3 4 −1
1 3 −1 0

−1 0 1 2
3 0 1 0

−2 −6 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3
4
5
0
2


Rozšı́řenou matici soustavy elementárnı́mi řádkovými úpravami převedeme na schodo-
vitý tvar převedenı́

rozšı́řené matice
soustavy na
schodovitý tvar


1 3 −1 0
2 3 4 −1

−1 0 1 2
3 0 1 0

−2 −6 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4
3
5
0
2

 ∼


1 3 −1 0
0 −3 6 −1
0 3 0 2
0 −9 4 0
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

−5
9

−12
10

 ∼

∼


1 3 −1 0
0 −3 6 −1
0 0 6 1
0 0 −14 3
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

−5
4
3
10

 ∼


1 3 −1 0
0 −3 6 −1
0 0 −2 1
0 0 −14 3
0 0 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

−5
10
3
4

 ∼

∼


1 3 −1 0
0 −3 6 −1
0 0 −2 1
0 0 0 −4
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

−5
10

−67
34

 ∼


1 3 −1 0
0 −3 6 −1
0 0 −2 1
0 0 0 −4
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

−5
10

−67
−33

 .



Poslednı́ matice je rozšı́řenou maticı́ soustavy soustava
ekvivalentnı́ s
danou soustavoux1 + 3.x2 − x3 = 4

−3x2 + 6x3 − x4 = −5
−2x3 + x4 = 10

−4x4 = −67
0 = −33

Tato soustava nemá řešenı́, tedy ani daná soustava nemá řešenı́. neřešitelná
soustava

Pokud takový přı́pad nenastane, soustava je řešitelná.

2. Soustava má jediné řešenı́, je-li s = n. Toto řešenı́ spočı́táme postupným dosazovánı́m
ze soustavy (8.4)

Přı́klad 8.6. Je dána soustava rovnic nad čı́selným tělesem R daná soustava
rovnic

x1 − x3 + x4 = 1

−x1 + x2 + 2x3 + x4 = −1
2x1 + 2x2 + x3 + 3x4 = −2
3x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 1

−2x1 − 2x2 + x3 + 3x4 = 18

Rozšı́řená matice této soustavy je rozšı́řená matice
dané soustavy

A =


1 0 −1 1

−1 1 2 1
2 2 1 3
3 2 2 3

−2 −2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−1
−2
1
18


Rozšı́řenou matici soustavy elementárnı́mi řádkovými úpravami převedeme na schodo-
vitý tvar převedenı́

rozšı́řené matice
soustavy na
schodovitý tvar


1 0 −1 1
0 1 1 2
0 2 3 1
0 2 5 0
0 −2 −1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0

−4
−2
20

 ∼


1 0 −1 1
0 1 1 2
0 0 1 −3
0 0 3 −4
0 0 1 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0

−4
−2
20

 ∼

∼


1 0 −1 1
0 1 1 2
0 0 1 −3
0 0 0 5
0 0 0 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0

−4
10
24

 ∼


1 0 −1 1
0 1 1 2
0 0 1 −3
0 0 0 5
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0

−4
10
0

 .

Poslednı́ matice je rozšı́řenou maticı́ soustavy soustava
ekvivalentnı́ s
danou soustavoux1 − x3 + x4 = 1

x2 + x3 + 2x4 = 0

x3 − 3x4 = −4
5x4 = 10.

Nynı́ již snadno spočı́táme řešenı́
x4 = 2,



x3 = −4 + 3x4 = −4 + 6 = 2,
x2 = −x3 − 2x4 = −2− 4 = −6,
x1 = 1 + x3 − x4 = 1 + 2− 2 = 1.

Řešenı́m dané soustavy je tedy vektor (1,−6, 2, 2). řešenı́ soustavy

3. Soustava má nekonečně mnoho řešenı́, pokud je s < n. Postupným dosazovánı́m z (8.4)
vyjádřı́me s neznámých pomocı́ zbývajı́cı́ch (n− s) neznámých. Těchto (n− s) nezná-
mých nazýváme volné neznámé . Dosazujeme-li za volné neznámé libovolně čı́sla z T ,
kterých je nekonečně mnoho, dostaneme pak jednotlivá konkrétnı́ řešenı́ soustavy (8.1),
kterých je tedy také nekonečně mnoho.

Přı́klad 8.7. Je dána soustava rovnic nad čı́selným tělesem R daná soustava
rovnic

x1 − x2 + 2x3 = 3

−x1 + 2x2 + 3x4 = 2

x2 + 2x3 + 3x4 = 5

3x1 − 4x2 + 4x3 − 3x4 = 4

2x1 − x2 + 6x3 + 3x4 = 11

Rozšı́řená matice této soustavy je rozšı́řená matice
této soustavy

A =


1 −1 2 0

−1 2 0 3
0 1 2 3
3 −4 4 −3
2 −1 6 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3
2
5
4
11


Elementárnı́mi řádkovými úpravami převedeme rozšı́řenou matici dané soustavy na scho-
dovitý tvar převedenı́

rozšı́řené matice
soustavy na
schodovitý tvar


1 −1 2 0
0 1 2 3
0 1 2 3
0 −1 −2 −3
0 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3
5
5

−5
5

 ∼


1 −1 2 0
0 1 2 3
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3
5
0
0
0

 .

Poslednı́ matice je rozšı́řenou maticı́ soustavy soustava
ekvivalentnı́ s
danou soustavou

x1 − x2 + 2x3 = 3

x2 + 2x3 + 3x4 = 5,

která má dvě rovnice a čtyři neznámé. Dvě neznámé volı́me jako volné neznámé. Zvolı́me
např. za volné neznámé x3, x4 a dosadı́me za ně libovolná čı́sla r, s ∈ R a vypočı́táme
x2 a x1. Pak
x3 = r, x4 = s,
x2 = 5− 2x3 − 3x4 = 5− 2r − 3s,
x1 = 3 + x2 − 2x3 = 3 + 5− 2r − 3s− 2r = 8− 4r − 3s.

Řešenı́m dané soustavy je vektor (8− 4r − 3s, 5− 2r − 3s, r, s), r, s ∈ R libovolné. řešenı́ soustavy

Poznámka 8.8. Jestliže má soustava lineárnı́ch rovnic nekonečně mnoho řešenı́, pak z Gaus-
sovy metody vyplývá pouze to, kolik neznámých volı́me za volné neznámé, ale ne, které
neznámé to jsou. V našem přı́kladě jsme za volné neznámé mohli volit kteroukoli dvojici
z neznámých x1, x2, x3, x4. Může se však stát, že některou neznámou nesmı́me volit za vol-
nou neznámou a naopak, některou neznámou musı́me volit za volnou neznámou. Napřı́klad
v následujı́cı́ soustavě za jednu volnou neznámou musı́me zvolit x2.

x1 + 2x3 + x4 = 1

x3 − x4 = 0



Shrnutı́
Matice soustavy je matice sestavená z koeficientů dané soustavy lineárnı́ch rovnic.
Rozšı́řená matice soustavy je matice, kterou dostaneme z matice soustavy přidánı́m sloupce
absolutnı́ch členů.
Ekvivalentnı́ soustavy jsou soustavy, které majı́ stejné množiny řešenı́.
Ekvivalentnı́ úprava je úprava, kterou převedeme soustavu na soustavu s nı́ ekvivalentnı́.
Gaussova eliminačnı́ metoda spočı́vá v převedenı́ rozšı́řené matice dané soustavy elementárnı́mi
řádkovými úpravami na schodovitý tvar.

Pojmy k zapamatovánı́

• soustava k lineárnı́ch rovnic o n neznámých
• řešenı́ soustavy
• matice soustavy
• rozšı́řená matice soustavy
• ekvivalentnı́ soustavy
• ekvivalentnı́ úpravy
• Gaussova eliminačnı́ metoda

Kontrolnı́ otázky

1. Může mı́t soustava lineárnı́ch rovnic právě dvě řešenı́?
2. Soustavu rovnic dostaneme z původnı́ soustavy záměnou prvnı́ a druhé rovnice, kterou

jsme vynásobili pěti. Co můžeme řı́ci o řešenı́ch těchto dvou soustav?
3. Jak poznáme při řešenı́ soustavy Gaussovou eliminačnı́ metodou, že je soustava řešitelná?

Cvičenı́

1. Gaussovou eliminačnı́ metodou řešte soustavu lineárnı́ch rovnic nad R

2x1 + x3 + 4x4 = 1

x1 + 2x2 − x3 = 1

−x1 + 2x2 + x3 = −1
x2 − x3 = −1

3x1 + 2x2 + x3 = 7

2. Gaussovou eliminačnı́ metodou řešte soustavu lineárnı́ch rovnic nad R

2x1 − 2x3 = 1

x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 2

x2 − x4 = −1
2x1 + x2 + 2x3 − x4 = 0

−x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 2

3. Gaussovou eliminačnı́ metodou řešte soustavu lineárnı́ch rovnic nad R

x1 − x3 = −1
2x1 + 4x2 − 2x3 − 4x4 = 2

3x2 − 3x4 = 3

4x1 + 2x2 − 2x3 − 2x4 = 0

x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 1



4. Nalezněte všechna řešenı́ soustay lineárnı́ch rovnic zadané rozšı́řenou maticı́ soustavy
1 1 2 3
4 3 3 1
3 4 8 8
7 4 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
5
8
15
13



Úkoly k textu

1. Uved’te přı́klad dvou ekvivalentnı́ch soustav lineárnı́ch rovnic nad R, které sestávajı́
z různého počtu rovnic.

2. Uved’te přı́klad soustavy dvou lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých nad Q, která má
právě jedno řešenı́

3. Uved’te přı́klad čtyř lineárnı́ch rovnic o třech neznámých nad R, která má právě jedno
řešenı́.

4. Uved’te přı́klad řešitelné soustavy 3 lineárnı́ch rovnic o 4 neznámých x1, x2, x3, x4 nad
Q tak, že neznámé x1, x2, x3 musı́ být voleny za volné neznámé.

5. Uved’te přı́klad řešitelné soustavy 3 lineárnı́ch rovnic o 4 neznámých x1, x2, x3, x4 nad
Q tak, že neznámé x2, x4 nelze volit za volné neznámé.

Řešenı́

1. (2, 0, 1, -1)
2. nemá řešenı́
3. (0, 1 + r, 1, r), r ∈ R libovolné
4. (1, 1, 0, 1)



9 Základnı́ vlastnosti soustav lineárnı́ch rovnic

Studijnı́ cı́le: V této kapitole se studujı́cı́ seznámı́ s tı́m, jak lze podle hodnosti matice a podle
hodnosti rozšı́řené matice soustavy rozhodnout o řešitelnosti dané soustavy. Dále se seznámı́
s metodou řešenı́ soustavy, ve které je počet rovnic stejný jako počet neznámých.
Klı́čová slova: Frobeniova věta, Cramerovo pravidlo
Potřebný čas: 180 minut.

9.1 Frobeniova věta

Průvodce studiem

Mějme dánu soustavu k lineárnı́ch rovnic o n neznámých nad čı́selným tělesem T , to je
soustavu

a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = b1

a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = b2 (9.1)

.........

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = bk,

kde A je matice této soustvy a A je rozšı́řená matice této soustavy. Zajı́máme se o hodnosti
matic A a A. Je zřejmé, že mohou nastat dva přı́pady, bud’ je h(A) = h(A) nebo je h(A)
= h(A) + 1. Přı́pad h(A) = h(A) nastane právě tehdy, když sloupec absolutnı́ch členů je
lineárnı́ kombinacı́ sloupců matice A.

Uvedeme si nynı́ důležitou větu, která nám umožnı́ rozhodnout o řešitelnosti či neřešitelnosti
soustavy lineárnı́ch rovnic bez hledánı́ tohoto řešenı́.

Věta 9.1 (Frobeniova). Soustava lineárnı́ch rovnic nad čı́selným tělesem T je řešitelná právě
tehdy, když hodnost matice této soustavy je rovna hodnosti rozšı́řené matice této soustavy.

Důkaz. Uvažujeme soustavu (9.1), A je matice této soustavy a A rozšı́řená matice
„⇒“ necht’(9.1) je řešitelná soustava a (t1, t2, ..., tn) je řešenı́ soustavy (9.1). To znamená, že
platı́

a11 · t1 + a12 · t2 + ...+ a1n · tn = b1

a21 · t1 + a22 · t2 + ...+ a2n · tn = b2

.........

ak1 · t1 + ak2 · t2 + ...+ akn · tn = bk.

Tento vztah můžeme zapsat ve tvaru

t1 ·


a11
a21
...
ak1

+ t2 ·


a12
a22
...
ak2

+ ...+ tn ·


a1n
a2n
...
akn

 =


b1
b2
...
bk

 .

To však znamená, že sloupec absolutnı́ch členů je lineárnı́ kombinacı́ sloupců maticeA⇒ h(A)
= h(A).
„⇐“ Necht’h(A) = h(A) ⇒ sloupec absolutnı́ch členů je lineárnı́ kombinacı́ sloupců matice A.
Označı́me-li koeficienty této lineárnı́ kombinace (t1, t2, ..., tn) ⇒ (t1, t2, ..., tn) je řešenı́m
soustavy (9.1)



Průvodce studiem

Frobeniova věta je jednoduchým kriteriem řešitelnosti soustav lineárnı́ch rovnic, ale v přı́-
padě řešitelné soustavy neřı́ká nic o počtu řešenı́, jestli soustava má jediné řešenı́ nebo
nekonečně mnoho řešenı́. Podle hodnostı́ matic A a A se však dá rozhodnout i o počtu
řešenı́. Dá se dokázat, že

1. soustava (9.1) má jediné řešenı́ ⇐⇒ h(A) = h(A) = n,

2. soustava (9.1) má nekonečně mnoho řešenı́ ⇐⇒ h(A) = h(A) < n

Přı́klad 9.2. V závislosti na parametru a rozhodněte o řešitelnosti a o počtu řešenı́ (bez hledánı́
těchto řešenı́) soustavy lineárnı́ch rovnic nad čı́selným tělesem R, která je zadaná rozšı́řenou
maticı́ soustavy rozšı́řená matice

soustavy

A =


1 1 1 a
1 1 a 1
1 a 1 1
a 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
1
1
1

 .

Řešenı́: Matici převedeme elementárnı́mi řádkovými úpravami na schodovitý tvar převod rozšı́řené
matice soustavy na
schodovitý tvar


1 1 1 a
0 0 −1 + a −a+ 1
0 −1 + a 0 −a+ 1
0 −a+ 1 −a+ 1 −a2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
0

−a+ 1

 ∼

∼


1 1 1 a
0 −1 + a 0 −a+ 1
0 0 −1 + a −a+ 1
0 −a+ 1 −a+ 1 −a2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
0

−a+ 1

 ∼

∼


1 1 1 a
0 −1 + a 0 −a+ 1
0 0 −1 + a −a+ 1
0 0 −a+ 1 −a2 − a+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
0

−a+ 1

 ∼

∼


1 1 1 a
0 −1 + a 0 −a+ 1
0 0 −1 + a −a+ 1
0 0 0 −a2 − 2 a+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
0

−a+ 1

 .

Protože −a2 − 2 a+ 3 = −(a+ 3)(a− 1), budeme diskutovat hodnoty parametru a = −3 a
a = 1.

rozšı́řená matice ve
schodovitém tvaru
pro a = −3


1 1 1 −3
0 −4 0 4
0 0 −4 4
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
0
4


Je vidět, že v přı́padě a = −3 je h(A) = 4 6= h(A) = 5 a soustava nemá řešenı́.



rozšı́řená matice ve
schodovitém tvaru
pro a = 1


1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
0
0


V přı́padě a = 1 je h(A) = h(A) = 1 < 4 a soustava má nekonečně mnoho řešenı́.
Pokud je a 6= −3 ∧ a 6= 1 , platı́ h(A) = h(A) = 4 a soustava má právě jedno řešenı́.

9.2 Cramerovo pravidlo

Průvodce studiem

Nynı́ se budeme zabývat speciálnı́m přı́padem soustavy (9.1), kdy rovnic je tolik, kolik je
neznámých (k = n) a navı́c matice soustavy je regulárnı́.

Věta 9.3 (Cramerovo pravidlo). Necht’je dána soustava n lineárnı́ch rovnic o n neznámých,
jejı́ž matice soustavy A je regulárnı́. Pak soustava má jediné řešenı́ (x1, x2, ..., xn), přičemž

xj =
det Aj

det A
, j = 1, 2, ..., n,

kde Aj je matice vzniklá z matice A nahrazenı́m j-tého sloupce sloupcem absolutnı́ch členů.

Důkaz. Matice soustavy A je podle předpokladu regulárnı́, existuje tedy matice k nı́ inverznı́
A−1. Soustavu (9.1) můžeme maticově zapsat ve tvaru A ·X = B. Vynásobenı́m zleva maticı́
A−1 dostaneme

A−1 ·A ·X = A−1 ·B ⇒ X = A−1 ·B.

Snažı́me se nynı́ toto řešenı́, které je jediné, vyjádřit. Vı́me, že

A−1 =
1

det A
·


A11 A21 ... An1

A12 A22 ... An2

... ... ... ...
A1n A2n ... Ann

 ,

kde Aij je algebraický doplněk prvku aij . Když takto vyjádřenou matici A−1 dosadı́me do
vztahu X = A−1 ·B, dostaneme

xj =
1

det A
· (A1j · b1 +A2j · b2 + ...+Anj · bn) =

=
1

det A
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1j−1 b1 a1j+1 ... a1n
a21 ... a2j−1 b2 a2j+1 ... a2n
... ... ... ... ... ... ...
an1 ... anj−1 bn anj+1 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
det Aj

det A
, j = 1, 2, ..., n.

Přı́klad 9.4. Danou soustavu lineárnı́ch rovnic řešte pomocı́ Cramerova pravidla (pokud je to
možné)

x1 + 2x2 − x3 = 3

−x1 + x2 + 2x3 = 2

2x1 − x2 − 3x3 = −1.



Řešenı́: Nejdřı́ve se přesvědčı́me, že danou soustavu můžeme řešit pomocı́ Cramerova pravidla.
matice soustavy

A =

 1 2 −1
−1 1 2
2 −1 −3


determinat matice
soustavy

det A =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1

−1 1 2
2 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ = 2 6= 0
Matice soustavy je regulárnı́, můžeme tedy soustavu řešit Cramerovým pravidlem.
Vypočı́táme nynı́ det A1, det A2, det A3 nahradı́me

1.sloupec
sloupcem
absolutnı́ch členůdet A1 =

∣∣∣∣∣∣
3 2 −1
2 1 2

−1 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ = 6
nahradı́me
2.sloupec
sloupcem
absolutnı́ch členů

det A2 =

∣∣∣∣∣∣
1 3 −1

−1 2 2
2 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ = 2
nahradı́me
3.sloupec
sloupcem
absolutnı́ch členů

det A3 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3

−1 1 2
2 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 4
Nynı́ již můžeme vypočı́tat neznámé x1, x2, x3

výpočet řešenı́
x1, x2, x3

x1 =
det A1
det A

= 3, x2 =
det A2
det A

= 1, x3 =
det A3
det A

= 2.

Řešenı́m dané soustavy je tedy vektor (3, 1, 2).

Průvodce studiem

Na našem přı́kladě jsme viděli, že pokud chceme vypočı́tat hodnotu všech neznámých
soustavy třı́ rovnic o třech neznámých, musı́me vypočı́tat čtyři determinanty třetı́ho řádu.
Pro většı́ soustavy je použitı́ Cramerova pravidla numericky velmi náročné. Cramerovo
pravidlo nám však umožňuje přı́mý výpočet jednotlivých neznámých, což může být výhodné
v situacı́ch, kdy nás zajı́má pouze hodnota jedné neznámé.

Shrnutı́
Soustava lineárnı́ch rovnic je řešitelná právě tehdy, když hodnost matice soustavy je rovna
hodnosti rozšı́řené matice soustavy.
Soustava lineárnı́ch rovnic má právě jedno řešenı́ právě, když hodnost matice soustavy i rozšı́-
řené matice soustavy je rovna počtu neznámých.
Podud je matice soustavy regulárnı́ čtvercová matice, můžeme řešenı́ počı́tat použitı́m Crame-
rova pravidla.

Pojmy k zapamatovánı́

• Frobeniova věta
• Cramerovo pravidlo



Kontrolnı́ otázky
1. Může mı́t soustava třı́ lineárnı́ch rovnic o čtyřech neznámých (nad R) právě jedno řešenı́?
2. Je dána soustava čtyř lineárnı́ch rovnic o třech neznámých (nad R), jejı́ž rozšı́řená matice

soustavy je regulárnı́. Uved’te, co všechno lze řı́ci o počtu řešenı́ této soustavy.
3. Můžeme řešit soustavu čtyř lineárnı́ch rovnic o třech neznámých pomocı́ Cramerova

pravidla?

Cvičenı́
1. V závislosti na parametru a rozhodněte o řešitelnosti, přı́padně o počtu řešenı́, bez hledánı́

těchto řešenı́, soustavy lineárnı́ch rovnic, která je zadaná rozšı́řenou maticı́ soustavy (nad
R) 

1 1 1 a
1 1 a 1
1 a 1 1
a 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a3

a2

a
1


2. Určete všechny hodnoty parametru a ∈ R, pro které je daná soustava lineárnı́ch rovnic

nad R řešitelná

x1 − x2 + 2x3 = 1

−x1 + 2x2 − 4x3 + 2x4 = a

2x1 + 2x2 − 4x3 + 8x4 = 7

3. Danou soustavu lineárnı́ch rovnic řešte použitı́m Cramerova pravidla (pokud je to možné).
(a)

3x1 + x2 − x3 = 10

5x1 − x2 − 2x3 = 29

−4x1 − x2 − 2x3 = 2

(b)

2x1 + 3x2 + x3 = 1

3x1 + 2x2 + x3 = 5

−x1 + 6x2 + x3 = 7

Úkoly k textu

1. Uved’te přı́klad řešitelné soustavy třı́ lineárnı́ch rovnic o třech neznámých (nad R), jejı́ž
matice soustavy je singulárnı́.

2. Uved’te přı́klad neřešitelné soustavy třı́ lineárnı́ch rovnic o třech neznámých (nad R),
jejı́ž matice soustavy je singulárnı́.

3. Uved’te přı́klad soustavy čtyř lineárnı́ch rovnic o čtyřech neznámých nad R, kterou
nemůžeme řešit použitı́m Cramerova pravidla.

Řešenı́
1. pro a = −3 nemá soustava řešenı́, pro a = 1 má soustava nekonečně mnoho řešenı́, pro
a 6= −3 ∧ a 6= 1 má soustava právě jedno řešenı́

2. pro a = 1
4

3. a) (3,−4,−5), b) nemůžeme řešit použitı́m Cramerova pravidla



10 Homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic

Studijnı́ cı́le: V této kapitole se studujı́cı́ seznámı́ s homogennı́mi soustavami lineárnı́ch rovnic,
obecným řešenı́m a fundamentálnı́m systémem řešenı́ homogennı́ch soustav lineárnı́ch rovnic
a vztahem mezi řešenı́mi homogennı́ a nehomogennı́ soustavy s týmiž koeficienty
Klı́čová slova: homogennı́ soustva lineárnı́ch rovnic, nulové řešenı́, fundamentálnı́ systém
řešenı́, zhomogenizovaná soustava
Potřebný čas: 240 minut.

Definice 10.1. Soustava n neznámých, k
rovnic

a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = 0

a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = 0 (10.1)

.........

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = 0,

kde aij ∈ T , i = 1, 2, ..., k, j = 1, 2, ..., n, se nazývá homogennı́ soustava k lineárnı́ch rovnic
o n neznámých nad čı́selným tělesem T .

Poznámka 10.2. Matici soustavy (10.1) opět značı́me A a rozšı́řenou matici soustavy (10.1)
značı́meA. Rozšı́řená maticeA vznikne z matice soustavyA přidánı́m sloupce, který se skládá
ze samých nul, platı́ tedy vždy h(A) = h(A) a podle Frobeniovy věty je homogennı́ soustava
vždy řešitelná.
Uspořádaná n-tice (0,0,...,0) je vždy řešenı́m homogennı́ soustavy (10.1). Toto řešenı́ se nazývá
nulové řešenı́. Homogennı́ soustava má tedy bud’ jediné řešenı́, a to řešenı́ nulové, nebo má
nekonečně mnoho řešenı́ – nulové řešenı́ a nenulová řešenı́.

Kritérium pro oba přı́pady udává následujı́cı́ věta.

Věta 10.3. Necht’(10.1) je homogennı́ soustava s maticı́ soustavy A. Potom

1. soustava (10.1) má pouze nulové řešenı́ ⇐⇒ h(A) = n,

2. soustava (10.1) má i nenulová řešenı́ ⇐⇒ h(A) < n.

Důkaz. Obě tvrzenı́ plynou z předchozı́ch úvah.

Průvodce studiem

V přı́padě, kdy počet rovnic je roven počtu neznámých (k = n) má homogennı́ soustava
pouze nulové řešenı́ právě tehdy, když det A 6= 0 a má i nenulová řešenı́ právě tehdy, když
det A = 0.

Poznámka 10.4. Již dřı́ve jsme si řekli, že řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic o n neznámých
nad čı́selným tělesem T můžeme považovat za vektor z vektorového prostoru Tn. Množina
W všech řešenı́ této soustavy je potom podmnožinou vektorového prostoru Tn. V přı́padě
nehomogennı́ soustavy nenı́ nikdy podprostorem vektorového prostoru Tn, protože neobsahuje
nulový vektor. Nulový vektor nikdy nemůže být řešenı́m nehomogennı́ soustavy.
V přı́padě homogennı́ soustavy množina řešenı́ W vždy nulový vektor obsahuje a je podpro-
storem vektorového prostoru Tn, jak ukazuje následujı́cı́ věta.



Věta 10.5. Množina W všech řešenı́ homogennı́ soustavy (10.1) je podprostorem ve vektorovém
prostoru Tn a platı́ dimenze

podprostoru řešenı́
dané homogennı́
soustavy je rovna
počtu volných
neznámých v této
soustavě

dim W = n - h(A).

Důkaz. V literatuře [Hor91]

Definice 10.6. Báze podprostoru W prostoru Tn všech řešenı́ homogennı́ soustavy (10.1) se
nazývá fundamentálnı́ systém řešenı́ soustavy (10.1).

Průvodce studiem

Při řešenı́ homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic hledáme obecné řešenı́ dané soustavy,
tedy množinu všech řešenı́ dané soustavy, a fundamentálnı́ systém řešenı́ dané soustavy.
Pro určenı́ fundamentálnı́ho systému řešenı́ dané soustavy je nutné podle definice najı́t bázi
podprostoru řešenı́ dané soustavy.
Při praktickém hledánı́ báze podprostoru řešenı́ W je nejvýhodnějšı́ postupovat tak, že

1. obecně vyjádřı́me řešenı́ dané soustavy,

2. (n−r) volných neznámých zvolı́me (n−r) lineárně nezávislými způsoby a spočı́táme
vektory báze podprostoru W .

Je zřejmé, že bázı́ W je nekonečně mnoho.

Přı́klad 10.7. Nalezněte dva fundamentálnı́ systémy řešenı́ homogennı́ soustavy lineárnı́ch
rovnic nad R homogennı́

soustava rovnic
2x1 + x2 − x3 + 4x4 = 0

−2x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = 0

6x1 − x2 − 7x3 − 4x4 = 0

6x1 + x2 − 5x3 + 4x4 = 0.

Řešenı́: Hledáme nejdřı́ve obecné řešenı́ dané soustavy. matice dané
soustavy rovnic

2 1 −1 4
−2 1 3 4
6 −1 −7 −4
6 1 −5 4


Matici převedeme na schodovitý tvar převedenı́ matice

soustavy na
schodovitý tvar


2 1 −1 4
0 2 2 8
0 −4 −4 −16
0 −2 −2 −8

 ∼


2 1 −1 4
0 2 2 8
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Dimenze podprostoru řešenı́ W dané soustavy je dim W = 2. Za dvě volné neznámé tedy
můžeme zvolit parametry. Zvolı́me x3 = r, x4 = s a vypočı́táme výpočet obecného

řešenı́
x2 =

1
2
(−2x3 − 8x4) = −r − 4s,

x1 =
1
2
(−x2 + x3 − 4x4) =

1
2
(r + 4s+ r − 4s) = r.



Obecné řešenı́ dané soustavy je vektor obecné řešenı́

(r,−r − 4s, r, s), r, s ∈ R.

Když zvolı́me r = 1, s = 0 a r = 0, s = 1, dostaneme jeden fundamentálnı́ systém řešenı́ 1.fundamentálnı́
systém řešenı́

(1,−1, 1, 0), (0,−4, 0, 1)

Když zvolı́me r = 0, s = 1 a r = 1, s = 1, dostaneme druhý fundamentálnı́ systém řešenı́ 2.fundamentálnı́
systém řešenı́

(0,−4, 0, 1), (1,−5, 1, 1)

Nynı́ se vrátı́me k obecným soustavám lineárnı́ch rovnic nad čı́selným tělesem T a řekneme si
něco vı́ce o množině řešenı́ takové soustavy.

Definice 10.8. Necht’je dána soustava lineárnı́ch rovnic nad čı́selným tělesem T nehomogennı́
soustava

a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = b1

a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = b2 (10.2)

.........

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = bk.

Pak homogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic s týmiž koeficienty u neznámých, tj. homogennı́
soustava

a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = 0

a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = 0 (10.3)

.........

ak1 · x1 + ak2 · x2 + ...+ akn · xn = 0

se nazývá zhomogenizovaná soustava k soustavě (10.2).

Věta 10.9. Necht’je dána soustava lineárnı́ch rovnic (10.2). Pak platı́

1. součet libovolného řešenı́ soustavy (10.2) s libovolným řešenı́m k nı́ zhomogenizované
soustavy je řešenı́m soustavy (10.2),

2. rozdı́l libovolných dvou řešenı́ soustavy (10.2) je řešenı́m k nı́ zhomogenizované soustavy.

Důkaz. 1. Necht’u = (u1, u2, ..., un) je řešenı́m soustavy (10.2). To znamená, že platı́

n∑
j=1

aij · uj = bi, i = 1, 2, ..., k.

Necht’v = (v1, v2, ..., vk) je řešenı́m soustavy (10.3). To znamená, že platı́

n∑
j=1

aij · vj = 0, i = 1, 2, ..., k.

Potom pro u+ v = (u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn) platı́

n∑
j=1

aij · (uj + vj) =
n∑

j=1

aij · uj +
n∑

j=1

aij · vj = bi + 0 = bi, i = 1, 2, ..., k.

To znamená, že u+ v je řešenı́m soustavy (10.2).



2. Necht’u = (u1, u2, ..., un), w = (w1, w2, ..., wn) jsou dvě řešenı́ soustavy (10.2). To
znamená, že platı́

n∑
j=1

aij · uj = bi,
n∑

j=1

aij · wj = bi, i = 1, 2, ..., k.

Potom pro u− w = (u1 − w1, u2 − w2, ..., un − wn) platı́

n∑
j=1

aij · (uj − wj) =
n∑

j=1

aij · uj −
n∑

j=1

aij · wj = bi − bi = 0, i = 1, 2, ...k.

u− w je tedy řešenı́m zhomogenizované soustavy (10.3).

Věta 10.10. Necht’ (10.2) je řešitelná soustava lineárnı́ch rovnic. Pak všechna řešenı́ sou-
stavy (10.2) obdržı́me přičtenı́m všech řešenı́ zhomogenizované soustavy (10.3) k jednomu
pevnému řešenı́ soustavy (10.2).

Důkaz. Označme M množinu všech řešenı́ soustavy (10.2). Podle předpokladu je M 6= ∅.
Necht’je u0 ∈M pevné řešenı́ soustavy (10.2). Označme

M = {u0 + v| v je pevné řešenı́ soustavy (10.3)}.

Dokážeme, že M =M.
„ ⊆“ Necht’u ∈ M je libovolné řešenı́ soustavy (10.2) ⇒ u − u0 je řešenı́m soustavy (10.3)
⇒ u = u0 + (u− u0) ∈M.
„⊇“ Plyne z 1.části předchozı́ věty.

Přı́klad 10.11. Rozhodněte, zda vektor u = (2, 3, 1,−1, 0) je řešenı́m soustavy lineárnı́ch
rovnic daná nehomogennı́

soustava
x1 + 3x2 − x4 + 2x5 = 12

−x1 − 2x2 − 2x3 + x5 = −10
3x1 + 8x2 + 2x3 − 2x4 + 3x5 = 34

2x1 + 5x2 + 2x3 − x4 + x5 = 22.

Pokud ano, pak pomocı́ vektoru u vyjádřete všechna řešenı́ x této soustavy.

Řešenı́: Přesvědčı́me se nejdřı́ve, že vektor u je řešenı́m dané soustavy. matice soustavy

A =


1 3 0 −1 2

−1 −2 −2 0 1
3 8 2 −2 3
2 5 2 −1 1


b = (12,−10, 34, 22) vektor absolutnı́ch

členů

vektor u je řešenı́m
dané soustavyA · u =


1 3 0 −1 2

−1 −2 −2 0 1
3 8 2 −2 3
2 5 2 −1 1

 ·


2
3
1

−1
0

 =


12
−10
34
22

 = b



přı́slušná
zhomogenizovaná
soustava

x1 + 3x2 − x4 + 2x5 = 0

−x1 − 2x2 − 2x3 + x5 = 0

3x1 + 8x2 + 2x3 − 2x4 + 3x5 = 0

2x1 + 5x2 + 2x3 − x4 + x5 = 0

Tuto soustavu nynı́ vyřešı́me. převedeme matici
soustavy na
schodovitý tvar


1 3 0 −1 2

−1 −2 −2 0 1
3 8 2 −2 3
2 5 2 −1 1

 ∼


1 3 0 −1 2
0 1 −2 −1 3
0 −1 2 1 −3
0 −1 2 1 −3

 ∼


1 3 0 −1 2
0 1 −2 −1 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


obecné řešenı́
zhomogenizované
soustavy

(−6r − 2s+ 7t, 2r + s− 3t, r, s, t)

Fundamentálnı́ systém řešenı́ zhomogenizované soustavy jsou např. vektory

fundamentálnı́
systém řešenı́
zhomogenizované
soustavy

(−6, 2, 1, 0, 0), (−2, 1, 0, 1, 0), (7,−3, 0, 0, 1)

Řešenı́ dané soustavy tedy můžeme vyjádřit ve tvaru

řešenı́ dané
soustavy

x = u+ r · (−6, 2, 1, 0, 0) + s · (−2, 1, 0, 1, 0) + t · (7,−3, 0, 0, 1).

Shrnutı́
Homogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic je soustava s nulovým vektorem absolutnı́ch členů.
Homogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic je vždy řešitelná.
Nulový vektor je řešenı́m každé homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic.
Dimenze podprostoru řešenı́ dané homogennı́ soustavy je rovna počtu volných neznámých
v této soustavě.
Fundamentálnı́ systém řešenı́ homogennı́ soustavy je báze podprostoru řešenı́ této soustavy.
Zhomogenizovaná soustava k dané soustavě lineárnı́ch rovnic je homogennı́ soustava, která má
stejné koeficienty jako daná soustava.

Pojmy k zapamatovánı́

• homogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic
• nulové řešenı́
• obecné řešenı́ homogennı́ soustavy
• fundamentálnı́ systém řešenı́ homogennı́ soustavy
• zhomogenizovaná soustava k dané soustavě

Kontrolnı́ otázky

1. Je možné, aby podprostor řešenı́ homogennı́ soustavy dvou lineárnı́ch rovnic o pěti
neznámých (nad Q) měl dimenzi 2?

2. Je možné, aby podprostor řešenı́ homogennı́ soustavy třech lineárnı́ch rovnic o čtyřech
neznámých (nad Q) neměl žádnou bázi?

3. Necht’W je podprostor řešenı́ homogennı́ soustavy čtyř lineárnı́ch rovnic o šesti nezná-
mých (nad R). Udejte, jakých všech hodnot může nabývat dim W.



Cvičenı́

1. Nalezněte obecné řešenı́ a fundamentálnı́ systém řešenı́ zadané homogennı́ soustavy
lineárnı́ch rovnic nad R.

x1 + 2x2 + 5x3 + 3x4 = 0

2x1 + 2x2 + 4x3 + 4x4 = 0

3x1 − 4x2 + 3x3 + 8x4 = 0

3x1 + 16x2 + 25x3 + 9x4 = 0

2. Nalezněte obecné řešenı́ a fundamentálnı́ systém řešenı́ zadané homogennı́ soustavy
lineárnı́ch rovnic nad R.

2x1 + x2 + x4 + 2x5 = 0

x1 + x2 − x3 + 2x5 = 0

−x1 + 2x2 − 3x3 − x4 = 0

−x1 + x2 − x3 − 2x5 = 0

3. V závislosti na parametru a řešte homogennı́ soustavu lineárnı́ch rovnic nad R

x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 0

2x1 + 3x2 − x3 − 2x4 = 0

x2 + 2x4 = 0

x1 + 2x3 + 6x4 = 0

x1 − x2 − 3x3 − a · x4 = 0

4. Rozhodněte, zda vektor u = (1,-1,1,1) je řešenı́m soustavy lineárnı́ch rovnic

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 2

x2 − x3 + x4 = −1
2x1 + 2x2 − 2x4 = −2

x1 − 4x2 + 5x3 − 6x4 = 4.

Pokud ano, pak pomocı́ vektoru u vyjádřete všechna řešenı́ x této soustavy.

Úkoly k textu

1. Udejte přı́klad homogennı́ soustavy třı́ lineárnı́ch rovnic o pěti neznámých (nad Q) tak,
že jejı́ podprostor řešenı́ má dimenzi 4.

2. Udejte přı́klad homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic nad R tak, aby bázı́ jejı́ho pod-
prostoru řešenı́ byl vektor (1,1,1,1)

3. Udejte přı́klad homogennı́ soustavy čtyř lineárnı́ch rovnic o čtyřech neznámých (nad Q)
tak, aby jejı́ podprostor řešenı́ neměl bázi.

4. Udejte přı́klad homogennı́ soustavy třı́ rovnic o čtyřech neznámých x1, x2, x3, x4 nad
R tak, že za volné neznámé nutno volit právě neznámé x2, x3



Řešenı́

1. obecné řešenı́: (−3r, r,−r, 2r), r ∈ R,
fundamentálnı́ systém řešenı́: např. vektor (−3, 1,−1, 2)

2. obecné řešenı́: (−2s,−r + 2s,−r + 2s, r, s), r, s ∈ R,
fundamentálnı́ systém řešenı́: (0,−1,−1, 1, 0), (−2, 2, 2, 0, 1)

3. pro a 6= 16 soustava má pouze nulové řešenı́, pro a = 16 má řešenı́ (2r,−2r,−4r, r)
4. ano, x = u+ r · (−1, 1, 1, 0) + s · (2,−1, 0, 1), r, s ∈ R
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