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Abstrakt

Tento text distancniho vzdéldvani seznamuje se zdkladnimi pojmy algebry. Nejdiive si studujici zopakuje zdkladn{
pojmy z teorie mnozin a sezndmi se s dalSimi pojmy z této oblasti. V dalSich kapitoldch je zaveden pojem realace
a jsou probirdny zv14stni pfipady relaci — zobrazeni, uspofddani a ekvivalence. V Sesté aZ osmé kapitole jsou probrany
algebraické struktury s jednou a dvéma operacemi a jejich podstruktury. Posledni kapitoly se tykaji vektorovych
prostord.

Cilova skupina

Text je primérné urcen pro posluchace prvniho ro¢niku bakaldfského studijniho programu Aplikovand informatika na
Piirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci. MiZe vSak slouzit komukoliv se zdjmem o algebru. Text
pfedpoklddd znalosti stfedoSkolské matematiky



Obsah

1

AN W B~ W

10

11
12

Zéakladni mnoZinovE POJIMY . . . . . . . L L e e e e e e e e e e e e 5
1.1 MRNOZINY . . . . . o o e e e e e e e e e e e e 5
1.2 Kartézsky sou€in . . . . . . . . .. e e 8
Relace . . . . o o e 11
2.1 Relace mezi mMNOZINami . . . . . . . . . . . oL e e e e e e e e e e e e 11
2.2 RelacenamnoZing . . . . . . . . . .. e e e e e 13
Zobrazeni . . .. ..o e e e 17
Uspofddané mnoZiny . . . . . . . . . . o i e e e e e e e e e e e e 23
Ekvivalence arozklady . . . . . . . . .. 27
Algebraické struktury s jednouoperaci . . . . . . . . ... e e e 32
6.1 Grupoidy . . . . . . e 32
6.2 GIUPY . . . o o e e 35
6.3 Celociselndmocnina . . . . . . . . . . L e 36
Podstruktury struktur s jednou operaci . . . . . . ... Lo 39
Struktury se dv€ma operacemi . . . . . . . L. L L e e e e e e 43
8.1 Okruh . . . . e 43
8.2 Oborintegrity at&leso . . . . . . . .. e 45
Podstruktury struktur se dv€ma operacemi . . . . . . . . ... ... e e e e 48
9.1 Podokruhy apodtélesa . . . . . . . . . .. e 48
9.2 CSEINETEIESO . . o\ v v v it 49
Vektorové prostory a jejich podprostory . . . . . . . . . ... e e 52
10.1 Vektorové prostory . . . . . . . o ot i i e e e e e e e 52
10.2 Podprostory vektorovych prostorii . . . . . . . . . . ... 54
Linedrni zavislost a nezdvislost vektorh . . . . . . . . . . . ... 58
Béaze a dimenze vektorovych prostorti . . . . . . . . ... L. 64
12.1 Bdze vektorového prostoru . . . . . . . . . . .. e e e e e e 64
12.2 Dimenze veKtorového prostorul . . . . . . . . . . o i e e e e e e e e e e 66

12.3 Soufadnice VEKIOrU . . . . . . . . . . e e 67



<wg | ><AFOBNZ

Pouzita oznacéeni

mnoZina vSech pfirozenych ¢isel

mnoZina vSech celych ¢isel

mnoZina vSech celych sudych &isel

mnoZina vSech raciondlnich ¢isel

mnoZina vSech reédlnych ¢isel

mnoZina vS§ech komplexnich ¢isel

disjunkce (logicky soucet), ¢teme ,,nebo*
konjunkce (logicky soucin), Cteme ,,a soucasné*
implikace, ¢teme ,,jestlize, pak™

ekvivalence, ¢teme ,,pravé kdyz*

existencni kvantifikator, ¢teme ,,existuje*
vSeobecny kvantifikdtor, ¢teme ,,pro vSechna‘



1 Zakladni mnoZinové pojmy

Studijni cile: Po prostudovani kapitoly si studujici pfipomene zakladni pojmy z teorie mnoZin
a sezndmf se s dal$imi, které bude potiebovat pfi studiu dalsich kapitol.

Klicova slova: MnoZina, mnozinova inkluze, sjednoceni, prinik a rozdil mnozin, kartézsky
soucin a kartézska mocnina mnozin.

Potiebny c¢as: 90 minut.

1.1 MnozZiny

Pruvodce studiem

Se zdkladnimi mnoZinovymi pojmy se na zdkladni Skole béZné a ve zna¢ném rozsahu
pracuje. Pfipomeneme si proto pouze zédkladni fakta, kterd budeme potiebovat pro dalsi
vyklad.

Symbol z € A ¢teme obvykle ,,x je prvkem mnoZiny A“ nebo ,,x patii do mnoZiny A“ nebo
T lezi v mnoziné A“. Symbol x ¢ A ¢teme obvykle ,,prvek x nepati{ do mnoziny A*.
MnozZiny miZeme popisovat riznym zplisobem

e vyctem prvki
M, ={2,5,7,8,11,25,67}

e pomoci pevné dohodnutych symboli

e jako obor pravdivosti urcité vyrokové funkce
My ={zlx € Z,—3 <z < 5}
Mz ={z|r e N;b <z <6}

Ziejmn& plati My = {-3,—-2,-1,0,1,2,3,4} a M3 = (), kde symbol () zna&i prdzdnou
mnoZinu , tj. mnoZinu, kterd neobsahuje Zadny prvek.

MnoZina, kterd se skldda jen z kone¢ného poctu prvki se nazyva konecnd mnozina, kazda
jind mnoZina se nazyva nekonecnd mnoZina. Prazdnou mnoZinu () povaZujeme za kone¢nou
mnozinu a fikdme, Ze pocet prvki prazdné mnoZiny je nula.

Rekneme, Ze mnoZina A je podmnozinou mnoziny B pravé tehdy, kdyZ kazdy prvek mnoziny A
patii do mnoziny B. Zapisujeme potom A C B (nebotaké B D A).Jestlize A C Ba A # B,
potom fikdme, Ze A je vlastni podmnoZina B a zapisujeme A C B (nebo také B D A). Vztahy
C, C, D, D mezi mnozinami se nazyvaji mnoZinové inkluze . MnoZinovou inkluzi A C B
obvykle dokazujeme pifimo pomoci definice, vezmeme libovolny prvek x € A a dokdZeme,
Ze v € B. Jestlize mnoZina A neni podmnoZinou mnoziny B, zapisujeme A ¢ B. Chceme-li
vztah A ¢ B dokazat, dokazujeme, Ze existuje prvek = € A takovy,7Ze z € B .

Jednim z nejcast&ji provadénych dikazl v matematice je diikaz rovnosti mnoZin , napt. A = B,
ktery obvykle provddime pomoci tvrzeni

A=B< (ACB)AN(BCA).
Pro ilustraci zdkladnich mnoZinovych pojmi a praci s nimi se na stfedni $kole ¢asto pouzivaji

tzv. Vennovy diagramy . Nasledujici obrazek ukazuje Venntiv diagram pro dvé mnoZiny A a B,
pro které plati A C B.

dokdZeme nejdrive
inkluzi A C B

a potom inkluzi
BCA



Casto se setkdvidme v matematice s mnoZinami, jejichZ prvky jsou zase mnoZiny. Pro takovou
mnozinu pouzivime nazvu systém mnozin . Pokud A je libovolnd mnoZzina, pak vSechny
podmnoZiny mnoziny A tvofi systém mnozin, ktery nazyvame systém vsech podmnoZin mnoZiny
je
rovnéZz kone¢nd a ma 2" prvki, |24 = 2”. Je-li mnoZina A nekoneénd, mnoZina 24 je rovnéz

A a oznatujeme symbolem 24.

nekonec¢na. Pokud je mnoZina A prazdna, je mnoZina 24 rovn&Z prazdna.

Priklad 1.1. A = {x,y, z}

24 = {0, {z}. {v}, {Z} {z,y}{w, 2} {, 2} {2y, 21}
|A] =3, |24] = 2°

Pruvodce studiem

Jiz ze zakladni Skoly zname definici sjednoceni dvou mnoZin a pruniku dvou mnozZin.
Sjednocenim A U B mnoZin A a B rozumime mnoZinu vSech prvku, které patii bud’ do
mnoziny A nebo do mnoziny B.

B

A

Priinikem A N B mnoZin A a B rozumime mnozinu vSech prvkd, které patii souc¢asné do
mnoziny A i do mnoZiny B.

B

A

Tuto definici si nyni rozSifime na vétsi pocet mnoZin.

Definice 1.2. Necht' I # () je libovolna (tzv. indexovd) mnoZina. Necht' A; je mnoZina pro

kazdé ¢ € I. Pak
sjednoceni mnozin A;, i € I je mnoZina

UAZ- ={z|Fipel:zec A},
i€l
prinik mnoZin A;, i € I je mnozina

el

Definice zahrnuje sjednoceni a prinik konecného i nekonecného poctu mnoZin. ZéaleZi na
indexové mnoziné I. Sjednoceni a prinik kone¢ného poétu mnozin Ay, Ao, ..., A, zapisujeme

¢asto symboly

AiUAU...UA,aA1NAsN...NA,.

systéem mnoZzin

sjednoceni A; je
mnoZina vSech
prvkii, které patvi
aspori do jedné 7
mnoZin A;

prinik A; je
mnoZina vSech
prvkii, které patvi
soucasné do vsech
mnozin A;



Jsou-li A a B dvé libovolné mnoziny, pak fekneme, Ze mnozZiny A a B jsou disjunkini , je-li
AN B =0.Rekneme, e A a B jsou incidentni, jestlize AN B # {.

Definice 1.3. Necht' A, B jsou mnoziny. Rozdil mnozin A, B (v tomto potadi) je mnoZina A-B je mnoZina
vSech prvkii, které
A-B={zlr€ ANz ¢ B} patiido A a
. , v p .. L nepatii do B
Je-li navic B C A, pak mnoZina A — B se nazyva komplement mnoZiny B v mnoZiné A
a oznacuje symbolem B;t nebo struénd B’
B
A .
Pro sjednocent, prinik a rozdil mnoZin lze odvodit celou fadu tvrzeni. V nasledujici vété
uvedeme pouze ta zdkladn{
Véta 1.4. Necht’A, B, C jsou libovolné mnoZiny, pak plati
1. AuB=BUA komutativni zdkony
2. AnB=BnNnA
3. (AuB)UC =AU (BUCQC) asociativni zdkony
4. (AnB)NC=ANn(BNO)
5. AUBNC)=(AUB)N(AUCQC) distributivni
zdkony
6. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
7. A-(BUC)=(A-B)N(A-C) de Morganova
pravidla
8 A—(BNC)=(A-B)U(A-20C)

Diikaz. Dokazeme tvrzeni 7. Ostatnf tvrzeni se dokazuji stejné. Nejdiive dokazeme
A—(BUC)C(A-B)Nn(A-0C)

vezmeme libovolné x € A— (BUC) =z € ANz ¢ BUC =2z € ANz € BAx ¢ C) =
(xe ANe g B)N(x€e AN g (C)=2€A-—BArxeA-C=2c(A-B)N(A-C)
Nyni dokdZeme, Ze

(A-B)N(A-C)CA—(BUCQ)

vezmeme libovolné z € (A—B)N(A—-C)=2r€c A-BAzcA-C=(xcANx ¢
BNz e ANe g C)=ax€ ANz ¢ BN g C) =z € ANx ¢ BUC =z € A—(BUC)

A—(BUC) C (A-B)N(A—C)A(A—B)N(A—C) C A—(BUC) = A—(BUC) = (A—B)N(A-C)

O]



1.2 Kartézsky soucin

Pruvodce studiem

V dalsich kapitolach se budeme casto setkavat se zapisy tvaru R?, Q3 a podobné, proto
na zavér této kapitoli definujeme pojem kartézsky soucin mnoZin a kartézskd mocnina
mnoziny. Nejdiive si vSak musime zavést pojem usporadana dvojice.

Definice 1.5. Ke kazdym dvéma prvkim mnoZiny M lze pfifadit novy prvek (zx,y), ktery
nazyvame usporddanou dvojici tak, Ze dva prvky (z,y), (2’,y") jsou si rovny pravé tehdy,
kdyz x = 2’ ay = y/. Prvek x nazyvame 1. slozkou a prvek y 2. slozkou uspofddané dvojice
(2,9).

Definice 1.6. Necht’ A, B jsou libovolné mnoZiny. Pak mnoZina
Ax B={(z,y)|lr € A,y € B}

se nazyva kartézsky soucin mnoZin A, B (v tomto poradi).

Z definice kartézského soucinu je zfejmé, Ze mnoziny A X B a B x A jsou obecné rizné.
Pokud je nékterd z mnoZin A, B prazdnd, kartézsky soucin je opét prazdnd mnoZina

AxD=0x B=0.

Priklad 1.7. A = {a,b,c,d}, B = {z,y}
Ax B = {(a,2),(a,y), (b, 2), (b,y), (¢, x), (¢, y), (d, x), (d,y)}

B x A={(z,a),(x,b),(z,c), (,d), (y,a), (y,), (y, ), (y,d) }
A= 4,|B| =2, |Ax B| = |B x A] — 8

I obecné plati, kdyz |A| = n a |B| = m, potom |A X B| = n.m.

Poznamka 1.8. Nazev kartézsky soucin pochazi z geometrické interpretace. Kdyz X =Y =
R, potom X x Y miZeme interpretovat jako vSechny body roviny a &isla x, y jsou soufadnice
bodu (x,y) roviny.

Podobné zavadime kartézsky soucin n mnozin Ay, As, ..., A, (n > 2) jako mnoZinu uspofa-
danych n-tic

Ay X Ay x ... x A, = {(al,ag, ...,an)|ai € A;i= 1,2,...,77,}.

Je-li Ay = Ay = ... = A, = A, znaime kartézsky souin A x A X ... X A symbolem A"
a nazyvame jej n-ta kartézskd mocnina mnoZiny A.

Piiklad 1.9. R® = {(z,y,2)|z,y,z € R} je mnoZina viech uspofadanych trojic redlnych
Cisel.

Shrnuti

MnozZiny miZeme popisovat riznym zpisobem, miiZeme je znazornit graficky.

Systém mnoZin je mnoZina, jejiz prvky jsou opét mnoZiny.

Kartézsky soucin dvou mnozin je mnoZina vSech uspotfddanych dvojic prvki téchto mnoZin.
n-ta kartézska mocnina mnoZiny A je mnoZina vSech uspofadanych n-tic prvkd mnoZiny A.



Pojmy k zapamatovani
e konec¢nd a nekone¢nd mnoZina
e inkluze mnoZin
e systém mnoZin
e sjednoceni, prinik a rozdil mnoZin
e kartézsky soucin mnoZin

e kartézskd mocnina mnoZiny

Kontrolni otazky
1. Vysvétlete, co rozumite pod pojmem mnoZinovd inkluze.
2. Wsvétlete, kdy jsou dvé mnoziny incidentni a kdy disjunktni.
3. Vysvétlete pojem kartézsky soucin dvou mnoZin.
4. Lze najit nekonecnou mnozinu A a konecnou mnozinu B tak, Ze A - B = ()?
5

. Necht’A = {0,1,2}. UrCete, které z ndsledujicich vyrokii jsou pravdivé a které nepravdivé
(a) 0 C A,

(b) 0 € A,
(c) D C A,
(d) 0 e A,
(e) {0} C A.

Cviceni
1. urcete vSechny prvky mnoZin
(@ {neN|2n—-1< 18}
(b) {ne N4 <3n—-1<25}
2. Mnozina A = {a, b, c,d}, uréete mnozinu 2
3. Mnozina A = {a,b,c,d}, naleznéte viechny prvky X mnoZiny 24, pro které plati
X Nn{e,d} = {d}.
4. Necht A={1, 3,5}, B ={2, 4, 6}. PopiSte mnoZiny
(a) A x B,

(b) B x A,
(c) Bx B,
(d) B x 25,

5. Necht' A, B, C jsou libovolné mnoziny. Zjistéte, zda plati vztahy
(@) AnB=A—-(A-B),

) A—(B—C)=(A-B)-C.

Ukoly k textu

1. Udejte priklad kone¢né mnoziny M, jejiz prvky jsou nekone¢né mnoziny.
2. Udejte priklad nekone¢né mnoziny M, jeji prvky jsou kone¢né mnoZiny.
3. Udejte piiklad mnoZin A, B tak, aby mnoZina A x 25 méla 12 prvka.

4. Udejte priklad dvou riznych mnozin A, B tak,ze A — B C B — A.

5. Udejte piiklad dvou rtiznych mnozin A, B tak, aby A x B méla pravé 32 podmnoZin.




Reseni
1. a) {1,2,34,5,6,7,89}, b){2,3,4,5,6,7.8 }
2. 24 = {0,{a}, {b},{c}, {d}, {a, b}, {a, ¢}, {a, d}, {b,c}, {b,d}, {c,d}, {a,b,c},
{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}
3. existuji 4 feSeni X1 = {a,d}, Xo = {b,d}, X5 = {a,b,d}, X4 = {d}
4. (a) Ax B=1{(1,2),(1,4),(1,6),(3,2),(3,4),(3,6),(5,2),(5,4),(5,6)}
(b) BxA={(2,1),(2,3),(2,5),(4,1),(4,3),(4,5),(6,1),(6,3), (6,5)}
() Bx B={(2.2),(2:4),(2,6), (4.2), (4,4), (4,6), (6,2), (6,4), (6,6)}
(@) 2% = {0,{2},{4},{6},{2,4},{2,6}, {4,6},{2,4,6}}
Bx 2P ={(2,0),(2,{2}),(2,{4}),(2,{6}), (2,{2,4}), (2, {2,6}),
(2,{4,6}),(2,{2,4.6}), (4,0), (4,{2}), (4, {4}). (4,{6}). (4,{2,4}),
(4,{2,6}), (4,{4,6}), (4,{2,4,6}),(6,0), (6, {2}), (6, {4}), (6, {6}),
(6,{2,4}),(6,{2,6}), (6,{4,6}), (6,{2,4,6})}

5. a)ano, b)ne



2 Relace

Studijni cile: Studujici se seznami s pojmy relace mezi mnoZinami a relace na mnozing.
V dalSich kapitoldch budou studovany specidlni piipady téchto relaci.

Klicova slova: relace mezi mnozinami, sklddani relaci, relace na mnoziné, reflexivni, symet-
rické, antisymetrické, tranzitivni a Gplné relace

Potfebny ¢as: 120 minut.

2.1 Relace mezi mnozinami

Definice 2.1. Necht' A, B jsou libovolné mnoziny. Pak libovolnd podmnozZina ¢ kartézského
soucinu A X B se nazyva relace mezi mnoZinami A a B.Je-li (z,y) € p, fikdme, Ze prvek x je
v relaci g s prvkem y a zapisujeme xpy. JestliZze je naopak (x,y) & o, pak fikdme, Ze prvek =
neni v relaci g s prvkem y a zapisujeme xgy.

Priklad 2.2. 1. Kdyz A = {a,b,¢,d}, B = {z,y}, potom
01 = {(a7 x)v (CL, Z/)7 (C, x)v (d7 y)}
02 = {(CL, .’B), (ba .T), (67 y)}

jsou relace mezi mnoZinami A a B.

2. Prézdna mnoZina () je rovn&Z podmnoZzinou A X B, je tedy rovnéZ relaci mezi mnoZi-
nami A a B a nazyva se prdzdnd relace.

3. Také cely kartézsky soucin A x B je podmnoZinou sama sebe, je tedy také relaci mezi
mnozinami A a B a nazyva se univerzdlni relace.

Pruvodce studiem

Definovat relaci o mezi A a B znamena urcit jednoznaéné vSechny uspofddané dvojice
z A x B, které patii do o.

Definice 2.3. Necht g je relace mezi mnozinami A a B, necht' je relace mezi mnozinami BaC'.
Pak relace mezi mnoZinami A a C

copo={(z,y) e AxC| FbeB:(x,b)€oA(by)co}
se nazyva sloZend relace z relaci p a 0.
Priklad 2.4. Jsou dany mnoZiny A = {a,b,c,d}, B = {z,y},C = {k,l,m,n,o} a relace
mezi nimi
0={(a,y),(b,2), (b, y), (c,2), (d,y)},
o ={(z,k),(z,m),(z,0),(y, 1)}

SloZena relace je potom

ooo={(a,l),(bk),(b,m),(b,o),(b1),(c, k), (c,m), (c,0),(d,1)}.

Poznamka 2.5. Pro véts$i nazornost si miZeme relace mezi mnozinami znazoriiovat graficky,
zejména jsou-li mnoziny kone¢né. Kdy?Z je o relaci mezi mnoZinami A a B, prvky obou mnoZin
znazornime jako body v roviné€ a bod r € A spojime orientovanou Sipkou s bodem s € B pravé
tehdy, kdyz (r, s) € p. Pomoci té€chto grafi mizeme schematicky zndzornit i pojem skladan{
relaci. Je zfejmé, Ze pfi relaci o o g vede orientovand Sipka z bodur € A do bodu t € C pravé

v/ s

tehdy, kdyZ Ize Sipku sloZit ze Sipky, kterd patii do relace g a Sipky patfici do relace o.

relace mezi ) a A je
prdzdnd relace

skldddni relact



Grafické zndzornéni piikladu 2.4:

A B C
0 o
a X ok
ol
b
°om
C/y o
d
60

Je zfejmé, Ze skladan{ relaci neni komutativni.

Véta 2.6. Necht o je relace mezi A a B, o relace mezi B a C a T relace mezi C a D. Pak plati skldddni relacti je
asociativni
To(ocop)=(To0)op.

Diikaz. Je ziejmé, Ze relace T o (0 o ), (7 0 0) o g jsou relace mezi mnoZinami A a D. Jejich
rovnost dokdZeme jako mnozinovou rovnost. Dokazujeme

To(ocop)C(to0)op.

Vezmeme libovolné (z,y) € To(0op) = Jec € C'tak, ze (x,¢) € copA(c,y) € 7= T € B
tak, Ze (z,b) € oA (b,c) € oA (c,y) € T = (z,b) € oA (b,y) EToo = (z,y) € (Too)op
Inkluze (7 o 0) o ¢ C 7o (0 o o) se dokazuje stejné. O
Definice 2.7. Necht o je relace mezi mnoZzinami A a B. Relace p~! mezi mnoZinami B a A
definovand vztahem inverzni relace

0t ={(u,v) € B x Al(v,u) € o}
se nazyvd relace inverzni k relaci p.

Véta 2.8. Necht’ g je relace mezi A a B, o je relace mezi B a C. Pak plati

1 (o) 1=y,

2. (oo t=ptoo L.

Diikaz. 1. Tvrzeni je zfejmé z definice inverzni relace.

1 1

2. Ziejmé (00 p)~1i o' o o1 jsou relace mezi C a A, jejich rovnost dokazujeme opét
jako mnoZinovou rovnost.

O]

Pruvodce studiem

V dal$sim se budeme zabyvat specidlnim, ale v praxi Casto poZivanym piipadem relaci,
pfipadem, kdy A, B # () a A = B.




2.2 Relace na mnoziné

Definice 2.9. Necht' M je neprazdnd mnoZina. Pak libovolnd podmnozina g kartézského soucinu
M x M se nazyva relace na mnoziné M . Mnozinu M s relaci p oznacujeme (M, o ) a fikdme,
ze (M, p) je mnoZina s relaci .

Pro z,y € M budeme misto (z,y) € o psat zpy a misto (z,y) & o piSeme xgy.

Pruvodce studiem

Definovat relaci o na mnoziné M znamend urcit jednoznacné vSechny uspotfddané dvojice
z M x M, které patii do p.

Priklad 2.10. 1. Prazdné relace o1 = () je relaci na mnoZiné M.
2. Univerzdlni relace go = M x M je relaci na mnoZiné M.

3. v = {(m,m)|m € M} jerelacina M. Nazyvame ji relace rovnosti a je charakterizovana
tim, Ze kazdy prvek je v relaci pravé sdm se sebou.

4. Jestlize M = {a,b, c,d}, potom
03 = {(a,a), (a,b), (b, ), (¢, b), (d,b), (d; ¢), (d, d) }
je relaci na mnoZiné M.
5. Necht M = N je mnozina vSech pfirozenych &isel, potom

z ¥7

04 = {(z,y) € N x N|z — y je nezdporné ¢islo }

s s x2

je relace na mnoziné N ; je zfejmé, Ze x gy praveé tehdy, kdyz x < y (pfi uspofadani &isel
podle velikosti).

6. Necht M = 24, kde A je libovolnad mnoZina, potom M # () a mnoZina
{(X,V)|X, Y e24AX CY}
je relace na 24 | kterou nazyvame relace inkluze a oznadujeme obvykle symbolem C.
7. Necht M = N je mnozina vSech pfirozenych &isel, potom mnoZina
{(a,b)|a,b € NAadélib}
je relace na N, kterou nazyvame relace délitelnosti a obvykle oznaCujeme symbolem |.

Relace na mnoziné mizZeme graficky zndzornit. Je-li (M, ¢ ) mnoZina s relaci, pak prvky
mnoZiny M znizornime jako body v roviné a z bodu = udélame orientovanou Sipku do bodu y
pravé tehdy, kdyZ xpy. Je mozné, Ze Sipka zacind i konci ve stejném bodé. Takova Sipka se
nazyva smycka. Takto vznikly obrazek se nazyva uzlovy graf relace o .

Graf relace p3 z naseho prikladu :

prdzdnd relace

univerzdlni relace

relace rovnosti

relace uspordddni
¢isel podle
velikosti

relace inkluze

relace délitelnosti

uzlovy graf relace



) ¢

Vyhodné je rovnéz vyjadieni relace ¢ na mnoZiné M pomoci tabulky, kterou sestrojime takto:
do zéhlavi fadkt a sloupcd vypiSeme prvky mnoziny M, do priseciki fadku x a sloupce y
zapiSeme 1, je-li zpy a 0, je-li xpy.

Tabulka relace o3 z naSeho piikladu : tabulka relace
ola b ¢ d
a|l 1 0 O
b|0O 0O I O
c|0 I 0 O
d{0 1 1 1

Pozdéji uvidime, Ze nékteré specidlni relace je vyhodné znazortiovat i jinym zptisobem. Nynfi
si nejprve popiSeme zdkladni specidlni typy relaci na mnoZiné.

Definice 2.11. Necht ()M, o) je mnoZina s relaci. Rekneme, Ze relace je

1. reflexivni, jestlize pro vSechna x € M plati xpx,
2. symetrickd, jestlize pro vSechna x,y € M A xoy plati yoz,
3. antisymetrickd, jestliZze pro vSechna z,y € M A xpoy A yox plati z = y,

4. tranzitivni, jestliZe pro vSechna x,y, z € M A xoy N yoz plati zpz,

9,

. tplnd, jestlize pro vSechna x,y € M plati xpy V yox.

UkaZzeme si, jak se jednotlivé typy relaci poznaji z uzlového grafu a z tabulky:
1. reflexivni
(a) kazdy bod je opatfen smyckou
(b) v hlavni diagondle tabulky jsou jednicky

2. symetrickd
(a) mezi dvéma riznymi body jsou bud’ dvé nebo Zddna Sipka
(b) tabulka je symetrickd podle hlavni diagondly

3. antisymetrickd
(a) mezi dvéma riznymi body je bud’ jedna nebo Zadn4 Sipka

(b) dvé riiznd policka symetrickd podle hlavni diagonaly neobsahuji dvé jedni¢ky

4. tranzitivni
nedé se tak jednoduse urcit

5. uplna
(a) kazdé dva body jsou spojeny Sipkou a kaZdy bod je opatfen smyckou



(b) v hlavni diagondle jsou jednicky a dvé riznd policka symetrickd podle hlavni
diagonély obsahuji aspoi jednu jednicku

Priklad 2.12. 1. Prazdna relace je symetrickd, antisymetricka a tranzitivni, neni reflexivni

A T

a tpln4.

Univerzdlni relace je reflexivni, symetrickd, tranzitivni a dplnd, neni antisymetricka.
Relace rovnosti ¢ je reflexivni, symetrickd, antisymetrickd a tranzitivni, nenf dpln4.
Relace o3 nema zadnou z uvedenych vlastnosti.

Relace o4 je reflexivni, antisymetricka, tranzitivni a Giplnd, neni symetricka.

Relace inkluze je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, neni symetricka a dplna.

. Relace délitelnosti je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, neni symetrickd a Gpln4.

Shrnuti

Relace mezi mnoZinami A, B je podmnozina kartézského soucinu A x B.

Relace na mnoZiné M je podmnoZina kartézského soucinu M x M.

Relace na mnoziné miZeme znazornit graficky nebo tabulkou.

Relace na mnoZiné miZe byt reflexivni, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni, Gplnd nebo
nemusi mit Zddnou z téchto vlastnosti.

Pojmy k zapamatovani

relace na mnoZiné
sloZena relace
relace mezi mnoZinami

reflexivni, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni a Gplna relace

Kontrolni otazky

1.

AP SN

Wsvétlete pojem skldddni relaci a zndzornéte graficky.
Wsvétlete viastnosti relace na mnoZiné na uzlovém grafu relace.
Vysvétlete viastnosti relace na mnoZiné na tabulce relace.

Je mozné, aby relace na mnoZiné byla viplnd a nebyla reflexivni?

Existuje relace na mnoZiné M, kterd je zdrovern symetrickd a antisymetrickd?

Cviceni

1.

Necht’ g je relace mezi mnoZinami Z a N definovana
o={(a,b)b=a’Vb=a+1,Ya c Z}
o je relace mezi mnozinami N a Z definovana
o = {(c,c® +1)|ve € N}.

Popiste relaci 0 o g arelaci po o.
Necht A = {z,y, 2z} a B = {a, b}. Kolik je relaci mezi mnoZinami A a B, na mnoZiné¢ A
a na mnoziné B. Vypiste vSechny relace na mnoziné B.

. Je déna relace o na mnoziné M = {p, q,r}

o={(,p),(p,9),(q,9),r),(r,p),(r,q),(r,7)}

Je tato relace reflexivni, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni a iplnd?



4. Na mnoziné N je dédna relace o vztahem
xoy < x.y je liché ¢islo pro Va,y € N.
Rozhodnéte, zda relace o je reflexivni, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni a tiplna.

5. Je d4na relace o na mnoZing Z vztahem

zoy < 12 =y Va,y € Z.

Rozhodnéte, zda relace o je reflexivni, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivni a Gpln4.

kaoly k textu
1. Udejte piiklad relace mezi mnozinami A = {2, 3,4} a B={1, 5, 6}.

2. Udejte priklad relace na mnoziné M = {u, v, w}, kterd neni reflexivni a je symetricka.
3. Kolik je relaci mezi mnoZinami P = {p, ¢} a 2F ? Udejte piiklad takové relace.
4. Kolik je relaci na mnoziné P x P, kde P = {p, ¢}. Udejte piiklad takové relace.

5. Udejte piiklad dvou relaci ¢ a 0 mezi mnozinami A = {a,b,c,d} a B = {1,2,3}.

Potom popiste mnoZinové i graficky relace o~ ' a o1

ReSeni
1.
gop= {(a’;p)|gj:a4—|—1\/$:a2+2.a+2,vaEZ}

ooo={(c,y)|y=(+1)*vy=c*+2Vce N}

2. relaci mezi mnoZinami A a B je 64
relaci na mnozingé A je 512
relaci na mnoZiné B je 16, jsou to relace:
01 =10, 02 = Bx B={(aa), (ab), (ba), (b.)}, 03 ={(@aa)}, 04 ={(ab)}, 05 = {b.)},
06 = {(b.b)}, o7 = {(a2), (@b)}, 03 = {(a.a), (ba)}, 09 = {(a.a), (b,b)}, 010 = {(a,b),
(b}, o11 = {(ab), (bb)}, 012 = {(b.a), (b,b)}, 013 = {(a,a), (a,b), (b.a)}, 014 = {(a.a),
(a,b), (b,b)}, 015 = {(a,), (b.a), (b,b) }, 016 = {(a,b), (b,a), (b,b)}

3. relace je reflexivni, tranzitivni a Upln4, neni symetrickd a antisymetricka

4. reflexivni, symetrickd a tranzitivni

5. nemd Zadnou z uvedenych vlastnosti




3 Zobrazeni

Studijni cile: Pfi studiu kapitoly se studujici sezndmi s pojmy zobrazeni, injektivni, surjektivn{
a bijektivni zobrazeni.

Klicova slova: zobrazeni mnoziny do mnoZziny, defini¢ni obor a obor hodnot, vzor prvku a obraz
prvku, injektivni, surjektivni a bijektivni zobrazeni, slozené zobrazeni, inverzni zobrazeni

Potfebny ¢as: 150 minut.

Definice 3.1. Necht' A, B jsou libovolné neprazdné mnoziny, necht’ f je relace mezi mnozinami
A a B, kterd ma vlastnost :

ke kazdému x € A existuje jediné y € B tak, ze (z,y) € f.

Pak uspofadanou trojici (A4, B, f) nazyvame zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B.

Poznamka 3.2. Necht' (A, B, f) je zobrazeni mnoZiny A do mnoziny B. Misto (A, B, f)
budeme psat f : A — B abudeme mluvit o zobrazeni f mnoZiny A do mnoziny B. MnoZinu A
budeme nazyvat definicnim oborem zobrazeni f a mnoZinu B oborem hodnot zobrazeni f.

Misto (z,y) € f budeme psit f(z) = y, prvek y budeme nazyvat obraz prvku x (pfti
zobrazeni f) a prvek x budeme nazyvat vzor prvku y (pii zobrazeni f).

Pruvodce studiem

Zobrazeni je specidlni pripad relace mezi mnozinami A a B, kdy kazdy prvek x € A ma
pravé jeden obraz y € B.

Priklad 3.3. Jsou ddny mnoziny A = {a,b,c,d, e}, B = {u,v,w} arelace mezi nimi

01 = {(aa u), (Ca U)7 (d7 w)v (6, u)}

02 = {(a,u), (a,w), (b,v), (¢, u), (d,v), (e, )}

03 = {(a’ u)a (b7 u)a (Cv u)v (da w)a (eaw)}

Zobrazeni g3 mizZeme zapsat
03(a) = u, p3(b) = u, p3(c) = u, p3(d) = w, p3(e) = w.
Poznamka 3.4. Z ptedchoziho je zfejmé, Ze pro zadani zobrazen{ je nutné zadat :
e defini¢n{ obor A
e obor hodnot B

e predpis f, ktery kazdému prvku z A pfifazuje jediny prvek z B

01 neni zobrazeni
A — B,nebot’

b € A nemd Zddny
obraz

02 neni zobrazeni
A — B nebot’

a € A md dva
obrazy

03 je zobrazeni
A— B



Predpis f je mozno zadat riiznymi zptisoby:

Priklad3.5. 1. A=7Z,B=S, f(z) =2.xproVz € Z

2. A=N,B=7
r—3, 1<zx<L12
g(x) =< 15, r =13
z+3, x>13

Poznamka 3.6. Z definice vyplyva, ze dvé zobrazeni f : A — B, g : C — D se rovnaji ,
jestlize

1. A=C

2. B=D

3. f(x) =g(z)proVz € A

Priklad 3.7. Zobrazeni

1. A1 =R,B; =R, fi =sinz proVz € A;
2. Ay =R, By =< —-1,1>, foy =sinz proVx € Ay

3. A3 =< 3,5 >,B3=<-1,1>, f3 =sinx proVr € A3

jsou riiznd zobrazeni, i kdyZ predpisy jsou stejné.

Pruvodce studiem

1. jestlize A C Ra B C R, pak zobrazeni f : A — B se obvykle nazyva (redlnd)
funkce (jedné redlné proménné)

2. jestlize A C NaB C R, pak zobrazeni f : A — B se nazyva posloupnost

Poznamka 3.8. Systém vSech zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B oznaujeme symbolem B4;
je tedy mnoZina vSech
B4 ={f|f:A— B}. zobrazeni A — B

Jestlize mnoZina A ma n prvkii a mnoZina B s prvkii, potom mnoZina B ma s” prvki.
Definice 3.9. Necht' f : A — B je zobrazeni. Pak zobrazeni f se nazyva :
1. injektivai (prosté), jestlize kazdy prvek z mnoziny B ma pfi zobrazeni f nejvyse jeden
vZor,

2. surjektivni (zobrazeni na), jestlize kazdy prvek z mnoZiny B mad pfi zobrazeni f aspori

jeden vzor, bijektivni
N S LS . . ., Zobrazenije
3. bijektivni (vzdjemné jednoznacné), jestlize kazdy prvek z mnoZiny B ma pfi zobrazeni f injektivni
prave jeden vzor. i surjektivni
zdrovern

Poznamka 3.10. O kazdém z uvedenych typi zobrazeni je nutné mit pfesnou predstavu. Je
nutné védet, jak se dokazuje, zda dané zobrazeni je ¢i neni injektivni nebo surjektivni.
Necht'je f : A — B zobrazeni a chceme dokazat, Ze



e f je injektivni,
pak pro libovolné dva prvky ai,as € A, které jsou rdzné, tj. a; # ao, dokdZeme, Ze

fla1) # f(az2).

Neékdy je vyhodnéjsi dokazovani ekvivalentnim zpisobem, tj. vezmeme dva prvky
ay,az € A, pro které platif(ay) = f(a2)
a dokazeme, Ze a1 = a9

e f neni injektivni,
pak musime najit konkrétni dva prvky a1, as € A takové, ze a; # ag a f(a1) = f(a2).

e f je surjektivni,
vezmeme libovolny prvek b € B a najdeme k nému vzor, tj. prvek a € A takovy, Ze

f(a) =0.

e f nenf surjektivni,
pak musime v B najit konkrétni prvek, ktery pfi zobrazeni f nemd Zadny vzor

Priklad 3.11. 1. Podivame se na zobrazen{ z pfedchazejicich prikladi
e zobrazeni g3 z pf. 3.3 neni injektivn{ ani surjektivni
e zobrazeni f z pf. 3.5 je bijektivni
e zobrazeni g z pt. 3.5 je injektivni, ale neni surjektivni
e zobrazeni f; z prf. 3.7 neni injektivni ani surjektivni
e zobrazeni fy z pt. 3.7 neni injektivni, ale je surjektivni
e zobrazeni fs z pt. 3.7 je bijektivni

2. Necht' A je libovolnd neprazdnd mnoZzina. Zobrazeni id4 : A — A definované vztahem
ida(x) = x se nazyvd identické zobrazeni (identita) na mnoziné A. Identita je ziejmé
bijektivni zobrazeni.

Definice 3.12. Necht f : A — B je bijektivni zobrazeni. Definujme zobrazeni f~! : B — A
takto: pro libovolné b € B polozime f~!(b) = a, kde a € A je vzor prvku b v zobrazeni f,
f(a) = b. Zobrazeni f~! se nazyva inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

Pruvodce studiem

Inverzni zobrazeni je definované pouze pro bijektivni zobrazeni f a kazdému obrazu zobra-
zeni f pfifazuje jedinny vzor v tomto zobrazeni.

Priklad 3.13. Podivdame se na zobrazeni z pfedchézejiciho piikladu

1. Zobrazeni f : Z — S definované vztahem f(z) = 2.x pro Va € Z je bijektivni, inverzni
zobrazeni f~1 : S — Z je definovéno vztahem f~!(s) = £ pro Vs € S.

u,w md vice vzori,
v nemd Zddny vzor

napi. 10 nemd
Zddny vzor

napi.0.5 md
nekonecné mnoho
vzoru, 2 nemd
Zddny vzor

inverzni zobrazeni



Z >— < —1,1 > definované vztahem f3(z) = sin z je bijektivni,

1 < —1,1>—< =35, 5 > jedefinovdno vztahem

ce x
2. Zobrazeni f3 :< —7,
inverzni zobrazeni f;

f3 H(y) = arcsiny.

3. Identické zobrazeni id4 : A — A je bijektivni. Pro inverzni zobrazen{

idgl : A — A ziejmné plati idATl =ida. identické zobrazent
. Jje inverzni samo k
Véta 3.14. Necht'f : A — B je bijektivni zobrazeni. Pak plati sobé
1. f~1': B — A je bijektivni zobrazen,
2.(fFH =1 inverzni zobrazent
- . k inverznimu je
Diikaz. 1. Plyne pfimo z definic inverzniho a bijektivniho zobrazeni. pivodni zobrazent

2. Ziejmé (f~1)~! : A — B a podle pfedpokladu je f : A — B. Jsou si tedy rovny
defini¢ni obory a obory hodnot a stac¢i dokazat rovnost predpisa:
necht x € A libovolné anecht f(z) =y € B= fl(y)=2= () z)=y =
().

U skidddant zobrazeni

Definice 3.15. Necht f : A — B ag: B — C jsou zobrazeni. Zobrazeni go f : A — C
definované vztahem

(90 f)(x) =g(f(x)) provz € A
se nazyva sloZené zobrazeni ze zobrazeni f a g.
Véta 3.16. Necht'f: A— B, g: B— Cah :C — D jsou zobrazeni. Pak plati skldddni zobrazeni
Jje asociativni
ho(gof)=(hog)of

Diikaz. ho(go f): A— Da(hog)o f:A— D,sta¢i tedy dokdzat rovnost predpisu:
pro libovolné z € Aje (ho (g0 f))(z) = h((g o f)(x)) = h(g(f(2))) = (hog)(f(z)) =
((hog)o f)(z) O

Pruvodce studiem

Z definice sklddani zobrazeni je ziejmé, Ze sklddani zobrazeni je vlastné sklddani relaci.
Dile je zfejmé, Ze o skladani zobrazeni mluvime pouze v piipadé€, kdy defini¢ni obor
druhého zobrazeni je roven oboru hodnot prvniho zobrazeni.

Nésledujici obrazek skladani zobrazeni schematicky zachycuje.




Shrnuti

Zobrazeni je specidlni typ relace mezi mnoZinami.

Pfi zadavani zobrazeni je nutno zadat defini¢ni obor, obor hodnot a predpis, ktery kazdému
vzoru pfifadi jediny obraz.

Zobrazeni miZe byt injektivni, surjektivni nebo bijektivni.

Inverzni zobrazeni zobrazeni f je definované pro bijektivni zobrazen{ a kazdému obrazu pfifa-
zuje jedinny vzor zobrazeni f.

Zobrazeni mizeme skladat.

Pojmy k zapamatovani
e zobrazeni
e vzor a obraz
e defini¢ni obor a obor hodnot
e injektivni, surjektivni a bijektivni zobrazeni
e inverzni zobrazeni

e slozené zobrazeni

Kontrolni otazky

1. Je funkce jedné redlné proménné zobrazeni?

2. Je bijektivni zobrazeni f injektivni?

3. Miieme k zobrazeni, které je surjektivni, ale neni injektivni najit inverzni zobrazeni?
4. Existuje injektivni zobrazeni f : A x A — 24, je-liA = {a, b, ¢}?

Cviceni
1. Rozhodnéte, zda predpis f(x) = 252730

(a) mnoziny Z do mnoZiny Z,

je zobrazenim

(b) mnoZinyZ do mnoZiny Q.
2. Rozhodnéte, zda piedpis f(z) = is’f%f je zobrazenim mnoziny Z do mnoziny Q.

3. Rozhodnéte, zda zobrazeni f : N — N, kde

_Jxe+1 <6
f(x)_{x—l r>6

je injektivni a surjektivni.

4. Zadejte vyctem prvki mnozinu AP a mnozinu B4, je-li A = {a, b, c},
B ={z,y}

5. Rozhodnéte, zda zobrazeni [ : Z — 7

2.x — 2 TES
f@y_{zw—1 ¢S
je injektivni a surjektivni.
6. Rozhodnéte, zda zobrazeni f : N — N

n+1 . -
ro n liché
ﬂ@Z{ P

2
5 pro n sudé

je surjekce, injekce nebo bijekce.



f]koly k textu

1. Udejte piiklad zobrazeni f : Z — N, které je injektivni a neni surjektivni.
2. Udejte priklad zobrazeni f : Z — N, které je surjektivni a neni injektivni.
3. Udejte priklad surjektivniho zobrazeni f : N x N — 7Z.

4. Udejte piiklad injektivniho zobrazeni f : A x A — 24, je-li A = {a, b}

ReSeni
1. (a) ne
(b) ano

2. ne

3. neni injektivn{ ani surjektivni

4.
= {f1. f2, f3, fa; [5: fo, fr, f&}
fila) =z, f1(b) = =, fi(c) = = fa(a) =z, fa(b fa(e) =y
f3(a) =z, f3(b) =y, f3(c) = = a) =1y, fa(b —xf4c:a:
(b)

( ) =
(a) Y, f3( ( ) (c)
fs(a) =y, [5(b) =y, fs(c) =2 fola) =y, f6(b) =z, fs(c)
(a) =z, fr(0) =y, fr(c) =y fs(a) =y, fs(b) (c)
P ={91,92.93, 91,95, 96, 97, 98, 9o }
a  ga(x) =bga(y) =b  gs(x) =c,g3(y) = ¢
94(x) = a,94(y) =b  g5(x) =a,g5(y) =c  ge(x) =b,g6(y) = ¢

gr(x) =b,gr(y) =a  gs(x) =c,gs(y) =a  go(z) =c,go(y) =b
5. je injektivni, nenf surjektivni

_y7f8 c

6. surjekce



4 Usporadané mnoziny

Studijni cile: V této kapitole budeme studovat relaci uspotradani jako relaci na mnozing, ktera
spliiuje nékteré z diive definovanych vlastnosti.

Klicova slova: usporddani, usporddand mnoZina, linedrni uspofddéni, fetézec, minimdlni,
nejmensi, maximalni a nejveétsi prvek

Potfebny ¢as: 120 minut.

Definice 4.1. Necht' (M, o) je mnoZina s relaci, kterd je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.
Pak relace ¢ se nazyva uspordddni a (M, o) se nazyva usporddand mnoZina.

Je-li navic relace p tplnd, nazyva se linedrni uspordddni a (M, o) se nazyva linedrné uspo¥d-
dand mnoZina nebo fetézec.

Poznamka 4.2. 1. Relaci usporadani budeme v dal§im oznacovat symbolem < ( ,, mensi
nebo rovno® ).
2. Misto x < y budeme podle potieby psat y > x.

3. Pro z < y A x # y budeme pouZivat stru¢né oznaceni = < y (,, X je mensi nez y ).

Pruvodce studiem

Uvédomme si, Ze porovnédvani ¢isel podle velikosti je jen zvlaStnim piipadem této relace

Priklad 4.3.
ACAACBABCA=A=BACBANBC(C=ACC
Relace inkluze C na mnoZin& 24 je tedy relaci usporadant, (24, C ) je uspofddand mnoZina.

Priklad 4.4. Relace délitelnosti | na mnoziné pfirozenych &isel N je relaci usporddani, (N, |)  vime ze stfedni

je usporddand mnoZina. skoly

Piiklad 4.5. Relace délitelnosti | na mnoZiné celych ¢isel Z neni relaci uspofddani, protoze apr.

neni antisymetrickd. (Z, | ) neni uspofddand mnozZina. 3| — 3 A —3|3, ale
—3#3

Priklad 4.6. Na mnoziné N definujeme relaci < jako relaci uspofddéni ¢isel podle velikosti.
Potom relace < je linedrni usporddani a (N, <) je linedrn& uspofddand mnoZina. Podobné jsou

linedrné uspofddané mnoziny (Z, <), (Q, <), (R, <). v < y prdve kdy?

y-X je nezdporné
Pozndamka 4.7. Uspoiddanou mnoZinu (M, <) miZeme graficky zndzornit pomoci tzv. has-  Cislo
seovskych diagramu. Prvky mnoZiny M znazornime jako body v roviné tak, aby v pfipadé, Ze
je x < y, lezel bod x niZe nez bod y. Dva body z,y € M spojime tseckou prave tehdy, kdyz
x < y aneexistuje w € M tak, Ze x < w < .

Poznamenejme, Ze uvedend konstrukce nedefinuje jednoznaéné tvar hasseovského diagramu.
Na druhé strang, jestlize zndme hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (M, <), pak z ngj
muizeme relaci < jednoznacné urcit. MizZeme tedy zaddvat uspofddanou mnozinu hasseovskym
diagramem.

Priklad 4.8. Na nasledujicim obrazku je hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (2A, C) pro
mnoziny A = {a,b} a A = {a,b,c}.



{a.b}
{a} {b}

0
Priklad 4.9. Na obrizku jsou ¢asti hasseovskych diagrami usporddanych mnozin (N, |) a
(N, ).
8 5
4l 69 10 4
3
2 5 .7 )
1

Definice 4.10. V uspofddané mnoziné (M, <) se prvek m € M nazyva :

1. nejmensi, jestlize pro Ve € M platim < z
2. nejvétst, jestlize pro Vo € M plati z < m
3. minimdlni, jestliZe neexistuje prvek x € M s vlastnosti z < m

4. maximdlni, jestlize neexistuje prvek € M s vlastnosti m < x

Dva prvky x,y € M se nazyvaji srovnatelné, jestlize x < y nebo y < x. V opacném pripadé
se prvky z, y nazyvaji nesrovnatelné.

Pruvodce studiem

Prvek mnoZiny je minimalnim prvkem, pokud v mnoZiné neexistuje Zadny prvek mensi
neZ tento prvek. Prvek mnoZiny je maximélni prvek, pokud v mnoZiné neexistuje Zadny
prvek vétsi nez tento prvek. Minimdlni prvek nemusi byt nejmensim prvkem, stejné jako
maximalni prvek nemusi byt nejveétsim prvkem.

Priklad 4.11. (M, <) je uspofddand mnoZina zadand hasseovskym diagramem

Potom nejmensi prvek neexistuje, nejvétsim prvkem je e, minimélnimi prvky jsou a, ¢, ma-
ximdlni je prvek e. Nesrovnatelné jsou dvojice prvki a, c, resp. b, ¢, resp. d, ¢, resp. b, d.
Vsechny ostatn{ dvojice prvki jsou srovnatelné.

Véta 4.12. Necht’(M, <) je uspoFddand mnoZina, pak plati:



1.

2.

V (M, <) existuje nejvySe jeden nejmensi prvek a nejvyse jeden nejvétsi prvek.

Je-li m € M nejmensi (nejvétsi) prvek, pak m je také minimdlni (maximdlni) prvek
a Zddné dalsi minimdlni (maximdlni) prvky v uspoiddané mnoziné (M, <) neexistuji.

3. (M, <) je linedrné uspofddand prdavé tehdy, kdy? kaZdé dva prvky mnoZiny M jsou
srovnatelné.
Diikaz. 1. Necht m,m’ jsou dva nejmensi prvky v (M, <) = m < m’ (m je nejmensi)
Am' < m (m' je nejmensi) = m = m'.
Stejné dokdzeme pro nejvetsi prvek.
2. m € M je nejmensi v (M,<) anecht x € M ANz < m = m < x (protoZe m je

3.

nejmensi) = m = x = m je soucasné minimalni.

Zbyva dokézat, Ze Zaddny dalsi minim4lni prvek neexistuje; dokazujeme sporem:
Necht'm je dal$i minimalni prvek v (M, <)=m< m’ (m je nejmensi) Am’ < m (m’
je minimalni) = m = m’.

Plyne ihned z definice linedrniho uspofadéani a definice srovnatelnych prvka.

Shrnuti

Uspotddani je relace na mnoZing, kterd je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.
Linearni uspotfadani je relace uspotadani, kterd je uplna.

Hasseovské diagramy jsou grafickym zndzornénim usporfddanych mnoZin.

Pojmy k zapamatovani

uspofddand mnoZina
fetézec

hasseovsky diagram
nejmensi a minimalni prvek

nejveétsi a maximalni prvek

Kontrolni otazky

1.

ARSI

Ktery prvek je nejmensi a ktery nejvétsi v usporddané mnoziné (2A, Q)?

Jsou v usporddané mnoZiné (2A, C) nékteré dva prvky nesrovnatelné?

Wsvétli rozdil mezi minimdlnim a nejmensim prvkem usporddané mnoZiny.

Vysvétli rozdil mezi maximdlnim a nejvétsim prvkem usporddané mnoZiny.

Je mozZné, aby konecnd usporddand mnoZina méla tri minimdlni prvky a Zddny maximdlni
prvek?

Cviceni

1.

2.

Na mnoziné M = {a, b, ¢, d} je ddna relace

Ql = {(a’7 a)’ (b7 b)7 <C7 C)’ (d7 d)’ (a’7 d)’ (a7 b>7 (a7 C)’ (d7 b)’ (d7 C)}

Dokazte, Ze g; je relaci uspofddani a nakreslete hasseovsky diagram uspofddané mnoZiny
(Mv Ql)'

Uspofddand mnozina (M, p2), kde M = {a,b,c,d,e}, je zaddna hasseovskym
diagramem



Popiste relaci g2 vyctem prvkd.
3. Namnozing M = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} je definovana relace p3 takto:

2 w7

x o3y < d prirozené Cislo n tak, ze x = n.y.
Dokazte, Ze o3 je relaci usporddani a sestrojte hasseovsky diagram usporddané mnoziny

(M ) 93)-

4. Urcete nejmensi, nejvétsi, minimélni a maximdlni prvky relaci o1, 02, o3 z pfedchozich
priklada.

5. Rozhodnéte, zda ((N, p), kde relace ¢ je definovand vztahem

x oy < pocet cifer Cisla z je vétsi nebo roven poctu cifer ¢isla y
je uspofddand mnoZina.

kaoly k textu

1. Nakreslete hasseovsky diagram ctyfprvkové usporadané mnoziny, kterd ma dva maxi-
malni prvky a nemé nejmensi prvek.

2. Nakreslete hasseovsky diagram étyfprvkové usporddané mnoziny, ve které kazdy prvek
je soucasné maximalnim prvkem i minimalnim prvkem.

3. Uvedte piiklad uspofddané mnoziny (M, p), kterd obsahuje pravé dva nesrovnatelné
prvky a nema pritom zZadny maximdlni prvek ani Zddny minimdln{ prvek.

4. Uvedte piiklad mnoZiny A tak, aby uspofddand mnozina (24, C) byla linearné uspoia-

dana.
Reseni
1. 01 b c
d
a

2. 02 ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e.e),(a,c),(ae),(a,d),(b,c),(b,d),(b.e),(c.d)(ce)}
3. 03

1
2 3
4

6 9
8

4. 01 : minimalni a nejmensi a, maximalni b,c, nejveétsi nema
02 : minimdlni a,b, maximalni d,e, nejmensi a nejvétsi nema
03 : minimdlni 6,8,9, nejmensi nem4, maximdlni a nejvétsi 1

5. ne



5 Ekvivalence a rozklady

Studijni cile: V této ¢asti se studujici seznami s pojmy ekvivalence a rozklad na mnoziné
a pozn4, jak tyto pojmy spolu souvisi.

Klicova slova: ekvivalence na mnoZiné, rozklad na mnoziné, tfidy rozkladu, ekvivalence
prislusnd rozkladu, rozklad piislusny ekvivalenci

Potfebny ¢as: 150 minut.

Definice 5.1. Necht' (M, o) je mnoZina s relaci, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
Pak relace ¢ se nazyva ekvivalence na mnoziné M.

Relaci ekvivalence obvykle znac¢ime ~.

Pruvodce studiem

Ekvivalence je tedy dal$i zvlaStni piipad relace na mnoZiné€. Je to relace, ktard musi byt
reflexivni symetrickd a tranzitivni.

Priklad 5.2. Nasledujici relace

1. relace ¢ = {(m, m)|m € M} rovnosti na mnoziné M,
2. univerzalni relace M x M,
3. relace rovnobéZnosti piimek,

4. relace stejnolehlosti a podobnosti trojihelnik

jsou relace ekvivalence.

Definice 5.3. Necht' M je libovolna neprazdna mnoZina. Pak rozklad na mnoziné M je systém
M neprazdnych podmnoZin mnoZziny M, pro ktery plati

. X ,3) YEMAX #Y =XNY =10

2. U Xi=M
X;eEM

Potom prvky systému M se nazyvaji tridy rozkladu M.

Pojem rozkladu na mnoZiné si mlizeme pribliZit na obrazku, na kterém mame schematicky
zndzornén rozklad M = {U, V, W, X, Y} mnoziny M na pét tiid U, V, W, X| Y.




Pruvodce studiem

Z obrédzku a z definice je vidét, Ze rozklad na mnoZin€ je systém mnoZin, které nejsou

prazdné, Zadné dvé nemaji Zadny spolecny prvek (neprekryvaji se) a dohromady daji celou
mnozinu (nezustane zadné miste¢ko prazdné).

Poznamka 5.4. Pokud dokazujeme, 7Ze M je rozklad na M, musime dokdzat, Ze :

1. Kazda tfida rozkladu M je neprazdnou podmnoZinou mnoZiny M.
2. Dvé razné tfidy rozkladu M jsou disjunktni.
3. Sjednoceni vSech tfid rozkladu M je rovno mnoZiné M.

Priklad 5.5. Rozklad na mnoZiné celych Cisel
M={{xreZ|x < -10},{xr € Z] —10 <z < —5},{—4,-3,-2,—1,0},
{reZlz>0NzeSt{recZlx>0Nx&S}}.

Priklad 5.6. Rozklad na mnozing celych ¢isel M = {{z}| z € Z} md nekone¢né mnoho tfid,
kazda tfida obsahuje jedinny prvek

Priklad 5.7. Na mnoZiné redlnych &isel oznacime symbolem I}, interval < k, k + 1),
tzn. I, = {z € R| k <z < k+ 1}. Potom M = {I}| k € Z} je rozklad na mnoZiné redlnych
Cisel, ktery ma nekoneéné mnoho tiid a kazda tfida ma nekoneéné mnoho prvka.

Pruvodce studiem

Mezi ekvivalencemi na mnoZiné M a rozklady na mnoziné M je dzkd souvislost, jak
ukazuji nasledujici véty.

Véta 5.8. Necht’~ je relace ekvivalence na mnoziné M. Pro a € M poloZme
Xo={zeM|z~a}

Potom systém mnoZin
{X| 3Ja € M tak, ze X = X,}.

Jje rozklad na mnoziné M, ktery oznacujeme M/ ~ anazyvdme rozklad pFislusny ekvivalenci ~.

Diikaz. Dokazujeme ptesné podle definice rozkladu na mnoZziné. Je ziejmé, Ze M/ ~ je systém
neprazdnych podmnozin (a € X,) a ze |J X,(a € M) = M. Stali dokdzat, Ze je splnéna
vlastnost 1 z definice rozkladu. Necht' X, X;, € M/ ~ a necht X, N X} # (), to znamend, Ze
existuje prvek w € X, N X3. Dokdzeme, Ze potom X, = Xj. DokdZeme implikaci X, C Xj.
Implikace X, C X, se dokdZe stejné:

Nechtx € X, libovolné =z ~aANw e X, NXp=>r~aANw~bANw~a=x~b=
x € Xp. ]

md pét tiid, tri
nekonecné a dvé
konecné

kaZdy interval je
zleva uzavreny a
zprava otevieny

mnoZina prvku
ekvivalentnich s
prvkem a

Vv jedné tridé jsou
prvky spolu
ekvivalentni



Priklad 5.9. Na mnoZiné piimek M = {a, b, m,p, ¢, r} je ddnarelace ~ rovnob&znosti pfimek

a
b
K g
P
q
primky,které jsou
Rozklad pfislusny této ekvivalenci je r ovnobéZné,jsou v
Jedné tride
M/ ~= {{av b}7 {m}v {p7 4, ’I”}}
Priklad 5.10. Na mnoziné M = {a, b, c, d, e} je ddna relace
¢ ={(a,a), (a,b), (b, a), (a, ), (¢,a), (b,c), (¢, b), (b, ), (¢, ¢), (d, d), (d; e),
(e,d), (e,e)} ukazte,Ze se jednd
Rozklad pfislusny této ekvivalenci je o ekvivalenci
M/Q = {{CL, b, C}’ {d7 6}}
Priklad 5.11. Rozklad pfislusny relaci rovnosti « na mnoziné M ma4 tvar
M/v={{m}| m e M}
Rozklad pfislusny univerzalni relaci M x M na mnoZziné M ma tvar
M/M x M ={M}
Véta 5.12. Necht’ M je rozklad na mnoZiné M. Pro a,b € M poloZme prvky z jedné tiidy

Jjsou ekvivalentni
a~ b < existuje tFida X € M tak, Ze a,b € X.

Pak ~ 4 je relaci ekvivalence na M, kterou budeme nazyvat ekvivalence prislusnd rozkladu

M.

Diikaz. Dokazujeme piesné podle definice ekvivalence. Relace ~ 4 je zfejmé reflexivni a sy-
metrickd. Musime dokdzat, Ze je rovnéZ tranzitivni:

Necht' a,b,c € M, a~pb A b~ c = existuji tiidy X,Y € M takové, Zze a,c € X Ab,c €
Y=beXNY=>X=Y =a,ce X = a~pc = relace je tranzitivni. O

Priklad 5.13. Na mnoziné M = {a,b,c,d, e, f} je dan rozklad

M= {{aa b, d}a {Ca 6}, {f}}

Urcete relaci ekvivalence piisluSnou tomuto rozkladu. ekvivalence
Reseni ~p = {(a, a), (a,b), (b,a), (a,d), (d, a), (b,d), (d, ), (b,0), (d, d), (¢, ), (e,e), (c.e),  prislusnd danému
(e;0), (f, )} rozkladu
Priklad 5.14. 1. Kdyz M je libovolna neprdzdnd mnoZina a rozklad na M ma tvar

M={{m}|me M}.

Potom ekvivalence pfisluSnd tomuto rozkladu je zfejmé relace rovnosti « na mnoZziné M.

2. Necht M = { M } tj. rozklad mnoziny M, ktery ma jedinou tfidu. Pak ekvivalence
prislu$nd tomuto rozkladu je ziejmé univerzalni relace M x M.



Pruvodce studiem

Jak vidime z druhého a tietiho piikladu, mezi ekvivalencemi na mnoZin€ M a rozklady na
mnoziné M je velmi tzkd souvislost. KdyZz vyjdeme z jisté ekvivalence na mnoZiné M,
utvorime rozklad na M prislusny této ekvivalenci a potom vytvofime ekvivalenci na M
prislusnou tomuto rozkladu, dostaneme pivodni ekvivalenci, od které jsme vysli. Podobné,
kdyz za¢neme s rozkladem, dojdeme pies ekvivalenci piislusnou k nému opét k ptivodnimu
rozkladu. Néasledujici véta pfesné popisuje situaci

Véta 5.15. Necht’M je neprdzdnd mnoZina. Pak plati

1. Je-li ~ ekvivalence na M, pak M =0
2. Je-li M rozklad na M, pak M [~ = M.

Diikaz. Obé tvrzeni se opét dokazuji jako mnoZinové rovnosti, tz. dokdZeme

M/~pp CTMAMC M/~opg.

Shrnuti

Ekvivalence je relace na mnoZiné, kterd je reflexivni, symetrick4 a tranzitivni.

Rozklad na mnoZin€ je systém mnozin, které jsou neprazdné, po dvou disjunktni a jejich
sjednocenim je celd mnoZina.

K dané ekvivalenci piislusi rozklad na mnoZiné.

Danému rozkladu ptislusi ekvivalence na mnoZing.

Pojmy k zapamatovani
e rozklad na mnoZziné
e ckvivalence na mnozin¢
e rozklad pfislusny ekvivalenci

e ckvivalence pfislusna rozkladu

Kontrolni otazky
1. Wsvetlete, co je to rozklad na mnoZiné.
2. Jak souvisi pojem rozklad na mnoZziné s pojmem ekvivalence na mnoziné?

3. KdyZ vyjdeme z pevného rozkladu na dané mnoZiné, najdeme k nému ekvivalenci na
dané mnoZiné a k ni vytvorime prislusny rozklad, dostaneme piivodni rozklad na dané
mnoZiné?

4. Lze najit rozklad na mnoziné R, ktery md konecné mnoho trid, pficem? kazdd tFida
obsahuje konecné mnoho prvkii?



Cviceni

1. Namnoziné M = {p, q,r, s,t} je definovand relace

o= 1{(p,p),(q,9), (r,7),(5,8), (t,t), (p,0), (¢, ), (P, 5), (5,D), (¢, 5), (5,9) }.

Rozhodnéte, zda g je relaci ekvivalence na mnoZziné M a pokud tomu tak je, sestrojte
rozklad M/ o.

2. Namnoziné M = {u,v,w,z,y, z} je dan rozklad

R={{uw,y,z}, {v,w}, {x}}.

Urcete relaci ~5
3. Vypiste vSechny rozklady, které 1ze vytvofit na mnoziné M = {a,b,c,d}

4. Na mnoziné R je definovana relace
0o={(z,y) e Rx Rz —y e Z}.

Rozhodnéte,zda o je relaci ekvivalence na R.
5. Namnoziné M ={1, 3,7, 10, 12, 16, 19, 21, 25, 28, 30} definujeme relaci o takto:
xoy & Cisla x, y maji stejny soucet cifer.
Doka’zte, Ze o je relaci ekvivalence na M a sestrojte rozklad M/ o.

Ijkoly k textu

1. Udejte piiklad relace p na mnozing Z, ktera je soucasné ekvivalenci i usporadanim.

2. Udejte piiklad relace o na mnoZziné N, kterd je reflexivni a tranzitivni, ale neni ekvivalenci
ani usporadanim.

3. Udejte piiklad rozkladu na N, ktery md nekone¢né mnoho tfid, pFi¢emz kazda tiida
obsahuje nekone¢né mnoho prvkd.

4. Uvedte piiklad ekvivalence o na mnoziné R tak, aby rozklad R /o mél pravé 3 tiidy.

Reseni

. ano, {{p,q, s}, {r}, {t}}

2. ~vp = {(u7u)7 (Uv U)? (w’ w): (.’L‘,l’), (ya y)a (27 Z)v (uv y): ('LL, 2)7 (yvu)7 (z7u)
(y,2), (2,9), (v, w), (w,v)}

3. 01 = {{a}v {b}v {C}, {d}} 02 = {{a’ b}v {C}v {d}}a 03 = {{a’v c}7 {b}7 {d}}
04 = {{a,d}, {0}, {c}} o5 ={{b,c},{a}{d}} 06 = {{b.d},{a}, {c}}
07 = {{Cv d}7 {a}7 {b}} 08 = {{a,b}, {Cv d}} 09 = {{avc}v {bv d}}
010 = {{avd}7 {bv C}} 011 = {{aa b, C}v {d}} 012 = {{CL,C, d}a {b}}
013 = {{a7b7 d}7 {C}} 014 = {{b7 Cy d}7 {a}} 015 = {{a7 b, c, d}}

4. ano

5. {{1,10}, {3, 12, 21,30}, {7, 16, 25}, {19, 28}}

—



6 Algebraické struktury s jednou operaci

Studijni cile: V této kapitole se studujici seznami s jistymi specidlnimi typy zobrazeni, které
se nazyvaji operace a s mnozinami s témito operacemi — grupoidy.

Klicova slova: operace na mnoZzing, grupoid, pologrupa, grupa, celo¢iselnd mocnina prvku,
celociselny ndsobek prvku

Potfebny ¢as: 240 minut.

6.1 Grupoidy

Definice 6.1. Necht' GG je neprazdnd mnoZina. Pak libovolné zobrazeni G x G — G se nazyva
operace na mnoziné G. Je-li v tomto zobrazeni uspofddané dvojici (a,b) € G x G pfifazen
prvek ¢ € G , pak budeme obvykle psat a.b = ¢ a hovofit o operaci .. MnozZina G spolu
s operaci . se nazyva grupoid a oznacuje se symbolem (G, .).

Pruvodce studiem

Pojem operace vznikl zobecnénim pojmi zndmych ze stiedni Skoly — s¢itani, ndsobent,
odecitdni a d€leni Cisel. Vime, Ze vZdy libovolné uspotfddané dvojici Eisel z jisté Ciselné
mnoziny je prifazeno presné dané Cislo z téze ¢iselné mnoZiny.

Poznamka 6.2. Operace je zvlastnim piipadem zobrazeni, ale nepouZiva se symboliky pro

zobrazeni. Pouzivdme specidlnich symbolu : multiplikativni
symbolika .
e a.b = c amluvime o operaci tecka nebo o operaci nasobeni
e a + b = c amluvime o operaci plus nebo o operaci se¢itani aditivni symbolika
+

Nékdy pouzivame i jinych symboli o, %, x, A, O a podobné.

Priklad 6.3. 1. Pokud operace + je operace s¢itani &isel, (N, +), (Z, +), (Q, +), (R, +), (C,
+), jsou grupoidy.

2. Pokud operace . je operace nasobeni &isel, (N, ), (Z, ), (Q, ), (R, ), (C, .) jsou grupoidy.

3. Pokud operace - je operace odec&itéani ¢isel, (N, -) neni grupoid a (%, -), (Q, -), (R, -), (C,
-) jsou grupoidy.

4. Pokud operace / je operace déleni ¢isel (N, /), (Z, /), (Q, /), (R, /), (C, /) nejsou grupoidy.

5. pokud A je neprazdnd mnozina, (24,U) , (24,N), (24, —) jsou grupoidy.

Pruvodce studiem

Z definice je ziejmé, Ze grupoid je usporadand dvojice (G, .), kterd se skladd z mnozZiny
a operace. Rovnost dvou grupoidii tedy znamend rovnost nosnych mnozin a soucasné
rovnost operaci.

Piiklad 6.4. 1. (Z, +), (R, +) jsou rizné grupoidy. lisi se nosné
) . ) mnoZiny
2. (Z,+), (Z, .) jsou rizné grupoidy.

[is7 se operace



Definice 6.5. Necht (G, .) je grupoid. Jestlize plati

1. a.(b.c) = (a.b).c pro Va,b,c € G, pak operace . se nazyva asociativni operace a (G, .)
se nazyva asociativni grupoid nebo pologrupa.

2. a.b=b.aproVa,b € G, pak operace . se nazyva komutativni operace a (G, .) se nazyva
komutativni grupoid.
Piiklad 6.6. 1. (N, +),(Z,+),(Q,+), R, +), (C,+), (N, ), (Z, ), (@Q, ), R, ), (C, ) jsou
komutativni pologrupy.
2. (Z,-),(Q,-), (R, -), (C, -) nejsou ani komutativni ani asociativni grupoidy.
3. Necht' A je neprdzdna mnozina, (24,N), (24, U) jsou komutativni pologrupy.

4. Necht A je neprazdnd mnoZina, (24, —) neni ani komutativni ani asociativni.

Pruvodce studiem

Asociativni zdkon miZeme zobecnit pro vice Cinitelq.

Véta 6.7. Necht’(G, .) je pologrupa, necht’ay,as, ...,a, € G (n > 2). Potom soucin prvkii
a1, ag, ..., ay (v tomto poradi) nezdvisi na jejich uzdvorkovdni.

Diikaz. Dokazujeme matematickou indukei. O
Definice 6.8. Necht (G, .) je grupoid. Prvek e € G se nazyva neutrdlni prvek grupoidu (G, .),
jestlize plati
a.e=aAe.a=aproVa € G.
Véta 6.9. V grupoidu existuje nejvyse jeden neutrdlni prvek.
Diikaz. Necht (G, .) je grupoid a e, ¢’ € G jsou jeho neutrdlni prvky, Potom plati:
e.e/ = € (e je neutrélni) Ae.e’ = e (€’ je neutrélni) = ¢’ = e.
O

Priklad 6.10. 1. Grupoidy (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +) maji neutrédlni prvek 0, grupoid
(N, +) nemd zadny neutralni prvek.

2. Grupoidy (N, .), (%, .), (Q, .), (R, .), (C, .) maji neutrélni prvek 1.
3. Grupoidy (Z, -), (Q, -), (R, -), (C, -) nemaji Zadny neutralni prvek.

4. Pokud A je neprazdnd mnoZina, grupoid (24, U) m4 neutralni prvek (J, grupoid (24, N)

mé neutrdlni prvek A, grupoid (24, —) nemé zadny neutrdlni prvek.

Pruvodce studiem

V dal$im budeme mluvit v piipadé grupoidu (G, .) (multiplikativni symbolika) o ,,jednic¢ce
“ grupoidu a v piipadé grupoidu (G, +) (aditivni symbolika) o ,,nule “ grupoidu.

operace scitdni a
ndsobeni cisel jsou
komutativni a
asociativni
operace odecitdni
Cisel neni
komutativni ani
asociativni

prinik a
sjednoceni mnoZin
Jjsou komutativni a
asociativni
operace

rozdil mnoZin neni
ani komutativni ani
asociativni
operace

neutrdlni prvek



Definice 6.11. Necht' (G, .) je grupoid s jednickou e, necht a € G . Pak prvek « € G, pro ktery
plati
ar=eNz.a=ce

se nazyva inverzni prvek k prvku a v grupé (G, .).

Poznamka 6.12. KdyZ pouZzivame aditivni symboliku, tzn. (G, +) s nulou o, potom misto
o inverznim prvku k prvku a mluvime o opacném prvku k prvku a. Je to tedy takovy prvek x,
pro ktery plati

at+r=o0oANx+a=o.

Véta 6.13. V pologrupé s jednickou ke kazdému prvku existuje nejvyse jeden inverzni prvek.

Diikaz. Necht' (G, .) je pologrupa s jednickou e, necht'a € G anecht'xz, y € G jsou dvainverzni
prvky k prvku a. Podle definice je

ar=e xTa=e, ay=e, Y.a=e.

Potom je
r=z.e=x.(ay) = (x.a)y=ey=uy.

Pruvodce studiem

V multiplikativni symbolice inverzni prvek k prvku a oznacujeme a !, v aditivni symbolice
opacény prvek k prvku a oznacujeme —a.

Véta 6.14. Necht'(G, .) je pologrupa s jednickou e. Necht’a,b € G maji v (G, .) inverzni prvky
a~t, b~ L. Pak plati

1. et =e,
2. (et =a,
3 (ab)"t=b"ta L
Diikaz. 1. Plyne pifimo z definice inverzniho prvku.

2. Plyne piimo z definice inverzniho prvku.
3. Rozepsanim dostdvame
(a.b).(b e =a.(bb Ve =aeat=aal =
b ta™).(ab)=bt (a7 a)b=bteb=btb=c¢.
Prvek b~ !.a! je tedy inverznim prvkem k prvku a.b, ¢ili

(ab)t=b"ta™?

Pruvodce studiem

Operace na mnozinég jako predpis, ktery prifazuje kazdé usporadané dvojici prvkl z G jediny
prvek z G, miZe byt zaddn riznym zptsobem. Jednim z té€chto zplsobu je Cayleyho tabulka,
ve které do svislého i vodorovného zdhlavi jsou zapsany prvky mnoZiny G. Vysledek je
potom prvek v policku tabulky, ve kterém se prislusny fadek a sloupec protinaji.

inverzni prvek

inverzni prvek k
neutrdlnimu prvku
Jje neutrdlni prvek

inverzni prvek k
inverznimu prvku
Jje prvek puvodni

inverzni prvek k
soucinu prvkii je
soucin inverznich
prvkit v opacném
poradi



Priklad 6.15. Je ddna mnozina G = {a, b, c,d, e} a operace x tabulkou

x|la b ¢ d e
ala ¢ ¢ a d
blc b d b a
clc d a ¢ b
dla b ¢ d e
e|ld a b e c

Je (G, %) grupoid? Pokud ano, zjistéte, zda je asociativni a komutativni, zda ma neutralni prvek
a zda maji prvky z G inverzni prvky.

Reseni: Z tabulky je ziejmé, Ze vysledky operace mezi prvky z G jsou opét prvky z G, (G, %) je
tedy grupoid. Tabulka je symetrickd podle hlavni diagondly, grupoid je komutativni. Sice plati

(axb)xc=crxc=aNax(bxc)=a*xd=a,

ale
(axb)xe=cxe=bANax*x(bxe)=ax*a=a.

(G, *) tedy neni asociativni. Z tabulky je zfejmé, Ze prvek d je jedni¢kou grupoidu (G, x).
axe=e*xa=d bxc=cxb=d.

Plati tedy

6.2 Grupy

Pruvodce studiem

SnaZime se zobecnit naSe zkuSenosti s pocitdnim s ¢isly. Je tedy zfejme, Ze budeme pracovat
s grupoidy, které jsou asociativni, maji neutralni prvek a ke kazdému prvku existuje prvek
inverzni.

Definice 6.16. Necht (G, .) je pologrupa s jednickou, ve které ke kazdému prvku existuje
inverzni prvek. Pak (G, .) se nazyva grupa. Je-li navic operace . komutativni, pak se grupa
(G, .) nazyva abelovskd grupa .

Priklad 6.17. 1. (N, +) nenf grupa, (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +) jsou abelovské grupy.
2. (N, ), (Z, .) nejsou grupy.
3. (Q,.). (R, ). (C,.) nejsou grupy.
4. (Q-{0},.), (R-{0}, ), (C-{0}, .) jsou abelovské grupy.

|9

. (2A, U), (2A, N), (2A, —) nejsou grupy.

(@)

. (G, ) je sice grupoid s jedni¢kou d, ve kterém kazdy prvek md inverzni prvek, ale neni
asociativni. TakZe (G, %) neni grupa.

Definice 6.18. Necht (G, .) je grupoid. Rekneme, Ze
1. V (G, .) plati zdkony o délent, jestlize pro kazdé a, b € G plati

existuje x € G tak, Ze a.x = b,
existuje y € G tak, Ze ya=b.

nula nemd inverzni
prvek



2. V (G, .) plati zdkony o krdcent, jestlize pro libovolné a, b, z € G plati
a.xr=bxr=a=0b,
z.a=xb=a=0>.

Véta 6.19. Necht'(G, .) je pologrupa. Pak plati

(G, .) je grupa <= v (G, .) plati zdkony o déleni.

Diikaz. ,,= Pfedpokldddme, Ze (G, .) je grupa a dokdZeme, Ze plati zakony o d€leni. Staci
polozit z = a~1.b,y = b.a"!. Pak

a.x = a.(a"1.b) = b,

y.a=(bat).a=b.

»<" Predpokladame, Ze v pologrupé (G, .) plati zdkony o déleni a dokdZzeme, Ze (G, .) je
grupa. Musime dokdzat, Ze v (G, .) existuje neutrdlni prvek a ke kazdému prvku existuje prvek
inverzni. O

Véta 6.20. Necht'(G, .) je grupa. Pak v (G, .) plati zdkony o krdcen.

Diikaz. Necht (G, .) je grupa a necht' a, b, x € G tak, Ze x.a = x.b. Vynasobime rovnost zleva
prvkem z ! a dostaneme z~!.(x.a) = x7!.(z.b) a odtud @ = b. Stejné dokdZeme i druhou
implikaci. O

6.3 Celociselna mocnina

Definice 6.21. Necht (G, .) je grupa, necht a € G. Pak celociselnd mocnina prvku a je
definovéna takto :

a.a.....q n>0
—
n krat
a*=< e n=>0
atatl...a! n<o
—_—
n krat

Diikaz. e Kdyz(m > 0An >0)V (m =0,n libovolné) V(n = 0, m libovolné),
pak obé tvrzeni plynou piimo z definice.

e Pokud m < 0 An < 0, pak

—mkrat —n krdt (—m—n) krdt
2. (g =) H™M) =) ™)) =g T =g
e Piipady (m < 0An > 0)a(m > 0An < 0) se dokdZou podobné jako pfedchozi piipad.
O



Poznamka 6.23. Pouzijeme-li aditivniho zdpisu operace, potom misto nazvu celoc¢iselnd moc-
nina prvku a pouzijeme nazev celociselny ndsobek prvku a. Ten je definovan:

at+a+..+a n >0
n krat
n.a = 0 n=>0
(—a)+(—=a)+ ...+ (—-a) n<0
nl;;dt

Tvrzeni véty 6.22 pak maji formdlni tvar :

I. ma+na=(m+n)a
2. n.(m.a) = (n.m).a

Poznamka 6.24. Zde je zapotiebi si dat pozor na pouZité symboly, protoZe jeden symbol 1ze
pouZit ve dvou vyznamech (+ znamend jednak operaci v dané grupé a jednak secitani celych
¢isel, . znamend jednak celociselny ndsobek a jednak nasobeni celych cisel).

Shrnuti

Operace na mnoZiné G je zobrazenti, které kazdé uspofadané dvojici prvkil z G pritadi prvek z G.
Grupoid je mnoZina s operaci.

Pologrupa je asociativni grupoid.

Grupa je pologrupa s jednickou, ve které ke kazdému prvku existuje prvek inverzni.

Pojmy k zapamatovani
e operace na mnoZziné
e grupoid
e pologrupa
e grupa

celoc¢iselnd mocnina prvku

e celociselny ndsobek prvku

Kontrolni otazky
1. Vysvétli pojem grupoid.
2. Wsvétli pojem grupa.
3. Co rozumite pod pojmem celociselnd mocnina prvku?
4

. Plati ve zndmych grupdch (Z, +), (Q, +), (R, +),(C, +), (Q-{0}, .), (R-{0}, .), (C-{0},

.) zdkony o déleni a o krdceni?
5. Je mozné najit pologrupu s jednickou, ve které k nékterému prvku existuji dva prvky
inverzni?

6. Je mozné, aby v pologrupé, ve které plati zdkony o délent, neplatily zdkony o krdceni?

Cviceni
1. Jsou (S, +), (S, -), (S, .), (S, /) grupoidy ? Pokud ano, jsou to grupy ?

2. Namnoziné G = {a, b, c,d, e} je dina operace * tabulkou. Rozhodnéte, zda je grupoid
(G, %) komutanivni, asociativni a zda ma neutralni prvek.



Q6 T o|x
QU Q2 Qe
Q2 o oalT
0O @ o0 6
QL O S 2 QL
o QL0 Qo

e a

3. Je (Z,0), kde operace o je definovand vztahem x o y = x + y + 3, grupa ?

4. Dopliite tabulku operace o na mnoziné G = {z,y, z} tak, aby (G, o) byl komutativni
grupoid s jednickou.

Xy z
z Y

< Ko

Y
Z

5. Namnoziné G = {a, b, c} je dina operace * tabulkou:
*|la b c

ala b c
b|b ¢ a

clc a b
Vysetfete, zda je grupoid (G, x) komutativni grupou.

6. Je dan komutativni grupoid (G, o), kde G = {a+b.i| a,b € Z}, o je s¢itani komplexnich
¢isel. Rozhodnéte, zda (G, o) je komutativni grupou.

Ukoly k textu

1. Uvedte priklad grupoidu (G, o), G = {z, y, z}. Kolik takovych grupoidi existuje ?

2. Uvedte priklad kone¢né pologrupy, kterd nema neutrdlni prvek.

3. Udejte piiklad grupoidu (G, .) tak, Ze tento grupoid ma jednicku, ale neni pologrupou.

4. Udejte piiklad grupoidu (G, .) tak, Ze v tomto grupoidu neplati zdkony o déleni.

ResSeni

1. (S, +) je grupa, (S, -),(S, .) jsou grupoidy a nejsou grupy, (S, /) neni grupoid.

2. Operace * je komutativni, nenf asociativni, (G, x) md jedni¢ku e.

3. Ano, jednicka je &islo - 3, k prvku z je inverzni prvek (— x — 6).

4. Uloha md tii feSenf
olxX y =z o‘xyz o‘xyz
x|z y = x|z Yy w x|z Yy w
y| v =2 vy y| |y x vy Y| |v v v
z|x Yy z z|x Yy 2 z|x Yy 2

5. ano

6. Ano, neutrdlni prvek je 0, prvek opacny k prvku a + b.7 je prvek —a — b.i.



7 Podstruktury struktur s jednou operaci

Studijni cile: Pri studiu této kapitoly se studujici dozvi, co je to podgrupoid a podgrupa.

Klicova slova: mnoZina uzaviena vzhledem k operaci, podgrupoid, podgrupa, netrividlni a tri-
vidlni podgrupa

Potfebny ¢as: 180 minut.

Definice 7.1. Necht (G, .) je grupoid a necht’ H je neprazdna podmnoZina mnoZiny G. Rekneme,
Ze mnozina H je uzaviend vzhledem k operaci ., jestize plati

a,b € H libovolné = a.b € H.

Definice 7.2. Necht' (G, .) je grupoid, necht’ neprazdna podmnoZina H C G je uzaviena
vzhledem k operaci .. Pak grupoid (H, .) se nazyva podgrupoid grupoidu (G, .).

Pruvodce studiem

Podgrupoid grupoidu je neprazdnd podmnoZina grupoidu, kterd je opét grupoidem se stejnou
operaci.

Priklad 7.3. 1. grupoid (N, +) je podgrupoidem grupoidu (%, +)

2. grupoid (G, ) je dan tabulkou

O A0 T o
SIS AN SWES s R E=a
S0 Q2 Qo6
QO QL O o9
o 0O o9 Qo

QUL 0o 0 9w

Urcete vSechny jeho podgrupoidy.
Reseni: ({a},). ({0},%). ({d}, ). ({a,c},»). ({a,d}, %), ({b,d}, %), ({a,c,d},»).
({a,b,c,d}, %), ({a,b,c,d, e}, *)

Véta 7.4. Necht'(H, .) je podgrupoid grupoidu (G, .). Pak plati

1. (G, .) je asociativni = (H, .) je asociativni

2. (G, .) je komutativni = (H, .) je komutativni

3. prvek e je jednicka v (G, .) a soucasné e € H = e je jednicka v (H, .)
Diikaz. Vsechna tvrzeni plynou ihned z definice. 0
Poznamka 7.5. Zadnou implikaci v pfedchozi vété nelze obritit.
Priklad 7.6. ({a,c},*) je asociativni, ale z pfedchazejici kapitoly vime, Ze (G, ) asociativn{
neni.
Definice 7.7. Necht (G, .) je grupa, necht (H,.) je podgrupoid v (G, .), ktery je sdém grupou.
Pak (H,.) se nazyva podgrupa grupy (G, .).

Véta 7.8. Necht'(H, .) je podgrupa grupy (G, .). Pak plati :

podgrupa md
neutrdlni prvek a
ke kazdému prvku
existuje inverzni
prvek



1. jednicka grupy (H, .) je totoznd s jednickou grupy (G, .)

2. inverzni prvek k prvku h € H v podgrupé (H, .) je totoZny s inverznim prvkem k prvku h
v grupé (G, .)

Diikaz. 1. Necht ey je jedni¢ka v (H,.) a e je jednicka v (G, .), potom plati
eg.eg =eg Neg.eqg =eg = eg.eyg = efg.eq.-
Pouzitim zdkona o kraceni dostaneme ey = eg

2. Necht z znadi inverzni prvek k prvku h v (H,.) a y znadi inverzni prvek k prvku h v
(G, .), potom plati

hax=eg=egANhy=eg= hx=hy

a pouZitim zdkona o krdceni dostaneme z = y.

Pruvodce studiem

Podgrupa je tedy podgrupoid, ktery md neutrdlni prvek a ve kterém ke kazdému prvku
existuje inverzni prvek.

Poznamka 7.9. ProtoZze nemusime rozliSovat inverzni prvek k h € H v podgrupé a v celé
grupé, budeme jej v obou pifpadech oznacovat h 1.

Poznamka 7.10. Je-li (G,.) libovolnd grupa, pak ({e},.) a (G,.) jsou vidy podgrupy
grupy (G, .) a nazyvaji se trividlni podgrupy grupy (G, .). Ostatni podgrupy (pokud existuji)
se nazyvaji netrividlni podgrupy grupy (G, .)

Priklad 7.11. 1. (Z,+),(Q,+), (R, +), (C, +) jsou podgrupy grupy (C, +).
(N, +) je podgrupoid grupy (C, +).

2. (R-{0}, ), (Q-{0}, ), (C-{0}, .) jsou podgrupy grupy (C-{0}, .).
(Z-{0}, .) je podgrupoid grupy (C-{0}, .).

Pruvodce studiem

V grupé, kterd ma nekone¢né mnoho prvkl, mohou existovat jak podgrupy, které maji
nekonecné mnoho prvkd, tak podgrupy, které maji libovolny kone¢ny pocet prvku.

Véta 7.12. Necht'(G, .) je grupa, necht’H je neprdzdnd podmnoZina v G. Pak ndsledujici vyroky
Jjsou ekvivalentni

1. (H,.)je podgrupa v (G, .)
2. a,b € H libovolné = a.bc HNa ' € H
3. a,b € H libovolné = a.b™' € H

4. a,b € H libovolné = a~'.be H



Diikaz. ,,1. = 2.“ plyne z definice podgrupy
»2. = 3. zfejmé
»3. = 4. predpokladame, Ze plati tvrzeni 3. a necht’ a, b € H libovolné = podle tvrzeni 3. je

aat=ecHea'=alcHeb'=blecH

aopét podle tvrzeni 3.jea b =a"t.(b" )L c H
»4. = 1.“ predpokladame, Ze plati tvrzeni 4. a necht'a,b € H libovolné = podle tvrzeni 4. je

atla=ecHale=a'lcHab= (") becH

(H,.) je tedy podgrupoid v (G,.), ktery je asociativni (podle véty 7.4), ma jedni¢ku a ke
kazdému prvku md prvek inverzni, je tedy podgrupou grupy (G, .). O

Poznamka 7.13. Predchozi vétu pouzivime k technickému ovéfeni toho, zda v konkrétnim
piipadé (H,.) je podgrupou (G, .).

Priklad 7.14. Necht (G, .) je abelovskd grupa a necht’
H={x € Glz.x =z}

Dokazte, ze (H, .) je podgrupa grupy (G, .).
Reseni: Vezmeme libovolné dva prvky a,b € H a ukdZeme, Ze a.b~' € H. Protoze (G,.)je  Tvrzeni dokdZeme
abelovskd grupa, plati v ni komutativni a asociativni zdkony. Ty budou platit rovnéz v (H, .) podle bodu 3

N S A LA S N T L vety 7.12
(a.bY).(a.b7Y) = (@b Y).(07La) = a.(07 0 Y a=abta = (a.a) bt =ab

Shrnuti

Mnozina uzaviena vzhledem k operaci je mnoZina, ve které vysledek operace mezi prvky této
mnoZiny je opét prvkem této mnoZiny.

Podgrupoid je neprazdnd podmnozina grupoidu, kterd je uzaviend vzhledem k dané operaci.
Podgrupa je podgrupoid, ktery je grupou.

Pojmy k zapamatovani
e mnozina uzaviend vzhledem k operaci
e podgrupoid
e podgrupa

Kontrolni otazky
1. Jak vysvétlite pojem podgrupoid ?
2. Mad kaZdd grupa néjakou podgrupu ?
3. Wsvétlete, jak ovéFite, Ze podmnoZina s operaci je podgrupou dané grupy.

4. Grupa (G, .) je abelovskd. Je jeji podgrupa (H, .) rovnéZ abelovskd?

Cviceni
1. Je dan grupoid (N, +) a podmnozina H C N. Rozhodnéte, zda (H, +) je podgupoidem
grupoidu (N, +), je-li
(@) H=N-{1,3,5}

(b) H=N-{1,3,4}

2. Namnoziné G = {a, b, c,d, e} je dina operace o tabulkou



Q0o T M|o
Q@0 0 oW
ST ocao|T
> o Q ale
QU QoA
o Q0 oo

a &

e
V grupoidu (G, o) naleznéte v§echny podgrupoidy.

3. Je ddna grupa (Q, +) a neprdazdnd podmnozina H C QQ
a
H:{Q—k]an,kGN}

Je (H, +) podgrupou grupy (Q, +) ?
4. Necht' (G, .) je komutativni grupa. Oznaéme H = {a € Gla.a = e}.Je (H,.) podgrupou
grupy (G, .)?

Ukoly k textu
1. Uvedte piiklad grupoidu (G, .) s jedni¢kou e a jeho podgrupoidu (H, .), ktery
(a) nemad jednicku

(b) ma jednicku rtiznou od e

2. Uvedte piiklad dvou disjunktnich podgrup v grupé (N, .)

Reseni
1. a) ano, b) ne

2. ({b},0), ({d}, o), ({e}, o), ({b.d},0), ({b,e}, o), ({d,e}, o), ({a,b,c}, o), ({b,d,e}, o),
({a,b,c,d},0), ({a,b,c,e}, o), ({ab,c,d,e}, o)
3. ano

4. ano



8 Struktury se dv€éma operacemi

Studijni cile: V této kapitole se studujici seznami s algebraickymi strukturami se dvéma
operacemi — okruhem, oborem integrity a télesem.

Klicova slova: okruh, délitelé nuly, obor integrity, téleso

Potfebny ¢as: 180 minut.

8.1 Okruh

Definice 8.1. Necht' R je mnoZina se dvéma operacemi + a . takova, Ze plati
1. (R,+) je komutativni grupa,
2. (R,.) je pologrupa,
3. pro Va, b, c € R plati tak zvané distributivni zdkony
(a+b).c=ac+b.c

a.(b+c)=a.b+a.c.

Pak R s operacemi + a . se nazyva okruh a oznacuje se (R, +,.).

Pruvodce studiem

Zavedeny pojem je zfejmé zobecnénim béZnych struktur se dvéma operacemi, které zndme
ze stfedni Skoly. Proto také zavadime znaceni, které je stejné jako u zndmych Eiselnych
mnoZin se dvéma operacemi

1. operaci + budeme nazyvat s¢itani a operaci . ndsobeni

2. neutrdlni (nulovy) prvek grupy (R, +) se nazyva nula okruhu (R, +, .) a oznaluje se
symbolem 0

3. opacny prvek k prvku a v okruhu (R, +, .) oznacujeme —a

4. misto a + (—b) piSeme a — b

Priklad 8.2. 1. Pokud + znamena seditdni &isel, . ndsobeni &isel, potom (Z, +, .), (S, +, .),
Q.+, ), (R, +,.), (C, +,.) jsou okruhy.

2. Je (Q, ®, o), kde operace & a o jsou definované vztahy x &y = z+y, x oy = y, okruh?
Resent:

(a) (Q,®) je abelovska grupa
(b) (Q, o) je grupoid

(xoy)oz=yoz=2z zo(yoz)=yoz==z

© (zdy)oz=z2zA(x02)D(yoz)=2dz=2+2

(Q, ®, o) neni okruh

distributivni zdkon
pro ndsobent
zprava
distributivni zdkon
pro ndsobeni zleva

Jjednd o scitani
raciondlnich Cisel

vysledek operace
je opét prvek 7

(@Q,0) je

pologrupa

Neplati
distributivni zdkon



3. Namnoziné R x R definujeme operace
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) (a,b).(c,d) = (a.c,b.d)

R x R je uzavrend
pro libovolné a,b,c,d € R je (R x R, +) grupoid, ktery je asociativni a komutativni  vzhledem k operaci

a md nulovy prvek (0, 0), prvek (—a, —b) je opacny k prvku (a, b). s¢itani a ndsobeni
(R x R, +) je tedy abelovska grupa.
(R x R, .) je asociativni grupoid. s¢itdni a ndsobeni
Platnost distributivnich zdkoni plyne z platnosti distributivnich zakont pro ¢isla. c¢isel je asociativni
(R xR, +,.) je tedy okruh. a komutativni

4. Uvazujeme mnozinu RO = {(r,0)|r € R }, kde operace + a . jsou definované stejné
jakovR xR . (r1,0) + (r2,0) =
(RO, +) je grupoid, ktery je asociativni a komutativni. (r1 +172,0)
(0, 0) je nula v (RO, +) a (—r,0) je prvek opaény k (r,0).
(RO, +). je tedy .abelovsk'é grupa. (r1,0).(r2,0) =
(RO, .) je grupoid, ktery je asociativni. (r1.72,0)

Platnost distributivnich zdkonil plyne z platnosti distributivnich zakont pro Cisla.
(RO, +,.) je tedy okruh.

Véta 8.3 (pravidla pro ,,poéitani“ v okruhu). Necht’(R, +, .) je okruh, a,b,c € R libovolné.
Potom plati

1. a(b-c)=ab-a.c (a-b)c=ac-b.c
2.a0=0a=0
3. a.(-b) =(-a).b = -(a.b)
4. (-a).(-b) = a.b
Diikaz. 1.
a.(b—c) = a.(b—c)+a.c—a.c = a.((b+(—c))+c)—a.c = a.(b+(—c+c))—a.c = a.b—a.c,
druhy vztah se dokaZe podobné.

2. a.0+a.0=a.(04+0) = a.0 = a.0 + 0, pouzitim zdkona o kraceni v (R, +) dostaneme
a.0 = 0, stejné dokdZzeme 0.a = 0.

3. Uzitim l.a 2. dostaneme a.(—b) = a.(0 —b) = a.0 — a.b = 0 — a.b = —a.b, podobn&
dokdzeme (—a).b = —(a.b).

4. Uzitim 3. dostaneme (—a).(—b) = —((—a).b) = —(—a.b) = a.b.

Pruvodce studiem

Pravidla pro pocitini z pfedchdzejici véty ndm opét pfipominaji zndm4 pravidla pro pocitani
s Cisly.

Definice 8.4. Necht (R, +,.) je okruh. Je-li operace . komutativni, pak okruh (R,+,.) se
nazyvéa komutativni okruh . Jestlize pologrupa (R, .) m4 jednic¢ku, pak tato se nazyva jednickou
kruhu (R, +,.) a oznacuje se symbolem 1. Okruh (R, +, .) se pak nazyva okruh s jednickou .



Priklad 8.5. 1. Okruhy (Z ,+,.), (Q ,+,.), (R, +,.), (C, +,.) jsou komutativni okruhy
s jednickou 1.

2. Okruh (S, +, .) je komutativni okruh bez jednicky.
3. Okruh (R x R, +,.) je komutativni okruh s jednic¢kou (1, 1).
4. Okruh (R0, +,.) je komutativni okruh s jednic¢kou (1, 0).
Definice 8.6. Necht (R, +,.) je okruh a necht pro n&jakd a, b € R plati soucin nenulovych
prvkii je nula

a£0Ab#0Aab=0.

Pak prvky a, b se nazyvaji délitelé nuly.

Pruvodce studiem

Jiz ze zakladni Skoly vime, Ze ve zndmych Ciselnych mnoZinach délitelé nuly neexistuji.
Pokud je soucin dvou ¢isel nula, je aspoii jedno z téchto Cisel nula.

8.2 Obor integrity a téleso

Definice 8.7. Netrividlni komutativni okruh s jedni¢kou, ktery nema délitele nuly, se nazyva
obor integrity .

Priklad 8.8. 1. (Z,+,.),(@Q ,+, ), R ,+,.),(C,+,.)jsouobory integrity.
2. (S, +, .) neni obor integrity. nemd jednicku

3. (R xR, +,.)neni obor integrity — je sice komutativni okruh s jedni¢kou, ale

(0,1) # (0,0) A (1,0) £ (0,0) A (0,1).(1,0) = (0,0).

md délitele nuly

Jje to komutativni
okruh s jednickou,
ktery nemd délitel
Definice 8.9. Komutativni okruh (R, +,.) s vlastnosti (R — {0}, .) je grupa, se nazyva téleso. ~ uly

4. (RO, +,.) je obor integrity.

Pruvodce studiem

T€leso je tedy komutativni okruh, ktery ma jednicku a ve kterém ke kazdému nenulovému
prvku existuje prvek inverzni.

Poznamka 8.10. Z definice vyplyva nékolik fakti :

1. Kazdé téleso musi obsahovat aspoii dva razné prvky, jinak by byla R — {0} prazdna
mnoZina a (R — {0}, .) by nebyla grupa. Tyto dva prvky jsou tedy nula a jednicka.

2. Ke kazdému nenulovému prvku existuje vzhledem k operaci . jediny inverzni prvek.

3. Té€leso nema zadné délitele nuly (mnoZina nenulovych prvki je uzaviend vzhledem
k operaci ndsobent, tedy soucin nenulovych prvki je opét nenulovy prvek). Odtud plyne,
7e kazdé t€leso je oborem integrity. To vSak neplati naopak. (Z , +, .) je oborem integrity,
ale nenf télesem, protoZe (Z -{0}, .) neni grupa.



Priklad 8.11. 1. (Q,+.),[R,+,.),(C,+,.) jsou télesa.
2. (R xR, +,.) neni t&leso.

3. (RO, +,.) je téleso.

Shrnuti

Okruh je mnoZina se dvéma operacemi, kterd je pro operaci s¢itani abelovskou grupou, operaci
ndsobeni pologrupou a ob¢ operace spliuji distributivni zakony.

Délitelé nuly jsou dva nenulové prvky, jejichZ soucin je nula.

Obor integrity je komutativni okruh s jednic¢kou bez délitelt nuly.

Téleso je komutativni okruh s jedni¢kou, ve kterém ke kaZzdému nenulovému prvku existuje
prvek inverzni.

Pojmy k zapamatovani
e okruh
o délitelé nuly
e obor integrity
o téleso

Kontrolni otazky
1. Je kaZdy obor integrity okruhem ?
2. Je kaZdy obor integrity télesem ?
3. Je kaZdé téleso oborem integrity ?

4. MiiZe existovat jednoprvkové téleso ?

Cviceni
1. Je ddna mnoZina Z s operacemi &, o, které jsou definovany
rhy=x+y—3 roy=3.
Ukazte, ze (Z ,®, o) je okruh a uréete
(a) ktery prvek je nulou tohoto okruhu,
(b) ktery prvek je opacny k prvku z,
(¢) zda je okruh komutativni,
(d) zda ma okruh jednicku,
(e) zda ma okruh délitele nuly.
2. Je ddna mnoZina Q s operacemi &, o, které jsou definovany

rdy=x+y+1 roy=x+y-+z.y.
Ukazte,7e (Q , @, o) je t€lesem. Urcete
(a) ktery prvek je nulou,
(b) ktery prvek je opacny k prvku z,
(c) ktery prvek je jednickou,
(d) ktery prvek je inverzni k nenulovému prvku z.
3. UvaZzujme podmnoZinu G mnoZiny vSech komplexnich ¢&isel

G ={a+bila,beZ }.

Mnozina G se nazyva mnoZina Gaussovych celych ¢isel. Zjistéte, zda tato mnoZina je



(a) oborem integrity,

(b) télesem.

Ukoly k textu

1. Udejte priklad okruhu, ktery nema d€litele nuly a pfitom neni oborem integrity.

2. Udejte priklad okruhu, ktery je oborem integrity a neni télesem.

ReSeni
1. anoa) 3,b) —x + 6, ¢) ano, d) ne, e) ano
2. anoa)-1,b) —x —2,0)0,d)y = %
3. a) ano, b) ne



9 Podstruktury struktur se dvéma operacemi

Studijni cile: V této kapitole se studujici seznami s pojmy podokruh, podtéleso a ¢iselné téleso.

Klicova slova: podokruh okruhu, podokruh télesa, podtéleso okruhu, podtéleso télesa, ¢iselné
téleso

Potiebny ¢as: 150 minut.

9.1 Podokruhy a podtélesa
Definice 9.1. Necht' (R, +,.) je okruh, necht S je neprizdnd podmnozina v R, uzaviend
vzhledem k operacim + a . .

Je-1i (S, +, .) okruh, pak jej nazyvame podokruh okruhu (R, +,.) . Je-1i (S, +, .) téleso, pak jej
nazyvame podtéleso okruhu (R, +,.) .

V piipadé, ze (R, +, .) je téleso, hovoiime o podokruhu télesa nebo o podtélese télesa.

Pruvodce studiem

Podokruh okruhu je tedy podmnozina okruhu, kterd je sama okruhem. Podtéleso okruhu
je podmnoZina okruhu, kterd je télesem. Podokruh télesa je podmnoZina télesa, kterd je
okruhem a podtéleso télesa je podmnoZina télesa, kterd je rovnéz télesem. Podstruktury
samoziejmé musi mit stejné operace jako struktury.

Priklad 9.2. 1. (S, +, .) je podokruh okruhu (Z, +, .)
2. (RO, +,.) je podtéleso okruhu (R x R, +, .)
3. (Z, +, .) je podokruh t&€lesa (Q, +, .)

4. (Q, +, .) je podt&leso t&lesa (R, +, .)
(S,+) je podgrupa

grupy (R, +)
Pravodce studiem (S,.) je podgrupoid
grupoidu (R,.)

Je-li (S,+,.) podokruh okruhu (R, +,.), nulové prvky okruhd se rovnaji. Pro jednic¢ky
to obecné neplati. Néktery z okruhti jedni¢ku nemusi mit, pokud ji oba maji, mohou byt
jednicky rtzné.

Priklad 9.3. (R0, +,.) je podtéleso okruhu (R x R, +, .). (R0, +, .) m4 jedni¢ku (1, 0),

(R x R, +,.) md jedni¢ku (1, 1).

v tom pripadé je
(S-{0},.) podgrupa
Pruvodce studiem grupy (R-{0},.)

Je-li (S, +,.) podtéleso télesa (R, +, .), pak musi platit 1g = 1

Nisledujici véty ndm udévaji kritéria pro ovéfeni toho, zda (S, +,.) je podokruhem okruhu
nebo podtélesem télesa.



Véta 9.4. Necht’(R,+,.) je okruh, necht’S je neprdzdnd podmnoZina mnoZiny R. Potom (S, +,.)
Jje podokruh okruhu (R, +,.), prdavé kdy?Z plati

1. a,be S=a-beS (S,+) je podgrupa

ru R, +
2. a,beS=abes grupy (R, +)

0 (S,.) je podgrupoid

Diikaz. Plyne ihned z definice podokruhu. i
grupoidu (R,.)

Véta 9.5. Necht’ (R, +, .) je téleso, necht’S je alespori dvouprvkovd podmnoZina mnoZiny R.
Potom (S, +, .) je podtélesem télesa (R, +, .), prdvé kdyZ plati (S,+) je podgrupa
grupy (R, +)
1. a,beS=a-bes

X (S,.) je podgrupa
2. a,beS=abef grupy (R,.)

Diikaz. Plyne ihned z definice podtélesa. O

Priklad 9.6. Necht' (R, +, .) je okruh. Ozna¢me
S ={a € R| prokazdé z € Rplati a.x = z.a }.

Dokdzeme, Ze (.S, +, .) je podokruh okruhu (R, +, .).
Reseni: Dokazujeme podle véty 9.4. S je podmnoZina mnoZiny R. Nula patii do S, S je tedy
neprazdnd mnoZina.

a,beS=ax=xaNbzxr=uxb

(a—b)x=ax—br=za—zxb=z(a—b)=a—-beS
(a.b).x = a.(b.x) = a.(x.b) = (a.x).b = (x.a).b=x.(a.b) = abe S
(S, +,.) je tedy podokruh okruhu (R, +,.).

9.2 Ciselné téleso

Pruvodce studiem

V predchazejici kapitole jsme zavedli pojem téleso, v této kapitole pojem podtéleso. Vét-
Sinou jsme pracovali s télesy, jejichZ prvky byla ¢isla. V nésledujicich kapitolach budeme
opét pracovat s takovymi télesy, proto si zavedeme pojem c¢iselné téleso.

Definice 9.7. Necht (T, +,.) je podtélesem t&lesa komplexnich &isel (C, +, .). Potom
(T, +,.) se nazyva ciselné téleso.

Priklad 9.8. (Q, +, ), (R, +, ), (C, +, .) jsou &iselna t&lesa.

Priklad 9.9. Ozna¢me
Q(V11) = {a + b.V11| a,b € Q}.
Dokazte, ze Q(v/11, +, .) je &iselné téleso.
Reseni: DokadZeme pouZitim véty 9.5 :
MnoZina (Q(+/11) ziejmé obsahuje vice neZ jeden prvek.
Necht a + b.v/11, ¢ + d.v/11 € Q(1/11), to znamend a, b, ¢, d € Q.

(a+bN11) — (c+ dV11) = (a — ¢) + (b — d).V11 € Q(V/11),



protoze a — ¢, b — d € Q.

1 a+bV11 (a+bV11)(c—d.V11)
(a+bV11).(c+dV11)"! = rd /I et dviDe—dVD) -
a.c—11.b.d bc—a.d

= a1 T e oiie Ve Qv

protoZe
a.c—11.b.d b.c—a.d

2 —11.d* "¢ — 11.d2 €Q

Véta 9.10. Necht'(T, +, .) je libovolné Ciselné téleso. Potom plati, Ze (T, +, .) obsahuje téleso
raciondlnich Cisel (to znamend T O Q ).

Diikaz. Z definice télesa plyne, Ze musi existovat prvek a € T,a # 0. Potom ¢ =1 € T,
to znamend, Ze téleso obsahuje prvek 1. Secteme-li jedni¢ku se sebou samou libovolnékrat,
pak vysledek musi lezet v T'. To znamend, Ze téleso T' obsahuje mnoZinu vSech pfirozenych
¢isel N. a — a =0 € T a pro libovolné &islo n je —n = 0 — n € T. Téleso T tedy obsahuje
vSechna zdpornd ¢isla = Z C T. V T lezi i podil libovolnych dvou celych &isel s nenulovym
jmenovatelem, to znamend kazdé raciondlni ¢islo = Q C T.. O

Pruvodce studiem

Teleso raciondlnich ¢isel je tedy nejmensi Ciselné téleso.

Shrnuti

Podokruh okruhu je podmnoZina okruhu se stejnymi operacemi, kterd je okruhem.
Podtéleso okruhu je podmnoZina okruhu se stejnymi operacemi, kterd je télesem.
Podokruh télesa je podmnoZina télesa se stejnymi operacemi, kterd je okruhem.
Podtéleso télesa je podmnoZina télesa se stejnymi operacemi, kterd je télesem.
Ciselné t&leso je podtéleso télesa komplexnich &isel.

Nejmensi ¢iselné téleso je téleso raciondlnich &isel.

Pojmy k zapamatovani
podokruh okruhu
e podtéleso okruhu
e podokruh télesa

e podtéleso télesa

e (iselné téleso

Kontrolni otazky
1. KdyZ (S, +, .) je podokruh okruhu (R, +, .), je (S,+) podgrupa grupy (R, +) ?
2. Je (Z, +, .) Ciselné téleso ?

3. Jak zjistime, Ze (T, +, .) je Ciselné téleso ?
Cviceni
1. MnoZina M je déna vztahem
M ={a+7b|a,becZ}.

Je (M, +,.) podokruhem okruhu (Z, +, .) ?



2. Rozhodnéte, zda (T, +,.) je Ciselné téleso, jestlize + znaci obycejné s¢itani Cisel a .
obycejné nasobeni Cisel a je-li

(@) T ={a+0b2]a,bcQ}
(b) T = {a+b+2|a,becQ}

Ukoly k textu
1. Uvedte priklad okruhu, ktery nema jedni¢ku a jeho podokruhu, ktery jedni¢ku ma.
2. Uvedte priklad t€lesa, které neni ¢iselnym télesem.

3. Uvedte priklad ¢iselného t€lesa (7', +, .) takového, Ze plati Q € T' C R.

Reseni
1. ano

2. a) ne, b) ano



10 Vektorové prostory a jejich podprostory

Studijni cile: Pristudiu této kapitoly se studujici sezndmi s pojmy vektorovy prostor, podprostor
vektorového prostoru a podprostor generovany mnozinou. S t€émito pojmy budeme vice pracovat
v dalsich kapitolach.

Klicova slova: vektorovy prostor, nulovy vektor, podprostor vektorového prostoru, podprostor
generovany mnoZinou, podprostor generovany vektory, generdtory podprostoru

Poti‘ebny ¢as: 240 minut.

10.1 Vektorové prostory

Pruvodce studiem

Pojem vektoru a vektorového prostoru je jednim ze zdkladnich pojmi moderni matematiky
a vyuziva se jej nejen v fadé disciplin ryzi matematiky, ale i v mnoha aplikacich.

Definice 10.1. Necht' (V,+) je komutativni grupa, jejiZz prvky nazyvame vektory, a necht
(T, +,.) je Ciselné téleso. Necht pro kazdé &islo ¢ € T a kazdy vektor v € V je definovén
vektor t.u € V tak, Ze pro libovolné ¢, s € T a libovolné u, v € V plati:

I. t.(u+v) =tu+tuw,
2. (t+s).u=tu+ s.u,
3. (t.s).u = t.(s.u),

4. 1.u = u.

Potom V' se nazyva vektorovy prostor nad télesem T'.
Poznamka 10.2. e Nulovy prvek z (V, +) nazyvame nulovy vektor a oznaCujeme o.
e Opacny prvek k vektoru v € V nazyvame opacny vektor k vektoru u.

e Vektor t.u se nazyva soucin cislat s vektorem u

Pruvodce studiem

Z definice vektorového prostoru je ziejmé, ze pokud chceme korektné definovat néjaky
vektorovy prostor, musime
1. zadat ¢iselné téleso 7',

2. zadat mnozinu vektort V,

3. zadat, jak je definovéno sc¢itani vektort,

4. zadat, jak je definovan soucin ¢islaz 1" s vektorem z V/,
5. ovéfit, ze (V, +) je komutativni grupa,

6. ovérit, ze plati vSechny Ctyfi axiomy z definice vektorového prostoru.
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Priklad 10.3. 1. T je libovolné Ciselné téleso, n je pevné prirozené ¢islo a necht’ vektorovy prostor
TTL
" = {(21, 22, ..., Tp)| 71, T2, ..., Ty € T'}

je mnozina vSech usporadanych n-tic prvki z t€lesa 7'. Definujeme pro libovolné u =
(U1, ug, .oy tp), v = (V1,V2, ...y vp) ET"at €T

u—+v=(up + vi,uz + va, ..., Up + vVy) tau = (taug, t.ug, ..., t.uy)

kde symboly + a . na pravé stran& znamenaji se¢itini a nasobeni &isel. Rikdme, Ze
s¢itdn{ vektorl a ndsobeni ¢isla vektorem je definovano po slozkach. (77, +) je zfejmé
grupoid, ktery je asociativni a komutativni. Nulovym prvkem je vektor (0, O, ... , 0)
a opaénym vektorem k vektoru (uq,ug, ..., u,) je vektor (—uj, —ug, ..., —u,). Je tedy
(T™, +) komutativni grupa. t.u € T" pro t € T,u € T". Snadno se ovéfi tyfi axiomy
z definice. T™ je tedy vektorovym prostorem nad ¢iselnym télesem 7'. Specielné jsou

R? R3,Q? Q°, C* vektorové prostory tohoto typu.

2. T jelibovolné ¢&iselné téleso a V' = {v} je libovolnd jednoprvkovd mnozina. Definujeme
s¢itan{ vektor( a ndsobeni ¢isla a vektoru nulovy vektorovy
prostor V={o}

v+ov=mu, tv=wvproVvVteT

Potom ziejmé je (V, +) komutativni grupa a plati v§echny ¢étyfi axiomy z definice. V' je
tedy vektorovym prostorem nad Ciselnym télesem 7', nazyvame jej nulovy vektorovy
prostor (nad T'). Je to tedy vektorovy prostor, ktery obsahuje jediny vektor a to vektor
nulovy,v = o.

3. Uvazujeme mnozinu Q(v/11) = {a + b./11|a,b € Q} a &iselné t&leso T = R.
Z piedchozi kapitoly vime, ze (Q(v/11),+) je komutativni grupa. KdyZz vezmeme
napt. t = /2 € R a pocitame

V2.(a +b.V/11) = (a.V2 + b.V/2.V/11) av2,bV/2 ¢ Q

atedy v/2.(a + b.v/11) € Q(1/11) . Q(1/11) tedy neni vektorovy prostor nad &iselnym
télesem R. Snadno se presvédéime, ze (Q(1/11) je vektorovym prostorem nad &iselnym

télesem Q.

Pruvodce studiem

Mnozina vektort V' je vzdy neprazdnd. Nulovy vektor ve V' existuje jedinny a ke kazdému
vektoru existuje jedinny opa¢ny vektor. Tato tvrzeni plynou z faktu, Ze (V,+) je grupa.
Musime rozliSovat nula 0 a nulovy vektor o.

Véta 10.4 (pro pocitani s vektory). Necht’'V je vektorovy prostor nad Ciselnym télesem T
anecht't,s € T au,v € V jsou libovolné. Pak plati

1. t(u-v)=tu-ty,

2. (t-s)u=tu-s.u,

3. tu=0<=1t=0nebou=o,
4. t.(-u) = (-t).u = -(t.u).

Diikaz. Dokazeme pouzitim axiomu 1. — 4. z definice vektorového prostoru.



L. t.(u—v)=t(u+(—v))+twv—tv=t(u+(—v)+v)—tw=tu—to.
2. t—s)u=({t+(—s)u+su—su=(t+(—s)+s)u—su=tu—su.
3. ,=“Je-lit=0=0.u=(0—0).u=0.u—0.u=opodle 2.
Je-liu=0=to=t(o—o0)=to—t.o=opodlel.
L=“Nechttu=0At#0=>u=1u=(}.t)u=1.(tu) =to=o.
4. pouZijeme 1.,2.a 3.
t.(—u)=t.(o—u)=to—tu=o0—tu=—tu.
(—)u=(0—-1t)u=0u—tu=—tu.

10.2 Podprostory vektorovych prostoru

Definice 10.5. Necht' V je vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem 7'. Neprazdnd podmno-
zina W mnoziny V se nazyva podprostor vektorového prostoru V , jestlize plati:

1. u,v € W libovolné = u +v € W,

2. u e W,t €T libovolné = t.u € W.

Privodce studiem
KaZdy podprostor W vektorového prostoru V' musi vZdy obsahovat nulovy vektor

ueW0eTlT=0u=0eW

Véta 10.6. Necht’W je podprostor vektorového prostoru V nad ciselnym télesem T. Potom W je
sdm vektorovym prostorem nad télesem T.

Diikaz. Soucet dvou vektorti z W a soucin ¢isla z 1" s vektorem z W jsou definovany stejné
jako ve V. Déle necht’

u,v € Wlibovolné = (-1)w=—veW =u—v=u+(—v) e W

(W, +) je tedy podgrupou grupy (V, +), ktera je komutativni. Tedy i grupa (W, +) je komuta-
tivni. Axiomy z definice vektorového prostoru jsou ve W ziejmé splnény, protoZe jsou splnény
vcelém V. O

Poznamka 10.7. KaZzdy vektorovy prostor V' je ziejmé podprostorem sdm v sobé. Nulovy
vektorovy prostor je podprostorem vSech vektorovych prostord. Tyto dva podprostory se na-
zyvaji trividlni podprostory vektorového prostoru. VSechny ostatni podprostory vektorového
prostoru, pokud existuji, se nazyvaji netrividlni podprostory vektorového prostoru.

Priklad 10.8. 1. UvaZujeme vektorovy prostor R? a mnoZinu
Wy ={(z,0,y)|z =y, z,y € R}.
W1 je neprazdni podmnoZina R3.

(951>073/1)a (CC27 0792) € W].

(fUlaanl) + ($2707y2) = (l’]_ + 1‘2707y1 + y2) S W].

t.(xl,O,yl) = (t.$1,0,t.y1) e Wi, te R

W1 je podprostor vektorového prostoru R3.

podprostor je
uzavieny vzhledem
k danym operacim
s¢itdni vektorii a
ndsobent vektoru
Cislem

T1 =Y1, T2 = Y2

r1+x2=y1+ Y2

t.xl = t.y1



2. UvaZujeme opét vektorovy prostor R? a mnozinu
Wy = {(IE,y, Z)|LL‘ >0,z,y,z € R}
W3 je neprdzdnd podmnoZina R3.

(1,91, 21), (T2, Y2, 22) € Wo

(1,91, 21) + (22, Y2, 22) = (x1 + 22,y1 + Y2, 21 + 22) € Wa
Vezmeme t < 0,t € R

t(z1,y1,21) = (tor, tyr, t.z1) € Wa
W3 tedy neni podprostorem vektorového prostoru R3.

Véta 10.9. Necht’V je vektorovy prostor nad Ciselnym télesem T, necht’l je indexovd mnoZina
a necht’pro kazdé i € I je W; podprostor ve V. Potom (\,.; W; je podprostor ve V.

Diikaz. MnoZina(");; W; je neprdzdnd, obsahuje jisté nulovy vektor o. Musime ovéfit platnost
podminek 1. a 2. z definice podprostorii. Necht u,v € [);.; W; at € T libovolné = u,v € W;
pro Vi € I . W; jsou podprostory = u+v € Wyatu € WyproVie I = u+v € ),c.;Wia
tu € ﬂie I W; O

Pruvodce studiem

Stru¢né feceno, véta tvrdi, Ze prinikem libovolného pocétu (kone¢ného i nekonecného)
podprostort ve V' je opét podprostor ve V.
Sjednoceni podprostori ve V' nemusi byt podprostorem ve V.

Poznamka 10.10. Necht' M je libovolnd podmnoZina vektorového prostoru V' (M nemusi byt
podprostorem). Pak existuje alespoii jeden podprostor, ktery obsahuje mnoZinu M (napt. cely
prostor V' ma4 tuto vlastnost). MiZeme tedy vytvofit prinik vSech podprostorti, které obsahuji
mnozinu M. Tento prinik oznaéime [M]. Je tedy

[M] = (" Wa(W, je podprostor ve V' takovy, ze M C W, )

a plati nasledujici tvrzeni

Véta 10.11. Necht’M je libovolnd podmnoZina ve vektorovém prostoru V. Potom

1. [M] je podprostor ve V
2. [M] je nejmensi (vzhledem k C ) podprostor ve V obsahujici mnoZinu M
Diikaz. 1. Plyne pfimo z pfedchézejici véty.
2. Plyne z 1. a ze zdkladnich vlastnosti mnoZinovych prinikd.
O

Definice 10.12. Necht' M je podmnoZina ve vektorovém prostoru V' a necht W = [M] . Pak
podprostor W se nazyva podprostor generovany mnozinou M.

Je=li specielné M = {uj,ua,...,u,} pak W se nazyva podprostor generovany vektory
U1, U2, ..., Uy a vektory uy, ug, ..., u, se nazyvaji generdtory podprostoru W.

120,22 >0

r1+222>0

t.xy <O0prot <0

priinik vSech
podprostorii
prostoru 'V, které
obsahuji mnoZinu
M



Poznamka 10.13. V literatufe se podprostor generovany mnozinou M rovnéZ nazyva linedrni
obal mnoZiny M.

Shrnuti

Vektorovy prostor je komutativni grupa, jejiZ prvky vyndsobené ¢islem z daného ciselného té-
lesa davaji opét vektory z této grupy a pritom séitani vektorti a nasobeni vektoru ¢islem spliiuji
4 axiomy.

Podprostor vektorového prostoru je podmnoZina vektorového prostoru, kterd je uzaviend vzhle-
dem k operacim séitani vektorii a nasoben{ vektoru ¢islem.

Podprostor generovany mnoZinou je prinik vSech podprostord, které tuto mnoZinu obsahuji.

Pojmy k zapamatovani
e vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem
e nulovy vektor
e vektor opacny k danému vektoru
e nulovy vektorovy prostor
e podprostor vektorového prostoru
e podprostor generovany mnozZinou
e podprostor generovany vektory

e generatory podprostoru

Kontrolni otazky

1. Jak korektné definujeme vektorovy prostor?

2. Co musi splitovat podmnozina vektorového prostoru, aby byla podprostorem tohoto pro-
storu?

3. Obsahuje podprostor generovany mnoZinou M néjaky podprostor obsahujici tuto mno-
Zinu?

4. MiiZeme sestrojit vektorovy prostor nad Ciselnym télesem, ktery obsahuje pravé 8 prvkii?

Cviceni
1. Rozhodnéte, zda mnozina V' = {x € R|z > 0} s obvyklym séitdnim a ndsobenim tvoi{
vektorovy prostor.

2. Necht u, v, w jsou vektory vektorového prostoru V. Zjednoduste:
32(u—2v—w)+3(w—v)) —T(u—3v—w)

3. Je ddna mnozina &isel V = {a + b.v/3| a,b € Z}. S¢itani vektord definujeme jako
obycejné scitdni Cisel a ndsobeni ¢isla s vektorem definujeme jako obycejné ndsobeni
Cisel. Rozhodnéte, zda V je vektorovym prostorem nad &iselnym télesem QQ

4. Necht Vi,V5 jsou vektorové prostory nad Ciselnym télesem 7. Pro libovolné
(u1,u2), (v1,v2) € V1 x Vo at € T definujeme

(ul,ug) + (Ul, Uz) = (u1 + vy, ug + vg),

t.(ul, Ug) = (t.ul, t.UQ).

Je V1 x V4 vektorovy prostor?
(a) nad ¢iselnym télesem T,

(b) nad ¢iselnym télesem 7" x T



5. Rozhodnéte, zda podmnozina W C R?’, kde
W = {(3.r,—r,V3.r)| Vr € R},

je podprostorem vektorového prostoru R3.
6. Rozhodnéte, zda mnozina W = {(0,0,0,0), (1,1,1,1), (-1,-1,-1,-1)} C Q4 je podprostorem
vektorového prostoru Q4.

Ijkoly k textu

1. Uvedte piiklad vektorového prostoru nad ¢iselnym télesem, ktery obsahuje kone¢né
mnoho prvki.

2. Uvedte ptiklad podmnoziny M vektorového prostoru Q*, kterd je konecna a je podpro-
storem v Q.

3. Uvedte pifklad podmnoziny M ve vektorovém prostoru R* tak, aby M = [M].
4. Popiste vektorovy prostor C°.

5. Uvedte piiklad podprostoru W ve vektorovém prostoru Q3 tak, Ze

(1,4,2) e WA (1,1,1) ¢ W

ReSeni

ne, (V, +) neni grupa
—u + 10w

ne

a) ne, b) ano

ano

AN O e

ne



11 Linedrni zavislost a nezavislost vektoru

Studijni cile: Pfi studiu této kapitoly se studujici sezndmi s pojmy linearni kombinace vektord
a mnozina vSech linedrnich kombinaci vektorti a poznd jaky je vztah mezi mnoZinou vSech
linearnich kombinaci vektorti a podprostorem generovanym témito vektory. Pozna rovnéz, co
znamenaji pojmy linearni zavislost a nezavislost vektort.

Klicova slova: linedrni kombinace vektord, mnoZina vSech linedrnich kombinaci vektord,
linedrné zavislé vektory, linedrné nezavislé vektory

Potfebny ¢as: 210 minut.

Definice 11.1. Necht'V je vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem 7' a necht' uy, ug, ..., Uy je
konec¢na posloupnost vektort z V. Pak vektor

u=1t1.uy +ta.uo + ... +tn.up, kde ti,to,...,t, €T

se nazyva linedrni kombinace vektorii ui,us, ..., uy. MnoZina vsech linedrnich kombinaci
vektorii uy, ug, ..., Uy, se oznacuje L(ui, ug, ..., uy)

L(ul,U,Q, ,un) = {tl.ul +toug + ... + tn.un\ t1,ta,...,tn € T libovolné }

Poznamka 11.2. 1. Je mozné, aby se néktery z vektorti vyskytoval i vicekrat. Vektory
chiapeme v uvedeném potadi. L(uy, ua, ..., u,) znamend mnoZinu vsech linedrnich kom-
binaci vektord wy, ug, ..., u,. Vektori miZe byt i nekone¢né mnoho.

2. L(uy,ug, ..., u,) obsahuje vzdy kazdy z vektorQ wuy, ug, ..., Uy,

3. L(uy,us, ..., up) obsahuje vzdy nulovy vektor.

Pruvodce studiem

Jaky je vztah mezi podprostorem [uy, ug, ..., u,| generovanym vektory uj, ug, ..., Uy, a mMno-
Zinou L(uq,ug, ..., u,) viech linedrnich kombinaci vektord uy, ug, ..., u,? Na tuto otazku
ndm odpovi nésledujici véta.

Véta 11.3. Necht’V je vektorovy prostor nad iselnym télesem T a necht’uy, ua, ..., un je konecnd
posloupnost vektorii z V. Pak plati

1. L(uy,us,...,uy) je podprostor ve V.

2. [ug,ug, ..., upn] = L(ug, ug, ..., up),
to znamend, Ze podprostor generovany vektory ui,us, ..., U, je roven mnoziné vSech
linedrnich kombinaci vektorii uy, us, ..., Uy,.

Diikaz. 1. Provedeme ovéfenim definice podprostoru.

2. Budeme dokazovat mnoZinovou rovnost
Micr Wi(W; je podprostor ve VA g, ug, ..., un € W) = L(uy, ug, ..., uy).
,»C“ plyne z vlastnosti mnozinového priniku, kdyZ si uvédomime, Ze podle 1. ¢asti této
véty L(u1,ua, ..., u,) je podprostor ve V' a Ze u1, ua, ..., uy, € L(ui, ug, ..., uy).
»2% mnoZina na levé Casti inkluze je podprostor ve V, ktery obsahuje vektory
U1, U2, ..., Un. 1o Znamend, ze musi obsahovat rovnéz jejich libovolnou linedrni kombi-
naci.

O

O.Ui_l + 1.ui +
0.uj41 + ... + 0.y
o=0.u; +0.uy +
e. + 0.y



Pruvodce studiem

Vidime, Ze podprostor generovany vektory uy, ug, ..., U, a podprostor linedrnich kombinaci
vektorQ uy, ug, ..., Uy, je jedno a totéz.

Véta 11.4. Necht'V je vektorovy prostor nad Ciselnym télesem T, necht’uy, ua, ..., Uy je konecnd
posloupnost vektorii z V a necht’vy, va, ..., v € L(uy, ua, ..., uy,). Pak plati:
1. L(Ul, V2, ooy Uk) - L(ul, uz, ...

, Uy ) neboli [v1, v, ...

,’Uk} g [’U,l,UQ, ...,un],

2. [ur, ugy ey Up, V1,02, ooy V| = (U1, U2, ., Uy

Diikaz. 1. Plyne z definice podprostoru generovaného vektory wq, us, ..., u, a z 2. Casti
predchozi véty.

2. Dokazujeme opét jako mnoZinovou rovnost.
2" plyne z definice podprostoru generovaného vektory uy, ua, ..., Up.
,»C trividlng je uy, ug, ..., up € L(ug, ug, ..., uy).
Podle piedpokladu je vy, v, ..., vk € L(u1, ug, ..., Up).
Podle 1. ¢asti je pak
[U1, U2, ooy Up,y V1, V2, ooy Uk, | C (U1, Uy ooy U]

Dohromady plati dokazovand rovnost.

Pruvodce studiem

Vidime tedy, Ze kdyz pfidame ke generatorim daného podprostoru W libovolny vektor,
ktery je jejich linedrni kombinaci, dostadvame opét generatory W. KdyZ odstranime z gene-
ratord podprostoru W vektor, ktery je linedrni kombinaci zbyvajicich vektorti, dostavame
opét generatory W.

Priklad 11.5. 1. Je ddn vektorovy prostor 7" = [e1, eg, ..., €], kde
e1 = (1,0, ...,0),e2 = (0,1,...,0), ..., en = (0,0, ..., 1).
Libovolny vektor u € T™ miZeme vyjadfit ve tvaru

U = Up.€61 + U2.€2 + ... + Up.Cp.

2. R?=[(1,0), (0, DI=[(1, 2), (3, 2)I=[(0, 1), (1, 1), 2, 0)I=[(-1, 1), (1, 2), (2,1, (1, -4)].
Vidime, Ze vektorovy prostor R? mizeme generovat dvéma i vice vektory, i nekone¢né
mnoha vektory, ale nemizeme jej generovat jednim vektorem.

Definice 11.6. Necht' V' je vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem 1" a necht’ uy, ug, ..., Uy, je
konec¢na posloupnost vektorti z V. JestliZe existuji ¢isla 1, to, ..., t, € T, z nichZ aspon jedno
je rizné od nuly takova, Ze

t1.up +toug 4+ ... +tpup =0

pak fikdme, Ze vektory uj,usg, ..., U, jsou linedrné zdvislé. V opaéném piipadé fikdme, Ze
vektory jsou linedrné nezdvislé.

podprostor
generovany vektory
V1, V2, ..., Vg j€
podprostorem
podprostoru
generovaného
vektory

UL, U2, ---y Un

7 generdtori
muZeme vynechat
vektory

V1,02, ..., Vg

€1,€2, ..., €y jSOU
generdtory
vektorového
prostoru T™

kdyby (1,2) byl
generdtor, napr.
vektor (1,3)
nemuZeme urcit
pomoci vektoru
(1,2)



Privodce studiem
Definici miZeme fici i jinak: Vektory jsou linearné nezavislé, jestlize plati
tiur +toug + ... +thuy, =01t =ts =...=t, =0.

Tohoto pouzivame k praktickému zjistovani linedrni zavislosti ¢i nezavislosti vektor.
Hleddme Cisla t1, to, ..., t, tak, aby

t1.u1 +to.ug + ... + ty.uy = 0.

Kdyz t; =ty = ... = t, = 0, jsou uq, ua, ..., u, linedrné nezavislé, kdyz nékteré z Cisel
t1,ta, ..., ty je rizné od nuly, jsou vektory uq, ua, ..., U, linedrné zavislé.

Priklad 11.7. 1. Vektory ey, ea, ..., e,, které generuji vektorovy prostor 7", jsou linedrné
nezavislé. Rozepiseme-li rovnost

ti.e1 +t2.e0+ ... +th.€n =0
do soufadnic, dostaneme soustavu rovnic

t1.1 +t.0+... + tn.O =
1.0+t 1 +...+t,0 =

11.04+t0+4+...4+t,.1 = 0

a ta md pouze nulové feSeni t; = to = ... = t,, = 0.
Specielng vektory (1,0), (0, 1) generujici vektorovy prostor R? jsou linedrn& nezavislé.

2. Rovnéz vektory (1, 2), (3, 2) generujici vektorovy prostor R? jsou linedrné nezavislé.
Rozepsdnim rovnosti
tl.(l, 2) + t2.(3, 2) =o0

do soufadnic, dostaneme soustavu rovnic

1.t1 + 3.t2
2t 4+ 2.t = 0,

kterd mé opét pouze nulové feSeni t; = t2 = 0.
3. Generatory (0, 1), (1, 1), (2, 0) vektorového prostoru R? jsou linedrné zavislé, z rovnosti
t1.(0,1) + t2.(1,1) + t3.(2,0) = 0
dostaneme soustavu rovnic

0.t14+1t24+22t3 = 0
1.t + 1424023 = 0,

ktera ma nekonecné mnoho nenulovych feseni.

4. Stejnym zplisobem miiZeme ukéazat, Ze generatory

(—-1,1),(1,2),(2,1),(1,—4)

, 2. TR PRI,
vektorového prostoru IR jsou linedrné zavislé.

vektory
€1,€2, ..., En jSOU
linedrné nezdvislé

vektory (1,0), (0,1)
Jjsou linedrné
nezdvislé

vektory (1,2), (3,2)
Jjsou linedrné
nezdvislé

vektory(0,1), (1,1),
(2,0) jsou linedrné
zavislé

vektory (-1,1),
(1,2), (Zrl)’ (1»'4)
Jjsou linedrné
zavislé



Véta 11.8. Necht’ V je vektorovy prostor nad cCiselnym télesem T, necht’ k > 2 a
Uy, U2, ..., ux € V. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni

1. Vektory uy,ua, ..., ug jsou linedrné zdvislé.

2. Existuje i (1 < i < k) takové, Ze vektor u; je linedrni kombinaci zbyvajicich vektorii,
tj. vektoru
UL, Uy ooy Uj—T15 Ujt-15 -0y U+

3. Existujei (1 <1 <k ) takové, Ze
[’I,L]_,Uz, ,Uk] = [U]_,UQ, ceey Ui—1, U1, auk]

s w2

Diikaz. ,,1. = 2. Necht' uy, ug, ..., ug jsou linearné zavislé = existuji ¢isla ¢, to, ..., 1 € T,
ze kterych je alespon jedno nenulové tak, Ze

t1.u1 +to.ug + ... + . up = o.

Necht napt. t; # 0, pak dostaneme

-t ot o b o W

To znamen4, Ze vektor u; je linedrni kombinaci zbyvajicich vektort.

z Xz

»2. = 3.“ Plyne z druhé ¢asti véty 11.4.
»3. = 1.“ Necht plati 3., pak

Ui € (U1, Uy ooy Uk = [U1, Uy cvvy Wim 1y Wi 1y ooy k] = (U1, U2y ey Ui 1y Uit 1y vey U )
To znamena
Uj = P1.u1 +p2.u2 + ... + Pi—1.Ui—1 + Piy1.Ui1 + ... + Pg-Ug,
kde p; € T'. Po upravé dostaneme
p1-ul + pa.uz + oo+ pic1i—1 + (= 1)U + Pig1-Uig1 + oo+ DU = 0.

Vektory uy, us, ..., ug jsou tedy linedrné zavislé. O

Pruvodce studiem

Tvrzeni 2. z predchazejici véty zajiStuje pouze existenci vektoru, ktery lze vyjadfit jako
linearni kombinaci zbyvajicich vektorti. Nelze obecné tvrdit, Ze kazdy z linearné zavislych
vektort w1, us, ..., ug lze vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich vektora.

Piiklad 11.9. Ve vektorovém prostoru R? jsou vektory u; = (1,0),ug = (3,4), us = (3,0)
linearné zavislé, protoze plati 3.u; + 0.us — ug = o. Vektor us vSak nemtizeme vyjadfit jako
linearni kombinaci vektori u; a us.

Priklad 11.10. 1. Vime, ze vektory (0, 1), (1, 1), (2, 0) jsou linedrné zavislé, nebot’
(2,0) = —2.(0,1) + 2.(1,1).
Podobné miZeme vyjadrit
1

[(07 1), (17 1)7 (27 0)] = [(07 1)7 (17 1)] = [(07 1)7 (2, 0)] = [(17 1)7 (27 0)]

(2,0, (0,1) = (1,1) — %.(2,0).

vektor, ktery je
linedrni kombinaci
zbyvajicich
vektorii, miiZeme z
generdtori
vynechat

Vektor (2, 0 )
miiZeme vyjddrit
Jjako linedrni
kombinaci
zbyvajicich vektorii



2. Vime, 7e vektory v; = (—1,1),v3 = (1,2),v3 = (2,1),v4 = (1,—4) jsou linedrné
zavislé. MiZeme napt. vyjadfit

V3 = —V1 + Vg, vy = —2.01 — V9.

[v1, V2, v3, v4] = [v1, V2] = [v3, v4].
Véta 11.11. Necht’V je vektorovy prostor nad Ciselnym télesem T a necht’ ui,us, ..., ug je
konecnd posloupnost vektorii z V. Pak plati:
1. Obsahuje-li posloupnost uy, ua, ..., up nulovy vektor, pak je linedrné zdvisld.
2. Obsahuje-li posloupnost uy,us, ..., ug dva stejné vektory, pak je linedrné zdvisld.

3. Je-li néjakd posloupnost vybrand z posloupnosti uy,ua, ..., uy, linedrné zdvisld, pak je
také posloupnost uy, usg, ..., uy linedrné zdvisld.

4. Je-li posloupnost ui,us, ..., uy linedrné nezdvisld, pak kaZdd posloupnost z ni vybrand
Jje rovné? linedrné nezdvisld.
Diikaz. Vsechna tvrzeni plynou z definice linedrni zavislosti a predchozi véty. O

Véta 11.12 (Steinitzova véta o vymeéne). Necht'V je vektorovy prostor nad Ciselnym télesem T,
ULy eeey Up, V1, ..., Us € V. Necht’vektory uy, us, ..., u, jsou linedrné nezdvislé a necht’
u; € L(v1,...,vs5) proi =1, 2, ..., r. Potom plati:

1. r <s.
2. Pfivhodném precislovani vektorii vy, va, ..., Vs je

L(U17U27 "'7US) = L(u17u27 ceos Upy Up41, Ur4-2, "'7U8)'

Diikaz. Najdete v literatufe, napt.[Hor91] O

Shrnuti

Vektor u je linedrni kombinaci vektord up, us, ..., Uy, pokud jej miZzeme vyjadfit jako soucet
¢iselnych nasobkd téchto vektord.

Mnozina vSech linedrnich kombinaci vektort w1, ug, ..., 4, je podprostor shodny s podprosto-
rem generovanym témito vektory.

Vektory jsou linedrné zédvislé, pokud je nulovy vektor jejich linedrni kombinaci s nenulovymi
ndsobky.

Pojmy k zapamatovani

linearni kombinace vektora

e mnozina vSech linedarnich kombinaci vektora

linearné z4vislé vektory

linedrné nezévislé vektory

Kontrolni otazky
1. Co se stane, kdyZ ke generdtoriim uy, ua, ..., uy podprostoru W priddme vektor, ktery je
Jjejich linedrni kombinaci ?
2. MiiZeme vyjddrit néktery z vektorii ui,us, ..., U, jako linedrni kombinaci zbyvajicich
vektorii, pokud jsou tyto vektory linedrné nezdvislé ?

3. Co se stane, kdyZ v mnoZiné vsech linedrnich kombinaci danych vektorii nahradime
nékteré z téchto vektorii jejich linedrnimi kombinacemi ?



4. Je mozné, aby vektor u € R3 generoval jiny podprostor v R? nez vektor v/2.u?

Cviceni

1.

Zjistéte, zda vektor x je linedrni kombinaci vektort u, v, w € R*
(@ z=(1,4,-4,1),u=(1,2,-1,1),v=(2,0,1,1),w = (1,0,2,1)

(b) = =(1,4,-5,2),u=(1,3,0,1),0 = (2,-1,1,0),w = (3,1,-1,1)

2. Jsou dany vektory v = (3,1,-3),u = (1,1,1),w = (0,1, 3) z vektorového prostoru
R?. Rozhodnéte, zda v € L(u, w).
3. Rozhodnéte, zda vektory w3 = (1,2,1,2),us = (-2,1,-2,1),u3 =
(=1,1,-1,1),uq = (2,0,—1,-3),us = (—1,1,0,2) generuji vektorovy prostor R*
4. Rozhodnéte, zda vektory
vy =(2,—-1,0,-1),v3 =(2,1,-1,1)
a vektory
wy = (—2,-5,3,-5),ws = (2,—5,2,—5)
generuji tentyZ podprostor ve vektorovém prostoru R*.
5. Rozhodnéte, zda vektory
up = (1,3, -2),ue = (—1,1,2),us = (1,2, -8)
vektorového prostoru Qsjsou linedrné zavislé ¢i linedrné nezavislé.
6. Naleznéte vSechna r € R, pro kterd vektor w = (r,—1,2) lezi v podprostoru W =
[u1, ug, us] vektorového prostoru R3, je-li
up = (1,1, -2),ue = (—=1,2,1),us = (2,—1,-3).
7. Ve vektorovém prostoru R? jsou dany vektory
u=(1,1,1),v = (1,a,1),w = (2,2, a).
Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro které jsou tyto vektory linedrné zavislé a
pro které jsou linedrné nezavislé.
Ukoly k textu

1. Uvedte piiklad vektort z R, které jsou linedrné nezdvislé a generuji prostor R>.
2. Uvedte pitklad vektorii z R?, které jsou linedrn& zdvislé a generuji R>.
3. Uvedte piiklad vektorii z R?, které jsou linedrn& nezévislé a negeneruji prostor R,

4. Uvedte piiklad vektorii z R?, které jsou linedrng zavislé a negeneruji prostor R?.

ReSeni

1. a)ano, x =2u —w b) ne

2. ano, v = 3u — 2w

3. ne (napf. vektor (1,1,1,2) se nedd vyjadfit jako linedrni kombinace vektort
U1, U2, U3, Ug, Us)

4. ano (w; = 2.v7 — 3.v2, w2 = 3.01 — 2.12)

5. linearné nezavislé

6. r=-1

7. a =1V a = 2 linearn¢ zavislé

a # 1 A a # 2 linedrné nezéavislé



12 Baze a dimenze vektorovych prostoru

Studijni cile: V této kapitole se studujici seznami s pojmy baze a dimenze vektorového prostoru
a soufadnice vektoru.

Klicova slova: baze vektorového prostoru, dimenze vektorového prostoru, souradnice vektoru

Potiebny ¢as: 240 minut.

12.1 Baze vektorového prostoru

Definice 12.1. Necht' V je vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem 7'. Kone¢na posloupnost
vektord uy, U2, ..., Uy z V' se nazyva bdze vektorového prostoru V, jestlize plati :

1. vektory uy, ug, ..., u, jsou linedrné nezavislé,
2. vektory ui, ug, ..., Uy generuji vektorovy prostor V.

[ug, ug, ..., u,| = V.

Pruvodce studiem

Bazi vektorového prostoru jsou tedy vektory, které generuji tento prostor a jsou linearné
nezdvislé. Tato definice nezarucuje existenci baze a nefikd nic o poctu bazi ve V. To si
nejdfive ukdZeme na piikladech.

Jjsou linedrné

p nezdvislé a
Priklad 12.2. 1. Vektory

generuji T"
e1 = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)
jsou bazi vektorového prostoru 7.
Specielné vektory (1, 0), (0, 1) jsou bazi vektorového prostoru R2, Jjsou linedrné
. o ) 9 nezdvislé a

2. Vektory (1, 2), (3, 2) jsou bazi vektorového prostoru R”. generuji R2

Vektorovy prostor R? m4 nekonecné mnoho bzi.
3. Vektory (0, 1), (1, 1), (2, 0) nejsou bazi vektorového prostoru R2. generuji R2, ale

Jjsou linedrné

4. Vektory (-1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, -4) rovné€Z nejsou bazi vektorového prostoru R2. Zdvislé

5. Nulovy vektorovy prostor V' = {0} nema bazi.

Véta 12.3. Konecnd posloupnost vektorii uy, us, ..., U, je bdzi vektorového prostoru V prdavé
tehdy, kdyz kaZdy vektor w € V' je mozZno jedinym zpiisobem vyjddrit ve tvaru

w = t1.u1 + ta.us + ... + Ly Un, ti,ta, ..., t, € T.
Diikaz. ,,=“ Necht u1, uo, ..., u, je baze vektorového prostoru V, pak existence vyjadieni
w = t1.uy + ta.ug + ... + ty . Un, t1,to, .ty €T,
plyne z definice bdze. DokdZeme jeho jednoznacnost. Necht
w = t1.u1 + ta.ug + ... + Ly Un, w=7r1.U1 + 1r2.Us + ... + Ty Un, ti,rieT.

Potom
(t1 —r1)ur + (to —r2).ug + ... + (ty — ). Uup = 0.



Vektory uy, ug, ..., Uy jsou linedrn€ nezavislé, plati tedy pro Vi = 1,2, ..n
ti—ri=0=1t=r;.
,» <" Necht kazdy vektor se da jednoznacné vyjadfit ve tvaru
w = t1.uy + to.ug + ... + ty.Un, t1,to, ., ty €T.

Potom je
V = L(u1, ug, ...uy) = [u1, U, ..., Up].

Zbyva dokézat, Ze vektory uy, ug, ..., up jsou linedrné nezdvislé. Necht tedy
ti.u1 +to.ug + ...+t uy = 0.

Plati vsak také
0.u1 +0.ug + ... + 0.uyy, = 0.

Z jednoznacnosti vyjadfeni plyne, Ze t; = {o = ... t, = 0. To znamend, Ze vektory
U1, U2, ..., Un, jsou linedrné nezavislé. Dohromady dostdvame, Ze jsou bazi V. U

Véta 12.4. Necht'uy, us, ..., u, je bdze vektorového prostoru V. Pak plati:

1. JestiZe vy, v, ..., Un, je bdze prostoru 'V, pak je m = n.
2. JestiZe vektory wi, wa, ..., ws generuji prostor V, pak z nich Ize vybrat bdzi.

3. KaZdou konecnou posloupnost linedrné nezdvislych vektorii z V Ize doplnit na bdzi.

Diikaz. 1. Kdyz dvakrat aplikujeme Steinitzovu vétu, dostaneme n < mam <n =m =
n.

2. Podle pfedpokladu ma V' bazi = V # {o}.
Necht’ vektory wi, ws, ..., ws generuji prostor V. Alesponi jeden z nich je rizny od
nulového vektoru a miZeme je precislovat tak, Ze wy, wo, ..., w; jsou linearné nezavislé
a wi,wa, ..., w;, w; jsou linedrné zavislé pro kazdé j s vlastnosti ¢+ < j < n. Odtud
dostaneme w; € L(w1, wa, ..., w;), a tedy

V = L(wy,wa, ...,ws) C L(wy, wa, ..., w;)

Opacna inkluze je trividlni a V' = L(w1, wa, ..., w;) a vektory wi, wa, ..., w; jsou bazi
prostoru V/

3. Necht wi, wa, ..., w, jsou linedrné nezavislé vektory z V. Podle Steinitzovy véty je po
vhodném precislovani

V = L(ui,ug, ..., up) = L(Ww1, W, ., Wy, Up i1, Upy2, ..., Up)
a odtud podle 1. a 2. ¢4sti této véty dostaneme, Ze vektory
W1, W2y +eey Wy Up 415 Up425 -5 Up

jsou bazi V.

Pruvodce studiem

Prvni ¢4st véty ndm 1ikd, Ze pokud md vektorovy prostor bazi, pak vSechny baze se sklddaji
ze stejného poctu vektort. Toho pouzijeme v definici dimenze. Z druhé ¢asti véty je ziejmé,

Ze z hlediska generdtor( je baze ,,nejchudsi“. Pokud néktery z vektord baze vypustime, jiZ
vektory vektorovy prostor negeneruji.




Priklad 12.5. 1. (1,0), (0, 1)a(l,2), (3, 2) jsou dvé baze vektorového prostoru R2.

2. Vektory (0, 1), (1, 1), (2, 0) generuji vektorovy prostor R%a jsou linedrné zavislé; mizeme
z nich vybrat bazi napft. (0, 1), (1, 1).

3. Vektory (-1, 1), (1,2), (2, 1), (1, -4) generuji vektorovy prostor R?a jsou linearné zavislé;
mdZeme z nich vybrat bazi napt. (-1, 1), (1, 2).

4. Uvazujeme vektorovy prostor R3. Vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0) jsou linedrné nezavislé, ale
netvoif bazi R3.

NP2

Staci pridat jeden vektor, ktery neni jejich linedrni kombinaci napt. (1, 1, 1) a vektory
(1,0,0), (0, 1, 0), (1, 1, 1) tvofi bazi prostoru R3.

12.2 Dimenze vektorového prostoru

Definice 12.6. Necht' V' je vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem 7°. Pak

1. Je-li V nulovym vektorovym prostorem (V' = {o}), fikdme , Ze dimenze V je nula
a piSeme dim V' = 0.

2. Existuje-li baze u1,ua,...,u, prostoru V, pak fikdme, Ze dimenze V je n a piSeme
dmV = n.

3. Je-li V # {0} a nemd Zadnou bdzi, fikdme, Ze dimenze V je nekone¢no a piSeme dim
V = 0.

Vektorové prostory z 1. a 2. se nazyvaji konecnédimenziondlnt, vektorové prostory z 3. se
nazyvaji nekonecnédimenziondlni .

Piiklad 12.7. 1. dim 7" = n, specielné dim R? =2 a diim R® = 3.

2. ptikladem nekoneénédimenziondlntho prostoru je prostor vSech polynomi s redlnymi
koeficienty R[z].

V dalsim se budeme zabyvat konecnédimenziondlnimi vektorovymi prostory.

Pruvodce studiem

V praxi se ¢asto setkdvame s tlohou, zZe ve vektorovém prostoru, jehoZ dimenzi n znadme,
ovéfujeme, zda posloupnost n vektord tvori jeho bazi. V tomto pfipadé staci ovéfit pouze
jednu ze dvou podminek definice baze, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 12.8. Necht’V je vektorovy prostor nad Ciselnym télesem T, dim 'V = n (n > 1) a necht’
Uy, U2, ..., Uy je konecnd posloupnost n vektorii z V. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni

1. Vektory uy,ua, ..., u, jsou bdzi prostoru V.
2. Vektory ui,uo, ..., Uy, jsou linedrné nezdvislé.

3. Vektory uy,us, ..., u, generuji prostor V.

obé maji stejny
pocet vektori 2

z generdtori
muZeme vybrat
bazi

linedrné nezdvislé
vektory miiZeme
doplnit na bdzi



Diikaz. ,,1. = 2.“ Plyne z definice baze.

»2. = 3. Necht vektory u1, ug, ..., u, jsou linedrné nezavislé. ProtoZze dim V' = n, tak podle
predchazejici véty jsou vektory ui, ug, ..., uy bdzi V = uq,us, ..., u, generuji V.

»3. = 1. Necht uy, uo, ..., u, generuji V, ale dim V' = n a podle pfedchozi véty vektory
UL, U2, ..., Up jsOU bizi V. [

Véta 12.9. Necht’'W1, Wa jsou podprostory vektorového prostoru V. Potom plati:

1. W1 C Wy = dimWi < dimWs.
2. W1 C Wy AdimWy = dimWy = W1 = W,

Diikaz. Pokud W1 = {o} V W5 = {0}, obé tvrzeni ziejmé plati. Necht W1 # {o} AW3 # {o}
anecht ui, ug, ..., u, je baze Wi a vy, va, ..., vs je baze Wa. Jestlize W1 C Wy = u; € Wy =
L(vi,v9,...,vs),i = 1,2, ...r, pfiCemZ vektory uj, usg, ..., u, jsou linedrné nezavislé. Jsou tedy
splnény predpoklady Steinitzovy véty. Pak

1. podle Steinitzovy véty je r < s, Cili dim W7 < dim W.

2. Je-li dim Wj; = dim Wy to znamend r = s, pak opét podle Steinitzovy véty je
L(Ul, V2, ...,US) = L(UI,UQ, ...,ur), ¢ili W1 = WQ.

O]

Poznamka 12.10. Z predchozi véty plyne nékolik dilezitych vysledki :

1. Dimenze podprostoru je vZdy menS$i nebo rovna dimenzi celého prostoru.

2. Je-li podprostor W; vlastni podmnoZinou podprostoru Wy (W1 C Ws), potom je
dim W; < dim W,. NemiZe se tedy stat, aby dva podprostory stejné dimenze byly ostie
v inkluzi.

12.3 Souradnice vektoru

Pruvodce studiem

Danou bazi uy, ug, ..., u, vektorového prostoru V' chipeme jako usporddanou n—tici vek-
tord z V. Rovnost dvou bazi znamena rovnost dvou usporadanych n—tic vektorti z V. Zavisi
tedy na potadi vektort. To se ukaze v dal$im, pfi zavadéni pojmu soufadnice vektoru.

Definice 12.11. Necht uy, us, ..., u, je baze vektorového prostoru V' a necht’ vektor w € V je
vyjadfen ve tvaru

w =t1.u; +t2.u2 + ... + tn . Un, ti1,ta, ..., t, € T.

Pak ¢islo ¢; nazyvame i—tou souradnici vektoru w v bazi uy, ug, ..., U, a usporddanou n—tici
(t1,ta, ..., ty) nazyvame souradnicemi vektoru w v bazi ui, ug, ..., Uy.

Pruvodce studiem

1. Pojem soutadnice vektoru je vzdy vazan na néjakou pevnou bazi prostoru V. Ziejmé
jeden vektor md v rtiznych bazich obecné rizné soutadnice.




2. Podle véty 12.3 ma kazdy vektor w € V pfi dané bazi uq,ug, ..., u, soufadnice
v této bdazi, které jsou urCeny jednoznacné a naopak ke kazdé usporadané n-—tici
(t1,t2,...stn), t1,t2, ..., t, € T existuje jediny vektor, jehoZ soufadnice v dané bazi
jsou pravé (ti,ta, ..., tn).

3. Soufadnice vektoru mizeme psat do fadki i do sloupci.

Piiklad 12.12. Ve vektorovém prostoru R® mé v bézi e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 =
(0,1,0) vektor w soufadnice (1, -2, 3).

1. V bazi es, e3, e; vektor w ma souradnice (-2, 3, 1).

2. Mame ur¢it soufadnice vektoru w v bdzi u; = (1,1,0),us = (0,1,1),u3 = (1,0, 1)
Reseni-Rozepsanim rovnosti

(1,-2,3) = t1.(1,1,0) + £2.(0,1,1) 4 £5.(1,0,1)

do souradnic dostaneme soustavu

t1+t3 = 1
t1+ta = —2
to+1t3 = 3.

Vektor w ma tedy v bazi uj, ug, us souradnice (-2, 0, 3).
3. V bazi ug, u1, us ma vektor w souradnice (3, -2, 0).

Véta 12.13. Necht'uy, us, ..., uy, je bdze vektorového prostoru V. Necht't € T' a necht’vektor
x € V md v bdzi ui,u,...,u, souradnice (r1,T2,...,Ty) a vektor y € V md v bdzi
UL, U2, ...y Uy, SOUFadnice (Y1,Y2, .., Yn ). Potom

1. vektor x + ymd v bdzi uy,us, ..., U, souradnice
(LU]_ + Y1,T2 + Y2,y ..y T + yn)v

2. vektor t.x md v bdzi ui,us, ..., U, souradnice
(t.xy,t.zg, ... t.xy).
Diikaz. 1. Podle predpokladu je
T =2x1.U1 + T2.Ug + ... + T Up, Y = Y1.U1 + Y2.U2 + ... + Yp.Up.
Potom po tdpravé dostaneme
r+y=(r1+y1)ur+ (T2 +y2)uz + ... + (Tn + Yn)-un
a odtud jiZ plyne tvrzeni véty.

2. DokédZeme podobné.

w=ty.u1 + t2.ug +
t3.u3

tl = _27t2 =
0,t3 =3 je
FeSenim soustavy

souradnice souctu
vektorii jsou soucet
souradnic téchto
vektori

souradnice soucinu
¢isla a vektoru jsou
soucin ¢isla a
souradnic tohoto
vektoru



Shrnuti

Bazi vektorového prostoru tvori vektory, které generuji tento prostor a jsou linedrné nezavislé.
Pokud ma vektorovy prostor bazi, pak vSechny jeho baze maji stejny pocet vektoru.

Z generatorl vektorového prostoru mizeme vzdy vybrat bazi.

Dimenze vektorového prostoru je pocet vektord jeho baze.

Kazdy vektor mizeme vyjadfit jako linedarni kombinaci vektort baze.

Koeficienty této linedrni kombinace jsou soufadnice daného vektoru v dané bazi.

Pojmy k zapamatovani
e baze vektorového prostoru
e dimenze vektorového prostoru

e soufadnice vektoru v dané bazi

Kontrolni otazky

1. Jsou linedrné zdvislé vektory, které generuji vektorovy prostor, jeho bdzi?

2. Kolik vektorii md bdze vektorového prostoru V, pro ktery plati dim 'V = k?
3. Co je i-tou souradnici vektoru w v bdzi uy, us, ..., up?
4. Jsou ddny libovolné vektory u,v,w € Qz. Jsou tyto vektory linedrné nezdvislé?
5. MuZeme najit dvoudimenziondlni podprostor W ve vektorovém prostoru R* tak, ze W
obsahuje vektory (1,1,1,1), (0,1,0,0), (0,0,1,0)?
Cviceni

1. Rozhodnéte, zda vektory
Uy = (1, 1, 2),ZL2 = (—3,4, 1), uz = (5, 4, 3)

tvoii bazi vektorového prostoru R3.

2. Ve vektorovém prostoru Q4 necht je zaddn podprostor W = [wy, wa, w3, wy]
wy = (1,2,0,1),we = (0,1,2,3), w3 = (3,5,—-2,0),ws = (3,6,0,3).

Z generétorl wy, wa, w3, wy podprostoru W vyberte bazi podprostoru W.

3. Urcete vSechny hodnoty parametru a, pro které zadané vektory
v = (1,3,a),v2 = (3,2,2.a),v3 = (5,8,a)

tvoii bazi vektorového prostoru R3.

4. Ve vektorovém prostoru R* jsou dény linedrné nezévislé vektory
u; = (1,1,0,0),u2 = (0,1,1,0),us = (0,0,1,1),ug = (0,0,0,1)
Vyjadrete souradnice vektoru w = (3,2,1,0)
(a) v baziuy,uz, us, us,
(b) v bazi ug, uq, ug, us.

5. V zdvislosti na parametru a uréete dimenzi podprostoru W' = L(uy, ug, us) vektorového
prostoru R?, je-li

up = (1,1,1),us = (1,a,1),us = (2,2, a).



f]koly k textu

1. Uvedte piiklad vektord z vektorového prostoru R?, které jsou generdtory, ale nejsou
bézi vektorového prostoru R,

2. Uvedte priklad vektord z vektorového prostoru R3, které jsou linedrné nezavislé, ale
nejsou bazi vektorového prostoru R3.

3. Uvedte piiklad dvoudimenziondlniho podprostoru W ve vektorovém prostoru R* tak,
Ze podprostor W obsahuje vektor (1,0,0,1).

ReSeni
1. ano
2. wi,wo
3. viechnaa € R — {0}
4. a) (3,-1,2,-2) b) (2,3,-2,-1)
S5..a=1Va=2 dim W =2

a#1Na#2 dim W =3
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