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2 1. ÚVOD1 Úvod1.1 Ná² programovací jazykD°íve neº za£neme rozvíjet teorii vy£islitelnosti, nade�nujme si jakýsi �ná²� programovací jazyk. Pojmenujme si jejLaNET (LANguage for Evalutional Theory)1. Jazyk LaNET se skládá z t¥chto konstrukt·:� identi�kátory, kterých je nekone£ný po£et� operátory: succ (unární operátor následníka), pred (unární operátor p°edch·dce), 0 (nulární operátor, zname-nající £íslenou hodnotu 0).� relace 6=, logický binární operátor.� p°i°azení :=, které lze pouºít pouze v t¥chto typech výraz·:? X := 0? X := pred(Y)? X := succ(Y)� sekvence: begin, end s pouºitím typu begin �1;. . . ; �n end� cyklus: while, do s pouºitím typu while X6=Y do �.Z vý²e uvedené de�nice jazyka LaNET plyne, ºe umí pracovat pouze s p°irozenými £ísly. Mnoºin¥ program· tohotojazyka se °íká while-programy.Dohoda: Bude-li v programu vystupovat k prom¥nných, budeme je zna£it X1,..., Xk.1.2 Základní pojmyZ d°ív¥j²ích dob patrn¥ víme, co je to program P o k prom¥nných. Nech´ a0 je k-rozm¥rný vektor nad N. Víme, coje výpo£et programu P pro a0; taktéº víme, co znamená, ºe program diverguje (neskon£í) pro a0 a ºe program kon£ípro a0 v n krocích a výstup je an 2 Nk.De�nice 1.1j-ární sémantická funkce 'P : Nj �! N, kde P je program s k prom¥nnými, je de�nována:� Je-li k � j, je (a1; : : : ; aj) vstupní vektor pro program P , 'p(a1; : : : ; aj) je hodnota v prom¥nné X1 po skon£eníP pro vstup (a1; : : : ; aj ; 0; : : : ; 0)| {z }k .� Je-li k < j, je (a1; : : : ; aj) vstupní vektor pro program P , 'p(a1; : : : ; aj) je hodnota v prom¥nné X1 po skon£eníP pro vstup (a1; : : : ; ak).� 'p(a1; : : : ; aj) = ? (program diverguje).De�nice 1.2�ekneme, ºe funkce  : Nj �! N je (efektivn¥) vy£islitelná, je-li  = 'P pro n¥jaký program P .Churchova hypotéza:  je algoritmicky vy£islitelná () je vy£islitelná.
1Toto ozna£ení jazyka zavádí autor tohoto dokumentu. Na p°edná²kách L. Brima se z·stává u pon¥kud nepohodlného a nic ne°íkajícíhoozna£ení �ná²� jazyk.



32 Efektivní numerace program·2.1 Standardní numeraceMotivací efektivní numerace programu je pot°eba p°evád¥t programy na p°irozená £ísla a opa£n¥. Je z°ejmé, ºe to jde,nás v²ak bude zajímat, zda lze tuto numeraci zalgoritmizovat.P°evod programu na p°irozené £íslo je vcelku jednoduchý. Mám-li program, mohu jeho text zakódovat (nap°.pomocí ASCII) do osmic binárních £íslic. Z°et¥zením binárního zápisu textu programu dostanu binární zápis n¥jakéhop°irozeného £ísla.Opa£ný sm¥r lze provést nap°íklad takto: Máme p°irozené £íslo n, které zapí²eme v binární soustav¥. Pokud po£etcifer binárního rozvoje £ísla n není d¥litelý osmi, p°i°adíme takovému £íslu n program �prázdné� funkce, nap°:begin while x=x do x:=x endPokud je po£et cifer binárního rozvoje £ísla n d¥litelný osmi, rozd¥lím jej na osmice a ty v n¥jakém p°edem známémkódu (nap°. ASCII) p°evedu na text. Tento získaný text je bu¤ programem jazyka LaNET a pak je to hledaný programPn, nebo to není program jazyka LaNET a £íslu n p°i°adím program prázdné funkce.Oba tyto p°evody jsou jednozna£né.De�nice 2.1P°evod·m mezi programy a p°irozenými £ísly (nap°. jak jsou uvedeny vý²e) se °íká aritmetizace syntaxe. Podobn¥kódování matematických formulí se °íká Gödelizace.De�nice 2.2 Numerace vy£islitelných funkcíNech´ máme se°azení v²ech program· pevné arity j do posloupnosti P0; P1; : : :. Touto posloupností je de�novánataké posloupnost vy£islitelných funkcí 'P0 ; 'P1 ; : : : vy£islovaných p°íslu²nými programy. Takové posloupnosti se °íkánumerace vy£islitelných funkcí. Standardní numerace vy£islitelných funkcí arity 1 je posloupnost funkcí '0; '1; : : :.Jiný p°íklad kódování program· do p°irozených £ísel:� [begin end] �! 1� [xi := 0] �! 2i� [xi := succ(xj)] �! 3i � 5j� [xi := pred(xj)] �! 7i � 11j� [while xi = xj do �] �! 13i � 17j � 19[�]� [begin �1; : : : ; �n end] �! pr(8)[�1] � � � pr(7 + n)[�n], kde pr(i) je i-té liché prvo£íslo.2.2 Halting problemDe�nice 2.3Problém zastavení (Halting problem) je rozhodnutí, zda program, vy£islující vy£islitelnou funkci, zastaví pro jejívlastní index. Problém zastavení je jinými slovy funkce:f(i) = � 1 'i(i) je def0 jinakV¥ta 2.4Halting problem nelze algoritmicky rozhodnout. Jinými slovy funce f není vy£islitelná.D·kaz: povedeme sporem. P°edpokládejme, ºe f je vy£islitelná programem HALT. Nyní si nade�nujme funkci  takto: (i) = � ? f(i) = 11 f(i) = 0Funkce  je samoz°ejm¥ vy£islitelná, nap°. programem PSI:



4 2. EFEKTIVNÍ NUMERACE PROGRAM�begin while HALT(X1) = 1 do X1 := X1; X1 := 1; endJelikoº  je vy£islitelná funkce, existuje index e takový, ºe  = 'e. Potom hodnota  (e) bude taková: (e) = � ?  (e) je def1 jinak�ímº jsme obdrºeli kýºený spor. Program HALT proto neexistuje a tím pádem funkce f není vy£islitelná a Haltingproblem je nerozhodnutelný. 22.3 V¥ta o numeraciV¥ta 2.5 O numeraci (O univerzální funkci)Pro 8j � 1 existuje vy£islitelná funkce � : Nj+1 �! N taková, ºe pro 8e 2 N, 8(a1; : : : ; aj) 2 Nj platí�(e; a1; : : : ; aj) = 'e(a1; : : : ; aj). Funkce � se nazývá univerzální funkce pro standardní numeraci j-árních vy£islitelných funkcí.D·kaz: D·kazem nám bude sta£it ná£rt programu, který vy£isluje funkci �:1. Podle hodnoty e prom¥nné X1 nalezneme (zkonstruujeme nap°. pomocí aritmetizace syntaxe) p°íslu²ný programPe.2. Simulujeme £innost programu Pe na základ¥ jeho textu.3. Do prom¥nné X1 p°i°adíme odpovídající výsledek. 2Tvrzení 2.1Pro 8j � 1 existuje p°irozené £íslo r a totální vy£islitelná funkce redukce red : N �! N taková, ºe platí:1. '(j)e = '(j)red(e)2. Program Pred(e) pouºívá j + r prom¥nných.D·kaz: spo£ívá v kódování vektor·. Nap°íklad v²echny vektory z N2, uloºené v této matici nekone£ného °ádu:0BBB@ (0; 0) (0; 1) (0; 2) � � �(1; 0) (1; 1) (1; 2) � � �(2; 0) (2; 1) (2; 2) � � �... ... ... . . . 1CCCAlze zakódovat po diagonálách do matice téhoº °ádu:0BBB@ 0 2 5 � � �1 4 8 � � �3 7 12 � � �... ... ... . . . 1CCCAZde jsme uºili kódovací funkce �(i; j) = 12 (i+ j)(i+ j +1)+ i, která se nazývá párující funkce. Párující funkce � i jejíprojekce �1 a �2 jsou samoz°ejm¥ vy£islitelné funkce.Tímto zp·sobem lze ukládat hodnoty dvou prom¥nných pouze do jedné prom¥nné a indukcí dostáváme poºadovanétvrzení. 2



2.4 V¥ta o parametrizaci 52.4 V¥ta o parametrizaciNyní nás bude zajímat tento problém: M¥jme funkci f(x; y), u níº zablokujeme argument x na n¥jaké konstant¥ c.Pak funkce g(y) = f(c; y) vznikla parametrizací prvního argumentu funkce f .V¥ta 2.6 O parametrizaci (SMN-v¥ta)Existuje totální vy£islitelná funkce smn : Nm+1 �! N taková, ºe platí:'(n)smn (i;y1;:::;ym)(z1; : : : ; zn) = '(m+n)i (y1; : : : ; ym; z1; : : : ; zn)D·kaz: Nech´ máme n¥jakou vy£islitelnou funkci 'i a ji vy£islující program Pi. Dále nech´ máme program Q:begin Xm+n := Xn; ...; Xm+1 := X1; X1 := y1; ...; Xn := yn; end;Tento program nám p°etransformuje vektor (z1; : : : ; zn; 0; : : : ; 0) do vektoru (y1; : : : ; ym; z1; : : : ; zn), kde y1; : : : ; ymjsou konstanty. Program P 0i je pak:begin Q; Pi; endTento program vy£isluje funkci '(n)smn (i;y1;:::;ym)(z1; : : : ; zn), £ímº jsme dokázali vy£islitelnost této funkce.Nech´ i0 je index programu P 0i . Pak i0 = smn (i; y1; : : : ; yn). Program P 0i umím napsat kdykoli, to znamená, ºe funkcesmn je totální. S odvoláním na hypotézu pana Churche, ºe umím pro libovolná m, n napsat program Q, je funkce svy£islitelná. 2Na záv¥r je²t¥ poznamenejme, ºe obdobné tvrzení platí i o skládání funkcí (sekvenci program·).2.5 Totální numeraceDe�nice 2.7Numerace � mnoºiny S je surjektivní funkce � : N �! S.De�nice 2.8 Programovací jazykNech´ Pj je mnoºina v²ech j-árních vy£islitelných funkcí. Dvojici L = (TP; '0) nazveme programovacím jazykempro P1, kde N � TP je mnoºina program· a '0 je totální numerace mnoºiny P1. TP nazýváme syntax a '0 sémantikaprogramovacího jazyka2.V odstavci 2.1 jsme zkonstruovali L = (N; '). Programovací systémy lze uspo°ádat: nap°. nech´ '00; '01; : : : jsoufunkce vy£islitelné kone£nými automaty a nech´ '000 ; '001 ; : : : jsou funkce vy£islitelné Turingovými stroji. Pak ke kaºdéfunkci '0n lze najít funkci '00m takovou, ºe '0n = '00m. Opa£n¥ toto tvrzení neplatí. Z toho tedy plyne, ºe Turingovystroje jsou siln¥j²í neº kone£né automaty. Podobn¥ lze zat°ídit v²echny programové systémy.De�nice 2.9Nech´ máme �1, �2 resp. S1, S2. �ekneme, ºe �1 se redukuje na �2 (zapí²eme �1 � �2), jestliºe existuje vy£islitelnáfunkce r 2 P1 taková, ºe pro 8i 2 <(�1) 3 platí: �1(i) = �2(r(i)). �ekneme, ºe �1 a �2 jsou ekvivalentní numerace(�1 � �2) () �1 � �2 ^ �1 � �2.V¥ta 2.10Nech´  ,  0 jsou totální numerace mnoºiny P1. Pak:1. Jestliºe  spl¬uje v¥tu o numeraci a  0 spl¬uje v¥tu o parametrizaci, pak  se redukuje na  0 ( �  0).2.  �  0 ()  spl¬uje ob¥ tyto v¥ty sou£asn¥.D·kaz: D·kaz není uveden. 2De�nice 2.11Numerace  mnoºiny P1 se nazývá efektivní (p°ípustná), jestliºe  � '.Teze: Numerace  je intuitivn¥ efektivní () je efektivní.2w 2 TP () '0(w) 2 P13< je de�ni£ní obor (range), = je obor hodnot (image).



6 3. NEROZHODNUTELNÉ PROBLÉMY3 Nerozhodnutelné problémyV¥ta 3.1Existuje totální funkce f : N �! N, která není vy£islitelná.D·kaz: Uvaºujme numeraci (ne nutn¥ efektivní) v²ech vy£islitelných totálních funkcí N �! N takto: mám '0; '1; : : :a konstruuji posloupnost f1; f2; : : : totálních vy£islitelných funkcí tak, ºe fn+1 je první totální 'j po fn. Máme tedyposloupnost totálních vy£islitelných funkcí.Nyní de�nujme totální funkci f : N �! N takto: f(i) = fi(i) + 1. Funkce f je samoz°ejm¥ totální, ale od kaºdétotální vy£islitelné funkce se li²í =) funkce f není vy£islitelná. 2V¥ta 3.2. Nech´ f0; f1; : : : je efektivní numerace, ve které fi jsou totální vy£islitelné funkce N �! N. Pak existuje totálnívy£islitelná funkce f : N �! N, která není v této numeraci. To znamená, ºe neexistuje efektivní numerace v²echtotálních vy£islitelných funkcí.D·kaz: Existuje totální vy£islitelná funkce g : N �! N taková, ºe fi = 'g(i). De�nujeme funkci f : N �! N tak, ºef(i) = fi(i) + 1. Funkce f je totální vy£islitelná funkce, vy£isluje ji nap°. program:begin X2 := g(X1); X1 := �(X2,X1); X1 := succ(X1); endTím je v¥ta dokázána. 23.1 Problém totálnostiV¥ta 3.3Problém totálnosti vy£islitelných funkcí je nerozhodnutelný. Jinými slovy neexistuje algoritmus, který pro danýindex i rozhodne, zda je vy£islitelná funkce 'i : N �! N totální.D·kaz: Uvaºujme totální funkci total(i), která nabývá hodnoty 1 je-li funkce 'i totální a hodnoty 0 v opa£ném p°ípad¥.Musíme ukázat, ºe funkce total není vy£islitelná. To dokáºeme sporem.P°edpokládejme, ºe total je vy£islitelná. Pak m·ºeme de�novat funkci g : N �! N, tak ºe g(0) je nejmen²í itakové, ºe total(i) = 1, . . . g(n + 1) je nejmen²í i takové, ºe i > g(n) a total(i) = 1. Tedy g je numerace totálníchvy£islitelných funkcí a je vy£islitelná nap°íklad programem:beginX2 := succ(X1);X1 := 0;while X2 != 0 dobeginwhile total(X1) = 0 do X1 := succ(X1);X2 := pred(X2);X1 := succ(X1);end;X1 := pred(X1);end;Tím jsme dostali posloupnost 'g(0); 'g(1); : : :, coº je efektivní numerace v²ech totálních vy£islitelných funkcí.To je samoz°ejm¥ spor s v¥tou 3.2. 23.2 Problém veri�kaceV¥ta 3.4Problém veri�kace je nerozhodnutelný. Jinými slovy neumím rozhodnout, zda daný program po£ítá danou funkci.



3.3 Problém ekvivalence 7D·kaz: M·ºeme �redukovat� na problém veri�kace identity. Nech´ funkce e(i) nabývá hodnoty 1, je-li funkce 'iidentitou, a hodnoty 0 v opa£ném p°ípad¥. Musíme dokázat, ºe e není vy£islitelná.To dokáºeme tak, ºe redukujeme problém totálnosti na problém veri�kace a dojdeme k záv¥ru, ºe pokud bychomum¥li rozhodnout veri�kaci, um¥li bychom rozhodnout také totálnost.Redukci provedeme nalezením vy£islitelné funkce g takové, pro niº platí, ºe 'i je totální () 'g(i) je identita.M¥jme tedy program Pg(i):begin X2 := �(i,X1) endJe z°ejmé, ºe funkce g je vy£islitelná. Program Pg(i) vy£isluje funkci 'g(i), která vypadá takto:'g(i)(j) = � j if 'i(j) is total? elseTedy 'g(i) je identita tehdy a jen tehdy, je-li 'i totální. 23.3 Problém ekvivalenceV¥ta 3.5Problém ekvivalence je nerozhodnutelný. Jinými slovy neexistuje program, který pro i a j rozhodne, zda 'i = 'j .D·kaz: Nejprve problém ekvivalence redukujeme na jednodu²²í problém ekvivalence funkce 'i s funkcí 'j0 , která jevy£islovaná programem Pj0 :begin endTuto �redukci� jsme provedli jen na intuitivní úrovni, protoºe pokud umím rozhodnout ekvivalenci funkcí 'i a 'j ,umím rozhodnout i ekvivalenci funkcí 'i a 'j0 .Tím dostáváme tvrzení, ºe funkce 'i a 'j0 jsou ekvivalentní tehdy a jen tehdy, kdyº je funkce 'i identitou. Tov²ak rozhodnout neumím, neumím tedy ani rozhodnout ekvivalenci s identitou, tím spí² neumím rozhodnout obecnouekvivalenci. 2



8 4. VY�ISLISTELNÉ VLASTNOSTI MNO�IN4 Vy£islistelné vlastnosti mnoºin4.1 Rekurzivní mnoºinyDe�nice 4.1Nech´ A � Nk. Charakteristická funkce mnoºiny A je funkce �A : Nk �! ftrue; falseg taková, ºe:�A(x) = � true if x 2 Afalse elseDe�nice 4.2Mnoºina A �Nk je rozhodnutelná (rekurzivní), jestliºe její charakteristická funkce �A je totální vy£islitelná.P°íklad 4.1� mnoºina f(a; b) j b = a2g je rekurzivní� mnoºina fi j 'i is totalg není rekurzivní� mnoºina f(i; j) j 'i = 'jg není rekurzivníLemma 4.3Je-li mnoºina A kone£ná nebo je-li mnoºina �A kone£ná, pak mnoºina A je rekurzivní.D·kaz: Triviáln¥ kone£nou mnoºinu jAj = n mohu rozhodovat jedním ifem s disjunkcí n porovnání v podmínce,podobn¥ pro �A. 2Lemma 4.4Je-li A rekurzivní, pak i �A je rekurzivní.D·kaz: Op¥t triviáln¥ �znegováním� programu charakteristické funkce �A dostanu program funkce � �A. 2Lemma 4.5Jsou-li A1 a A2 rekurzivní mnoºiny, pak i A1 [A2 a A1 \ A2 jsou rekurzivní.D·kaz: je op¥t triviální. Do prom¥nných X2, X3 uloºím výsledky charakteristických funkcí �A1 a �A2 a potom doprom¥nné X1 uloºím výsledek X2 or X3 resp. X2 and X3. 24.2 Rekurzivn¥ vy£islitelné mnoºinyDe�nice 4.6Mnoºina A � N je parciáln¥ rozhodnutelná (rekurzivn¥ vy£islitelná, r. e., RE-mnoºina), jestliºe A = ; neboA = =(f) pro n¥jakou totáln¥ vy£islitelnou funkci f : N �! N. Taková funkce f se nazývá numerující funkce.P°íklad 4.2Identita je numerující funkce pro N.Lemma 4.7Kaºdá rekurzivní mnoºina A je rekurzivn¥ vy£islitelná.D·kaz: P°ípad A = ; je z°ejmý. Nech´ tedy A 6= ;, pak existuje charakteristická funkce �A. Nech´ a0 62 A. Pak funkcef zkonstruujeme takto: f(n) = � n if n 2 Aa0 elseFunkce f je z°ejm¥ vy£islitelná: nap°. programembegin if not �A(X1) then X1 := a0; endTvrzení, ºe f je numerující funkcí mnoºiny A plyne ihned z de�nice (=(f) = A). 2



4.2 Rekurzivn¥ vy£islitelné mnoºiny 9D·kaz lemmatu 4.7 dává návod na sestrojení program· � generátor· RE-mnoºin. Nech´ program P s k prom¥nnýmivy£isluje numerující funkci f : N �! N mnoºiny A. Pak program Q:beginn := 0;while true do beginX1 := n; X2 := 0; ... Xk := 0;P;output(X1);n := succ(n);end;endgeneruje hodnoty f(0); f(1); : : :. Kdyº je f totální, je to bez problém·; f v²ak nutn¥ nemusí být totální, coº p°iná²íproblém v tom, ºe neumím zjistit, zda je n¥jaká funkce totální.Lemma 4.8Funkce Se(x; y; z) = � 1 Px stops for y after maximum z steps0 elseje totální vy£islitelná.D·kaz: Se je z°ejm¥ totální. Vy£isluje ji program, který v numeraci najde program Px a interpretuje jej pro vstup ypo dobu nejvý²e z krok·. 2P°edchozí lemma nám dává návod, jak upravit generátor RE-mnoºin Q:beginn := 0;while true do beginx := �1(n); y := �2(n);#�1 a �2 projekce z kapitoly 2if Se(e,x,y) = 1 then begin#e je index programu PP(x);output(X1);end;n := succ(n);end;end;Nyní takto upravený program Q negeneruje °adu f(0); f(1); : : : takto uspo°ádan¥, zato v²ak vygeneruje v²echny prvkymnoºiny =(f), i kdyº f není totální.Lemma 4.9K = fi j 'i(i) 6= ?g je rekurzivn¥ vy£islitelná, ale není rekurzívní.D·kaz: Rekurzivní být nem·ºe, protoºe problém zastavení není rozhodnutelný. Mnoºinu K v²ak umím vygenerovatprogramem, který vychází z programu Q:beginn := 0;while true do beginx := �1(n); y := �2(n);if Se(x,x,y) = 1 then output(x)n := succ(n);end;end; 2



10 4. VY�ISLISTELNÉ VLASTNOSTI MNO�IN4.3 Dal²í vlastnosti rekurzivn¥ vy£islitelných mnoºinObrázek 1: T°ídy mnoºin zhlediska vy£islitelnostiCo jsme se zatím dov¥d¥li ukazuje obrázek 1. Nevíme, zda existuje n¥jaká t°ída mnoºin, která je nadt°ídou t°ídyRE-mnoºin, nebo zda se t°ída RE-mnoºin rovná t°íd¥ v²ech podmnoºin N. V tomto odstavci si ukáºeme, ºe exis-tuje mnoºina, která není rekurzivn¥ vy£islitelná. Dále si uvedeme uºite£né vztahy mezi rekurzivními a rekurzivn¥vy£islitelnými mnoºinami a uºite£ná kriteria RE-mnoºin.Lemma 4.10Mnoºina fi j 'i : N �! N is totalg není rekurzivn¥ vy£islitelná.D·kaz: plyne z toho, ºe efektivní numerace je seznam. A jelikoº efektivní numerace totálních funkcí neexistuje, nem·ºebýt tato mnoºina r. e. 2Lemma 4.11Nech´ A � N. Pak platí ekvivalence: A je rekurzivní () A, �A jsou rekurzivn¥ vy£islitelné.D·kaz:=): A je rekurzivní =) �A je rekurzivní =) A i �A jsou rekurzivn¥ vy£islitelné.(=: Je-li A = ; nebo �A = ;, pak A je z°ejm¥ rekurzivní. Nech´ tedy A 6= ; a �A 6= ;. Pak A, �A jsou rekurzivn¥vy£islitelné () existují funkce f a g tak, ºe A = =(f) a �A = =(g) a navíc platí:=(f) [ =(g) = N=(f) \ =(g) = ;Jak tedy rozhodneme, zda x 2 A? Program, který bude mnoºinu A rozhodovat, bude generovat posloupnostf(0); g(0); f(1); g(1); : : : a v kone£ném £ase dojde k prvku x. Pokud zjistí, ºe x je f -hodnota, pak odpoví x 2 A;pokud zjistí, ºe x je g-hodnota, pak odpoví x 62 A.Z existence tohoto programu ihned plyne rekurzivita A. 2D·sledek 4.12�K (problém nezastavení) není rekurzivn¥ vy£islitelná mnoºina.D·kaz: P°ímo z lemmatu 4.11. 2De�nice 4.13Mnoºina A �N se nazývá rekurzivn¥ vy£islitelná v rostoucím po°ádku, jestliºe má rostoucí numerující funkci.Lemma 4.14Nekone£ná mnoºina A � N je rekurzivní () A je rekurzivn¥ vy£islitelná v rostoucím po°ádku.D·kaz:=): Rostoucí posloupnost prvk· a0; a1; a2; : : : mnoºiny A (�A(ai) = true), je rostoucí numerace mnoºiny A.(=: Nech´ f je rostoucí numerující funkce mnoºiny A. Nep°ítel nám dal za úkol rozhodnout, zda x 2 A. Za£nemetedy generovat posloupnost f(0); f(1); f(2); : : :. Pokud v této posloupnosti narazím na x, odpovím, ºe x 2 A.Pokud dojdu k takovému i, ºe f(i) > x, vím, ºe jiº nemá cenu dál hledat, a odpovím, ºe x 62 A.Vý²e popsaný algoritmus rozhoduje mnoºinu A. 2



4.3 Dal²í vlastnosti rekurzivn¥ vy£islitelných mnoºin 11D·sledek 4.15Kaºdá nekone£ná RE-mnoºina má nekone£nou rekurzivní podmnoºinu.D·kaz: Sta£í nám najít mnoºinu B � A rekurzivn¥ vy£islitelnou v rostoucím po°adí. Existuje numerující funkce fmnoºiny A: A = =(f). Mnoºinu B m·ºeme generovat takto:1. output(f(0))2. if f(1) > f(0) then output(f(1)). . .n+1. if f(n) > max(f(0),...,f(n-1)) then output(f(n)) 2V¥ta 4.161. Mnoºina A je RE-mnoºina () A = <(f), kde f je vy£islitelná funkce.2. Mnoºina A je RE-mnoºina () A = =(f), kde f je vy£islitelná funkce.D·kaz:1. =): A = ; je z°ejmé, protoºe ; je doménou prázdné funkce. Nech´ ; 6= A = =(f), kde f je totální vy£islitelnáfunkce. De�nujeme funkci �: �(i) = � 1 if i 2 =(f)? elseJe nabíledni, ºe <(�) = =(f) = A. Zbývá tedy jen dokázat nap°. konstrukcí programu, ºe funkce � jevy£islitelná:begin X2 := X1; X1 := 1; n:= 0;while X2 6= f(n) do n := succ(n);end(=: Nech´ A = <(�) pro vy£islitelnou funkci �. Je-li <(�) = ;, je tvrzení v¥ty spln¥no triviáln¥. Nech´ tedy<(�) 6= ;, tj. 9a0 2 A. M¥jme program:beginx := �1(X1); y := �2(X1);if výpo£et �(x) kon£í b¥hem y krok·then X1 := x;else X1 := a0;endOzna£me funkci, kterou tento program vy£isluje, f . Pak z°ejm¥ platí =(f) = <(�).2. D·kaz tohoto tvrzení je z°ejmý. 2P°ipome¬me si standardní numeraci vy£islitelných funkcí '0; '1; : : : Pak p°edchozí v¥ta p°edur£uje existenci dvoustandardních numerací rekurzivn¥ vy£islitelných funkcí:1. <('0);<('1); : : :2. =('0);=('1); : : :Lemma 4.17Existují totální vy£islitelné funkce t1; t2 : N �! N takové, ºe pro 8i 2 N platí:<('i) = =('t1(i))=('i) = <('t2(i))



12 4. VY�ISLISTELNÉ VLASTNOSTI MNO�IND·kaz:1. Nech´ t1(i) je index programu:begin X2 := �(i,X1); endTedy pro v²echna a platí: program Pt1(i) kon£í pro a () program Pi kon£í pro a. Rovnost =('t1(i)) = <('i) jez°ejm¥ platná.2. Nech´ t2(i) je index programu:beginn := 0; X2 := succ(X1);while X1 6= X2 do beginx := �1(n); y := �2(n);if Se(i,x,y) = 1 then X2 := �(i,x);n := succ(n);end;endTento program pro vstup a hledá b takové, ºe a = 'i(b). Tedy platí rovnost =('i) = <('t2(i)). 2De�nice 4.18Ozna£me Wi = <('i). Posloupnost W0;W1; : : : nazýváme standardní numerace RE-mnoºin.Na záv¥r tohoto odstavce a celé kapitoly upozorn¥me na tento fakt:� Wi je akceptovaná programem Pi (Pi zastaví pro libovolný prvek x 2Wi);� Wi je generovaná programem Pt1(i).



135 Uzáv¥rové vlastnosti RE-mnoºin5.1 Uzáv¥ry RE-mnoºinDe�nice 5.1Nech´ A � N a � : N �! N. Parciální obraz mnoºiny A je mnoºina �(A) = f�(a) j a 2 <(�) ^ a 2 Ag aparciální vzor mnoºiny A je mnoºina ��1(A) = fb j b 2 <(�) ^�(b) 2 Ag.V¥ta 5.2Existují totální vy£islitelné funkce g1 : N2 �! N, g2 : N2 �! N takové, ºe pro rekruzivn¥ vy£islitelnou mnoºinuWj a vy£islitelnou funkci 'i platí:1. 'i(Wj) =Wg1(i;j)2. '�1i (Wj) =Wg2(i;j)D·kaz:1. 'i(Wj) = f'i(a) j a 2 Wi \Wjg. Nech´ £íslo ĝ(i; j) je index programu:begin X2 := �(j,X1); X1 := �(i,X1); endTento program vy£isluje 'i za p°edpokladu, ºe je pro vstup a de�nována hodnota 'j(a) i 'i(a).Potom tedy platí: 'i(Wj) = =('ĝ(i;j)) = <('t2(ĝ(i;j)))a tedy funkce g1 = t2 � ĝ.2. Platí, ºe '�1i (Wj) = <('j �'i). Potom podle v¥ty o parametrizaci (V¥ta 2.6) existuje funkce totální vy£islitelnáfunkce g2 : N �! N taková, ºe 'g2(i;j) = 'j � 'i. To ov²em znamená:'�1i (Wj) = <('g2(i;j)) =Wg2(i;j) 2V¥ta 5.3RE-mnoºiny nejsou uzav°ené vzhledem k dopl¬ku.D·kaz: Problém zastavení K je RE-mnoºina, problém nezastavení �K není RE-mnoºina. 2V¥ta 5.4Existují totální vy£islitelné funkce union : N2 �! N a intersect : N2 �! N taková, ºe pro dané RE-mnoºiny Wia Wj platí: Wi [Wj = Wunion(i;j)Wi \Wj = Wintersect(i;j)5.2 Projekce a sekceDe�nice 5.5Nech´ R �Nk je k-ární relace. Pak mnoºinu:f(a1; : : : ; ai�1; ai+1; : : : ; ak) j 9ai 2 N : (a1; : : : ; ak) 2 Rgnazýváme i-tou projekcí R.Nech´ b 2 N. Pak mnoºinuf(a1; : : : ; ai�1; ai+1; : : : ; ak) j (a1; : : : ; ai�1; b; ai+1; : : : ; ak) 2 Rgnazveme i-tou sekcí R pro b.



14 5. UZÁV�ROVÉ VLASTNOSTI RE-MNO�INV¥ta 5.61. Libovolná sekce rekurzívní relace je rekurzívní.2. Kartézský sou£in A�B dvou RE-mnoºin je RE-mnoºina.3. Libovolná sekce RE-relace je rekurzivn¥ vy£islitelná.4. Libovolná projekce RE-relace je rekurzivn¥ vy£islitelná.P°íklad 5.1Nech´ S � N3 taková, ºe (x; y; z) 2 S () program Px pro vstup y neud¥lá více neº z krok·. Pak Se jecharakteristická funkce relace S, která je totální vy£islitelná. Tedy S je rekurzivní.3. projekce: f(x; y) j 9z : (x; y; z) 2 Sg. Tato mnoºina je v²ak rovna f(x; y) j 'x(y) 6= ?g, coº je zob¥cn¥ný haltingproblem. 3. projekce relace S tedy není rekurzivní.P°íklad 5.2Nech´ A = fi j 7 2 =('i)g. A je mnoºina program·, které n¥kdy spo£ítají £íslo 7; je tedy rekurzivn¥ vy£islitelná.Dále nech´ B je mnoºina trojic (i; j; k) takových, ºe program Pi pro vstup j zastaví b¥hem k krok· a 'i(j) = 7.Mnoºina B je rekurzivní, tedy i rekurzivn¥ vy£islitelná.Nyní si uv¥domme, ºe A je 2. a 3. projekcí B a ob¥ mnoºiny jsou RE-mnoºiny.V¥ta 5.7Relace je rekurzivn¥ vy£islitelná () je projekcí rekurzivní relace.D·kaz:(=: z°ejmé=): Wi = <('i) je mnoºina takových a, ºe existuje k takové, ºe program Pi zastaví pro a b¥hem k krok·. Nech´relace R(a; k) je mnoºina a takových, ºe program Pi zastaví pro a b¥hem k krok·. Relace R(a; k) je z°ejm¥rekurzivní.Mnoºina Wi je 2. projekcí relace R(a; k) a je tedy rekurzivn¥ vy£islitelná dle tvrzení p°edchozí v¥ty. 2De�nice 5.8j-ární relace R 2 N se nazývá diofantická, jestliºe existuje diofantická rovnice4 P (x1; : : : ; xj ; y1; : : : ; yk) = 0 o j+kpom¥nných taková, ºe (a1; : : : ; aj) 2 R() 9y1; : : : ; yk : P (a1; : : : ; aj ; y1; : : : ; yk) = 0V¥ta 5.9Relace je rekurzivn¥ vy£islitelná () je diofantická.

4Diofantická rovnice je rovnice tvaru P = 0, kde P je polynom s celo£íselnými koe�cienty.



156 Riceova v¥ta6.1 Mnoºiny respektující funkceDe�nice 6.1Mnoºina I � N respektuje funkce, jestliºe platí implikace:i 2 I; 'i = 'j =) j 2 IPoznámka 6.2Z°ejm¥ platí, ºe I respektuje funkce =) �I respektuje funkce.Poznámka 6.3Mnoºiny fi j 7 2 =('i)g, fi j 'i is totalg a fi j 'i = ;g respektují funkce.Mnoºina K nerespektuje funkce. Pro£? Dejme tomu, ºe máme e takové, ºe We = feg. Pak nech´ existuje e0 takové,ºe e0 6= e a p°itom 'e0 = 'e. Platí, ºe e 2 K a p°itom e0 6= K.V¥ta 6.4Nech´ I � N respektuje funkce. Pak I je rekurzivní () I = ; _ I =N.D·kaz: Nech´ ; 6= I 6= N. Ukáºeme sporem, ºe I není rekurzivní. P°edpokládejme, ºe I obsahuje v²echny indexyn¥jaké vy£islitelné funkce � r·zné od prázdné funkce �. Pak �I obsahuje v²echny indexy pro �.M¥jme dále program Pf(i) takový:begin X2 := �(i,i); X1 := �(X1); endProgram Pf(i) vy£isluje funkci 'f(i): 'f(i) = � � if 'i(i) 6= ?� elseZ°ejm¥ platí: f(i) 2 I () 'i(i) je de�nováno pro 8i 2 N. Charakteristická funkce mnoºiny I je funkce �I . Ta sev²ak � aplikovaná na f(i) � chová jistým speciálním zp·sobem:�I(f(i)) = � 1 if 'i(i) 6= ?0 elsea to pro 8i 2 N. Na první pohled vidíme, ºe �I �f = halt. Jelikoº v²ak f je totální vy£islitelná, m¥la by funkce �I �fbez problém· vy£islovat mnoºinu I . Jelikoº v²ak není tato funkce vy£islitelná, není mnoºina I rekurzivní. Do²li jsmetedy ke kýºenému sporu. 2P°íklad 6.1Následující mnoºiny a jejich negace nejsou rekurzivní:� A1 = fi j i is totalg.� A2 = fi j i = fg, kde f je totální vy£islitelná funkce.� A3 = fi j i = �g, kde � je vy£islitelná funkce.� A4 = fi j a 2 <('i)g.� A5 = fi j <('i) = ;g.� A6 je mnoºina v²ech i takových, ºe <('i) je kone£ná.� A7 = fi j a 2 =('i)g.� A8 je mnoºina v²ech i takových, ºe =('i) je kone£ná.� A9 = fi j =('i) =Ng.� A10 je mnoºina v²ech i takových, ºe 'i je prosté.



16 6. RICEOVA V�TA� A11 je mnoºina v²ech i takových, ºe 'i je bijekce.Nyní si roz²í°íme pojem respektování funkcí:De�nice 6.5Mnoºina J � Nn respektuje funkce pokud platí: (a1; : : : ; an) 2 J , 'a1 = 'b1 ; : : : ; 'an = 'bn =) (b1; : : : ; bn) 2 J .V¥ta 6.6Mnoºina J � Nn respektuje funkce. Pak J je rekurzivní () J = ; _ J = Nn.D·kaz: Pouze technicky se li²í od d·kazu v¥ty 6.4. 2M·ºeme tedy pokra£ovat ve vyjmenovávání typických nerekurzivních mnoºinách:P°íklad 6.2� A12 = f(i; j) j 'i = 'jg.� A13 = f(i; j) j 8a 2 (<('i) \ <('j)) : 'i(a) < 'j(a)g.� A14 = f(i; j; k) j 'i = 'j � 'kg.V¥ta 6.7Nech´ I � N respektuje funkce. Nech´ existuje vy£islitelná funkce � taková, ºe:� fi j 'i = �g � I� existuje vy£islitelná funkce �̂ tak, ºe � � �̂5 a fi j 'i = �̂g � �I .Pak mnoºina I není rekurzivn¥ vy£islitelná.D·kaz: Nech´ funkce � : N2 �! N taková, ºe:�(i; j) = � �(j) if 'i(i) = ?�̂(j) elseFunkce � je tedy vy£islitelná. Podle v¥ty o parametrizaci 2.6 existuje totáln¥ vy£islitelná funkce f : �(i; j) = 'f(i)(j).Tedy f(i) 2 I () 'i(i) není de�novaná. Tedy �K = f�1(I). Pokud by tedy byla mnoºina I rekurzivn¥ vy£islitelná,musela by být K také RE-mnoºina, coº je samoz°ejm¥ spor. Tedy I není RE-mnoºina, £ímº kon£í d·kaz. 2P°íklad 6.3Následující mnoºiny nejsou rekurzivn¥ vy£islitelné: �A1; �A2; A3; �A3; �A4; A5; A6; �A7; A8; �A9; A10; �A11.V¥ta 6.8Nech´ I � N a nech´ existuje vy£islitelná funkce � taková, ºe:1. fi j 'i = �g � I .2. Pro mnoºiny Y v²ech i takových, ºe 'i � � a p°itom <('i) je kone£ná, platí Y � �I .Pak I není RE-mnoºina.D·kaz: M¥jme funkci � : N2 �! N, kdy �(i; j) je rovno �(j), pokud program Pi nezastaví pro i b¥hem j krok·, a�(i; j) je nede�nováno v opa£ném p°ípad¥.� je vy£islitelná funkce a tedy existuje e: � = 'e. Dle v¥ty o parametrizaci 2.6 existuje totální vy£islitelná funkcef taková, ºe: �(i; j) = 'f(i)(j).Z°ejm¥ platí: i 2 K () Pi zastaví pro i () Pi zastaví pro i b¥hem j krok· pro n¥jaké j () 'f(i)(x) = � prox < j. Dále 'f(i)(x) = ? pro x � j () 'f(i) � � a <('f(i)) je kone£ná mnoºina. Tedy f(i) 2 �I .i 2 �K () Pi nezastaví pro i () 'f(i) = � a tedy f(i) 2 I .Jelikoº i 2 �K () f(i) 2 I , I není RE-mnoºina. 2P°íklad 6.4Následující mnoºiny nejsou rekurzivn¥ vy£islitelné: A1; A2; �A6; �A8; A9; A11. Následující mnoºiny jsou RE-mnoºiny:A4; �A5; A7; �A10.5Relaci � aplikované na dvojici funkcí budeme rozum¥t jako roz²í°ení funkcí.



6.2 Redukovatelné mnoºiny 176.2 Redukovatelné mnoºinyDe�nice 6.9Nech´ f je totální vy£islitelná funkce; K a I nech´ jsou mnoºiny. Pokud platí ekvivalence: i 2 K () f(i) 2 I°ekneme, ºe mnoºina K je redukovatelná na mnoºinu I p°es funkci f . Zna£íme K �m I . Z°ejm¥ relace �m je re�exivnía tranzitivní.Lemma 6.10Je-li A rekurzivn¥ vy£islitelná, pak A �m K.D·kaz: M¥jme funkci � : N2 �! N: �(x; y) = � 1 x 2 A? x 62 AFunkce � je vy£islitelná, tedy � = '(2)e pro n¥jaké e. Podle v¥ty o parametrizaci 2.6 existuje totáln¥ vy£islitelná funkces11 : '(2)e (x; y) = 's11(e;x)(y) = 'f(x)(y). Tedy 'f(x)(f(x)) je de�nováno() x 2 A, coº znamená, ºe x 2 A() f(x) 2K. 2P°edchozí lemma nám vlastn¥ ukázalo, ºe problém zastavení (p°íslu²nosti do mnoºiny K) je alespo¬ tak t¥ºkýjako jakýkoli jiný rekurzivn¥ vy£islitelný problém. Protoºe v²ak K je rekurzivn¥ vy£islitelná mnoºina, je nejt¥º²íRE-mnoºin. �íkáme, ºe K je úplná mnoºina ve t°íd¥ RE-mnoºin.Lemma 6.11Platí-li pro mnoºinu A vztah �K �m A, pak A není RE-mnoºina.D·kaz: �K = f�1(A). 26.3 Produktivní a kreativní mnoºinyDe�nice 6.12Mnoºina A je produktivní, jestliºe existuje vy£islitelná funkce � taková, ºe 8i : Wi � A =) �(i) 6= ? a�(i) 2 A�Wi.Takovou funkci � pak nazýváme produktivní funkce.De�nice 6.13Mnoºina B se nazývá kreativní, je-li rekurzivn¥ vy£islitelná a zárove¬ �B je produktivní. Funkce � se nazýváproduktivní funkce pro kreativní mnoºinu B.Produktivní mnoºina nem·ºe být RE-mnoºina. Nap°. �K je produktivní mnoºina, její produktivní funkce � = id.Mnoºina K je kreativní. Obecn¥ v²ak nemusí platit, ºe produktivní mnoºiny mají kreativní dopl¬ky (nap°. �A1).Lemma 6.14Kaºdá produktivní mnoºina obsahuje nekone£nou RE-podmnoºinu.D·kaz: Nech´ A je produktivní s produktivní funkcí �. Nech´ i0 je index prázdné mnoºiny (Wi0 = ;). Wi0 � A a�(i0) 2 A �Wi0 = A. Dále Wi0 6= Wi1 = f�(i0)g � A a �(i1) 2 A = Wi1 . Tímto zp·sobem m·ºeme vygenerovatnekone£nou RE-mnoºinu, aniº bychom vybo£ili ven z mnoºiny A. 2V¥ta 6.15Je-li A produktivní mnoºina a A �m B, pak i B je produktivní mnoºina.D·kaz: M¥jme funkci f : x 2 A() f(x) 2 B. Dále nech´ � je produktivní funkce mnoºiny A. Platí, ºe A = f�1(B).Pro v²echna i platí: Wi � B =) f�1(Wi) � AExistuje totální vy£islitelná funkce g taková, ºe 8i : f�1(Wi) =Wg(i). Pak:Wi � B =)Wg(i) � A =) (� � g)(i) 2 A�Wg(i) (1)(� � g)(i) 62 Wg(i) () (f �� � g)(i) 62Wi (2)(� � g)(i) 2 A () (f �� � g)(i) 2 B (3)Tedy platí: Wi � B =) (f �� � g)(i) 2 B �Wi. 2



18 6. RICEOVA V�TALemma 6.16Nech´ A je kreativní a B je RE-mnoºina. Pak platí implikace: A �m B =) B je kreativní.Lemma 6.17Je-li mnoºina A produktivní, pak existuje totální vy£islitelná funkce p : N �! N taková, ºe A je produktivnís funkcí p.D·kaz: Nech´ � je produktivní funkce pro A. Existuje e taková, ºe � = 'e.M¥jme totální vy£islitelnou funkci g : N2 �! N takovou, ºe program Pg(i;j) je:begin X2 := �(e,j); X2 := �(i,X1); endPak mnoºina: Wg(i;j) = � Wi if �(j) 6= ?; elsePodle v¥ty o rekurzi existuje totální vy£islitelná funkce f taková, ºe pro 8i : Wf(i) =Wg(i;f(i)). Potom tedy:Wf(i) =Wg(i;f(i)) = � Wi if (� � f)(i) 6= ?; elseP°edpokládejme nyní, ºe (� � f)(i) = ?. Pak ov²em Wf(i) = ; � A, p°i£emº A je produktivní, a (� � f)(i) 6= ?,coº je spor. (� � f)(i) je tedy de�nováno pro 8i taková, ºe Wf(i) =Wi.Tedy:Wi � A =)Wf(i) � A =) (��f)(i) 2 A�Wi, tedy ��f je produktivní funkce pro A a my uº jen poloºímep = � � f . 2V¥ta 6.18Mnoºina B je kreativní () B je RE-mnoºina a pro libovolnou RE-mnoºinu A platí A �m B.D·kaz:(=: B je RE-mnoºina a pro 8A platí A �m B, tedy i pro A = K (K je kreativní). Tedy i mnoºina B je kreativní.=): Nech´ máme kreativní mnoºinu B. My ukáºeme, ºe K �m B, z £ehoº bude plynout, ºe libovolná mnoºinaA �m B.Máme B kreativní a tedy mnoºina �B je produktivní s totální funkcí, kterou si ozna£íme p. Nyní de�nujmeg : N2 �! N tak, ºe program Pg(i;j) vypadá takto:begin X2 := �(i,i); X2 := �(e,j); while X1<>X2 do begin end; endp°i£emº e je index funkce p ve standardní numeraci. Tedy:Wg(i;j) = � fp(j)g if i 2 K; elsePodle v¥ty o rekurzi existuje totální vy£islitelná funkce f : N �! N taková, ºe 8i platí:Wf(i) =Wg(i;j) = � f(p � f)(j)g if i 2 K; elseTedy platí:? i 2 K =) (p � f)(i) 2 Wf(i) =)Wf(i) 6� �B =) (p � f)(i) 2 B.? i 62 K =)Wf(i) = ; =)Wf(i) � �B =) (p � f)(i) 2 �B.a celkem tedy i 2 K () (p � f)(i) 2 B. 2



6.4 Imunní a jednoduché mnoºiny 19D·sledek 6.191. K je kreativní, úplná mnoºina. �K je nejmen²í produktivní mnoºina.2. I � N respektuje funkce, I je RE-mnoºina, ; 6= I 6= N, pak I je kreativní. V²echny nerekurzivní RE-mnoºiny,o kterých jsme mluvili6, jsou kreativní.3. V²echny mnoºiny, o kterých jsme pomocí Riceovy v¥ty dokázali, ºe nejsou RE-mnoºiny, jsou produktivní.6.4 Imunní a jednoduché mnoºinyDe�nice 6.20Mnoºina A se nazývá imunní, je-li nekone£ná a neobsahuje-li RE-podmnoºinu.Mnoºina A se nazývá jednoduchá, je-li RE-mnoºina a její dopln¥k �A je imunní.Poznámka 6.21Imunní mnoºina, pokud existuje, není RE-mnoºina ani produktivní mnoºina.V¥ta 6.22Existuje jednoduchá mnoºina.D·kaz: Nech´ B je RE-mnoºina. Máme-li dokázat, ºe je jednoduchá, sta£í ukázat, ºe:1. B i �B jsou nekone£né.2. Kaºdá nekone£ná RE-mnoºina má neprázdný pr·nik s mnoºinou B.Uvaºujme proceduru pro numeraci RE-mnoºin. Pro 8n poloºíme do mnoºiny B první nalezený prvek z mnoºinyWn, který je v¥t²í neº 2n (pokud existuje). Tedy mnoºina B je efektivn¥ generována. P°itom pro 8n m·ºe být v Bnejvíce n £ísel, která leºí mimo interval 0; 1; : : : ; 2n. Tedy B i �B jsou nekone£né. Je-li Wn nekone£ná RE-mnoºina =)existuje £íslo x > 2n takové, ºe x 2Wn. Tedy B \Wn 6= ;. 2D·sledek 6.23Existuje imunní mnoºina.6.5 Klasi�kace problém·1. Existují produktivní mnoºiny, které mají produktivní dopln¥k (nap°. problém totálnosti).2. Existují produktivní mnoºiny s rekurzivn¥ vy£islitelnými dopl¬ky (nap°. problém nezastavení).3. Existují kreativní mnoºiny (nejt¥º²í mezi RE-mnoºinami, nap°. problém zastavení).4. Existují jednoduché mnoºiny (tj. st°edn¥ t¥ºké mezi RE-mnoºinami).

6Zde máme na mysli známe mnoºiny Ai.



20 7. RELATIVIZOVANÁ TEORIE VY�ISLITELNOSTI7 Relativizovaná teorie vy£islitelnostiDe�nice 7.1 Program s orákulemNech´ B � N. Program s orákulem B je program, který m·ºe pouºívat i p°íkazy while x 2 B do � p°ípadn¥while x 62 B do � a B nemusí být rekurzivn¥ vy£islitelná.Program P s orákulem B vy£isluje funkci 'BP : Nk �! N.De�nice 7.2M¥jme funkci f : Nk �! N, A � N. �ekneme, ºe f je A-vy£islitelná, jestliºe existuje program P s orákulem Atakový, ºe f = 'AP .V¥ta 7.3 V¥ta o numeraciUniverzální funkce � : Nj+1 �! N de�novaná vztahem:�(e; a1; : : : ; aj) = 'Ae (a1; : : : ; aj)je A-vy£islitelná.V¥ta 7.4 V¥ta o parametrizaciExistuje totální vy£islitelná funkce smn : Nm+1 �! N taková, ºe:'A(n)smn (i;g1;:::;gm)(z1; : : : ; zn) = 'A(n)i (g1; : : : ; gm; z1; : : : ; zn)De�nice 7.5Mnoºina B � Nk je A-rekurzivní, jestliºe je její charakteristická funkce totální A-vy£islitelná.Mnoºina B je A-rekurzivn¥ vy£islitelná (A-RE-mnoºina), jestliºe existuje A-vy£islitelná funkce f taková, ºe B =<(f).V relativizované teorii vy£islitelnosti m·ºeme tedy de�novat numerace:� A-vy£islitelných funkcí: 'A0 ; 'A1 ; 'A2 ; : : :� A-RE-mnoºin: WA0 ;WA1 ;WA2 ; : : : podle numerace A-vy£islitelných funkcí: <('A0 );<('A1 );<('A2 ); : : :Dále relativizovaný problém zastavení de�nujeme: KA = fi j i 2 WAi g.De�nice 7.6Nech´ A;B � N. �ekneme, ºe A se T-redukuje na B (pí²eme A �T B), jestliºe A je B-rekurzivní mnoºina.A �T B: (A �T B) ^ (B �T A). T°ídy ekvivalence �T se nazývají t°ídy Turingova stupn¥ nerozhodnutelnosti.P°itom platí implikace A �m B =) A �T B. Opa£ná implikace neplatí. Nap°. �K 6�m K, ale �K �T K.Ozna£ení: Zave¤me si ozna£ení: A0 = KA = fi j i 2 WAi g;N 2 O, kde O jsou nejjednodu²²í problémy, tzv. stupn¥ 0. Dále máme ;0 = K 2 O0 (;0 = �K 2 O0). Je²t¥ dále jeK 0 2 O00. K 0 je problém totálnosti (problém netotálnosti).V¥ta 7.7 (V¥ta o rekurzi)Nech´ f : N �! N je totální vy£islitelná funkce. Pro libovolné j existuje n tak, ºe programy Pn a Pf(n) po£ítajístejnou funkci (tj. '(j)n = '(j)f(n)).D·kaz: Nech´ funkce g : N �! N je taková, ºe program Pg(i) je:begin X2 := �(i,i); X1 := �(X2,X1); endtedy první p°i°azení spo£ítá 'i(i) a druhé p°i°azení ''i(i)(j).g je z°ejm¥ totální vy£islitelná funkce,'g(i)(j) = � ''i(i)(j) if 'i(i) de�ned? elsePak f � g = 'm je totální vy£islitelná funkce a 'm(m) je de�nováno. Potom:'g(m)(j) = ''m(m)(j) = 'f(g(m))(j) = 'f(n)(j)kde n = g(m). 2



21V¥ta 7.8Je-li f : N �! N totální vy£islitelná funkce, pak existuje nekone£n¥ mnoho n takových, ºe '(j)n = '(j)f(n).D·kaz: Nech´ program L je takový, ºe 'l 6= '0; : : : ; 'l 6= 'k, kde '0; : : : ; 'k je k + 1 vy£islitelných funkcí, kde k jelibovolné. De�nujme totální vy£islitelnou funkci g : N �! N takto:g(x) = � l x � kf(x) x > kg je samoz°ejm¥ vy£islitelná. n je pevný bod, je-li n � k =) 'g(n) = 'l 6= 'n, coº je spor, tedy n > k a tím pádemf(n) = g(n) a tedy n je pevný bod pro f a n m·ºe být libovoln¥ velké. 2


