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1 Uvodni slovo autora

2 Intro

2.1 Reprezentace grafi v pocditaci

K tomu, aby se mohly grafové algoritmy realizovat v pocitacovém zpracovani, je tfeba urcit datové struktury, které

e seznamy sousedi
e matici sousednosti

Pro ilustraci uved me piiklad téchto reprezentaci. M&jme graf G z obrdzku 1(a). Pak jeho reprezentace seznamy sousedii
je na obrazku 1(b), a reprezentace matici sousednosti na obrazku 2. Prvky této matice jsou uréeny takto:

w={ b Gean
970, () € GIE]

V pfipadé orientovaného grafu G = (V, E) se reprezentace seznamy sousedi nezméni. Matice sousednosti M = (a;;)

se zméni v tom smyslu, ze
L (i,)) € GE]
ai]’ = —1, aji =1
0, jinak

Nékdy je vSak matice sousednosti M = (a;;) tvorena takto:

__[1 ieVjeE €]
Y10, jinak

2.2 Slozitost algoritmi a jeji klasifikace
V této sekei si nadefinujeme tiidy funkei f : N — R podle jejich slozitosti.

Definice 2.1
Polozme N = {0, 1, 2, ...}. Necht g : N — R, pak definujeme O(g), Q(g), O(g) a o(g) takto:

e O(g) = {f :N=R|Ee,ng>0) (VneN) (n2mno—0< f(n) < cgln))}
e Qg) = {f:N=R|(@eng >0) (W€ N) (n2ng—>0< cg(n) < f(n))}

« 0(g) = {f NoR| Gng,cr,c2 > 0) (fn € N)  (n =m0 = 0< erg(n) < f(n) < cagln))}
e olg) = {f : N> R| (Ve >0) Gno > 0) (¥n > no) (0< f(n) < cg(n))}

Poznamka 2.2

e Misto obvyklého f € O(g), piSeme f = O(g).
e Z¥ejmé plati f = Q(g) <= g = O(f).
e Ziejmé plati O(g) = O(g) N Q(g).
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Obrazek 1: Reprezentace grafu pomoci seznamii sousedi

1 2 3 4 5
1{0 1 0 0 1
21 0 1 1 1
3(0 1.0 1 O
4170 1 1 0 1
511 1 0 1 0

Obréazek 2: Priklad matice sousednosti

2. INTRO



3 Zakladni grafové algoritmy
V této kapitole budou uvedeny zakladni grafové algoritmy, tzn.
e Prohledavani do sitky,

e Prohledavani do hloubky,

Topologické tiidéni,

Silné souvislé komponenty.

3.1 Prohledavani do $itky

Algoritmus 3.1
BREADTH_FIRST_SEARCH(G, s)

for each vertex u € V[G] — {s} do
color[u] +— WHITE

1.

2.

3 d[u] +— oo

4 7[u] +— NIL

5. color[s] +— GRAY

6. d[s] +— 0

7. 7[s] «— NIL

8. @+ {s}

9. while @ # 0 do
10. u +— head[Q)]
11. for each v € Adj[u] do
12. if color[v] = WHITE then
13. color[v] +— GRAY
14. dv] «— dv] + 1
15. 7[v] «— u
16. ENQUEUE(Q, v)
17. DEQUEUE(Q)
18. color[u] «— BLACK

V[G] zde znamend mnozinu vrcholi daného grafu G, color[u] je barva vrcholu u, d[u] je ,vzdalenost”! vrcholu
u od pocdatku prohleddvani s, w[u] je pfedek vrcholu u. @ je fronta vrcholi, head[@] je vrchol v cele fronty @,
ENQUEUE(Q,v) je operace, kterd na konec fronty @) vlozi vrchol v, DEQUEUE(Q) je operace, kterd odstran{ vrchol
z Cela fronty. MnoZina Adj[u] je mnoZina vSech vrcholi, které ,sousedi” s vrcholem wu.

V fédcich 1.-8. algoritmu 3.1 se provadi{ inicializace: vSechny vrcholy jsou bilé (s je Sedy), jejich aktudlni vzdalenost
od s je oo (d[s] je samoziejmé nulovd), Zddny vrchol nemé svého predka. V faddku 8. se inicializuje fronta @ tak, Ze
v ni je pouze vrchol s. Ve zbyvajicich fadcich se provadi vlastni algoritmus — dokud neni prazdnd fronta, vezme se
vrchol u z jejiho Cela a vSichni jeho bili sousedi v zeSednou, ,navazi” se na u a zafadi do fronty. AZ je to provedeno
pro vSechny sousedy v, vrchol u zferna a odstrani se z cela fronty. Tim vznikne strom s kofenem s, definovany relaci
.

1y zdélenosti se zde mysli poet hran na s — u cestg.
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Slozitost BFS: Po inicializaci (1.-4.) se jiZz zadny vrchol nepiebarvuje na bily. Kazdy vrchol se do fronty zafad{
maximalné jednou a tedy je maximalné jednou odstranén. Tyto operace vyzaduji ¢as O(1), celkem tedy O(V)?2. Seznam
sousedii daného vrcholu se zkoumé jen kdyz je tento vrchol odstraiiovan z fronty, proto maximélné jednou, celkem
O(E) nebot soucet délek téchto seznami je O(E). Inicializace vezme O(V'). Celkem tedy:

[V]-0O(1)+O(E)+0O(V)=0(V)+O(E)+0(V) =0(V + E)

Definice 3.1
G = (V,E) graf orientovany nebo neorientovany, s € V. Pro v € V je §(s,v) vzddlenost v od s, kterd je rovna
minimalnimu poc¢tu hran na cesté z s do v (s — v cesté). Spec. (s, s) = 0; pokud —=3s — v cesta: §(s,v) = oco.

Lemma 3.2
Pro Vu,v e V :
(u,v) € E = d0(s,v) < d(s,u) +1

Diikaz:
1. 0(s,u) < oo, pak i d(s,v) < oo, a plati §(s,v) < §(s,u) +1

2. §(s,u) =00

Lemma 3.3
Po skoncéeni BREADTH_FIRST_SEARCH (alg. 3.1) je d[v] > d(s,v).

Diikaz: indukei vzhledem k poctu zafazeni vrcholu do fronty @:
e n=1: na fadku 8: @ « {s}

d[s] = 0 (fadek 6), d(s,s) =0

v # s, pak d[v] = 00 > §(s,v)

e Ind. krok: Rddek 16: ENQUEUE(Q,v), prohledavalo se z vrcholu u. d[u] > &(s,u) (ind. predpoklad). dale:
d[v] + dlu] +1 > 6(s,u) + 1 > §(s,v). Hodnota d[v] se v budoucnu ji7z nezméni.

Lemma 3.2

e Pokud w nebylo zarazeno do fronty @, pak se nemodifikovalo d[w] a je tedy d[w] = co a nerovnost d[w] > d(s,w)
té7 plati.

Lemma 3.4
Pfedpoklddame, Ze v pribéhu vypoctu je Q = (v1,...,v,), pak d[v,] < d[v1]+1, d[v;] < d[viy1] proi=1,...,r—1.

Diikaz: Indukei vzhledem k poc¢tu operaci provedenych s Q:
e n=1: Q = (s), r =1, d[s] < d[s] + 1 triv. Dale neni co ovéfovat.
e Necht vy je odstraiiovdno: r = 1 zfejmé r > 2 (fddek 17): Q' = (va,vs,...,v,). Pak:

dvy] <dvi]+1 <dfva] +1

L.P. LP.

Zbyvajici nerovnosti ziistavajl v platnosti.

2Spravngjsi by byl zépis: O(n), kde n = |V|
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e Necht v = v,11 je pfidavéno do Q: Q' = (vi,v2, ..., Up, Ups1), V1 = U, Vprg =0

dve41] =dv] =du] + 1 =dvn] +1

R. 14
Tedy:
dlvy] < d[v1]+ 1 =d[u] + 1 = d[v] = d[vy41]
—_——
L.P.
a ostatni nerovnosti pro 1,...,r — 1 zistaly.

Véta 3.5 KOREKTNOST BFS

Necht G = (V, E) je orientovany nebo neorientovany graf, necht algoritmus 3.1 béZ{ ze zadaného s € V. Pak
algoritmus 3.1 objevi v priibéhu vypoétu kazdy vrchol v dosazitelny z s a po zastaveni plati d[v] = (s, v). Navic
Yv € V, v # s je nejkratsi cesta z s do 7(v) nésledovand hranou (7 (v),v) nejkratsi cestou z s do v.

Diikaz:

1. v je nedosazZitelny z s: Z lemmatu 3.3: d[v] > d(s,v) = oo vrcholy zafazené do @) maji d[v] < oo, proto pro v se

nesmi{ provést fadek 14 a v nebude objeven3.

2. Vi ={veV: §s,v) =k} Indukel vzhledem ke k: Vv € V}, se pravé na jednom misté v pribshu vypoctu
stane:

Ziejmé k (a) — (d) dochdz{ maximélné jednou. Indukce:

e k=0:V, = {s}, provede se v krocich 5. - 8.

e Ind. krok: @ = {} jen po zastaveni s vyjimkou inicializace. Pokud v je zafazeno do @, d[v] a w[v] se jiz nikdy
neméni. Jsou-li vrcholy zafazeny do @ v pofadi (vi,...,v,)?, plati, ze d[v;] < d[vis1] proi =1,...,r — 1
(Lemma 3.4: monotonie).

Necht v € Vi, k > 1. Tento vrchol je objeven aZ po zatfazeni vSech vrcholt z Vi._; do @, nebot  d[v] > k
——
Lemma 3.3, I.P.

Ponévadz §(s,v) = k, 3 cesta s,...,u,v, u € Vip_1, (u,v) € E. Vezmeme to u, které zeSedlo nejdfive.
V jistém okamziku se u musi objevit v ¢ele fronty Q. Vrchol v je objeven pfi prohlidce sousedi vrcholu u.
Byl-li objeven, pak jedou fadky 13, 14, 15, 16.

Koneéné pro v € Vi, je w[v] € Vi—1; tedy tvrzeni o nejkratsi cesté. a

Definice 3.6
Necht G = (V,E), s € V, 7 :V — V U {NIL}. Pak mohu definovat: G, = (V, E,), kde:

o Vi:={veV:rv] #NIL}U {s},
o B, :={(w[v],v) :v eV, —{s}}.

Tento graf se nazyva BF—strom, pokud V; je mnozina vSech vrcholi G dosazitelnych z s a jestlize Vo € V;3ls —v cesta
v G a ta je jedna z nejkratSich s — v cest v GG.

3t.j. prebarven na GRAY.
4toto nenf aktudlni stav fronty!
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Lemma 3.7
Algoritmus BFS (3.1) aplikovdn na G = (V, E), s € V sestroji 7 takové, Ze G je BF—strom.

Diikaz: m s hodnotou riznou od NIL se uréf pouze na fadku 15: zde 7[v] < w pro (u,v) € E, 6(s,v) < oo.
Tedy V; je mnozina v8ech vrcholi dosazitelnych z s. Tedy G je strom, nebot:

e G, je souvisly (Véta 3.5)
o |[Ex|=|Vr| -1

a proto pro kazdy vrchol v existuje pravé jedna s — v cesta a ta je nejkratsi cestou v G (Véta 3.5). a

Algoritmus PRINT_PATH(G, s,v) (alg. 3.2) vytiskne cestu z kofene s do vrcholu v na zdkladé relace 7, kterou
produkuje algoritmus BREADTH_FIRST_SEARCH(G, s) (alg. 3.1). Je linedrni vzhledem k poctu vrcholii na s —
v cesté.

Algoritmus 3.2
PRINT_PATH(G, s,v)
ifv=s
then PRINT s
else if 7[v] = NIL
then PRINT "No path from s to v exists"
else PRINT_PATH(G, s, 7[v])
PRINT v

S otk W o=

3.2 Prohledavani do hloubky
3.2.1 Algoritmus prohledavani do hloubky

Prohledavani do hloubky je dalsi ze zakladnich problémi, kterymi se budeme zabyvat v prednasce Grafové algoritmy.

Algoritmus 3.3
DEPTH_FIRST_SEARCH(G)
1. for each vertex u € V[G] do
2. color[u] < WHITE
3. m[u] < NIL
4. time < 0
5. for each vertex u € V[G] do
6. if color[u] = WHITE then
7. DFS_VISIT (u)

DFS_VISIT (u)

color[u] + GRAY

d[u] < time « time + 1

for each vertex v € Adj[u] do

if color[v] = WHITE then

wv] ¢ u
DFS_VISIT(v)

color[u] + BLACK

flu] < time « time + 1

® N o R W N
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Vysvétlivky: V[(G] je mnozina vrchola grafu G, Adj[u] je mnozina v8ech sousedi vrcholu u, color[u] je barva vrcholu
u, wlu] je predek vrcholu u, proménnd time ,krokuje” barevné zmény vrcholi, d[u] je ¢as, kdy vrchol u zeSednul a f[u]
je ¢as, kdy vrchol u zéernal.
Pér slov k algoritmu 3.3 DEPTH_FIRST_SEARCH (déle DFS). Radky 1. — 4. v algoritmu DFS provedou inicializaci
a v fadcich 5. — 7. se provede pro kazdy vrchol, pokud je bily, algoritmus DFS_VISIT. Algoritmus DFS_VISIT
rekurzivné vybere néjakou ,vétev” v grafu G.
Slozitost algoritmu DFS:
e Sekce DFS:
x Rédky: 1. — 3. vezmou ¢as O(V),
x Radek: 4. vezme ¢as O(1),

x Réadky: 5. — 7. vezmou ¢as O(V) (v kroku 7. se bere pouze ¢as, ktery se spotiebuje vyvoladnim sekce
DFS_VISIT.)

e Sekce DFS_VISIT: Je vyvolana pravé jednou pro kazdy vrchol v € V.
* Radky: 1. - 2. vezmou &as O(1),
x Radky: 3. - 6. se provedou |Adj[u]|-krat (v fadku 6. opét jen vyvoldni sekce DFS_VISIT), celkem tedy:

> IAdj[u]| = ©(E)

ueV

x Rédky: 7. — 8. jsou provedeny v konstantnim ¢ase — O(FE).

e Celkem:
OV)+O0()+|V]-(©(1)+6(1)+6(E)=0(V+E)

Definice 3.8
Grafem predchidci nazveme G, = (V, E), kde

E; := {(n[v],v) | v € V,m[v] # NIL}

Graf pfedchidci je orientovany. Plati, Ze u = mw[v] <= DFS_VISIT(v) bylo vyvolano v prib&hu prizkumu seznamu
sousedii vrcholu u. G odpovida rekurzivnimu volani DFS_VISIT — je to les.

Véta 3.9 ZAVORKOVA VETA (PARENTHESIS THEOREM)
Pii DFS grafu G pro libovolné vrcholy u,v € V', u # v nastava pravé jedna z moznosti:

1. intervaly [d[u], fu]] a [d[v], f[v]] jsou disjunktni,
2. d[v] < d[u] < flu] < f[v] a u ,je potomek”® vrcholu v v grafu G,

3. du] < d[v] < f[v] < flu] a v ,je potomek” vrcholu u v grafu G .

Diikaz: Bez ijmy na obecnosti® piedpoklddejme, ze d[u] < d[v].

e Dile predpokladejme, 7e d[v] < f[u], tedy kdyZ v Sedne, tak u je jiz Sedé. VSechny hrany z v jsou prozkoumdny
d¥ive (prohledévani z v je skonceno d¥ive) nez hrany z u; tedy také f[v] < flu] a plati moZnost éislo 3 z véty.

e Predpokliddejme jesté, ze f[u] < d[v], tedy prohledavani z vrcholu u bylo ukonéeno diive, nez se zacalo s prohle-
davanim z vrcholu v = moznost ¢&islo 1 z véty.

a

5= existuje orientovand cesta

67namy ndmecky matematik Bruno BUNO prvni formuloval matematickou frazi ,,Bez Ujmy Na Obecnosti”
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Poznamka 3.10
Pro¢ se této vété 3.9 ¥ki ,zdvorkova”? Oznacime-li zeSednuti vrcholu x zdpisem (z a zéernani téhoZ vrcholu z) a
budeme-li zaznamendvat veskeré zmény barev v pribéhu DFS, dostaneme zapis typu:

<s (z (y (z 2) y) (ww) z) s) (t (v o) (uu)t)
Disledek 3.11
v je potomek v <= du] < d[v] < f[v] < flu].

Véta 3.12 VETA 0 BILE CESTE (WHITE PATH THEOREM)
V grafu G;” je vrchol v potomkem vrcholu u <= v okamziku d[u] existuje v G u — v cesta ze samych bilych
vrcholi (s vyjimkou vrcholu w).

Diikaz:

e =: Necht v je potomek u, w (w # u) vrchol na u — v cesté v grafu G. Podle disledku 3.11 je d[u] < d[w]. Proto
w je v okamziku d[u] bily (WHITE).

e «: Necht v grafu G existuje u — v cesta z bilych vrcholi (mimo u) v okamziku d[u], ale v neni potomek w v grafu
G. Lze predpoklddat, Ze ostatni vrcholy na této cesté jsou potomky u. Nase cesta je (u,...,w,v) (miZe byt
u = w). Disledek zdvorkové véty da flw] < f[u]. Dale d[u] < d[v] < f[w], protoZe jsme v okamZiku d[u] a vrchol
v je bily. Zavorkova véta da dfu] < d[v] < f[v] < f[u] a podle jejtho disledku (disl. 3.11) je vrchol v potomkem
vrcholu u, coz je spor.

O

3.2.2 Klasifikace hran grafu po probéhnuti DFS

Necht graf G je orientovany graf po provedeni DFS. Pak hrany tohoto grafu délime do téchto skupin:
e stromové hrany: hrany z grafu G,
e zpétné hrany: hrany (u,v) € E, které splituji podminku, Ze vrchol v je potomkem vrcholu v, a smycky (u,u) € E,
e primé hrany: hrany (u,v) € E, kde vrchol v je potomek u, ale hrana (u,v) € E;,

e cross” hrany: hrany (u,v) € E takové, které nejsou ani stromové ani zpétné ani pfimé.

Cvicéeni: Modifikujte algoritmus DFS tak, aby oznacil hrany grafu G takto: stromové hrany bilou barvou, zpétné
hrany Sedou, pfimé a ,,cross” hrany ¢ernou barvou.

Reseni: v iadku 3 sekce DFS_VISIT algoritmu DFS pfiddme obarveni hrany podle aktualni barvy koncového vrcholu:

edgecolor[u, v] < color[v]

3/6 1 2/9 1 1/10 11/16
y (7) S @
4
x W) O C)
4/5 7 12/13 14/15

Obrazek 3: Priklad na klasifikaci hran grafu po probéhnuti DFS

"Tento graf nazyvame DF-les
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Cvicéeni: Na obrazku 3 je priklad orientovaného grafu, po probéhnuti algoritmu DFS. Uvniti kruznic jsou identifi-
kitory uzli (boldfaced) a nad nimi resp. pod nimi jsou uvedeny vzdy dvojice ¢isel (8islol/&islo2), které udavaji
pro uzel u ¢asy d[u]/ f[u]. U nékterych hran jsou ¢isla (slanted), kterd urcuji klasifikaci téchto hran:

e 1 jsou hrany stromové
e 2 jsou hrany zpétné

e 3 jsou hrany piimé

e 4 jsou cross hrany

Ostatni hrany (tzn. bez ¢isla) necht si laskavy ¢tendf ohodnoti piislunym ¢éislem jako cviéeni.

Véta 3.13
V neorientovaném grafu G je libovolna hrana stromova nebo zpétna.

Diikaz: Necht (u,v) € E, BUNO méjme d[u] < d[v]. Pak d[v] < f[v] < f[u] a hrana (u,v) byla objevena jednfm
z nasledujicich zpusobi:

1. v € Adj[u], pak (u,v) je stromova.

2. u € Adj[v], pak je v tomto okamZiku vrchol u Sedy a tedy hrana (u,v) je zpétna.

3.2.3 Topologické tridéni
DFS je vhodny k topologickému usporadéani orientovaného grafu.

Definice 3.14
Topologické usporadani orientovaného grafu je linedrni usporadani < na V', které spliuje:

(u,v) e E=u<wv
Takové uspoiddani lze sestrojit praveé u acyklickych graf® nasledujicim algoritmem.

Algoritmus 3.4
TOPOLOGICAL_SORT(G)

1. Call DEPTH_FIRST_SEARCH(G) to compute finishing times f[v] for each vertex v

2. As each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list

3. Return the linked list of vertices

Nustrativné lze tici, ze muzeme mit graf obleCeni, jak je nakreslen na obr. 4, ktery ndm udava, mezi kterymi
¢astmi obleCeni musime pii oblékdni zachovat spravné poradi (napf. musime obléci ponoZzky pfed botami). Algoritmus
topologického ti{déni ndm vSak vSechny c¢asti obleceni uspoiada do takového potadi, ze pozadované budou zachovany
a pritom postup pti oblékdni bude jednoznaény.

3.3 Silné souvislé komponenty grafu

Definice 3.15
Necht G = (V, E) je orientovany graf. SC-komponenta (silné souvisld komponenta) grafu G je maximalni U C V
takova, ze Yu,v € U existuje u — v cesta i v — u cesta.

Definice 3.16
Cesta v orientovaném grafu: (vy,...,v;), k > 1, pficemz (v;,v;41) € E, proVi=1,...,k — 1. u — u cesta je délky
0,1 kdyz (u,u) ¢ E.

8acyklicky graf = graf bez kruznic
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under shorts socks
watch
pants shoes
{ shirt
belt tie
Jjacket

Obrazek 4: Priklad grafu topologicky nesetfidéného

Definice 3.17
V orientovaném grafu definujme relaci ~: 4 ~ v <= Ju — v cesta i v — u cesta v grafu G. Relace ~ je ekvivalence,
jeji t¥idy jsou pravé SC-komponenty.

Algoritmus SCC (alg. 3.5), ktery konstruuje SC-komponenty, vyvold dvakrdt algoritmus DFS (alg. 3.3).

Definice 3.18
Necht G je orientovany graf. Definujeme graf GT := (V, ET), kde ET := {(v,u) | (u,v) € E}.

Poznamka 3.19
Je-li G déno seznamy sousedi, lze seznam sousedi pro GT vytvofit v ¢ase o(V + E).

Algoritmus 3.5
SC_COMPONENTS(G)
1. Call DEPTH_FIRST_SEARCH(G) to compute finishing times f[u] for each vertex u € V.
2. Compute GT.

3. Call DEPTH_FIRST_SEARCH(GT), but in the main loop of DEPTH_FIRST_SEARCH consider the vertices
in order of decreasing f[u] (as computed in line 1)

4. Output the vertices of each tree in DF-forest of step 3 as a separate SC-components

Lemma 3.20
Necht plati u ~ v, u = -+ - w — --- = v v grafu G. Pak plati také w ~ wu.

Diikaz: Mame u — --- - w — --- = v a u ~ v. Tedy existuje jesté orientovana cesta v — --- — u. Pak ovSem
existuji orientované cesty u — --- >waw = --- > v = --- > u a tedy w ~ u. O

Lemma 3.21
DFS aplikovany na G umist{ vrcholy téze SC-komponenty do téhoz DF-stromu (tj. rozklad na SCC je jemé&j& nebo
rovny rozkladu na DF-stromy).

Diikaz: Necht U je SC-komponenta, r je prvni objeveny vrchol v U. V okamziku d[r] je libovolny vrchol s € U
bily. Podle Véty O bilé cesté (véta 3.12) se s stane potomkem r = tedy patii do téhoz DF-stromu. a

Definice 3.22
Polozime ®(u) = w, existuje-li u — w cesta v grafu G a f[w] je maximalni. Vrchol w nazveme praotec vrcholu u.

Lemma 3.23
Plati:

L flu] < fl®(uw)],
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2. u— - ov= f[®(W)] < f[P(u)],

3. ®(P(u)) = ?(u).

Diikaz:

1. Kdyby platila opa¢na relace (f[u] > f[®(u)]), bylo by to ve sporu s definici ®.
2. Nechtu — - s v, pak {w|u—-- -2 w}Dd{w|v—>-- - w}

3. f[®(®(u))] > f[®(u)] plyne z bodu 1. Vime, Ze existuje cesta ®(u) — --- — u a z bodu 2 dostaneme nerovnost
<. Tedy bod 3 plati.

a

Lemma 3.24
Uzitim DFS pro G dostdvame, Zze pro Yu € V je ®(u) pfedek vrcholu w.

Dikaz:
e Piipad ®(u) = u je trividlni.
e Necht tedy ®(u) # u. Uvazujme barvy vrcholi v ¢ase d[u]:
1. ®(u) je erny. Pak f[®(u)] < flu] = spor s bodem 1. Lemmatu 3.23. Protoze u — --- — ®(u) a u zfernd
aZ po tom, co zéernd ®(u).
2. ®(u) je Sedy. Pak u je potomek ®(u).
3. ®(u) je bily:
(a) u— --- = P(u)
[ —

WHITE
Podle Véty o bilé cesté (3.12) je ®(u) potomek u, proto f[®(u)] < f[u] (potomci umfou difve nez
pfedci), coZ je spor s bodem 1 Lemmatu 3.23.

(b) u—--- > t—--- = &(u), vrchol ¢ je posledni vrchol na u — ®(u) cesté, ktery neni bily:
—_———
WHITE
* ¢ Cerny: nemize existovat cesta do bilého ®(u) = spor.
* t Sedy: pak mdme cestu t — --- — ®(u) a pouzijeme Vétu o bilé cesté (3.12): ®(u) je potomek ¢,
—_———

WHITE
neboli f [®(u)] < f[t] (potomci umrou diive), coz je spor s definici ®(u).

O
Disledek 3.25
Uzitim DFS pro G je (Yu € V) (u ~ ®(u)).
Dikaz: w — --- — ®(u) z definice ®(u).
®(u) = -+ = u z Lemmatu 3.24. m|

Lemma 3.26
Uzitim DFS pro G dostavame, 7Ze pro Yu,v € V plati:

(u~v <= ®(u) =2(v))
Diikaz:
e >u~vdi{w|u— - s wl={w|v—=- = w}atedy &(u) = P(v).

e «: 7 dusledku 3.25.
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Véta 3.27
SCC(G) korektné spotita SC-komponenty grafu G.

Diikaz: Indukef vzhledem k poétu k DF-stromi vytvofenych algoritmem DFS na GT. UkdZeme, 7e tyto stromy
jsou SC—komponenty grafu G.
e Indukéni predpoklad: k = 0 je ziejmy.

e Indukénf krok: k& > 1, je spocitano k — 1 stromii, které jsou SC—komponentami grafu G. Necht k-ty strom 7' m§
kofen r. Oznac¢ime

Cr)y:={veV|&W) =r}
Podle Lemmatu 3.26 je to SC-komponenta (je-li neprazdnd). UkdZeme, Ze
weT <= uelC(r)
* D: prvky C(r) pat¥{ do téhoZ stromu: viz Lemma 3.26 a Lemma 3.21. Zbyvéa ukdzat, Zze r € C(r) neboli

®(r) = r, coZ plyne z bodu 3 Lemmatu 3.23. Tedy T D C(r).
* C: ukdzeme, ze pro Yw € V plati:

(f[@(w)] # flr] = w &T)
Daéle: rizné ¢asy z¢ernani = ruzné vrcholy. Tedy:
d(w)#r = w¢T
wglr) = wé¢T
wel = wel(r)

e Necht f[ (w)] < f[r]. Kdyby bylo w € T, byloby w — --- — r v G (w ¢— --- +— r v GT), proto
flr] = f12(r)] < f[®(w)] (z bodu2Lemmatu323) tj. spor.
)

e Necht f[®(w)] > f[r]. KdyZ r je vybrano, w je jiz umisténo ve stromé s kofenem ®(w). Zde je to sestupné
poradi.

O
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4 Uzitec¢né datové struktury

4.1 Binarni halda

Definice 4.1
Binarni halda je pole, které mize byt znazornéno jako dplny bindrni strom. VSechna patra takového stromu —

vvvvvvvv

A[PARENT (i)] > A[i]
kde PARENT(:) je rodi¢ uzlu . Tuto vlastnost budeme nazyvat haldovd vlastnost.

Strukturu desetiprvkové binarni haldy ukazuje obrazek 5. Cisla v uzlech této haldy oznacujf index prvku pole A,
ktery mé byt v uzlu uloZen.
Na bindrni haldé rovnéz muzeme definovat jednoduché operace:

e PARENT(7), kterd vraci rodice uzlu i. Lze ji nadefinovat jedinym piikazem:

return ( L%J )

e LEFT(i), kterd vracf rodice uzlu i. Lze ji nadefinovat:
return(2 - i)
e RIGHT(4), kterd vraci rodi¢e uzlu i. Lze ji nadefinovat:

return(2-¢+ 1)

1

4/\

2 3

/\/\
/\\

8 9 0

Obrazek 5: Struktura bindrni haldy

Algoritmus 4.1
HEAPIFY(A,i) # prel. jako ,haldovani”
. 1 «— LEFT()
. r <— RIGHT(z)
. if I < heap_size[A] and A[l] > Ali]
then largest «— [

1

2

3

4

. else largest +— 1

6. if » < heap_size[A] and A[r] > A[largest]
7 then largest «— r
8. if largest # i then

9

exchange A[i] +— A[largest)
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10. HEAPIFY (A, largest)

Atribut heap_size[A] uddva pocet prvka v haldé A. V dalsim si tento poet oznacime n.

Predpoklddejme, 7e bindrni stromy s kofeny LEFT(i) a RIGHT(¢) spliiuji haldovou vlastnost (t.j. A[{] maZe byt
men§i nez A[LEFT (i)] resp. A[RIGHT (7)]). Cilem algoritmu HEAPIFY (alg. 4.1) je bindrni strom s kofenem i, ktery
mé haldovou vlastnost.

SloZitost algoritmu 4.1: Zjistén{ vztaht mezi A[i], A[LEFT ()], A[RIGHT (7)] je slozitosti ©(1). K tomu musime
pricist slozitost HEAPIFY na nékterém synovi, coz je kofen stromu o < 2?” vrcholech. Necht je pocet potomkii roven

m. Pak:

m2 _ 1+2+___+2k72+2k71
no 1424+ 28T 141424 4 262
2k —1

2k — 1414261 -1

(VAN
Wl

Nerovnost oznacend otaznikem (,,7”) plati <= plati Vk:

3.2F_3 2.2F 4ok 9

<
-1 <

Tedy pro dobu vypoctu T'(n) plati:

T(n) gT([gn-D +0(1)

Véta 4.2 MASTER THEOREM
Necht jsou a > 1, b > 1 konstanty, f : Ng — R funkce a necht je T': Ng — R definovdno vztahem:

Tn)=a-T ([%-I) + f(n)
Pak:
1. Pro f(n) =0 (nlogb “_E) pro konstantu € > 0 je

T(n) = © (n'°8: )

2. Pro f(n) = © (n'°8:9) je
T(n) = © (n'°* - logn)

3. Pro f(n) =0 (nlogb a“) pro konstantu € > 0 a f ([%]) < ¢ f(n) pro konstantu ¢ < 1 a dostatecné velka n, je

Tedy — pokracujeme-li v ivahach o slozitosti: a = 1, b = %, log; a = 0. Podle ptipadu 2 tedy
T(n) = O(logn)

Slozitost algoritmu 4.1 je tedy:
T(n) = O(logn)

protoze uvazujeme horni odhad slozitosti.
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Jiny odhad sloZitosti alg. 4.1: Pro uzel i hloubky A je slozitost O(h), protoze vezme konstantn{ ¢as a vyvold se
pro vrchol s hloubkou o 1 mensi.

Algoritmus 4.2
BUILD_HEAP(A4) # vytvoreni haldy

1. heap_size[A] <— length[A]
2. for i «+— |[length[A]/2] downto 1
3. do HEAPIFY(A4,i)

Pro tento algoritmus je ddno pole A[1,2,...,n] a algoritmus uspotfdda toto pole tak, Ze spliiuje haldovou vlastnost.

Korektnost: prvky A [[2 +1],---,n] jsou listy a jsou tedy kofeny hald s haldovou vlastnosti. Algoritmus HEAPI-
FY zachovava haldovou vlastnost.

Slozitost:
e provedeni kazdého HEAPIFY ... O(logn)
e HEAPIFY volame celkem ... O(n)-krat
e Celkem tedy slozitost algoritmu 4.2 ... O(nlogn).

Je v8ak zndm lepsi odhad O(n), ale k jeho odvozeni je tfeba si vice pohrat.

Lemma 4.3
n-prvkova binarni iplna halda m§ [ﬁ] vrchola hloubky h.

Diikaz: Dikaz nechavame jako cviceni. O

Slozitost (pokraéovani):

llogn] n [log n| i
<Y |g]om = ofn Y o5
h=0 h=0

— h
= 0 n'Zghﬂ
h=0
2
= O(n)

Trik, ktery jsme pouzili pfi s¢itani fad, je nasledujici:

= 1
Z = Szl <1 / derivace
= 11—z
.- 1
Zk-x’“il = 5 /- x
k=0 (1 —l’)
> z
Zk-mk = 5 Jr — 2
Pt (1—2x)
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Algoritmus 4.3
HEAPSORT(A)

1. BUILD_HEAP(A)
2. for i «+— length(A4) do

3. exchange A[l] «— A[i]
4. heap_size[A] +— heap_size[A] — 1
5. HEAPIFY(A,1)

Algoritmus HEAPSORT (alg. 4.3) uspofad4 bindrni haldu neklesajicim zpisobem.

SloZitost:
e BUILD_HEAP ... O(n)

e HEAPIFY ... O(logn)

cylkus se provede ... O(n)-krat

télo cyklu stojf ... ©(1)?

Celkem je tedy slozitost algoritmu 4.3 HEAPSORT ... O(n -logn)

4.2 Prioritni fronta

Definice 4.4
Prioritnf fronta je datova struktura S, v niz je kazdy jeji prvek ohodnocen klicem. Prioritni fronta definuje tyto
operace:

e INSERT(S, z) ... provede zafazeni prvku x do prioritni fronty S.
e MAXIMUMY(S) ... vrati prvek z prioritnf fronty S s nejvétsim kli¢em.

e EXTRACT_MAX(S) ... odstrani prvek s nejvétdim kli¢em z fronty S.

Prioritni fronty miZeme implementovat jako:
e binarni haldy

e binomialn{ haldy

e Fibonacciho haldy

Slozitost jednotlivych operaci implementovanych témito zpisoby ukazuje tabulka 1.

Poznamky k tabulce 1: U binadrnich a binomidlnich hald je uvedena slozitost nejhorsiho pfipadu. U Fibonacciho
hald je to tzv. amortizovana sloZitost.

ad 1. Operace MAKE_HEAP vytvori haldu, kterd neobsahuje zadny prvek.

ad 5. Operace UNION(H;, H2)'® vytvoi{ sjednoceni dvou hald H; a Ho.

ad 6. Operace DECREASE_KEY (H, z, k) sniz{ kli¢ vrholu v haldé H na hodnotu &

ad 7. Operace DELETE(H, z) odstrani z haldy H vrchol z.

9Do slozitosti t&la cyklu uvazujeme jen vyvolan{ algoritmu HEAPIFY, nikoli vSak jeho b&h
10P¥i implementaci prioritn{ fronty jako bindrn{ haldy lze tuto operaci nadefinovat nap¥iklad pomoci BUILD __ HEAP. Takto ma vSak
tato operace velkou slozitost, coz je argument PRO pouzivani binomidln{ resp. Fibonacciho haldy
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Operace binarni h. | binomicka h. | Fibonacciho h.
1. | MAKE_HEAD o(1) 0(1) 0(1)
2. | INSERT ©(logn) O(logn) e(1)
3. | MINIMUM o(1) O(logn) e(1)
4. | EXTRACT_MIN O(logn) O(logn) O(logn)
5. | UNION O(n) O(logn) e(1)
6. | DECREASE_KEY O(logn) O(logn) e(1)
7. | DELETE O(logn) O(logn) O(logn)

Tabulka 1: Operace prioritni fronty a sloZitost jejich implementaci

4.3 Prioritni fronta implementovana binarni haldou

Algoritmy uvedené v této kapitole jsou implementaci zdkladnich operaci nad prioritni frontou pomoci bindrni haldy.

Algoritmus 4.4
HEAP_MAXIMUM(A)

1. return A[1]

SloZitost algoritmu 4.4: je ziejmé O(1).

Algoritmus 4.5
HEAP_EXTRACT_MAX(A)
1. if heap_size[4] < 1
2 then error "heap_underflow"
3. max «— A[l]
4. A[1] +— A[heap_size [A]]
5. heap_size[A] +— heap_size[A] — 1
6. HEAPIFY(A4,1)
7

. return max

SloZitost algoritmu 4.5: Kroky 1. — 5. a krok 7. maji slozitost ©(1), algoritmus HEAPIFY (krok 6.) m4 slozitost
O(logn).
Celkem tedy m4 algoritmus 4.5 HEAP_EXTRACT_MAX slozitost O(logn).

Algoritmus 4.6
HEAP_INSERT(A, key)
1. heap_size[A] «— heap_size[A] + 1
2. i «— heap_size[A]
3. while ¢ > 1 and A[PARENT(¢)] < key do
4. A[i] +— A[PARENT(i)]
5 i «+— PARENT(i)
6. Ali] «— key

SloZitost algoritmu 4.6: Kroky 1. — 3. a krok 6. maji slozitost ©(1), kroky 4. a 5. maji také slozitost ©(1), ale
provedou se celkem O(logn)-krét.
Celkové slozitost algoritmu 4.6 HEAP_INSERT je tedy O(logn).
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4.4 Binomialni halda

Definice 4.5
Binomidlni strom Bj, definujeme induktivné takto:

e By je strom o jednom vrcholu

e Mame-li dva binomidlni stromy By 1 oznacené napi. A, B, pak binomialni strom By, vznikne z téchto dvou napf.
tak, ze kofen stromu B pfijme za syna koten stromu A. Nézorné viz obr. 6.

Obrazek 6: Priklad konstrukce binomilniho stromu By,

Upozornéme na fakt, ze potradi vrcholi v dané drovni binomidlniho stromu je podstatné. Binomialni strom By ma
2% vrcholi.

Definice 4.6
Binomidlni halda je systém binomidlnich stromu By, (zavis{ na pofadi) takovy, Ze stromy spliiuji haldovou vlastnost,
pricemz k roste zleva doprava.

Do binomialni haldy 1ze umistit libovony pocet n prvki, protoZze existuje jednoznac¢ny binomialni rozklad ¢isla n:
n = |By, |+ |Br,| + -+ + |Bg,|

pricemz plati k; < ky < -+ < kp.
Piiklad binomialni haldy ukazuje obrazek 7.

By Bs Bs
/76\
12 25 11 17 38
| |
18 27

Obrazek 7: Ptiklad binomialni haldy
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4.5 Prioritni fronta implementovani binomialni haldou

Pii reprezentaci binomidlnich hald budeme pouzivat téchto datovych struktur:

e p[z] ... ukazatel na otce vrcholu z.

e child[z] ... ukazatel na nejlevéjstho potomka.

e sibling[z] ... ukazatel na sourozence bezprostfedné vpravo.
o degree[z] ... stupeii!! vrcholu z.

e head[H] ... ukazatel na prvnf vrchol haldy H.

Demonstrace téchto datovych struktur je na obr. 8.

hea

.

\

P
key ...
degree 1 /
child | | | sibling

Obréazek 8: Datové struktury pro reprezentaci binomialni haldy

V této prednésce si nebudeme uvadét presnd znéni algoritmi realizujicich operace na prioritni fronté implemen-
tované binomialn{ haldou. Uvedeme si zde pouze jejich seznam (tab. 2) s tim, Ze zdjemci je mohou najit pod témito
nazvy v literature [3].

Nazev algoritmu | Pocdet radkua
1. | BINOMIAL_HEAP_MINIMUM(H) 9
2. | BINOMIAL_LINK(y, z) 4
3. | BINOMIAL_HEAP_UNION(H,, H>) 22
4. | BINOMIAL_HEAP_MERGE(H;, H>) -
5. | BINOMIAL_HEAP_INSERT (H, ) 7
6. | BINOMIAL_HEAP_EXTRACT_MIN(H) 5
7. | BINOMIAL_HEAP_DECREASE_KEY(H, z, k) 10
8. | BINOMIAL_HEAP_DELETE(H, x) 2

Tabulka 2: Seznam algoritmi, realizujicich operace nad binomidlni haldou

Poznamenejme jesté, ze BINOMIAL_LINK provede operaci, ktera je popsdna na obrazku 6, kde y a z jsou kofeny
spojovanych stromi. BINOMIAL_HEAP_MERGE je procedura v algoritmu BINOMIAL_HEAP_UNION, ktera spoji
seznamy koteni H; a H, do seznamu, kde atribut degree neklesa.

11Stupném vrcholu zde rozumime droveh tohoto vrcholu v daném binomidlnim stromu
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4.6 Analyza slozitosti

Slozitost miZeme porovnavat podle:
e nejhorsiho pripadu

e prumérného piipadu, t.j. zadd se pravdépodobnostni rozdéleni na jednotlivych moznych datech a spocita se
stfedni hodnota potfebného casu

e amortizovana slozitost

O amortizované slozitosti se nyni rozhovorime podrobnéji.
Dejme tomu, ze mame provést posloupnost operaci s datovou strukturou:

Dy 3D 3D, 3...3D,

Necht ® : D — ®(D) € R je funkce potencidlu.
Amortizovany ¢as pro i-tou operaci je

éi =c; + (I)(DZ) — q)(Di—l)

tedy soucet aktudlniho ¢asu a vzrustu potencidlu.
n n
S 6= e+ B(D,) — 8(Dy)
i=1 i=1

Je-li tedy ®(D,,) > ®(Dy), pak Y ¢& je hornim odhadem pro > ¢;. Proto miZeme ¢as v pribéhu operace omezit na

LS,

4.7 Fibonacciho haldy

Necht Uy je neorientovany k-ty binomidlni strom (pfi¢em? nezdleZ{ na pofadi sluCovéni binomidlnich stromt, tedy
rovnost na obr. 9 narozdil od binomiéln{ haldy plati.)

Obrazek 9: Topologicka rovnost binomidlnich stromt u Fibonacciho hald

Definice 4.7
Fibonacciho halda je systém neusporadanych neorientovanych binomialnich stromii.

Datova struktura pro reprezentaci Fibonacciho hald:

e p[z] ... ukazatel na otce.
e child[z] ... ukazatel na nékterého syna (libovolného).
e left[x] ... ukazatel na levého souseda vrcholu z, ktery ma téhoZ otce jako z.

e right[z] ... pravd obdoba ukazatele left[z].
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e degree[z] ... stupetl.
e mark[z] ... nabyvd hodnot {true, false}, pfiCemZ vyznam hodnoty true je:

mark[z] = true <= vrchol z ztratil néjakého potomka od doby, kdy se sim naposledy stal potomkem
jiného vrcholu.

Piiklad Fibonacciho haldy je zobrazen na obr. 10.

N

»

Obrazek 10: Piiklad Fibonacciho haldy

Pro vypocet prislusné amortizované slozitosti operaci nad Fibonacciho haldou pouzijeme tuto potencidlovou funkci:
®(H) =t(H)+ 2m(H)

kde t(H) je pocet stromt v haldé H a m(H) je poCet oznacenych vrchold (t.j. vrcholi z, kde mark[z] = true) v haldé
H. Pouzit tuto potencidlovou funkci je korektni, protoze plati: ®(Do) =0 a Vk ®(Dy) >0

Fibonacciho haldy mohou byt libovolné Siroké, proto 1ze délat operaci UNION nad Fibonacciho haldami v kon-
stantnim case.

4.8 Zasobnik
Na zéasobniku definujeme operace:
e POP(S) vyzvedne prvek ze zasobniku.
e PUSH(S) ulozi prvek do zdsobniku.
e MULTIPOP(S, k) vyzvedne k prvki ze zasobniku (viz alg. 4.7).

Algoritmus 4.7
MULTIPOP(S, k)

1. while not STACK_EMPTY(S) and k # 0 do
2. POP(S)
3. k+—Fk-1

Amortizovana sloZitost: Definujeme potencidlovou funkci zdsobniku: ®(S) jako pocet prvki v zdsobniku S. Zadi-
name od prazdného zasobniku Dy, tedy ®(Dg) = 0. Pro Vi tedy plati ®(D;) > ®(Dy).
Odtud plyne, Ze celkovd amortizovana cena je hornim odhadem celkové aktudlni ceny:

e PUSH zvétsi potencidl ® zasobniku o jednicku:
éi=c;+®(D;) —®(Di—y)=1+1=
e POP snizi potencidl ¢ zasobniku o jednicku:
éi=c;+®(D;) —®(Di—y)=1-1=
e MULTIPOP snizi potencidl ® o k' = min{k, s}, s =|S|. Necht ®(D;) — ®(D;_,) = —k', pak
Gi=ci—k =k -k =0
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4.9 Datové struktury pro disjunktni mnoziny
Datové struktury pro disjunktni mnoziny uchovavaji systém S = {Si,...,Sk} po dvou disjunktnich dynamickych

mnozin; v kazdé z téchto mnozin je urcen reprezentant této mnoziny.

Operace:
e MAKE_SET(z) ... vytvofi systém {{z}}.
e UNION(z,y) ... sjednoti{ mnoziny obsahujici z resp. y.

e FIND_SET(z) ... vréti reprezentanta mnoziny, v niz lez{ .

Algoritmus 4.8
CONNECTED_COMPONENTS(G)
# algoritmus vyZzaduje na vstupu obyCejny (neorientovany) graf G.

1. for each vertex v € V[G]

2. do MAKE_SET ()

3. for each edge (u,v) € E[G]

4. do if FIND_SET(u) # FIND_SET(v)
5. then UNTION(u, v)

4.9.1 Prvni implementace

Zde pohovoiime o slozitosti algoritmu 4.8 CONNECTED_COMPONENTS, implementovaného pomoci linked list
reprezentace. Podle této reprezentace je kazd4 mnozina reprezentoviana dynamickym (fetézenym) seznamem, v ném?
navic kazdy prvek obsahuje ukazatel na reprezentanta mnoziny. Ptiklad najdete na obr. 11.

iy

s drrg

Obrézek 11: Piiklad mnoziny {a,b,c} v reprezentaci linked list

SlozZitost:
e n-krit se providi MAKE_SET (kroky 1. — 2. algoritmu 4.8).
e m-krat jsou provadény vSechny tfi operace dohromady

e plati: m > n, pocet operaci UNION <n — 1.

Fakt: Slozitost algoritmu 4.8 je tedy pii implementaci linked list reprezentaci je ©(m?).

Fakt: PrfipouZiti heuristiky ,,vdZzeného sjednocovani” (tzn. pfipojuji kratsi seznam za del3i, nikoli naopak) je sloZitost

algoritmu 4.8 O(m + nlogn).
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4.9.2 Druha implementace

Zde pohovoiime o slozitosti algoritmu 4.8 CONNECTED_COMPONENTS, implementovaného pomoci lesi disjunkt-
nich mnozin. Kazdou mnozinu reprezentuje jeden strom, kde relace otec — syn mé ,,opacnou orientaci”, tj. otec <—
syn. Piiklad si inteligentn{ ¢tendf vymysli sam.

Fakt: Slozitost pfi této implementaci je O(mlog® n), pouzijeme-li heuristiku ,union by rank path compression”.
Pritom:
n, 1=0

log(i) n =< log (log(i_l) n), t >0, It >0
nedefinovdno, jinak
Dale: '
log* n = min {z >0 log? n < 1}

Piiklad, jak vypada funkce log™ uvadi tabulka 3.

n lo
2
4
16

65536
965536

ST JCR RS

Tabulka 3: Chovan{ funkce log*

Hodnota log* n > 5 se v naSem pifpadé nevyskytne. Tedy sloZitost této implementace je ,v podstaté linearni”.

Lepsi odhad: O (m - a(m,n)), kde a je tzv. Ackermannova funkce a hodnota a(m, n) pro v naSem piipadé myslitelné
situace neprevysi hodnotu 4.
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5 Problém minimalni kostry

5.1 Obecny algoritmus

Definice 5.1
Necht je G = (V, E) souvisly neorientovany graf a w : E — R libovolné. Pak problém minimélni kostry je problém
nalezeni T' C E tak, aby platilo:

1. T je acyklicky
2. (V,T) je souvisly

3. w(T) je minimélni, kde
w(T) =

Z w(u,v)

(u,0)ET

Poprvé byl tento problém vyfesen v roce 1926 panem Bortvkou, ktery zkonstruoval prvni algoritmus tohoto druhu
na zakidzku pro MEZ. V soucasnosti znadme dva nejlepsi algoritmy panua

o Kruskala
e Prina

které maji slozitost O(E log V') pomoci bindrnich hald; Priniv algortimus implementovany pomoci Fibbonacciho hald
ma slozitost O(E + V'1ogV).

Nésledujici tabulka (tab. 4) ndm pfesnéji ukazuje, jak velky podil na celkové slozitosti algoritmu mé pouzité datova
struktura. V tabulce pouzité symboly jsou definovdny: n = |V|, m = |E|'2.

Graf Pomér hran | mlogn | m +nlogn | Porovnani
Fidky graf m~n nlogn nlogn =
husty graf m ~ n? n?logn n? +

Tabulka 4: Porovnan{ slozitosti algoritmu pii pouziti ruznych datovych struktur

Algoritmus 5.1
GENERIC_MINIMAL_SPANNING_TREE(G, w)
1. A«+—0
2. while A does not form a spanning tree do
3. find an edge (u,v) that is safe for A
4 A+— AU{(u,v)}

5

. return A

Algoritmus 5.1 nam ukazuje jakousi ,kostru” algoritmu na vyhleddvan{ minimaln{ kostry grafu. A je mnozina hran,
do které pfiddvame ,bezpecéné” hrany (takové hrany, které miZeme p¥idat bez obav, Ze by ndm mnozinu A porusSily
tak, Ze bychom se nikdy k minimalni kostie nedostali, bliZe nasledujici definice 5.2), dokud se nedobereme miniméln{
kostry. MnozZina A bude mit vZdy vlastnost, ze existuje minimaln{ kostra 7" obsahujici prvky A.

Definice 5.2
Hrana (u,v) € V se nazyva bezpecnd pro A, plati-li (u,v) ¢ A a zdroveii sjednoceni A U {(u,v)} je obsazeno
v nékteré minimélni kostie grafu G = (V, E).

Korektnost algoritmu 5.1 je zfejma. Zatim v8ak nezndme zpisob, jak se vybird nova hrana (u,v).

n
12Pro m tedy plati: n — 1 < m < (2)
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Definice 5.3
Rozklad (S,V — S) mnoziny V se nazyva fez grafu G, pficemz ) # S # V.

Definice 5.4
Hrana (u,v) € E protind fez (S,V — S), je-liu € S av € V — S nebo naopak.

Definice 5.5
Rez (S,V — S) respektuje mnozinu A C E, jestlize z4dnd hrana z A neprotina tento fez.

Definice 5.6
Lehkd hrana fezu (S,V — S) je hrana protinajici tento fez a mezi takovymi hranami ma minimalni ohodnocen.

Véta 5.7

Necht je G = (V, E) souvisly neorientovany graf, w : £ — R libovolné ohodnoceni hran, A C E je obsazena
v néjaké minimélni kost¥e grafu G, (S,V — S) je fez respektujici A a (u,v) je lehkd hrana pro tento fez. Pak (u,v) je
bezpecnd pro A.

Diikaz: Necht A je obsaZena v miniméln{ kost¥e T'. Pokud (u,v) € T, jsme hotovi.

Necht (u,v) ¢ T. Existuje u—v cesta v T. u a v jsou v riznych ¢astech fezu a proto na vyse uvedené cesté existuje
hrana (z,y) takovd, Ze z € Say € V — 5. Oviem (z,y) € A, protoZe fez respektuje A. Odstranénim (x,y) z T se T
rozpadne do dvou souvislych komponent. Pfidanim (u,v) méme opét kostru, kterou oznaéime T' = (T — {(z,y)}) U
{(u,v)}. (u,v) i (z,y) protinaji fez (S,V — S). (u,v) je lehkd = w(u,v) < w(z,y) a proto w(T") < w(T). T byla
miniméln{ kostra = T je minimélni kostra. (u,v) je bezpetnd pro A, nebot (u,v) ¢ A a AU {(u,v)} C T".

O

Disledek 5.8

G = (V, E) je souvisly neorientovany graf, w : E — R, A C E je obsaZena v né&jaké miniméln{ kostie, C' je souvisla
komponenta v lese G4 = (V, A), (u,v) minimalné ohodnocend mezi hranami spojujicimi C' s jinou komponentou. Pak
(u,v) je bezpecnd pro A.

Diikaz: Uvazujme ez (C,V — C) a mizeme pouZit tychz tivah jako v predeslém dikaze. m|

5.2 Kruskaltv algoritmus
A je stale les, pfiddava se hrana (u,v) téchto vlastnosti:
1. (u,v) ¢ Aa AU{(u,v)} je les;
2. w(u,v) je miniméln{ mezi v8emi hranami, které spliujf 1.

Algoritmus 5.2
MST_KRUSKAL(G, w)

CA— 0
. for each vertex v € V[G] do
MAKE-SET(v)

. sort the edges of G by nondecreasing weight w

1
2
3
4
5. for each edge (u,v) € E[G] in order of nondecreasing weight w do
6 if FIND_SET(u) # FIND_SET(v) then

7 A+— AU{(u,v)}

8 UNION (u, v)

9

. return A

K implementaci algoritmu 5.2 potfebujeme efektivni datovou strukturu pro rozklady mnoziny vrcholi V' a operace
na ni:
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e FIND_SET(u): tato operace vrati reprezentanta ti¥idy obsahujici prvek w.
e UNION(u,v): sjednot{ t¥idy obsahujici prvky u a v.
e MAKE_SET(u): vytvoii singleton'® {u}.

Korektnost algoritmu 5.2:
e 1. 1. - 3. f.: inicializace
A =0, rozklad {{v} |v e V}.
e 5. 1. — 8. f.: zarucuji plnéni predpokladi disledku 5.8.
Slozitost zavisi na implementaci rozkladu mnozin:
e 1.V.-3.f: O(V)
e 4. 7.: O(ElogE)

)

V)

e 0. 1.

e 5. . — 8. f.: O(FE) operaci s rozklady lze implementovat tak, ze kazdd vezme O(log E), celkem tedy O(FE log E),
pfesné O(E) - (O(1) 4+ O(log E)). Celkem tedy:

O(V)+ O(ElogE) = O(ElogE)

Pravéa strana rovnosti plat{ za pfedpokladu, ze graf je souvisly, ¢ili |E| > |V] — 1.

5.3 Prinidv algoritmus

A je stale strom, priddvé se hrana (u,v) s témito vlastnostmi:
1. (u,v) ¢ Aa AU {(u,v)} je strom;
2. mezi véemi hranami, které spliiuji 1, je w(u,v) minimalni.

Algoritmus 5.3
MST_PRIN(G, w, )

Q «— V[G]
for each vertex u € @@ do

key[u] +— oo
key[r] +— 0
w[r] +— NIL /* 7 je otec vrcholu */
while Q # 0 do

u +— EXTRACT_MIN(Q)

for each v € Adj[u] do

if v € @ and w(u,v) < key[v] then

© 2 N ok W=

._.
e

wv] «—u

11. key[v] +— w(u,v)
Vysvétleni symbola z algoritmu 5.3:

e () ... prioritni fronta vrchold.

Bsingletonem {a} budeme rozumé&t jednoprvkovou mnozinu {a}
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e A={(v,7(v)) lveV —({r}uQ)}

e key[u] ... je ohodnoceni hrany, kterd ma nejmensi ohodnoceni mezi hranami spojujicimi A s vrcholem u. key[u] €
R U {c0}.

wlu] € VU{NIL} ... otec vrcholu u.

e r ... kofen stromu.

operace EXTRACT_MIN(Q) ... vyfadi z @ takovy vrchol u, jeho? key[u] je minimalni.

Korektnost algoritmu 5.3:
e 1.F. — 5.7. inicializace
e Kdykoli v priabéhu algoritmu: vrcholy aktudlniho stromu A jsou presné ty, které patii do rozdilu V — Q.
e na fadku 7 s vyjimkou prvntho prichodu (coz je odstranéni kotfene r z @) se do A pfidava lehks hrana pro fez

(V - QaQ)

5.4 Slozitost algoritmi

5.4.1 Slozitost Kruskalova algoritmu
e 1.F. ... O(1).
2 -3.% ... O(V).
e 4. f. ... O(ElogE).

cyklus 5. — 8. f. ... se provadi |E|-krét. Providim tedy O(FE) operaci na datové struktufe pro disjunktni mnoziny
S. Lze implementovat tak, aby to vzalo O(E - a(E,V)). Jsou-li |V| =n a |E| = m, pak n + 2m +m=0(E)".

e 9. F ... O1).

O(a(E,V)) =O(log E) = O(Elog E) = O(ElogV)

5.4.2 Slozitost Primova algoritmu

Necht @ je implementovana pomoci binarni haldy.
e 1.7. ... BUILD_HEAP a fddky 2. — 5. celkem O(V').
e cyklus 7. — 11. se provadi |V|-krat, kazdé EXTRACT_MIN vezme O(log V). Celkem 7. f. vezme O(V logV')
e cyklus 8. — 11. se provadi celkem O(E)-krét.

* 9. F. ... rezervuje bit u kazdého vrcholu (ddme 1 v fddku 1; ddme 0 v faddku 7), tedy O(V).

* 11. ¥. ... DECREASE_KEY vezme O(log V)

*9.-11.7. ... O(1) + O(logV) = O(log V)

* cyklus 8. — 11. tedy celkem: O(E) - (O(1) + O(logV')) = O(ElogV'). O(1) je na organizaci cyklu.
e Celkem je O(FElogV).

Slozitost algoritmu implementovaného pomoci Fibonacciho hald je O(E + Vlog V).

14Je to po fad§ za: MAKE SET, FIND SET a UNION.
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6 Nejkratsi cesty

6.1 Nejkratsi cesty z daného vrcholu

Necht je G = (V, E) orientovany graf, w : E — R hranové ohodnoceni.

Definice 6.1
Véaha cesty w(p), kde p = (v1,...,vx) se definuje jako w(vi,vs) + -+ + w(vg—1, vg)-
Jsou-li u,v € V, pak

5(u, v) = min {w(p) | pje u — v cesta} , pokud existuje u — v cesta
Y= 0o , jinak

je vaha nejkratsi cesty mezi vrcholy u a v.
Nejkratsi cesta je u — v cesta p, pro niz plati, Ze w(p) = §(u,v).

Zakladni problém: Necht je G, w, s € V dano. Ukolem je najit pro kazdy vrchol v € V piislusnou hodnotu d(s,v).

Modifikace zakladniho problému:

1. Déno G, w, s € V. Za tikol mame najit pro Vv € V piislusnou hodnotu dé(v, s).
Resen{ jsou dveé:
e preorientovat hrany a aplikovat algoritmy pro zakladni problém
e dualizovat algoritmy pro zdkladni problém

2. Je dédno G, w, s a t. Ukolem je naleznout d(s,t). Tento problém lze fesit algoritmy zdkladniho problému'®. Nutno
vsak na tomto misté poznamenat, ze zadny lepsi algoritmus nen{ znam.

3. Je ddno G, w. Ukolem je najit d(u,v) pro Yu,v € V. ReSen:
e Trividlné lze tento problém fesit pomoci algoritmi pro zdkladni problém. Postupné budeme brat vSechny
vrcholy v € V za s a aplikujeme tyto algoritmy.
e Nutno podotknout, Ze existuji rafinovanéjsi a lepsi metody. O nich budeme hovofit v odstavci 6.7.
Poznamenejme jesté, Ze nékteré algoritmy (napft. Dijkstriv) pfipoustéji pouze nezdpornd ohodnoceni hran.
Algoritmy, které pripoustéji libovolné ohodnoceni hran, musi{ pocitat s tim, Ze nejkratsi cesta nemusi existovat

kviili existenci zdporného cyklu'8. Piiklad zdporného cyklu uvadi obr. 12. Jsou vsak algoritmy napiiklad Bellman —
Forduv, které zaporny cyklus odhali.

Obrazek 12: Ptiklad zaporného cyklu

15Tzn. nalézt § pro viechny vrcholy v grafu a na vystup dat jen (s, t).
16Na takovém cyklu je mozné natotenim pifslusného poétu obratek snizit vahu cesty na libovoln& malou hodnotu
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Reprezentace nejkratsich cest: Nechf mame libovolné 7 : V. — V U {NIL}. Zobrazeni m ndm urcuje graf
G, = (Vi,E;), kde

Vr
Ex

{v eV |nx[v] #NIL}U {s}
{(w[v],v) € E|v € Vy —{s}}

Definice 6.2

Strom nejkratsich cest G' = (V', E") grafu G je graf, kde V' C V, E' C E a V' je mnoZina vrcholu grafu G
dosazitelnych z vrcholu s (= existuje s — v cesta v grafu G). G’ je strom s kofenem s. Pro Vv € V existuje jedind s — v
cesta v grafu G’ a je nejkratsi s — v cestou v grafu G.

Lemma 6.3
Necht (v1,...,vg) je nejkratsi v1 — vy, cesta v grafu G a necht 1 < i < j < k. Pak (v;,...,v;) je nejkratsi v; — v,
cesta v tomto grafu.

Diikaz: Ziejmy. O

Lemma 6.4
Necht p = (s,...,u,v) je nejkratsi s — v cesta. Pak plati:

0(s,v) = 0(s,u) + w(u,v)
Diikaz: 7 lemmatu 6.3 plyne, ze p' = (s, ...,u) je nejkratsi s — u cesta, proto

o(s,v) =w(p) = w(p)+wu,v)=
3(s,u) + w(u,v)

Lemma 6.5
Pro V(u,v) € E plat{ nerovnost:
0(s,v) < 6(s,u) +w(u,v)

Diikaz: Je ziejmy, stacéi si uvédomit, ze leva strana nerovnosti je délka nejkratsi s — v cesty, kdezto prava strana je

délka néjaké s — v cesty. O

6.2 Relaxace

Algoritmus 6.1
INITTIALIZE_SINGLE_SOURCE(G, s)

1. for each vertex v € V[G] do

2. d[v] «— oo
3. o] ¢— NIL
4. d[s] +—0

d[v] € RU {00, —o0} je horni odhad délky nejkratsi s — v cesty.
Po probéhnuti algoritmu jsou nastaveny potiebné datové struktury takto:

e 7[v] = NIL pro Yv € V
e dls]=0ad[v] =00 proVv eV —{s}

Algoritmus 6.2
RELAX(u, v, w)

1. if d[v] > d[u] + w(w, v) then
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2. d[v] «— du] + w(u, v)

3. 7[v] +— u

Algoritmus 6.2 RELAX provede tzv. relaxaci. Relaxace se tomuto jevu fika proto, ze podminka d[v] < d[u]+w(u, v),
kterd musi byt splnéna pro d[v] = 0(s,v) a d[u] = d(s,u) nés prestava ,tizit”.

VSechny algoritmy na vyhledavani nejkratSich cest pracuji tak, ze se provede:

e inicializace (algoritmus 6.1)
e posloupnost relaxaci (algoritmus 6.2)
Jednotlivé algoritmy se od sebe li§{ pouze tim, jakym zptsobem se relaxace vybiraji k uskutec¢néni.

Lemma 6.6
Po provedeni algoritmu RELAX (u,v,w) plati:
dv] < du] + w(u, v)
Diikaz: z¥ejmy. m|
Lemma 6.7
Necht jsme provedli algoritmus 6.1 INITIALIZE_SINGLE_SOURCE(G, s) a posloupnost operaci RELAX (u;, v;, w)

(alg. 6.2). Pak d[v] > d(s,v) pro Vv € V a pokud d[v] nékdy v pribéhu nabylo hodnoty d(s,v), pak se jiz v dalsim
pribéhu hodnota d[v] nezméni.

Diikaz:
e Po inicializaci plati: d[s] = 0 > d(s, s), protoze (s, s) € {0, —o0}, a pro Vv € V — {s} je d[v] = 0o > (s, v).
e Necht podminka d[v] > d(s,v) je poprvé porusena provedenim RELAX(u,v,w). Pak plati:
dlu] + w(u,v) = dv] < d(s,v) <
< o(s,u) + w(u,v
Ler:n_’:&s ey
tedy dlu] < d(s,u), coZ je spor, protoze poprvé byla tato podminka splnéna az pro vrchol v.
e Jakmile d[v] = d(s,v), stdle plati d[v] > &(s,v) a pfi tom d[v] > d(s,v) jiz nemiZe nastat, protoze RELAX
nezvétSuje hodnoty d[].
O
Disledek 6.8

Necht neexistuje s — v cesta, nechf v € V. Pak po inicializaci d[v] = §(s,v) a tato rovnost zistava v platnosti po
provedeni libovolné posloupnosti relaxaci.

Diikaz: Podle lemmatu 6.7 stale plati d[v] > d(s,v) = oo. Po inicializaci je d[v] = oo a tedy stéle plati d[v] =
0(s,v) = oo. O

Lemma 6.9

Necht (s,...,u,v) je nejkratdi s — v cesta. Necht je provedena inicializace a providdime posloupnost relaxaci. Pak
bylo-li d[u] = 4(s,u) nékdy pfed vyvolanim relaxace RELAX(u,v,w), pak je d[v] = d(s,v) kdykoliv po provedeni této
relaxace.

Diikaz: Podle lemmatu 6.7 je du] = d(s,u) stdle od okamziku, kdy tato rovnost nastala. Zejména to plati po

provedeni RELAX (u, v, w).
d < dlu] + ,
[v] < [u] + w(u,v)
Lemma 6.6

I
(=9
w
£
+
g

5
=

Lemma 6.4

Lemma 6.6 spolu s lemmatem 6.7 dava ve vyse uvedeném odvozeni rovnost a jeji zachovani v budoucnosti. a
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6.3 Stromy nejkratsich cest

Lemma 6.10
Necht graf G s hranovym ohodnocenim w neobsahuje zddné zaporné cykly dosazitelné z vrcholu s. Pak po proveden{
inicializace a libovolné posloupnosti relaxaci je G strom s kofenem s.

Diikaz:
e Po inicializaci: V; = {s} a E, = 0, coz je v pofadku.
e Necht jsme provedli ¢ > 1 relaxaci. UkdZeme sporem, %e G je acyklicky:

Pfipustme, Zze ¢ = (v, . . ., V) pFifemz vy = vy je obsaZen v grafu G, pak n[v;] = v;—1 proi =1,...,k
a lze tedy predpokladat, Ze posledni relaxace byla RELAX (vg_1, v, w).

Pro kazdy vrchol v cyklu ¢ plati 7[v] # NIL a byla mu pfifazena kone¢nd hodnota d[v]. Podle lemmatu
6.7 je 6(s,v) konecnd (v je dosazitelny z s). Ukdzeme, Ze cyklus ¢ je zdporny cyklus, coZ bude spor.
Vzhledem k tomu, Ze 7[v;] = v;—; pro i = 1,...,k, byla posledn{ zména d[v;]: d[v;] +— d[vi—1] +
w(vi—1,v;). Od tohoto okamziku se eventuelné mohlo d[v;_1] zmensit. Tedy:

dlv;] > dlvi—1] + w(vi—1,v;)
proi=1,..., k. P¥i vyvolani RELAX (vg_1, vk, w), které vytvotilo cyklus ¢ méme

dlvg] > d[vg_1] + w(vk_1,vk)

Sec¢tenim:
k k
odvi] > Y (dvia] + wlviy,vi))
i=1 i=1
k k

Z vyse uvedeného plyne, Ze:
k

Z w(vi_l R ’Ui) <0

i=1
a tedy cyklus c¢ je zadporny cyklus, ¢imz jsme dosli ke kyZenému sporu.
Graf G je tedy acyklicky.
Zbyva tedy dokdzat, ze Yv € V; 3! s — v cesta v grafu G,.
* Existence cesty: po inicializaci je existence zfejmd. Déle indukei: po RELAX(u, v, w) mohl pouze v pfibyt
do V. Pak w[v] «— w a 7 se pro ostatni vrcholy neméni.

* Jednoznacnost cesty: Pfedpokladejme, ze s — v cesta neni v G; jednoznac¢na. Pak vypada napf. takto:

R
§— > Sz
e T

Pficem7 x # y. Pak by v8ak muselo platit zarovei 7[z] = z a 7[z] = y, coZ samoziejmé nelze a tudiZ mame
spor.

Lemma 6.11
Necht neexistuji v grafu G zaporné cykly dosazitelné z vrcholu s. Necht je provedena inicializace a posloupnost
relaxaci. Necht Vv € V' je d[v] = 6(s,v). Pak G je strom nejkratSich cest.
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Diikaz: Vy; je pravé mnozina vSech vrcholu dosaZitelnych z vrcholu s: vrchol v # s je dosaZitelny <= d[v] < 0o <=
w[v] # NIL <= v € V.
Podle lemmatu 6.10 je G strom s kofenem s. Necht v € V.. Chceme, aby (jedind) s — v cesta v G byla nejkratsi
s—wvcestap=(vo=s,...,u =v) v grafu G.
Proi=1,...,k plati d[v;] = d(s,v;) podle pfedpokladi. Z dikazu lemmatu 6.10 mame dv;] > d[v;_1]+w(vi_1, v;),
COZ je po uprave:
w(vi—1,v;) < §(s,v;) — (s, vi—1)

Sectenim pak dostaneme:

g
—~
=
=

I

g
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Z definice 6 mame w(p) > d(s,v). Tedy celkem:

a p je nejkratsi s — v cesta v grafu G. a

6.4 Dijkstriv algoritmus
Jak jsme si jiz d¥ive uvedli, Dijkstriv algoritmus pfedpoklada, Ze pro V(u,v) € E plat{ w(u,v) > 0.

Algoritmus 6.3
DIJKSTRA(G,w, s)

1. INITIALIZE_SINGLE_SOURCE(G, s)

2. 510

3. Q@ +— VI[GF]

4. while Q@ # 0 do

. u +— EXTRACT_MIN(Q)
6 S +— SuU{u}

7. for each vertex v € Adju] do
8 RELAX(u, v, w)

S je mnozina v8ech vrcholi, pro néz bylo d uréeno definitivné. ) je prioritni fronta z vrcholi V — S s kli¢i danymi
hodnotami d.

Algoritmus opakované vybira vrchol z V' — S s nejmensSim klicem, zafadi jej do S a relaxuje v8echny hrany, které
7z néj vychéazeji.

Véta 6.12
Algoritmus 6.3 DIJKSTRA pracuje korektné.

Diikaz: Ukizeme, ze Yv € V je d[v] = §(s,v) v okamziku p¥idani vrcholu v do mnoZiny S. Fakt, Ze tato rovnost
zustava zachovana, dokazuje 2. ¢ast dikazu lemmatu 6.7.

Sporem: Necht u je prvn{ z vrcholi vlozenych do S, s vlastnosti d[u] # (s, u) v okamZiku tohoto vloZeni. Protoze
vrchol s je zafazen jako prvnf a d[s] = (s, s) = 0, nebudeme vrchol s uvazovat; tedy necht u # s.

Uvazujme okamzik zahdjen{ fadka 5. — 8. pro vrchol u. V té dobé je S # (). Existuje s — u cesta (kdyby ne, je
d(s,u) = 0o, avSak d[u] # oo a existuje nejkratsi s — u cesta). Tedy existuje nejkratsi s — u cesta:

seES»>- sy 2ueV-F§
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Necht y je na této cestd prvni, ktery pati{ do V — S. V okamziku vloZzeni vrcholu = do S je d[z] = é(s,z) a po

RELAX(z,y,w) je také d[y] = d(s,y) (plyne to z lemmatu 6.9).
Déle 7 nezépornosti w a z lemmatu 6.3 plyne &(s,y) < d(s,u). Pak tedy:

dly) = 8(s,y) <) < dlul

Lemma 6.7

Volba vrcholu u ndm dava du] < d[y], z ¢ehoz ndm plyne:
dly] = dlu] = 0(s,u) = d[u]

Coz je kyZeny spor, protoze jsme u zvolili tak, aby d[u] # (s, u).
Konecné z lemmatu 6.11 plyne, ze G je strom nejkratsich cest.

Slozitost: Necht n =|V|am = |E|.

1. e Jeli Q implementovdno jako seznam, pak EXTRACT_MIN vezme O(n). To se provadi n-krét, tedy radky

4. — 6. vezmou O(n?).

e Radky 7. a 8. vezmou O(m) (brano zvlast, tedy ,mimo” cyklu while).

e Radky 1. a 3. vezmou kazdy O(n).
e Radek 2. je konstantni pfifazeni, tedy O(1).

Podtrzeno a secteno je slozitost algoritmu O(n?), protoze velikost m je shora omezena n

2

2. e Je-li @ implementovano jako bindrn{ halda, pak EXTRACT_MIN vezme O(logn) a fadky 4. — 6. tudiz

O(nlogn).

e Radek 3. reprezentuje vytvoieni binarnf haldy, tedy slozitost je O(n).

e V fadku 8. musi po RELAX(u,v,w) nésledovat DECREASE_KEY(Q, v, d[u] + w(u,v)), coZ vezme samo

o sobé O(logn), celkem tedy 7. a 8. fadek vezmou O(mlogn).
e Radky 1. a 2. dohromady vezmou O(n).

Celkova slozitost algoritmu je tedy O((m+n)logn), coZ pro grafy, v nichz je kazdy vrchol dosazitelny, pfedstavuje

slozitost O(m logn), protoZe pro souvislé grafy je n shora omezeno m.

3. Je-li ) implementovino jako Fibonacciho halda, je celkova sloZitost algoritmu O(nlogn + m).

6.5 Bellman — Fordiv algoritmus

Existule-li zdporny cyklus dosazitelny z vrcholu s, Bellman — Forduv algoritmus tuto skutecnost odhali. Jinak korektné

vrati strom nejkratsich cest.

Algoritmus 6.4
BELLMAN_FORD(G,w, s)

1. INITIALIZE_SINGLE_SOURCE(G, s)
2. fori +— 1to |[V[G]| =1 do

3. for each edge (u,v) € E[G] do
4. RELAX(u, v, w)

5. for each edge (u,v) € E[G] do

6. if d[v] > d[u] + w(u,v) then

7. return FALSE

8. return TRUE
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Slozitost:
e 1. faddek ... O(n)
e 2. — 4. fadek ... O(mn)
e 5. —8.tadek ... O(m)
Celkova slozitost algoritmu6.4 je tedy O(mn).

Lemma 6.13
Necht G vzhledem k w neobsahuje zddny zaporny cyklus dosazitelny z s, pak po skonceni algoritmu 6.4 plati pro
Yo € V dv] = (s, v).

Diikaz:

1. Necht v je dosaZitelny z s. Necht p = (vg = s,...,vx = v) je néjakd nejkratsi s — v cesta (s nejmensim
ohodnocenim). Je mozné predpokladat, ze v p se neopakuji vrcholy. Jinak p obsahuje cyklus:
e kladny, pak jej mohu z cesty ,,vyhodit”, cesta p neni nejkratsi
e nulovy, pak jej mohu z cesty ,,vyhodit” a nic se nestane

e zaporny, pak nastava spor s predpokladem

Tedy k£ <n —1.

Indukei vzhledem k i = 0,...,k dokdZeme, Ze rovnost d[v;] = (s, v;) po i-tém provedeni cyklu 2. — 4. fadek
ziustava dale zachovana.

i=0: Po inicializaci je d[vo] = d[s] = (s, s) = (s, vg) = 0. Podle lemmatu 6.7 je tato rovnost nadale zachovana.

Indukéni krok: Necht i > 1, d[v;—1] = §(s,v;—1) po i — 1 provedenich cyklu 2. — 4. ¥adek. V i-tém cyklu se
relaxuje hrana (v;_1,v;). Podle lemmatu 6.9 je po provedeni této relaxace d[v;] = d(s,v;) a kdykoliv potom.

2. Necht je vrchol v nedosazitelny. Pak podle disledku 6.8 plati d[v] = d(s, v) = oo.

Lemma 6.14
Pro v € V existuje s — v cesta <= algoritmus 6.4 kon¢i s hodnotou d[v] < oo.

Diikaz: Pokud v grafu G neexistuje vzhledem k w zaporny cyklus dosazitelny z vrcholu s, pak to plyne piimo
z lemmatu 6.13 a nemame co dokazovat.
Indukci dokdZzeme, 7e existuje s — v cesta z méné nez i nebo z i hran <= po i-té iteraci algoritmu 6.4 je d[v] < oco:

i=0: existuje s — v cesta z 0 hran <= v = s <= po inicializaci se provede d[v] +— 0.

Indukéni krok: =>: 1. Existuje s — v cesta z < ¢ — 1 hran. Podle indukéniho pfedpokladu je d[v] < oo a d[v] se
relaxacemi nezvysuje.

2. Neexistuje s — v cesta z < i — 1 hran, existuje s — v cesta (s,...,u,v) z i hran. Po i-té operaci je podle
indukéniho predpokladu du] < co. Relaxace hrany (u,v) v i-tém cyklu da dv] < oo.
<: 1. dJv] < o0 jiZ po (i — 1)-té iteraci, tvrzeni plyne piimo z indukéniho pfedpokladu.
2. d[v] = 00 po (i — 1)-té iteraci a d[v] < oo po i-té iteraci. Necht posledni zména d[v] je po relaxaci hrany
(u,v) a pouZitim indukéniho pfedpokladu méme tvrzeni.

O
Véta 6.15

Algoritmus 6.4 je korektni. Jinymi slovy plati ekvivalence: Algoritmus 6.4 vrati TRUE <= v grafu G neni vzhledem
k w dosazitelny zaporny cyklus <= pro Vv € V plati d[v] = §(s,v) <= G je graf nejkratsich cest.
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Diikaz: Necht graf G neobsahuje zdporny cyklus dosazitelny z s. Pak:

e Vv € V:d[v] =d(s,v) plyne z lemmatu 6.13.

e (G je strom nejkratsSich cest plyne z lemmatu 6.11.

Zbyva tedy dokazat ekvivalence: Algoritmus 6.4 vrati TRUE <= neexistuje zaporny cyklus dosazitelny z s.
<=: Po skoncenf cyklu 2. — 4. fadek plati:

d[v] = §(s,v) 0(s,u) + w(u,v)

<
N
Lemma 6.5

8

dlu] + w(u,v)
z ¢ehoz plyne, Ze testy na fadku 6. jsou vSechny negativni.
=>: Necht ¢ = (vo, ..., vk), vk = v je zdporny cyklus dosazitelny z s. Pak
Zw(vi,l,vi) <0
i=1
Ptipustme, ze algoritmus 6.4 vratil TRUE. Pak
dlv;] < d[vi—1] + w(vi—1,v;)
proi=1,...,k. SeCtenim mame:
k

k
Z d[vi_1] + Z ’w(vi—l s 'Ui)

i=1
k k
= Z dlv;] + Z w(vi_1, ;)
=1 i=1

Z lemmatu 6.14 plyne, 7e pro Vi = 1,...k plat{ d[v;] < oc.

]
a
i

N

Po dpravé dostavame, ze 0 < zdporné ¢islo, coZ je samoziejmé spor.

6.6 Nejkratsi cesty z jediného vrcholu v acyklickych grafech

Algoritmus 6.5
DAG_SHORTEST_PATH(G, w, s)

1. topologically sort the vertices of G

2. INITTALIZE_SINGLE_SOURCE(G, s)

3. for each vertex u taken in topological sorted order do
4 for each vertex v € Adju] do

5 RELAX(u, v, w)

SlozZitost:
e Radek 1. ndm zabezpedi, 7ze ,hrany vedou jen jednfm smérem”. SloZitost je O(m + n)
e Radky 2. a 3. vezmou kazdy O(n).

e Réadky 4. a 5. vezmou dohromady O(m).
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Celkova slozitost algoritmu 6.5 je O(m + n).

Véta 6.16
Je-li G orientovany acyklicky graf, pak algoritmus 6.5 pracuje korektné.

Diikaz: Je-li v nedosazitelny, pak z disledku 6.8 plyne d[v] = §(s,v) = oo.

Necht v € V' je dosazitelny vrchol z s. Necht p = (vg = s,...,vr = v) je nejkratdi s — v cesta a necht jsou hrany
této cesty relaxovany v pofadi: (vo,v1),..., (Vk—1, Uk).
Indukci vzhledem k i =0, ..., k z téchto relaxaci ukdZeme, 7e po provedeni i-té relaxace je d[v;] = 6(s,v;).

i=0: po inicializaci d[vg] = d[s] = (s, s) = d(s,v9) = 0.

Indukéni krok: Necht ¢ > 1 a necht d[v;—1] = (s, v;—1) po provedeni (i — 1)-té relaxace. Po provedeni i-té relaxace
je podle lemmatu 6.9 d[v;] = (s, v;) a tato rovnost nadéle zistava.

Z lemmatu 6.11 plyne, Zze G je strom nejkratSich cest. a

Priklad uziti algoritmu 6.5

V linedrnim programovani se hled4 pifpadné reseni diferenc¢nich podminek, které jsou tvaru: z; — x; < by.
Necht Az < b je systém diferen¢nich podminek. Pak jej mohu jednoduse pfevést na graf timto zpisobem:

o V:i={vg,...,0n}
o E:={(v;,v;) | zj —xi < br}U{(vo,v1),...,(vo,vn)}

Pritom v8echny hrany (v;,v;) (kde ¢ # 0) jsou ohodnoceny pfislusnym ¢islem by, a vSechny hrany (vo,v;) jsou ohodno-
ceny nulou.

Véta 6.17
Necht G neobsahuje zaporny cyklus. Pak

x = (6(vo,v1),...,0(vo,vn))
je feSenim systému diferenc¢nich podminek Az < b. Je-li v grafu G zaporny cyklus, nema Ax < b feseni.
Diikaz:

1. Lemma 6.5 da
d(vo,v;) < (v, vi) + w(vs,v;)
neboli
z; <+ by

2. Necht G obsahuje zdporny cyklus ¢ = (v1,...,vx = v1). Z¥ejmé pro ¢ = 1,...k je v; # vo. Necht z spliiuje
Az < b, pak jsou splnény tyto rovnice:

w(vy,v2)

w(va,v3)

ro — I
T3 — T2
r1—x < w(vg,v)

Se¢tenim dostaneme:
0 < w(c)

a pfitom predpokladdme, ze w(c) < 0 (¢ je zdporny cyklus), coZ je samoziejmé spor.
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Algoritmus SlozZitost
Dijkstra, linedrnf seznam O(n?)
Dijkstra, binomidln{ halda O(mnlogn)
Dijkstra, Fibonacciho halda | O(n?logn + mn)
Bellman — Ford O(mn?)

Tabulka 5: Slozitosti trividlnich feSeni

6.7 Nejkratsi cesty all pairs

Necht je dén orientovany graf G = (V, E) a ohodnoceni hran w : E — R. Pro Yu,v € V mame najit §(u,v), tzn.
délku (vahu) nejkratsi (vzhledem k w) u — v cesty.

MuazZzeme (n = |V|)-krdt pouZit libovolny algoritmus pro nejkratsi cesty z daného vrcholu. Tabulka 5 shrnuje
slozitosti algoritmi, pouzitych timto zptisobem.

Existuji v8ak rafinovanéjsi algoritmy, nez ty, které jsme si uz ukazali, aplikované timto ,hriznym” zpisobem.

Tyto algoritmy pouZzivaji reprezentaci grafy G matici incidence.

Vstup: Matice W typu n x n, W = (w;;), kde

0 , Dbroi=y
Wij; = w(iaj) ) pI‘OZ:;é]:,(Z:,j:)GE
© , proi#j(i,j) ¢E
Déle pro zjednoduseni necht mnozina vrchola V = {1,...,n}.

Vystup: Matice D typunxn, D = (d;;), kde d;; = 6(i, j). Pokud chceme i nejkratsi cesty, budeme mit dals{ vystup,
coz bude matice IT = (m;;), kde

~_ J NIL , proi=jnebo neexistuje —lii— j cesta
Tij = k , jinak

kde k je predchiudce j na néjaké nejkratsi i — j cesté.
Pro i € V definujeme graf G, = (V,, Exr,):

o Vo, = {] % | Tij # NIL}U {'L}
o = {(Wijaj) |j€ Vi Tij # NIL}
Tento strom nazveme strom nejkratsich cest z vrcholu i.

Algoritmus 6.6
PRINT_ALL_PAIRS_SHORTEST _PATHS(IL, 7, j)
1. ifi=j
then print ¢
else if m;; = NIL
then "No path from ¢ to 5"
else PRINT_ALL_PAIRS_SHORTEST_PATHS(IL, i, 7;;)
print j

S ok N

Predpokladejme, Ze neexistuji zdporné cykly. Necht dE;n) je vaha nejkratsi ¢ — j cesty pres < m hran:

J0 0 i=i
0T oo, i#]
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aprom > 1:
. -1 . -1
d™ .=  min (dgjm ),1rsnkl;1n (dg,zn )+ wj))
= min (d(.mfl) + w;j)
~~  1<k<n ' K “
wj; =0
Nejkratsi i — j cesta obsahuje maximélné n — 1 hran, tedy plati 6(¢,5) = dz(»?_l) = dg?) =
Zskladem je tedy poéitat posloupnost matic W = DM D@ D=1,
Algoritmus 6.7
EXTEND_SHORTEST_PATH(D, W)
1. n <— rows[D]
2. let D' = (d;;) be an n x n matrix

3. fori+—1tondo

4, for j «—1ton do

5 dij +— o0

6 for kK <— 1 ton do

7. d;; = min (d};, di, + wi;)
8. return D'

Rédky 6. a 7. spocitajf ming (dix + wy;). V fddku 1. znamend zapis rows|D] piifazen{ fddu matice D do proménné
n.
Slozitost algoritmu 6.7 je ©(n?).

Algoritmus 6.8
SLOW_ALL_SHORTEST_PATHS(W)
1. n +— rows[W]
2. DO «— W
3. form<«+—2ton—1do
4 D(™) «— EXTEND_SHORTEST_PATH (D™= W)
5

. return D"

Slozitost algoritmu 6.8 je ©(n?).

Algoritmus 6.9
FASTER_ALL_PAIRS_SHORTEST_PATHS(W)

. n +— rows[W]
. DM — W
.m<—1

1
2

3

4. whilen —1>m do
5 EXTEND_SHORTEST_PATH(D(™, D(™)
6 m <— 2m

7

. return D(™)

Na vysvétlenou k fadkim 5. a 6.: Nejkratsi ¢ — j cesta pres < 2m hran je kompozici nejkratsi ¢ — k cesty pres < m
hran a nejkratsi k — j cesty pres < m hran.
Slozitost algoritmu 6.9 je ©(n®logn).
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6.7.1 Floyd — Warshalliv algoritmus

Necht je dg) vaha nejkratsi i — j cesty pfes vrcholy z mnoziny {1,2,...,k}. Tedy: dg-)) =w;j aprok > 1 je

d¥ = min (@™, dl™ + i)

Ziejmé plati, 7e 8(i, j) = d..

Algoritmus 6.10
FLOYD_WARSHALL(W)

. n +— rows[W]
. DO W
.fork+—1ton

dofor j«—1ton

1

2

3

4. dofori<+—1ton
5

6 do di¥ «— min (dff ", diy " +dpi V)
7

. return D™

Slozitost algoritmu 6.10 je O(n®). Jeho modifikaci 1ze také pocitat II.

6.8 Tranzitivni uzavér orientovaného grafu

Definice 6.18
Tranzitivni uzavér grafu G = (V, E) je graf G* = (V, E*), kde E* = {(i,7) | 3i — jcesta v G}.

Tranzitivni uzavér grafu G ziskame ohodnocenim vSech hran ¢islem 1 a aplikaci grafu na néjaky algoritmus pro
nalezeni nejkratsich cest ,all pairs”. Po skonceni takového algoritmu bude platit:

0(i,7) < 00 <= (i,j) € E*

Johnson’s algoritmus na sestrojeni tranzitivniho uzavéru orientovaného grafu mé slozitost O(n?logn + mn).
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7 Maximalni toky v sitich

Definice 7.1

Sit je orientovany graf G = (V, E) spolu s funkef ¢ : E — R*!7. ¢(u,v) je kapacita hrany (u,v). Obvykle je viak
¢ definovéno jako ¢ : V2 — R, pficemz pro V(u,v) € E je c(u,v) = 0.

Necht s,t € V. Vrchol s nazyvame zdroj a t nazyvame stok. Pfitom predpoklddame, ze Vv € V' lezf na néjaké s — ¢
cesté (pokud ne, lze graf zjednodusit prizkumem).

Definice 7.2
Tok v siti (G, s,t,c) je funkce f: V x V — R spliiujici:

1. Yu,v € V platl f(u,v) < c(u,v)
2. Yu,v € V plati f(u,v) = —f(v,u)
3. Yu € V — {s,t} plati

> flu,0)=0

veV

Definice 7.3
Velikost toku f je ¢islo:

If1=>" f(s,v)

veV

Problém: pro danou sit najit tok f s maximalni velikosti |f| tohoto toku.

Poznamka 7.4
Yu €V je f(u,u) = —f(u,u), z ¢ehoz plyne f(u,u) = 0.

Poznamka 7.5
Bod 3 definice 7.2 je ekvivalentni s tvrzenim, ze pro Vv € V — {s, ¢} plati

Z flu,v) =0
ueV

Poznamka 7.6

e Necht (u,v), (v,u) ¢ E. Pak

e Necht (u,v) € F a (v,u) ¢ E. Pak

e Necht (u,v), (v,u) € E. Pak
—c(v,u) < f(u,v) < c(u,v)

Poznamka 7.7
Necht v € V. Pozitivnim tokem do vrcholu v nazveme ¢&islo:

> fuw)

uevV
flu,v) >0

7R+ mnoZina nezapornych realnych &isel.
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Pozitivnim tokem z vrcholu v nazveme ¢islo:

Y. fww)

wevV
flv,w) >0

Pak pro Vv € V — {s,t} miZeme psit:

OZZf(an) = Z f(’l},’ll))-l- Z f(v,w)

wev weV weV
flo,w) >0 flv,w) <0
= Z f(v,w) - Z f(wvv)
wevV wevV
f(v,w) >0 f(w,v) >0

Tedy pozitivni tok do v se rovnd pozitivnimu toku z v.

Definice 7.8
Necht X, Y C V. Pak definujeme

FXY) =303 flay)

zeEX yey

Lemma 7.9
Necht f je tok v siti (G, s, t,¢). Pak:

1. pro X CVije f(X,X)=0.
2. pro X, Y CVije f(X,Y)=—f(Y,X).
3.pro X,)Y,ZCV,XNY =0 je:
f(XuY,Z2)=f(X,Z2)+ f(Y,Z)

f(Z,X0Y) = f(Z,X)+ f(Z,Y)
Diikaz:
e 1: S¢itanci f(z,z) jsou v8echny nulové (viz pozndmka 7.4) a s kazdym f(z,y), kde z # y obsahuje i f(y,z) =

e 2 a 3 se dokize jednoduse rozepsanim.

Algoritmus 7.1
FORD_FULKERSON_METHOD(G, s, t)

1. initialize flow f to 0

2. while there exists an augmenting path p
3. do augment flow f along p

4. return f

Definice 7.10
JestliZe je déna sit (G, s, t,c) s tokem f, definujeme rezidudlni kapacitu hrany (u,v):

Cf(’u,,’l}) = c(u,v) - f(u,v)
Déle definujeme rezidudlni sit Gy = (V, Ey), kde
By = {(u,0) €V x V| es(u,v) > 0}

Poznamenejme, ze |Ef| < 2|E|.
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Definice 7.11
Zvétsujici cesta v siti (G, s,t,c) vzhledem k toku f je jednoducha!® s — ¢ cesta v grafu Gy.

Lemma 7.12
Necht f je tok v siti (G, s,t,c), necht f' je tok v siti (Gy,s,t,cr). Pak f + f' je tok v pavodni siti (G, s,t,c) a
jeho velikost |f + f'| = |f| + |f'|-
Diikaz: Nejprve musime dokdzat, Ze f + f' je tok. f + f' tedy mus{ splitovat defini¢ni podminky:
e 1. podminka:
(f +f)wv) = flu,v)+ f'(u,v) =
= —f(U,U) - f’(v,u) =
= —(f+ ),

e 2. podminka:

(f+fl)(uav) < f(u,v)+0f(u,v):
f(u,v)+c(u,v)—f(u,v):

= ¢(u,v)

e 3. podminka: nechf u € V' — {s,¢}. Pak:

Yo we) =D flu0) + Y f(u,0) =0+0=0

veV veV veV

Daéle musime ovéfit, zda |f + f'| = |f| + |f'|- To podle definice velikosti toku vSak plati. a

Definice 7.13
Rezidualni kapacita zvétsujici cesty p je:

¢p(p) == min{es(u,v) | (u,v) je na p}

Lemma 7.14
Necht f je tok v siti (G, s,t,¢) a p je zvétdujici cesta. Definujeme

cp(p) , pro(u,v)nap
fo(u,v) :=q —cf(p) , pro(v,u)nap
0 , jinak
Pak f, je tok v siti Gy a |fp| = ¢r(p) > 0.
Diikaz: je ziejmy. a

Definice 7.15
Rez je rozklad (S,T) mnoziny V takovy,ze s€ S ateT.
Tok rezem (S,T) je f(S,T).
Kapacita rezu (S,T) je ¢(S,T).

Lemma 7.16
Necht f je tok v siti (G, s, t, ¢) a necht (S,T) je fez. Pak

[fl=f(5,T)

18¢zn. takova cesta, v ni# se neopakujf vrcholy
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Diikaz: plyne z lemmatu 7.9:

f(SaT) = f(S,V—S):

= f(S,V)+f(S_{S},V) =
=0

= f(S,V) = |f|
Jesté poznamenejme, Ze f(S — {s},V) = 0 plati proto, Ze f(u,V) =0 pro Vu € V — {s, t}. a

Dusledek 7.17
Velikost libovolného toku v siti je shora omezena kapacitou libovolného fezu.

Diikaz: Necht f je tok a (S,T) je fez. Pak:

Il = f(ST)<cST)
Lemma 7.16

Véta 7.18
Necht f je tok v siti (G, s, t,c). Je ekvivalentni:

1. f je maximdlni tok.

2. neexistuje zvétdujici cesta v (G, s,t,c) vzhledem k f.
3. |f| = ¢(S,T) pro néjaky fez (S,T).

Diikaz:

1 = 2 Priipustme, Ze f je maximdlni tok a Gy ma zvétsujici cestu vzhledem k f. Pak pomoci lemmatu 7.14 je f, tok
v Gy a|fp| >0 apomoci lemmatu 7.12 je f + fp tok v G a |f + fp| > |f], coz je spor.

2 = 3 Necht neexistuje zvétsujici cesta. Definujme fez:

S = {veV|v{Gyexistuje s — v cesta}
T = V-5

(S,T) je fez, protoze neexistuje s — ¢ cesta v siti Gy. Pro Yu € S,v € T je f(u,v) = c(u,v) (jinak by (u,v) €
E;,v € 5), proto tedy:
|1

\:’, f(SaT):C(SaT)
Lemma 7.16

3 = 1 Z dasledku 7.17 plyne |f| < ¢(S,T) pro V fez (S,T), proto rovnost pro néjaky fez dd okamZzité maximalitu f.

a

Algoritmus 7.2
FORD_FULKERSON(G, s, t)
1. for each edge (u,v) € E[G] do
2. flu,v] +—0
3. flv,u] «—0
4. while there exists a path p from s to ¢t in G do
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cr(p) «— min{cs(u,v) | (v,v) in p}
for each edge (u,v) in p do
flu,v] «— flu,v] + c¢(p)
flv,u] «— flv,u] — cr(p)

® N o o

V pripadé, ze jsou-li kapacity celé, je algoritmus 7.2 konecny. Jsou-li kapacity raciondlni, pak je sta¢{ vynasobit
jejich spoleénym jmenovatelem a mame kapacity celé. V téchto pripadech je pocet iteraci na fadcich 4. — 8. konecny.
SloZitost: Necht ¢: F — Z. Pak slozitost vypada takto:

e Radky 1. - 3. je O(m).

e Pokud se v fddku 4. vybira libovoln4 cesta, pak je to zvlddnutelné v case O(m).

e Pocet iteraci fadka 4. — 8. je maximalné |f*|, kde f* je maximalni tok.

e Jedna iterace radka 4. — 8.: Necht G' = (V, E') a E' := {(u,v) | (u,v) € EV (v,u) € E}. Pak je Ey C E'. Cesty
v Ey lze najit napf. pomoci BFS (algoritmus 3.1) nebo pomoci DFS (algoritmus 3.3) v ¢ase O(m +n) = O(m),
nebot G je souvisly. Tedy jednu iteraci fadka 4. — 8. lze provést v ¢ase O(m).

e Celkem tedy O(m - |f*]).

Algoritmus 7.3

Algoritmus EDMONDS_KARP je uveden v literatute ([3]) a ma ¢ty¥i fadky. Spoéiva v tom, %e ohodnotime hrany
Gy jednickami. Pak d¢(u,v) je délka (pocet hran na nf) nejkratsi u — v cesty. Algoritmus tedy vyhleda nejkratsi s —¢
cestu.

Slozitost: V této publikaci si uvedeme diikaz slozitosti, kdy vysledné sloZitost algoritmu 7.3 je O(m?n).
V literatufe [3] miZzeme najit dikazy lepsich slozitosti:
e O(mn?) v odstavci 27.4.
e O(n?) v odstavci 27.5.

Lemma 7.19
P1i pouzitf algoritmu 7.3 na sit (G, s, t,c) funkce d7(s,v) pro Vv € V — {s,t} neklesa.

Diikaz: Piipustme, 7e pro v € V — {s,t} existuje zvétSujici cesta vzhledem k f, zvétSujic tento tok na f' a pfitom
dri(s,v) < dy(s,v) (%)
Volbou v lze dosdhnout, ze Vu € V — {s,t} plati
(071 (s,u) <dg(s,u) => dp:(s,v) < dyp:(s,u))
Necht p' =s — -+ - u — v je nejkratsi s — v cesta v G. Plati:

O (s,u) =0p(s,v) —1 (1)
O (s,u) < dpr(s,u) (2)

pfi¢emz rovnice 1 plyne z lemmatu 6.7 a bod 2 (plyne z bodu 1) plati i pro u = s.
Je-li flu,v] < c(u,v), je (u,v) € Gy a

dr(s,v) < dr(s,u)+1<
Lemma 6.5
< 6 S, u +1 =
< (s,u)
bod 2
= dsr(s,v)

o
=]

[=9
=
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co% je spor s tim, 7ze f[u,v] < ¢(u,v).

Tedy flu,v] = c(u,v) a (u,v) € Gy. Necht p je s — t (zvétSujici) cesta v Gy davajici Gy. (v,u) lezi na p (nebot
(u,v) € Ef a (u,v) € Epr).

Tedy 6¢(s,u) = ds(s,v) + 1.

Nyni
dr(s,v) = dp(s,u)—1<
< dp(s,u)—1=
< Op(s,u)
bod 2
= Idp(s,v)—2<
bod 1
< Op(s,v)
coZ je samoziejmeé spor s (). m|
Véta 7.20

Pocet iteraci v algoritmu 7.3 je O(mn).
Diikaz: Oznalent: (u,v) je kritickd hrana v Gy vzhledem ke zvét3ujici cesté p, je-li cr(p) = cf(u,v).

Kolikrat muze byt (u, v) kritickd? Po zvétSeni toku na f’ pomoci f jiz nenf v G . Jestlize je (u,v) kritickd vzhledem
k f, dostaneme

dr(s,v) =0ds(s,u) +1 (3)

Znovu se muZe objevit na zvétsujici cesté jen po té, co (v,u) bylo na né&jaké zvétsujici cesté (viz obr. 13).

(u,v) kyiticka (u, v)| kriticka

| (v,u) na zvétSujici cesté |

Obrazek 13: Priklad kritické hrany

Tedy

dpr(s,u) = dp(s,v) +1 2>
> Of(s,v)+1=
> £(s,0)

Lemma 7.19
> O0r(s,u) + 2
> 7(s,u)
vztah 3

Tedy mezi dvéma okamziky, kdy je hrana (u,v) kritickd, vzroste d;(s,v) alesponi o 2. Pfichdzeji do ivahy hodnoty
0,1,...,n —2. Tedy (u,v) je O(n)-krat kriticka.

V pribéhu celého algoritmu 7.3 je O(mn) kritickych hran.

KaZzda zvétsujici cesta mé alespon jednu kritickou hranu a po modifikaci toku f tato hrana prestava byt kriticka,
tedy tento algoritmus probéhne v celkem O(mn) iteracich. O

SloZitost algoritmu 7.3: 7Z véty 7.20 plyne, ze slozitost algoritmu 7.3 je O(m?n), protoze jedna iterace tohoto
algoritmu vezme O(m).
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