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31 Úvodní slovo autora2 Intro2.1 Reprezentace graf· v po£íta£iK tomu, aby se mohly grafové algoritmy realizovat v po£íta£ovém zpracování, je t°eba ur£it datové struktury, kterébudou daný graf reprezentovat. Nej£ast¥j²í uºívané implementace grafových algoritm· uºívají t¥chto dvou reprezentací:� seznamy soused·� maticí sousednostiPro ilustraci uve¤me p°íklad t¥chto reprezentací. M¥jme grafG z obrázku 1(a). Pak jeho reprezentace seznamy soused·je na obrázku 1(b), a reprezentace maticí sousednosti na obrázku 2. Prvky této matice jsou ur£eny takto:aij = � 1; (i; j) 2 G[E]0; (i; j) 62 G[E]V p°ípad¥ orientovaného grafu G = (V;E) se reprezentace seznamy soused· nezm¥ní. Matice sousednostiM = (aij)se zm¥ní v tom smyslu, ºe aij = 8<: 1; (i; j) 2 G[E]�1; aji = 10; jinakN¥kdy je v²ak matice sousednosti M = (aij) tvo°ena takto:aij = � 1; i 2 V; j 2 E; i 2 j0; jinak2.2 Sloºitost algoritm· a její klasi�kaceV této sekci si nade�nujeme t°ídy funkcí f : N! R podle jejich sloºitosti.De�nice 2.1Poloºme N = f0; 1; 2; : : :g. Nech´ g : N! R, pak de�nujeme O(g), 
(g), �(g) a o(g) takto:� O(g) = ff : N! R j (9c; n0 > 0) (8n 2 N) (n � n0 =) 0 � f(n) � cg(n))g� 
(g) = ff : N! R j (9c; n0 > 0) (8n 2 N) (n � n0 =) 0 � cg(n) � f(n))g� �(g) = ff : N! R j (9n0; c1; c2 > 0) (8n 2 N) (n � n0 =) 0 � c1g(n) � f(n) � c2g(n))g� o(g) = ff : N! R j (8c > 0) (9n0 > 0) (8n � n0) (0 � f(n) < cg(n))gPoznámka 2.2� Místo obvyklého f 2 �(g), pí²eme f = �(g).� Z°ejm¥ platí f = 
(g)() g = O(f).� Z°ejm¥ platí �(g) = O(g) \ 
(g).



4 2. INTRO
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Obrázek 1: Reprezentace grafu pomocí seznam· soused·
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53 Základní grafové algoritmyV této kapitole budou uvedeny základní grafové algoritmy, tzn.� Prohledávání do ²í°ky,� Prohledávání do hloubky,� Topologické t°íd¥ní,� Siln¥ souvislé komponenty.3.1 Prohledávání do ²í°kyAlgoritmus 3.1BREADTH_FIRST_SEARCH(G; s)1. for each vertex u 2 V [G]� fsg do2. color[u]  � WHITE3. d[u]  �14. �[u]  � NIL5. color[s]  � GRAY6. d[s] � 07. �[s] � NIL8. Q � fsg9. while Q 6= ; do10. u � head[Q]11. for each v 2 Adj[u] do12. if color[v] = WHITE then13. color[v] � GRAY14. d[v] � d[v] + 115. �[v] � u16. ENQUEUE(Q; v)17. DEQUEUE(Q)18. color[u] � BLACKV [G] zde znamená mnoºinu vrchol· daného grafu G, color[u] je barva vrcholu u, d[u] je �vzdálenost�1 vrcholuu od po£átku prohledávání s, �[u] je p°edek vrcholu u. Q je fronta vrchol·, head[Q] je vrchol v £ele fronty Q,ENQUEUE(Q; v) je operace, která na konec fronty Q vloºí vrchol v, DEQUEUE(Q) je operace, která odstraní vrcholz £ela fronty. Mnoºina Adj[u] je mnoºina v²ech vrchol·, které �sousedí� s vrcholem u.V °ádcích 1.�8. algoritmu 3.1 se provádí inicializace: v²echny vrcholy jsou bílé (s je ²edý), jejich aktuální vzdálenostod s je 1 (d[s] je samoz°ejm¥ nulová), ºádný vrchol nemá svého p°edka. V °ádku 8. se inicializuje fronta Q tak, ºev ní je pouze vrchol s. Ve zbývajících °ádcích se provádí vlastní algoritmus � dokud není prázdná fronta, vezme sevrchol u z jejího £ela a v²ichni jeho bílí sousedi v ze²ednou, �naváºí� se na u a za°adí do fronty. Aº je to provedenopro v²echny sousedy v, vrchol u z£erná a odstraní se z £ela fronty. Tím vznikne strom s ko°enem s, de�novaný relací�. 1Vzdáleností se zde myslí po£et hran na s� u cest¥.



6 3. ZÁKLADNÍ GRAFOVÉ ALGORITMYSloºitost BFS: Po inicializaci (1.�4.) se jiº ºádný vrchol nep°ebarvuje na bílý. Kaºdý vrchol se do fronty za°adímaximáln¥ jednou a tedy je maximáln¥ jednou odstran¥n. Tyto operace vyºadují £as O(1), celkem tedy O(V )2. Seznamsoused· daného vrcholu se zkoumá jen kdyº je tento vrchol odstra¬ován z fronty, proto maximáln¥ jednou, celkemO(E) nebo´ sou£et délek t¥chto seznam· je O(E). Inicializace vezme O(V ). Celkem tedy:jV j � O(1) +O(E) +O(V ) = O(V ) +O(E) +O(V ) = O(V +E)De�nice 3.1G = (V;E) graf orientovaný nebo neorientovaný, s 2 V . Pro v 2 V je �(s; v) vzdálenost v od s, která je rovnaminimálnímu po£tu hran na cest¥ z s do v (s� v cest¥). Spec. �(s; s) = 0; pokud :9s� v cesta: �(s; v) =1.Lemma 3.2Pro 8u; v 2 V : (u; v) 2 E =) �(s; v) � �(s; u) + 1D·kaz:1. �(s; u) <1, pak i �(s; v) <1, a platí �(s; v) � �(s; u) + 12. �(s; u) =1 2Lemma 3.3Po skon£ení BREADTH_FIRST_SEARCH (alg. 3.1) je d[v] � �(s; v).D·kaz: indukcí vzhledem k po£tu za°azení vrcholu do fronty Q:� n=1: na °ádku 8: Q fsgd[s] = 0 (°ádek 6), �(s; s) = 0v 6= s, pak d[v] =1 � �(s; v)� Ind. krok: �ádek 16: ENQUEUE(Q; v), prohledávalo se z vrcholu u. d[u] � �(s; u) (ind. p°edpoklad). dále:d[v] d[u] + 1 � �(s; u) + 1 � �(s; v)| {z }Lemma 3:2 . Hodnota d[v] se v budoucnu jiº nezm¥ní.� Pokud w nebylo za°azeno do fronty Q, pak se nemodi�kovalo d[w] a je tedy d[w] =1 a nerovnost d[w] � �(s; w)téº platí. 2Lemma 3.4P°edpokládáme, ºe v pr·b¥hu výpo£tu je Q = (v1; : : : ; vr), pak d[vr] � d[v1]+1, d[vi] � d[vi+1] pro i = 1; : : : ; r�1.D·kaz: Indukcí vzhledem k po£tu operací provedených s Q:� n=1: Q = (s), r = 1, d[s] � d[s] + 1 triv. Dále není co ov¥°ovat.� Nech´ v1 je odstra¬ováno: r = 1 z°ejmé r � 2 (°ádek 17): Q0 = (v2; v3; : : : ; vr). Pak:d [vr] � d| {z }I:P: [v1] +1 � d| {z }I:P: [v2] + 1Zbývající nerovnosti z·stávají v platnosti.2Správn¥j²í by byl zápis: O(n), kde n = jV j



3.1 Prohledávání do ²í°ky 7� Nech´ v = vr+1 je p°idáváno do Q: Q0 = (v1; v2; : : : ; vr; vr+1), v1 = u, vr+1 = vd[vr+1] = d[v] = d[u] + 1| {z }�R: 14 = d[v1] + 1Tedy: d[vr] � d[v1] + 1| {z }I:P: = d[u] + 1 = d[v] = d[vr+1]a ostatní nerovnosti pro 1; : : : ; r � 1 z·staly. 2V¥ta 3.5 Korektnost BFSNech´ G = (V;E) je orientovaný nebo neorientovaný graf, nech´ algoritmus 3.1 b¥ºí ze zadaného s 2 V . Pakalgoritmus 3.1 objeví v pr·b¥hu výpo£tu kaºdý vrchol v dosaºitelný z s a po zastavení platí d[v] = �(s; v). Navíc8v 2 V , v 6= s je nejkrat²í cesta z s do �(v) následovaná hranou (�(v); v) nejkrat²í cestou z s do v.D·kaz:1. v je nedosaºitelný z s: Z lemmatu 3.3: d[v] � �(s; v) =1 vrcholy za°azené do Q mají d[v] <1, proto pro v senesmí provést °ádek 14 a v nebude objeven3.2. Vk := fv 2 V : �(s; v) = kg Indukcí vzhledem ke k: 8v 2 Vk se práv¥ na jednom míst¥ v pr·b¥hu výpo£tustane:(a) v je obarven na ²edou (GRAY),(b) d[v] k,(c) pro v 6= s, �(v) nabývá hodnoty u pro n¥j u 2 Vk�1,(d) v je za°azen na konec fronty.Z°ejm¥ k (a) � (d) dochází maximáln¥ jednou. Indukce:� k = 0: Vk = fsg, provede se v krocích 5. - 8.� Ind. krok: Q = ; jen po zastavení s výjimkou inicializace. Pokud v je za°azeno do Q, d[v] a �[v] se jiº nikdynem¥ní. Jsou-li vrcholy za°azeny do Q v po°adí (v1; : : : ; vr)4, platí, ºe d[vi] � d[vi+1] pro i = 1; : : : ; r � 1(Lemma 3.4: monotonie).Nech´ v 2 Vk, k � 1. Tento vrchol je objeven aº po za°azení v²ech vrchol· z Vk�1 do Q, nebo´ d[v] � k| {z }Lemma 3:3; I:P:Pon¥vadº �(s; v) = k, 9 cesta s; : : : ; u; v, u 2 Vk�1, (u; v) 2 E. Vezmeme to u, které ze²edlo nejd°íve.V jistém okamºiku se u musí objevit v £ele fronty Q. Vrchol v je objeven p°i prohlídce soused· vrcholu u.Byl-li objeven, pak jedou °ádky 13, 14, 15, 16.Kone£n¥ pro v 2 Vk, je �[v] 2 Vk�1; tedy tvrzení o nejkrat²í cest¥. 2De�nice 3.6Nech´ G = (V;E), s 2 V , � : V ! V [ fNILg. Pak mohu de�novat: G� = (V� ; E�), kde:� V� := fv 2 V : �[v] 6= NILg [ fsg,� E� := f(�[v]; v) : v 2 V� � fsgg:Tento graf se nazývá BF�strom, pokud V� je mnoºina v²ech vrchol· G dosaºitelných z s a jestliºe 8v 2 V�9!s�v cestav G� a ta je jedna z nejkrat²ích s� v cest v G.3t.j. p°ebarven na GRAY.4toto není aktuální stav fronty!



8 3. ZÁKLADNÍ GRAFOVÉ ALGORITMYLemma 3.7Algoritmus BFS (3.1) aplikován na G = (V;E), s 2 V sestrojí � takové, ºe G� je BF�strom.D·kaz: � s hodnotou r·znou od NIL se ur£í pouze na °ádku 15: zde �[v] u pro (u; v) 2 E, �(s; v) <1.Tedy V� je mnoºina v²ech vrchol· dosaºitelných z s. Tedy G� je strom, nebo´:� G� je souvislý (V¥ta 3.5)� jE�j = jV�j � 1a proto pro kaºdý vrchol v existuje práv¥ jedna s� v cesta a ta je nejkrat²í cestou v G (V¥ta 3.5). 2Algoritmus PRINT_PATH(G; s; v) (alg. 3.2) vytiskne cestu z ko°ene s do vrcholu v na základ¥ relace �, kterouprodukuje algoritmus BREADTH_FIRST_SEARCH(G; s) (alg. 3.1). Je lineární vzhledem k po£tu vrchol· na s �v cest¥.Algoritmus 3.2PRINT_PATH(G; s; v)1. if v = s2. then PRINT s3. else if �[v] = NIL4. then PRINT "No path from s to v exists"5. else PRINT_PATH(G; s; �[v])6. PRINT v3.2 Prohledávání do hloubky3.2.1 Algoritmus prohledávání do hloubkyProhledávání do hloubky je dal²í ze základních problém·, kterými se budeme zabývat v p°edná²ce Grafové algoritmy.Algoritmus 3.3DEPTH_FIRST_SEARCH(G)1. for each vertex u 2 V [G] do2. color[u] WHITE3. �[u] NIL4. time  05. for each vertex u 2 V [G] do6. if color[u] = WHITE then7. DFS_VISIT(u)DFS_VISIT(u)1. color[u] GRAY2. d[u] time time + 13. for each vertex v 2 Adj[u] do4. if color[v] = WHITE then5. �[v] u6. DFS_VISIT(v)7. color[u] BLACK8. f [u] time time + 1



3.2 Prohledávání do hloubky 9Vysv¥tlivky: V [G] je mnoºina vrchol· grafu G, Adj[u] je mnoºina v²ech soused· vrcholu u, color[u] je barva vrcholuu, �[u] je p°edek vrcholu u, prom¥nná time �krokuje� barevné zm¥ny vrchol·, d[u] je £as, kdy vrchol u ze²ednul a f [u]je £as, kdy vrchol u z£ernal.Pár slov k algoritmu 3.3 DEPTH_FIRST_SEARCH (dále DFS). �ádky 1. � 4. v algoritmu DFS provedou inicializacia v °ádcích 5. � 7. se provede pro kaºdý vrchol, pokud je bílý, algoritmus DFS_VISIT. Algoritmus DFS_VISITrekurzívn¥ vybere n¥jakou �v¥tev� v grafu G.Sloºitost algoritmu DFS:� Sekce DFS:? �ádky: 1. � 3. vezmou £as �(V ),? �ádek: 4. vezme £as �(1),? �ádky: 5. � 7. vezmou £as �(V ) (v kroku 7. se bere pouze £as, který se spot°ebuje vyvoláním sekceDFS_VISIT.)� Sekce DFS_VISIT: Je vyvolána práv¥ jednou pro kaºdý vrchol v 2 V .? �ádky: 1. � 2. vezmou £as �(1),? �ádky: 3. � 6. se provedou jAdj[u]j-krát (v °ádku 6. op¥t jen vyvolání sekce DFS_VISIT), celkem tedy:Xu2V jAdj[u]j = �(E)? �ádky: 7. � 8. jsou provedeny v konstantním £ase � �(E).� Celkem: �(V ) + �(1) + jV j � (�(1) + �(1)) + �(E) = �(V +E)De�nice 3.8Grafem p°edch·dc· nazveme G� = (V;E�), kdeE� := f(�[v]; v) j v 2 V; �[v] 6= NILgGraf p°edch·dc· je orientovaný. Platí, ºe u = �[v] () DFS_VISIT(v) bylo vyvoláno v pr·b¥hu pr·zkumu seznamusoused· vrcholu u. G� odpovídá rekurzívnímu volání DFS_VISIT =) je to les.V¥ta 3.9 Závorková v¥ta (Parenthesis theorem)P°i DFS grafu G pro libovolné vrcholy u; v 2 V , u 6= v nastává práv¥ jedna z moºností:1. intervaly [d[u]; f [u]] a [d[v]; f [v]] jsou disjunktní,2. d[v] < d[u] < f [u] < f [v] a u �je potomek�5 vrcholu v v grafu G�,3. d[u] < d[v] < f [v] < f [u] a v �je potomek� vrcholu u v grafu G�.D·kaz: Bez újmy na obecnosti6 p°edpokládejme, ºe d[u] < d[v].� Dále p°edpokládejme, ºe d[v] < f [u], tedy kdyº v ²edne, tak u je jiº ²edé. V²echny hrany z v jsou prozkoumányd°íve (prohledávání z v je skon£eno d°íve) neº hrany z u; tedy také f [v] < f [u] a platí moºnost £íslo 3 z v¥ty.� P°edpokládejme je²t¥, ºe f [u] < d[v], tedy prohledávání z vrcholu u bylo ukon£eno d°íve, neº se za£alo s prohle-dáváním z vrcholu v =) moºnost £íslo 1 z v¥ty. 25� existuje orientovaná cesta6Známý n¥mecký matematik Bruno BÚNO první formuloval matematickou frázi �Bez Újmy Na Obecnosti�



10 3. ZÁKLADNÍ GRAFOVÉ ALGORITMYPoznámka 3.10Pro£ se této v¥t¥ 3.9 °íká �závorková�? Ozna£íme-li ze²ednutí vrcholu x zápisem (x a z£ernání téhoº vrcholu x) abudeme-li zaznamenávat ve²keré zm¥ny barev v pr·b¥hu DFS, dostaneme zápis typu:�s �z �y (x x) y� (w w) z� s� �t (v v) (u u) t�D·sledek 3.11v je potomek u () d[u] < d[v] < f [v] < f [u].V¥ta 3.12 V¥ta o bílé cest¥ (White path theorem)V grafu G�7 je vrchol v potomkem vrcholu u () v okamºiku d[u] existuje v G u � v cesta ze samých bílýchvrchol· (s výjimkou vrcholu u).D·kaz:� ): Nech´ v je potomek u, w (w 6= u) vrchol na u� v cest¥ v grafu G� . Podle d·sledku 3.11 je d[u] < d[w]. Protow je v okamºiku d[u] bílý (WHITE).� (: Nech´ v grafu G existuje u�v cesta z bílých vrchol· (mimo u) v okamºiku d[u], ale v není potomek u v grafuG�. Lze p°edpokládat, ºe ostatní vrcholy na této cest¥ jsou potomky u. Na²e cesta je (u; : : : ; w; v) (m·ºe býtu = w). D·sledek závorkové v¥ty dá f [w] � f [u]. Dále d[u] < d[v] < f [w], protoºe jsme v okamºiku d[u] a vrcholv je bílý. Závorková v¥ta dá d[u] < d[v] < f [v] < f [u] a podle jejího d·sledku (d·sl. 3.11) je vrchol v potomkemvrcholu u, coº je spor. 23.2.2 Klasi�kace hran grafu po prob¥hnutí DFSNech´ graf G je orientovaný graf po provedení DFS. Pak hrany tohoto grafu d¥líme do t¥chto skupin:� stromové hrany: hrany z grafu G�,� zp¥tné hrany: hrany (u; v) 2 E, které spl¬ují podmínku, ºe vrchol u je potomkem vrcholu v, a smy£ky (u; u) 2 E,� p°ímé hrany: hrany (u; v) 2 E, kde vrchol v je potomek u, ale hrana (u; v) 62 E�,� �cross� hrany: hrany (u; v) 2 E takové, které nejsou ani stromové ani zp¥tné ani p°ímé.Cvi£ení: Modi�kujte algoritmus DFS tak, aby ozna£il hrany grafu G takto: stromové hrany bílou barvou, zp¥tnéhrany ²edou, p°ímé a �cross� hrany £ernou barvou.�e²ení: v °ádku 3 sekce DFS_VISIT algoritmu DFS p°idáme obarvení hrany podle aktuální barvy koncového vrcholu:edgecolor[u; v] color[v]
j j j jj j j jx w v uy z s t?� �� � �? 6 ?6����	����	 1/102/93/6

4/5� 7 /8
11/16

12/13 14/15112 34�����Obrázek 3: P°íklad na klasi�kaci hran grafu po prob¥hnutí DFS7Tento graf nazýváme DF-les



3.3 Siln¥ souvislé komponenty grafu 11Cvi£ení: Na obrázku 3 je p°íklad orientovaného grafu, po prob¥hnutí algoritmu DFS. Uvnit° kruºnic jsou identi�-kátory uzl· (boldfaced) a nad nimi resp. pod nimi jsou uvedeny vºdy dvojice £ísel (£íslo1/£íslo2), které udávajípro uzel u £asy d[u]=f [u]. U n¥kterých hran jsou £ísla (slanted), která ur£ují klasi�kaci t¥chto hran:� 1 jsou hrany stromové� 2 jsou hrany zp¥tné� 3 jsou hrany p°ímé� 4 jsou cross hranyOstatní hrany (tzn. bez £ísla) nech´ si laskavý £tená° ohodnotí p°íslu²ným £íslem jako cvi£ení.V¥ta 3.13V neorientovaném grafu G je libovolná hrana stromová nebo zp¥tná.D·kaz: Nech´ (u; v) 2 E, BÚNO m¥jme d[u] < d[v]. Pak d[v] < f [v] < f [u] a hrana (u; v) byla objevena jednímz následujících zp·sob·:1. v 2 Adj[u], pak (u; v) je stromová.2. u 2 Adj[v], pak je v tomto okamºiku vrchol u ²edý a tedy hrana (u; v) je zp¥tná. 23.2.3 Topologické t°íd¥níDFS je vhodný k topologickému uspo°ádání orientovaného grafu.De�nice 3.14Topologické uspo°ádání orientovaného grafu je lineární uspo°ádání < na V , které spl¬uje:(u; v) 2 E =) u < vTakové uspo°ádání lze sestrojit práv¥ u acyklických graf·8 následujícím algoritmem.Algoritmus 3.4TOPOLOGICAL_SORT(G)1. Call DEPTH_FIRST_SEARCH(G) to compute �nishing times f [v] for each vertex v2. As each vertex is �nished, insert it onto the front of a linked list3. Return the linked list of verticesIlustrativn¥ lze °íci, ºe m·ºeme mít graf oble£ení, jak je nakreslen na obr. 4, který nám udává, mezi kterými£ástmi oble£ení musíme p°i oblékání zachovat správné po°adí (nap°. musíme obléci ponoºky p°ed botami). Algoritmustopologického t°íd¥ní nám v²ak v²echny £ásti oble£ení uspo°ádá do takového po°adí, ºe poºadované budou zachoványa p°itom postup p°i oblékání bude jednozna£ný.3.3 Siln¥ souvislé komponenty grafuDe�nice 3.15Nech´ G = (V;E) je orientovaný graf. SC-komponenta (siln¥ souvislá komponenta) grafu G je maximální U � Vtaková, ºe 8u; v 2 U existuje u� v cesta i v � u cesta.De�nice 3.16Cesta v orientovaném grafu: (v1; : : : ; vk), k � 1, p°i£emº (vi; vi+1) 2 E, pro 8i = 1; : : : ; k� 1. u� u cesta je délky0, i kdyº (u; u) 62 E.8acyklický graf = graf bez kruºnic



12 3. ZÁKLADNÍ GRAFOVÉ ALGORITMY
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Obrázek 4: P°íklad grafu topologicky neset°íd¥néhoDe�nice 3.17V orientovaném grafu de�nujme relaci �: u � v () 9u� v cesta i v�u cesta v grafu G. Relace � je ekvivalence,její t°ídy jsou práv¥ SC-komponenty.Algoritmus SCC (alg. 3.5), který konstruuje SC-komponenty, vyvolá dvakrát algoritmus DFS (alg. 3.3).De�nice 3.18Nech´ G je orientovaný graf. De�nujeme graf GT := (V;ET ), kde ET := f(v; u) j (u; v) 2 Eg.Poznámka 3.19Je-li G dáno seznamy soused·, lze seznam soused· pro GT vytvo°it v £ase o(V +E).Algoritmus 3.5SC_COMPONENTS(G)1. Call DEPTH_FIRST_SEARCH(G) to compute �nishing times f [u] for each vertex u 2 V .2. Compute GT .3. Call DEPTH_FIRST_SEARCH(GT ), but in the main loop of DEPTH_FIRST_SEARCH consider the verticesin order of decreasing f [u] (as computed in line 1)4. Output the vertices of each tree in DF-forest of step 3 as a separate SC-componentsLemma 3.20Nech´ platí u � v, u! � � � ! w ! � � � ! v v grafu G. Pak platí také w � u.D·kaz: Máme u ! � � � ! w ! � � � ! v a u � v. Tedy existuje je²t¥ orientovaná cesta v ! � � � ! u. Pak ov²emexistují orientované cesty u! � � � ! w a w ! � � � ! v ! � � � ! u a tedy w � u. 2Lemma 3.21DFS aplikovaný na G umístí vrcholy téºe SC-komponenty do téhoº DF-stromu (tj. rozklad na SCC je jem¥j²í neborovný rozkladu na DF-stromy).D·kaz: Nech´ U je SC-komponenta, r je první objevený vrchol v U . V okamºiku d[r] je libovolný vrchol s 2 Ubílý. Podle V¥ty O bílé cest¥ (v¥ta 3.12) se s stane potomkem r =) tedy pat°í do téhoº DF-stromu. 2De�nice 3.22Poloºíme �(u) = w, existuje-li u� w cesta v grafu G a f [w] je maximální. Vrchol w nazveme praotec vrcholu u.Lemma 3.23Platí:1. f [u] � f [�(u)],



3.3 Siln¥ souvislé komponenty grafu 132. u! � � � ! v =) f [�(v)] � f [�(u)],3. � (�(u)) = �(u).D·kaz:1. Kdyby platila opa£ná relace (f [u] > f [�(u)]), bylo by to ve sporu s de�nicí �.2. Nech´ u! � � � ! v, pak fw j u! � � � ! wg � fw j v ! � � � ! wg3. f [� (�(u))] � f [�(u)] plyne z bodu 1. Víme, ºe existuje cesta �(u)! � � � ! u a z bodu 2 dostaneme nerovnost�. Tedy bod 3 platí. 2Lemma 3.24Uºitím DFS pro G dostáváme, ºe pro 8u 2 V je �(u) p°edek vrcholu u.D·kaz:� P°ípad �(u) = u je triviální.� Nech´ tedy �(u) 6= u. Uvaºujme barvy vrchol· v £ase d[u]:1. �(u) je £erný. Pak f [�(u)] < f [u] =) spor s bodem 1. Lemmatu 3.23. Protoºe u! � � � ! �(u) a u z£ernáaº po tom, co z£erná �(u).2. �(u) je ²edý. Pak u je potomek �(u).3. �(u) je bílý:(a) u! � � � ! �(u)| {z }WHITEPodle V¥ty o bílé cest¥ (3.12) je �(u) potomek u, proto f [�(u)] < f [u] (potomci um°ou d°íve neºp°edci), coº je spor s bodem 1 Lemmatu 3.23.(b) u! � � � ! t! � � � ! �(u)| {z }WHITE , vrchol t je poslední vrchol na u��(u) cest¥, který není bílý:? t £erný: nem·ºe existovat cesta do bílého �(u) =) spor.? t ²edý: pak máme cestu t! � � � ! �(u)| {z }WHITE a pouºijeme V¥tu o bílé cest¥ (3.12): �(u) je potomek t,neboli f [�(u)] < f [t] (potomci um°ou d°íve), coº je spor s de�nicí �(u). 2D·sledek 3.25Uºitím DFS pro G je (8u 2 V ) (u � �(u)).D·kaz: u! � � � ! �(u) z de�nice �(u).�(u)! � � � ! u z Lemmatu 3.24. 2Lemma 3.26Uºitím DFS pro G dostáváme, ºe pro 8u; v 2 V platí:(u � v () �(u) = �(v))D·kaz:� ): u � v dá fw j u! � � � ! wg = fw j v ! � � � ! wg a tedy �(u) = �(v).� (: z d·sledku 3.25. 2



14 3. ZÁKLADNÍ GRAFOVÉ ALGORITMYV¥ta 3.27SCC(G) korektn¥ spo£ítá SC-komponenty grafu G.D·kaz: Indukcí vzhledem k po£tu k DF�strom· vytvo°ených algoritmem DFS na GT . Ukáºeme, ºe tyto stromyjsou SC�komponenty grafu G.� Induk£ní p°edpoklad: k = 0 je z°ejmý.� Induk£ní krok: k � 1, je spo£ítáno k � 1 strom·, které jsou SC�komponentami grafu G. Nech´ k-tý strom T máko°en r. Ozna£íme C(r) := fv 2 V j �(v) = rgPodle Lemmatu 3.26 je to SC�komponenta (je-li neprázdná). Ukáºeme, ºeu 2 T () u 2 C(r)? �: prvky C(r) pat°í do téhoº stromu: viz Lemma 3.26 a Lemma 3.21. Zbývá ukázat, ºe r 2 C(r) neboli�(r) = r, coº plyne z bodu 3 Lemmatu 3.23. Tedy T � C(r).? �: ukáºeme, ºe pro 8w 2 V platí: (f [�(w)] 6= f [r] =) w 62 T )Dále: r·zné £asy z£ernání =) r·zné vrcholy. Tedy:�(w) 6= r =) w 62 Tw 62 C(r) =) w 62 Tw 2 T =) w 2 C(r)� Nech´ f [�(w)] < f [r]. Kdyby bylo w 2 T , bylo by w �! � � � �! r v G (w  � � � �  � r v GT ), protof [r] = f [�(r)] � f [�(w)] (z bodu 2 Lemmatu 3.23), tj. spor.� Nech´ f [�(w)] > f [r]. Kdyº r je vybráno, w je jiº umíst¥no ve strom¥ s ko°enem �(w). Zde je to sestupnépo°adí. 2



154 Uºite£né datové struktury4.1 Binární haldaDe�nice 4.1Binární halda je pole, které m·ºe být znázorn¥no jako úplný binární strom. V²echna patra takového stromu �mimo nejniº²ího � jsou plná, nejniº²í patro je zapln¥no zleva. Binární halda spl¬uje téº vlastnostA [PARENT(i)] � A[i]kde PARENT(i) je rodi£ uzlu i. Tuto vlastnost budeme nazývat haldová vlastnost.Strukturu desetiprvkové binární haldy ukazuje obrázek 5. �ísla v uzlech této haldy ozna£ují index prvku pole A,který má být v uzlu uloºen.Na binární hald¥ rovn¥º m·ºeme de�novat jednoduché operace:� PARENT(i), která vrací rodi£e uzlu i. Lze ji nade�novat jediným p°íkazem:return�� i2��� LEFT(i), která vrací rodi£e uzlu i. Lze ji nade�novat:return(2 � i)� RIGHT(i), která vrací rodi£e uzlu i. Lze ji nade�novat:return(2 � i+ 1)
4 5 6 72 31

8 9
������9 XXXXXXz���� HHHj ���� HHHj���� HHHj HHHj10Obrázek 5: Struktura binární haldyAlgoritmus 4.1HEAPIFY(A,i) # p°el. jako �haldování�1. l  � LEFT(i)2. r  � RIGHT(i)3. if l � heap_size[A] and A[l] > A[i]4. then largest  � l5. else largest  � i6. if r � heap_size[A] and A[r] > A[largest]7. then largest  � r8. if largest 6= i then9. exchange A[i] ! A[largest]



16 4. U�ITE�NÉ DATOVÉ STRUKTURY10. HEAPIFY(A,largest)Atribut heap_size[A] udává po£et prvk· v hald¥ A. V dal²ím si tento po£et ozna£íme n.P°edpokládejme, ºe binární stromy s ko°eny LEFT(i) a RIGHT(i) spl¬ují haldovou vlastnost (t.j. A[i] m·ºe býtmen²í neº A [LEFT (i)] resp. A [RIGHT (i)]). Cílem algoritmu HEAPIFY (alg. 4.1) je binární strom s ko°enem i, kterýmá haldovou vlastnost.Sloºitost algoritmu 4.1: Zji²t¥ní vztah· mezi A[i], A [LEFT(i)], A [RIGHT (i)] je sloºitosti �(1). K tomu musímep°i£íst sloºitost HEAPIFY na n¥kterém synovi, coº je ko°en stromu o � 2n3 vrcholech. Nech´ je po£et potomk· rovenm. Pak: m2n = 1 + 2 + � � �+ 2k�2 + 2k�11 + 2 + � � �+ 2k�1 + 1 + 1 + 2 + � � �+ 2k�2= 2k � 12k � 1 + 1 + 2k�1 � 1?� 23Nerovnost ozna£ená otazníkem (�?�) platí () platí 8k:3 � 2k � 3 � 2 � 2k + 2k � 2�1 � 0Tedy pro dobu výpo£tu T (n) platí: T (n) � T ��23 � n��+�(1)V¥ta 4.2 Master theoremNech´ jsou a � 1, b > 1 konstanty, f : N0 �! R funkce a nech´ je T : N0 �! R de�nováno vztahem:T (n) = a � T �lnb m�+ f(n)Pak:1. Pro f(n) = O �nlogb a��� pro konstantu � > 0 jeT (n) = � �nlogb a�2. Pro f(n) = � �nlogb a� je T (n) = � �nlogb a � logn�3. Pro f(n) = 
 �nlogb a+�� pro konstantu � > 0 a f ��nb �� � c � f(n) pro konstantu c < 1 a dostate£n¥ velká n, jeT (n) = � (f (n))Tedy � pokra£ujeme-li v úvahách o sloºitosti: a = 1, b = 32 , logb a = 0. Podle p°ípadu 2 tedyT (n) = �(logn)Sloºitost algoritmu 4.1 je tedy: T (n) = O(logn)protoºe uvaºujeme horní odhad sloºitosti.



4.1 Binární halda 17Jiný odhad sloºitosti alg. 4.1: Pro uzel i hloubky h je sloºitost O(h), protoºe vezme konstantní £as a vyvolá sepro vrchol s hloubkou o 1 men²í.Algoritmus 4.2BUILD_HEAP(A) # vytvo°ení haldy1. heap_size[A]  � length[A]2. for i  � blength[A]=2c downto 13. do HEAPIFY(A,i)Pro tento algoritmus je dáno pole A[1; 2; : : : ; n] a algoritmus uspo°ádá toto pole tak, ºe spl¬uje haldovou vlastnost.Korektnost: prvky A ��n2 + 1� ; � � � ; n� jsou listy a jsou tedy ko°eny hald s haldovou vlastností. Algoritmus HEAPI-FY zachovává haldovou vlastnost.Sloºitost:� provedení kaºdého HEAPIFY . . . O(logn)� HEAPIFY voláme celkem . . . O(n)-krát� Celkem tedy sloºitost algoritmu 4.2 . . . O(n logn).Je v²ak znám lep²í odhad O(n), ale k jeho odvození je t°eba si více pohrát.Lemma 4.3n-prvková binární úplná halda má � n2h+1 � vrchol· hloubky h.D·kaz: D·kaz necháváme jako cvi£ení. 2Sloºitost (pokra£ování): � blogncXh=0 l n2h+1m �O(h) = O0@n � blogncXh=0 h2h+11A= O0BBBB@n � 1Xh=0 h2h+1| {z }2 1CCCCA= O(n)Trik, který jsme pouºili p°i s£ítání °ad, je následující:1Xk=0 xk = 11� x ; jxj < 1 = derivace1Xk=0 k � xk�1 = 1(1� x)2 = � x1Xk=0 k � xk = x(1� x)2 =x! 21Xk=0 k2k = 12� 12�2 = 2



18 4. U�ITE�NÉ DATOVÉ STRUKTURYAlgoritmus 4.3HEAPSORT(A)1. BUILD_HEAP(A)2. for i  � length(A) do3. exchange A[1] ! A[i]4. heap_size[A]  � heap_size[A]� 15. HEAPIFY(A,1)Algoritmus HEAPSORT (alg. 4.3) uspo°ádá binární haldu neklesajícím zp·sobem.Sloºitost:� BUILD_HEAP . . . O(n)� HEAPIFY . . . O(log n)� cylkus se provede . . . O(n)-krát� t¥lo cyklu stojí . . . �(1)9� Celkem je tedy sloºitost algoritmu 4.3 HEAPSORT . . . O(n � logn)4.2 Prioritní frontaDe�nice 4.4Prioritní fronta je datová struktura S, v níº je kaºdý její prvek ohodnocen klí£em. Prioritní fronta de�nuje tytooperace:� INSERT(S; x) . . . provede za°azení prvku x do prioritní fronty S.� MAXIMUM(S) . . . vrátí prvek z prioritní fronty S s nejv¥t²ím klí£em.� EXTRACT_MAX(S) . . . odstraní prvek s nejv¥t²ím klí£em z fronty S.Prioritní fronty m·ºeme implementovat jako:� binární haldy� binomiální haldy� Fibonacciho haldySloºitost jednotlivých operací implementovaných t¥mito zp·soby ukazuje tabulka 1.Poznámky k tabulce 1: U binárních a binomiálních hald je uvedena sloºitost nejhor²ího p°ípadu. U Fibonaccihohald je to tzv. amortizovaná sloºitost.ad 1. Operace MAKE_HEAP vytvo°í haldu, která neobsahuje ºádný prvek.ad 5. Operace UNION(H1; H2)10 vytvo°í sjednocení dvou hald H1 a H2.ad 6. Operace DECREASE_KEY(H; x; k) sníºí klí£ vrholu x v hald¥ H na hodnotu kad 7. Operace DELETE(H; x) odstraní z haldy H vrchol x.9Do sloºitosti t¥la cyklu uvaºujeme jen vyvolání algoritmu HEAPIFY, nikoli v²ak jeho b¥h10P°i implementaci prioritní fronty jako binární haldy lze tuto operaci nade�novat nap°íklad pomocí BUILD__ HEAP. Takto má v²aktato operace velkou sloºitost, coº je argument PRO pouºívání binomiální resp. Fibonacciho haldy



4.3 Prioritní fronta implementovaná binární haldou 19Operace binární h. binomická h. Fibonacciho h.1. MAKE_HEAP �(1) �(1) �(1)2. INSERT �(logn) O(logn) �(1)3. MINIMUM �(1) O(logn) �(1)4. EXTRACT_MIN �(logn) O(logn) O(logn)5. UNION O(n) O(logn) �(1)6. DECREASE_KEY O(logn) O(logn) �(1)7. DELETE O(logn) O(logn) O(logn)Tabulka 1: Operace prioritní fronty a sloºitost jejich implementací4.3 Prioritní fronta implementovaná binární haldouAlgoritmy uvedené v této kapitole jsou implementací základních operací nad prioritní frontou pomocí binární haldy.Algoritmus 4.4HEAP_MAXIMUM(A)1. return A[1]Sloºitost algoritmu 4.4: je z°ejm¥ �(1).Algoritmus 4.5HEAP_EXTRACT_MAX(A)1. if heap_size[A] < 12. then error "heap_under�ow"3. max  � A[1]4. A[1] � A [heap size [A]]5. heap_size[A]  � heap_size[A]� 16. HEAPIFY(A; 1)7. return maxSloºitost algoritmu 4.5: Kroky 1. � 5. a krok 7. mají sloºitost �(1), algoritmus HEAPIFY (krok 6.) má sloºitostO(logn).Celkem tedy má algoritmus 4.5 HEAP_EXTRACT_MAX sloºitost O(logn).Algoritmus 4.6HEAP_INSERT(A; key)1. heap_size[A]  � heap_size[A] + 12. i  � heap_size[A]3. while i > 1 and A [PARENT(i)] < key do4. A[i] � A [PARENT(i)]5. i � PARENT(i)6. A[i] � keySloºitost algoritmu 4.6: Kroky 1. � 3. a krok 6. mají sloºitost �(1), kroky 4. a 5. mají také sloºitost �(1), aleprovedou se celkem O(log n)-krát.Celková sloºitost algoritmu 4.6 HEAP_INSERT je tedy O(logn).



20 4. U�ITE�NÉ DATOVÉ STRUKTURY4.4 Binomiální haldaDe�nice 4.5Binomiální strom Bk de�nujeme induktivn¥ takto:� B0 je strom o jednom vrcholu� Máme-li dva binomiální stromy Bk�1 ozna£ené nap°. A, B, pak binomiální strom Bk vznikne z t¥chto dvou nap°.tak, ºe ko°en stromu B p°ijme za syna ko°en stromu A. Názorn¥ viz obr. 6.
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Obrázek 6: P°íklad konstrukce binomiálního stromu BkUpozorn¥me na fakt, ºe po°adí vrchol· v dané úrovni binomiálního stromu je podstatné. Binomiální strom Bk má2k vrchol·.De�nice 4.6Binomiální halda je systém binomiálních strom· Bk (závisí na po°adí) takový, ºe stromý spl¬ují haldovou vlastnost,p°i£emº k roste zleva doprava.Do binomiální haldy lze umístit libovoný po£et n prvk·, protoºe existuje jednozna£ný binomiální rozklad £ísla n:n = jBk1 j+ jBk2 j+ � � �+ jBkp jp°i£emº platí k1 < k2 < � � � < kp.P°íklad binomiální haldy ukazuje obrázek 7.
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Obrázek 7: P°íklad binomiální haldy



4.5 Prioritní fronta implementovaná binomiální haldou 214.5 Prioritní fronta implementovaná binomiální haldouP°i reprezentaci binomiálních hald budeme pouºívat t¥chto datových struktur:� p[x] . . . ukazatel na otce vrcholu x.� child[x] . . . ukazatel na nejlev¥j²ího potomka.� sibling[x] . . . ukazatel na sourozence bezprost°edn¥ vpravo.� degree[x] . . . stupe¬11 vrcholu x.� head[H ] . . . ukazatel na první vrchol haldy H .Demonstrace t¥chto datových struktur je na obr. 8.@@@R
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� � �...Obrázek 8: Datové struktury pro reprezentaci binomiální haldyV této p°edná²ce si nebudeme uvád¥t p°esná zn¥ní algoritm· realizujících operace na prioritní front¥ implemen-tované binomiální haldou. Uvedeme si zde pouze jejich seznam (tab. 2) s tím, ºe zájemci je mohou najít pod t¥mitonázvy v literatu°e [3]. Název algoritmu Po£et °ádk·1. BINOMIAL_HEAP_MINIMUM(H) 92. BINOMIAL_LINK(y; z) 43. BINOMIAL_HEAP_UNION(H1; H2) 224. BINOMIAL_HEAP_MERGE(H1; H2) �5. BINOMIAL_HEAP_INSERT(H; x) 76. BINOMIAL_HEAP_EXTRACT_MIN(H) 57. BINOMIAL_HEAP_DECREASE_KEY(H; x; k) 108. BINOMIAL_HEAP_DELETE(H; x) 2Tabulka 2: Seznam algoritm·, realizujících operace nad binomiální haldouPoznamenejme je²t¥, ºe BINOMIAL_LINK provede operaci, která je popsána na obrázku 6, kde y a z jsou ko°enyspojovaných strom·. BINOMIAL_HEAP_MERGE je procedura v algoritmu BINOMIAL_HEAP_UNION, která spojíseznamy ko°en· H1 a H2 do seznamu, kde atribut degree neklesá.11Stupn¥m vrcholu zde rozumíme úrove¬ tohoto vrcholu v daném binomiálním stromu



22 4. U�ITE�NÉ DATOVÉ STRUKTURY4.6 Analýza sloºitostiSloºitost m·ºeme porovnávat podle:� nejhor²ího p°ípadu� pr·m¥rného p°ípadu, t.j. zadá se pravd¥podobnostní rozd¥lení na jednotlivých moºných datech a spo£ítá sest°ední hodnota pot°ebného £asu� amortizovaná sloºitostO amortizované sloºitosti se nyní rozhovo°íme podrobn¥ji.Dejme tomu, ºe máme provést posloupnost operací s datovou strukturou:D0 c1! D1 c2! D2 c3! � � � cn! DnNech´ � : D 7! �(D) 2 R je funkce potenciálu.Amortizovaný £as pro i-tou operaci je ĉi := ci +�(Di)��(Di�1)tedy sou£et aktuálního £asu a vzr·stu potenciálu.nXi=1 ĉi = nXi=1 ci +�(Dn)��(D0)Je-li tedy �(Dn) � �(D0), pak P ĉi je horním odhadem pro P ci. Proto m·ºeme £as v pr·b¥hu operace omezit na1n �P ĉi.4.7 Fibonacciho haldyNech´ Uk je neorientovaný k-tý binomiální strom (p°i£emº nezáleºí na po°adí slu£ování binomiálních strom·, tedyrovnost na obr. 9 narozdíl od binomiální haldy platí.)
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Obrázek 9: Topologická rovnost binomiálních strom· u Fibonacciho haldDe�nice 4.7Fibonacciho halda je systém neuspo°ádaných neorientovaných binomiálních strom·.Datová struktura pro reprezentaci Fibonacciho hald:� p[x] . . . ukazatel na otce.� child[x] . . . ukazatel na n¥kterého syna (libovolného).� left[x] . . . ukazatel na levého souseda vrcholu x, který má téhoº otce jako x.� right[x] . . . pravá obdoba ukazatele left[x].



4.8 Zásobník 23� degree[x] . . . stupe¬.� mark[x] . . . nabývá hodnot {true, false}, p°i£emº význam hodnoty true je:mark[x] = true() vrchol x ztratil n¥jakého potomka od doby, kdy se sám naposledy stal potomkemjiného vrcholu.P°íklad Fibonacciho haldy je zobrazen na obr. 10.
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Obrázek 10: P°íklad Fibonacciho haldyPro výpo£et p°íslu²né amortizované sloºitosti operací nad Fibonacciho haldou pouºijeme tuto potenciálovou funkci:�(H) = t(H) + 2m(H)kde t(H) je po£et strom· v hald¥ H a m(H) je po£et ozna£ených vrchol· (t.j. vrchol· x, kde mark[x] = true) v hald¥H . Pouºít tuto potenciálovou funkci je korektní, protoºe platí: �(D0) = 0 a 8k �(Dk) � 0Fibonacciho haldy mohou být libovoln¥ ²iroké, proto lze d¥lat operaci UNION nad Fibonacciho haldami v kon-stantním £ase.4.8 ZásobníkNa zásobníku de�nujeme operace:� POP(S) vyzvedne prvek ze zásobníku.� PUSH(S) uloºí prvek do zásobníku.� MULTIPOP(S; k) vyzvedne k prvk· ze zásobníku (viz alg. 4.7).Algoritmus 4.7MULTIPOP(S; k)1. while not STACK_EMPTY(S) and k 6= 0 do2. POP(S)3. k  � k � 1Amortizovaná sloºitost: De�nujeme potenciálovou funkci zásobníku: �(S) jako po£et prvk· v zásobníku S. Za£í-náme od prázdného zásobníku D0, tedy �(D0) = 0. Pro 8i tedy platí �(Di) � �(D0).Odtud plyne, ºe celková amortizovaná cena je horním odhadem celkové aktuální ceny:� PUSH zv¥t²í potenciál � zásobníku o jedni£ku:ĉi = ci +�(Di)��(Di�1) = 1 + 1 = 2� POP sníºí potenciál � zásobníku o jedni£ku:ĉi = ci +�(Di)��(Di�1) = 1� 1 = 0� MULTIPOP sníºí potenciál � o k0 = min fk; sg; s = jSj. Nech´ �(Di)��(Di�1) = �k0, pakĉi = ci � k0 = k0 � k0 = 0



24 4. U�ITE�NÉ DATOVÉ STRUKTURY4.9 Datové struktury pro disjunktní mnoºinyDatové struktury pro disjunktní mnoºiny uchovávají systém S = fS1; : : : ; Skg po dvou disjunktních dynamickýchmnoºin; v kaºdé z t¥chto mnoºin je ur£en reprezentant této mnoºiny.Operace:� MAKE_SET(x) . . . vytvo°í systém ffxgg.� UNION(x; y) . . . sjednotí mnoºiny obsahující x resp. y.� FIND_SET(x) . . . vrátí reprezentanta mnoºiny, v níº leºí x.Algoritmus 4.8CONNECTED_COMPONENTS(G)# algoritmus vyºaduje na vstupu oby£ejný (neorientovaný) graf G.1. for each vertex v 2 V [G]2. do MAKE_SET(v)3. for each edge (u; v) 2 E[G]4. do if FIND_SET(u) 6= FIND_SET(v)5. then UNION(u; v)4.9.1 První implementaceZde pohovo°íme o sloºitosti algoritmu 4.8 CONNECTED_COMPONENTS, implementovaného pomocí linked listreprezentace. Podle této reprezentace je kaºdá mnoºina reprezentována dynamickým (°et¥zeným) seznamem, v n¥mºnavíc kaºdý prvek obsahuje ukazatel na reprezentanta mnoºiny. P°íklad najdete na obr. 11.
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Obrázek 11: P°íklad mnoºiny fa; b; cg v reprezentaci linked listSloºitost:� n-krát se provádí MAKE_SET (kroky 1. � 2. algoritmu 4.8).� m-krát jsou provád¥ny v²echny t°i operace dohromady� platí: m � n, po£et operací UNION � n� 1.Fakt: Sloºitost algoritmu 4.8 je tedy p°i implementaci linked list reprezentací je �(m2).Fakt: P°i pouºítí heuristiky �váºeného sjednocování� (tzn. p°ipojuji krat²í seznam za del²í, nikoli naopak) je sloºitostalgoritmu 4.8 O(m+ n logn).



4.9 Datové struktury pro disjunktní mnoºiny 254.9.2 Druhá implementaceZde pohovo°íme o sloºitosti algoritmu 4.8 CONNECTED_COMPONENTS, implementovaného pomocí les· disjunkt-ních mnoºin. Kaºdou mnoºinu reprezentuje jeden strom, kde relace otec �! syn má �opa£nou orientaci�, tj. otec  �syn. P°íklad si inteligentní £tená° vymyslí sám.Fakt: Sloºitost p°i této implementaci je O(m log� n), pouºijeme-li heuristiku �union by rank path compression�.P°itom: log(i) n = 8><>: n; i = 0log�log(i�1) n�; i > 0; ln(i�0) > 0nedefinov�ano; jinakDále: log� n = minni � 0 j log(i) n � 1oP°íklad, jak vypadá funkce log� uvádí tabulka 3. n log� n2 14 216 365536 4265536 5Tabulka 3: Chování funkce log�Hodnota log� n � 5 se v na²em p°ípad¥ nevyskytne. Tedy sloºitost této implementace je �v podstat¥ lineární�.Lep²í odhad: O (m � �(m;n)), kde � je tzv. Ackermannova funkce a hodnota �(m;n) pro v na²em p°ípad¥ myslitelnésituace nep°evý²í hodnotu 4.



26 5. PROBLÉM MINIMÁLNÍ KOSTRY5 Problém minimální kostry5.1 Obecný algoritmusDe�nice 5.1Nech´ je G = (V;E) souvislý neorientovaný graf a w : E ! R libovolné. Pak problém minimální kostry je problémnalezení T � E tak, aby platilo:1. T je acyklický2. (V; T ) je souvislý3. w(T ) je minimální, kde w(T ) = X(u;v)2T w(u; v)Poprvé byl tento problém vy°e²en v roce 1926 panem Bor·vkou, který zkonstruoval první algoritmus tohoto druhuna zakázku pro MEZ. V sou£asnosti známe dva nejlep²í algoritmy pán·� Kruskala� Prinakteré mají sloºitost O(E logV ) pomocí binárních hald; Prin·v algortimus implementovaný pomocí Fibbonacciho haldmá sloºitost O(E + V logV ).Následující tabulka (tab. 4) nám p°esn¥ji ukazuje, jak velký podíl na celkové sloºitosti algoritmu má pouºitá datovástruktura. V tabulce pouºité symboly jsou de�novány: n = jV j, m = jEj12.Graf Pom¥r hran m logn m+ n logn Porovnání°ídký graf m � n n logn n logn =hustý graf m � n2 n2 logn n2 6=Tabulka 4: Porovnání sloºitosti algoritm· p°i pouºítí r·zných datových strukturAlgoritmus 5.1GENERIC_MINIMAL_SPANNING_TREE(G;w)1. A � 02. while A does not form a spanning tree do3. �nd an edge (u; v) that is safe for A4. A � A [ f(u; v)g5. return AAlgoritmus 5.1 nám ukazuje jakousi �kostru� algoritmu na vyhledávání minimální kostry grafu. A je mnoºina hran,do které p°ídáváme �bezpe£né� hrany (takové hrany, které m·ºeme p°idat bez obav, ºe by nám mnoºinu A poru²ilytak, ºe bychom se nikdy k minimální kost°e nedostali, blíºe následující de�nice 5.2), dokud se nedobereme minimálníkostry. Mnoºina A bude mít vºdy vlastnost, ºe existuje minimální kostra T obsahující prvky A.De�nice 5.2Hrana (u; v) 2 V se nazývá bezpe£ná pro A, platí-li (u; v) 62 A a zárove¬ sjednocení A [ f(u; v)g je obsaºenov n¥které minimální kost°e grafu G = (V;E).Korektnost algoritmu 5.1 je z°ejmá. Zatím v²ak neznáme zp·sob, jak se vybírá nová hrana (u; v).12Pro m tedy platí: n� 1 � m � �n2�.



5.2 Kruskal·v algoritmus 27De�nice 5.3Rozklad (S; V � S) mnoºiny V se nazývá °ez grafu G, p°i£emº ; 6= S 6= V .De�nice 5.4Hrana (u; v) 2 E protíná °ez (S; V � S), je-li u 2 S a v 2 V � S nebo naopak.De�nice 5.5�ez (S; V � S) respektuje mnoºinu A � E, jestliºe ºádná hrana z A neprotíná tento °ez.De�nice 5.6Lehká hrana °ezu (S; V � S) je hrana protínající tento °ez a mezi takovými hranami má minimální ohodnocení.V¥ta 5.7Nech´ je G = (V;E) souvislý neorientovaný graf, w : E ! R libovolné ohodnocení hran, A � E je obsaºenav n¥jaké minimální kost°e grafu G, (S; V � S) je °ez respektující A a (u; v) je lehká hrana pro tento °ez. Pak (u; v) jebezpe£ná pro A.D·kaz: Nech´ A je obsaºena v minimální kost°e T . Pokud (u; v) 2 T , jsme hotovi.Nech´ (u; v) 62 T . Existuje u�v cesta v T . u a v jsou v r·zných £ástech °ezu a proto na vý²e uvedené cest¥ existujehrana (x; y) taková, ºe x 2 S a y 2 V � S. Ov²em (x; y) 62 A, protoºe °ez respektuje A. Odstran¥ním (x; y) z T se Trozpadne do dvou souvislých komponent. P°idáním (u; v) máme op¥t kostru, kterou ozna£íme T 0 = (T � f(x; y)g) [f(u; v)g. (u; v) i (x; y) protínají °ez (S; V � S). (u; v) je lehká =) w(u; v) � w(x; y) a proto w(T 0) � w(T ). T bylaminimální kostra =) T 0 je minimální kostra. (u; v) je bezpe£ná pro A, nebo´ (u; v) 62 A a A [ f(u; v)g � T 0.2D·sledek 5.8G = (V;E) je souvislý neorientovaný graf, w : E ! R, A � E je obsaºena v n¥jaké minimální kost°e, C je souvislákomponenta v lese GA = (V;A), (u; v) minimáln¥ ohodnocená mezi hranami spojujícími C s jinou komponentou. Pak(u; v) je bezpe£ná pro A.D·kaz: Uvaºujme °ez (C; V � C) a m·ºeme pouºít týchº úvah jako v p°ede²lém d·kaze. 25.2 Kruskal·v algoritmusA je stále les, p°idává se hrana (u; v) t¥chto vlastností:1. (u; v) 62 A a A [ f(u; v)g je les;2. w(u; v) je minimální mezi v²emi hranami, které spl¬ují 1.Algoritmus 5.2MST_KRUSKAL(G;w)1. A � ;2. for each vertex v 2 V [G] do3. MAKE-SET(v)4. sort the edges of G by nondecreasing weight w5. for each edge (u; v) 2 E[G] in order of nondecreasing weight w do6. if FIND_SET(u) 6= FIND_SET(v) then7. A � A [ f(u; v)g8. UNION(u; v)9. return AK implementaci algoritmu 5.2 pot°ebujeme efektivní datovou strukturu pro rozklady mnoºiny vrchol· V a operacena ní:



28 5. PROBLÉM MINIMÁLNÍ KOSTRY� FIND_SET(u): tato operace vrátí reprezentanta t°ídy obsahující prvek u.� UNION(u; v): sjednotí t°ídy obsahující prvky u a v.� MAKE_SET(u): vytvo°í singleton13 fug.Korektnost algoritmu 5.2:� 1. °. � 3. °.: inicializaceA = ;, rozklad ffvg j v 2 V g.� 5. °. � 8. °.: zaru£ují pln¥ní p°edpoklad· d·sledku 5.8.Sloºitost závisí na implementaci rozkladu mnoºin:� 1. °. � 3. °.: O(V )� 4. °.: O(E logE)� 9. °.: O(V )� 5. °. � 8. °.: O(E) operací s rozklady lze implementovat tak, ºe kaºdá vezme O(logE), celkem tedy O(E logE),p°esn¥ O(E) � (O(1) +O(logE)). Celkem tedy:O(V ) +O(E logE) = O(E logE)Pravá strana rovnosti platí za p°edpokladu, ºe graf je souvislý, £ili jEj � jV j � 1.5.3 Prin·v algoritmusA je stále strom, p°idává se hrana (u; v) s t¥mito vlastnostmi:1. (u; v) 62 A a A [ f(u; v)g je strom;2. mezi v²emi hranami, které spl¬ují 1, je w(u; v) minimální.Algoritmus 5.3MST_PRIN(G;w; r)1. Q � V [G]2. for each vertex u 2 Q do3. key[u] �14. key[r] � 05. �[r] � NIL /* � je otec vrcholu */6. while Q 6= ; do7. u � EXTRACT_MIN(Q)8. for each v 2 Adj[u] do9. if v 2 Q and w(u; v) < key[v] then10. �[v] � u11. key[v] � w(u; v)Vysv¥tlení symbol· z algoritmu 5.3:� Q . . . prioritní fronta vrchol·.13singletonem fag budeme rozum¥t jednoprvkovou mnoºinu fag



5.4 Sloºitost algoritm· 29� A = f(v; � (v)) j v 2 V � (frg [Q)g� key[u] . . . je ohodnocení hrany, která má nejmen²í ohodnocení mezi hranami spojujícími A s vrcholem u. key[u] 2R [ f1g.� �[u] 2 V [ fNILg . . . otec vrcholu u.� r . . . ko°en stromu.� operace EXTRACT_MIN(Q) . . . vy°adí z Q takový vrchol u, jehoº key[u] je minimální.Korektnost algoritmu 5.3:� 1.°. � 5.°. inicializace� Kdykoli v pr·b¥hu algoritmu: vrcholy aktuálního stromu A jsou p°esn¥ ty, které pat°í do rozdílu V �Q.� na °ádku 7 s výjimkou prvního pr·chodu (coº je odstran¥ní ko°ene r z Q) se do A p°idává lehká hrana pro °ez(V �Q;Q).5.4 Sloºitost algoritm·5.4.1 Sloºitost Kruskalova algoritmu� 1. °. . . . O(1).� 2. � 3. °. . . . O(V ).� 4. °. . . . O(E logE).� cyklus 5. � 8. °. . . . se provádí jEj-krát. Provádím tedy O(E) operací na datové struktu°e pro disjunktní mnoºinyS. Lze implementovat tak, aby to vzalo O(E � �(E; V )). Jsou-li jV j = n a jEj = m, pak n+ 2m+m _=O(E)14.� 9. °. . . . O(1). O(�(E; V )) = O(logE) =) O(E logE) = O(E logV )5.4.2 Sloºitost Primova algoritmuNech´ Q je implementována pomocí binární haldy.� 1. °. . . . BUILD_HEAP a °ádky 2. � 5. celkem O(V ).� cyklus 7. � 11. se provádí jV j-krát, kaºdé EXTRACT_MIN vezme O(log V ). Celkem 7. °. vezme O(V log V )� cyklus 8. � 11. se provádí celkem O(E)-krát.? 9. °. . . . rezervuje bit u kaºdého vrcholu (dáme 1 v °ádku 1; dáme 0 v °ádku 7), tedy O(V ).? 11. °. . . . DECREASE_KEY vezme O(log V )? 9. � 11. °. . . . O(1) +O(log V ) = O(log V )? cyklus 8. � 11. tedy celkem: O(E) � (O(1) +O(log V )) = O(E logV ). O(1) je na organizaci cyklu.� Celkem je O(E log V ).Sloºitost algoritmu implementovaného pomocí Fibonacciho hald je O(E + V logV ).14Je to po °ad¥ za: MAKE_SET, FIND_SET a UNION.



30 6. NEJKRAT�Í CESTY6 Nejkrat²í cesty6.1 Nejkrat²í cesty z daného vrcholuNech´ je G = (V;E) orientovaný graf, w : E �! R hranové ohodnocení.De�nice 6.1Váha cesty w(p), kde p = (v1; : : : ; vk) se de�nuje jako w(v1; v2) + � � �+ w(vk�1; vk).Jsou-li u; v 2 V , pak�(u; v) = � min fw(p) j p je u� v cestag ; pokud existuje u� v cesta1 ; jinakje váha nejkrat²í cesty mezi vrcholy u a v.Nejkrat²í cesta je u� v cesta p, pro niº platí, ºe w(p) = �(u; v).Základní problém: Nech´ je G, w, s 2 V dáno. Úkolem je najít pro kaºdý vrchol v 2 V p°íslu²nou hodnotu �(s; v).Modi�kace základního problému:1. Dáno G, w, s 2 V . Za úkol máme najít pro 8v 2 V p°íslu²nou hodnotu �(v; s).�e²ení jsou dv¥:� p°eorientovat hrany a aplikovat algoritmy pro základní problém� dualizovat algoritmy pro základní problém2. Je dáno G, w, s a t. Úkolem je naleznout �(s; t). Tento problém lze °e²it algoritmy základního problému15. Nutnov²ak na tomto míst¥ poznamenat, ºe ºádný lep²í algoritmus není znám.3. Je dáno G, w. Úkolem je najít �(u; v) pro 8u; v 2 V . �e²ení:� Triviáln¥ lze tento problém °e²it pomocí algoritm· pro základní problém. Postupn¥ budeme brát v²echnyvrcholy v 2 V za s a aplikujeme tyto algoritmy.� Nutno podotknout, ºe existují ra�novan¥j²í a lep²í metody. O nich budeme hovo°it v odstavci 6.7.Poznamenejme je²t¥, ºe n¥které algoritmy (nap°. Dijkstr·v) p°ipou²t¥jí pouze nezáporná ohodnocení hran.Algoritmy, které p°ipou²t¥jí libovolné ohodnocení hran, musí po£ítat s tím, ºe nejkrat²í cesta nemusí existovatkv·li existenci záporného cyklu16. P°íklad záporného cyklu uvádí obr. 12. Jsou v²ak algoritmy nap°íklad Bellman �Ford·v, které záporný cyklus odhalí.
���������3 -@@@R�5 3 12�6Obrázek 12: P°íklad záporného cyklu15Tzn. nalézt � pro v²echny vrcholy v grafu a na výstup dát jen �(s; t).16Na takovém cyklu je moºné nato£ením p°íslu²ného po£tu obrátek sníºit váhu cesty na libovoln¥ malou hodnotu



6.2 Relaxace 31Reprezentace nejkrat²ích cest: Nech´ máme libovolné � : V �! V [ fNILg. Zobrazení � nám ur£uje grafG� = (V� ; E�), kde V� = fv 2 V j �[v] 6= NILg [ fsgE� = f(�[v]; v) 2 E j v 2 V� � fsggDe�nice 6.2Strom nejkrat²ích cest G0 = (V 0; E0) grafu G je graf, kde V 0 � V , E0 � E a V 0 je mnoºina vrchol· grafu Gdosaºitelných z vrcholu s (� existuje s� v cesta v grafu G). G0 je strom s ko°enem s. Pro 8v 2 V existuje jediná s� vcesta v grafu G0 a je nejkrat²í s� v cestou v grafu G.Lemma 6.3Nech´ (v1; : : : ; vk) je nejkrat²í v1 � vk cesta v grafu G a nech´ 1 � i � j � k. Pak (vi; : : : ; vj) je nejkrat²í vi � vjcesta v tomto grafu.D·kaz: Z°ejmý. 2Lemma 6.4Nech´ p = (s; : : : ; u; v) je nejkrat²í s� v cesta. Pak platí:�(s; v) = �(s; u) + w(u; v)D·kaz: Z lemmatu 6.3 plyne, ºe p0 = (s; : : : ; u) je nejkrat²í s� u cesta, proto�(s; v) = w(p) = w(p0) + w(u; v) == �(s; u) + w(u; v) 2Lemma 6.5Pro 8(u; v) 2 E platí nerovnost: �(s; v) � �(s; u) + w(u; v)D·kaz: Je z°ejmý, sta£í si uv¥domit, ºe levá strana nerovnosti je délka nejkrat²í s� v cesty, kdeºto pravá strana jedélka n¥jaké s� v cesty. 26.2 RelaxaceAlgoritmus 6.1INITIALIZE_SINGLE_SOURCE(G; s)1. for each vertex v 2 V [G] do2. d[v] �13. �[v] � NIL4. d[s] � 0d[v] 2 R [ f1;�1g je horní odhad délky nejkrat²í s� v cesty.Po prob¥hnutí algoritmu jsou nastaveny pot°ebné datové struktury takto:� �[v] = NIL pro 8v 2 V� d[s] = 0 a d[v] =1 pro 8v 2 V � fsgAlgoritmus 6.2RELAX(u; v; w)1. if d[v] > d[u] + w(u; v) then



32 6. NEJKRAT�Í CESTY2. d[v] � d[u] + w(u; v)3. �[v] � uAlgoritmus 6.2 RELAX provede tzv. relaxaci. Relaxace se tomuto jevu °íká proto, ºe podmínka d[v] � d[u]+w(u; v),která musí být spln¥na pro d[v] = �(s; v) a d[u] = �(s; u) nás p°estává �tíºit�.V²echny algoritmy na vyhledávání nejkrat²ích cest pracují tak, ºe se provede:� inicializace (algoritmus 6.1)� posloupnost relaxací (algoritmus 6.2)Jednotlivé algoritmy se od sebe li²í pouze tím, jakým zp·sobem se relaxace vybírají k uskute£n¥ní.Lemma 6.6Po provedení algoritmu RELAX(u; v; w) platí:d[v] � d[u] + w(u; v)D·kaz: z°ejmý. 2Lemma 6.7Nech´ jsme provedli algoritmus 6.1 INITIALIZE_SINGLE_SOURCE(G; s) a posloupnost operací RELAX(ui; vi; w)(alg. 6.2). Pak d[v] � �(s; v) pro 8v 2 V a pokud d[v] n¥kdy v pr·b¥hu nabylo hodnoty �(s; v), pak se jiº v dal²ímpr·b¥hu hodnota d[v] nezm¥ní.D·kaz:� Po inicializaci platí: d[s] = 0 � �(s; s), protoºe �(s; s) 2 f0;�1g, a pro 8v 2 V � fsg je d[v] =1 � �(s; v).� Nech´ podmínka d[v] � �(s; v) je poprvé poru²ena provedením RELAX(u; v; w). Pak platí:d[u] + w(u; v) = d[v] < �(s; v) ��|{z}Lemma 6:5 �(s; u) + w(u; v)tedy d[u] < �(s; u), coº je spor, protoºe poprvé byla tato podmínka spln¥na aº pro vrchol v.� Jakmile d[v] = �(s; v), stále platí d[v] � �(s; v) a p°i tom d[v] > �(s; v) jiº nem·ºe nastat, protoºe RELAXnezv¥t²uje hodnoty d[ ]. 2D·sledek 6.8Nech´ neexistuje s� v cesta, nech´ v 2 V . Pak po inicializaci d[v] = �(s; v) a tato rovnost z·stává v platnosti poprovedení libovolné posloupnosti relaxací.D·kaz: Podle lemmatu 6.7 stále platí d[v] � �(s; v) = 1. Po inicializaci je d[v] = 1 a tedy stále platí d[v] =�(s; v) =1. 2Lemma 6.9Nech´ (s; : : : ; u; v) je nejkrat²í s� v cesta. Nech´ je provedena inicializace a provádíme posloupnost relaxací. Pakbylo-li d[u] = �(s; u) n¥kdy p°ed vyvoláním relaxace RELAX(u; v; w), pak je d[v] = �(s; v) kdykoliv po provedení tétorelaxace.D·kaz: Podle lemmatu 6.7 je d[u] = �(s; u) stále od okamºiku, kdy tato rovnost nastala. Zejména to platí poprovedení RELAX(u; v; w). d[v] �|{z}Lemma 6:6 d[u] + w(u; v)= �(s; u) + w(u; v)=|{z}Lemma 6:4 �(s; v)Lemma 6.6 spolu s lemmatem 6.7 dává ve vý²e uvedeném odvození rovnost a její zachování v budoucnosti. 2



6.3 Stromy nejkrat²ích cest 336.3 Stromy nejkrat²ích cestLemma 6.10Nech´ grafG s hranovým ohodnocením w neobsahuje ºádné záporné cykly dosaºitelné z vrcholu s. Pak po provedeníinicializace a libovolné posloupnosti relaxací je G� strom s ko°enem s.D·kaz:� Po inicializaci: V� = fsg a E� = ;, coº je v po°ádku.� Nech´ jsme provedli q > 1 relaxací. Ukáºeme sporem, ºe G� je acyklický:P°ipus´me, ºe c = (v0; : : : ; vk) p°i£emº v0 = vk je obsaºen v grafu G� , pak �[vi] = vi�1 pro i = 1; : : : ; ka lze tedy p°edpokládat, ºe poslední relaxace byla RELAX(vk�1; vk; w).Pro kaºdý vrchol v cyklu c platí �[v] 6= NIL a byla mu p°i°azena kone£ná hodnota d[v]. Podle lemmatu6.7 je �(s; v) kone£ná (v je dosaºitelný z s). Ukáºeme, ºe cyklus c je záporný cyklus, coº bude spor.Vzhledem k tomu, ºe �[vi] = vi�1 pro i = 1; : : : ; k, byla poslední zm¥na d[vi]: d[vi]  � d[vi�1] +w(vi�1; vi). Od tohoto okamºiku se eventueln¥ mohlo d[vi�1] zmen²it. Tedy:d[vi] � d[vi�1] + w(vi�1; vi)pro i = 1; : : : ; k. P°i vyvolání RELAX(vk�1; vk; w), které vytvo°ilo cyklus c mámed[vk] > d[vk�1] + w(vk�1; vk)Se£tením: kXi=1 d[vi] > kXi=1 (d[vi�1] + w(vi�1; vi))= kXi=1 d[vi] + kXi=1 w(vi�1; vi)Z vý²e uvedeného plyne, ºe: kXi=1 w(vi�1; vi) < 0a tedy cyklus c je záporný cyklus, £ímº jsme do²li ke kýºenému sporu.Graf G� je tedy acyklický.Zbývá tedy dokázat, ºe 8v 2 V� 9! s� v cesta v grafu G�.? Existence cesty: po inicializaci je existence z°ejmá. Dále indukcí: po RELAX(u; v; w) mohl pouze v p°ibýtdo V�. Pak �[v] � u a � se pro ostatní vrcholy nem¥ní.? Jednozna£nost cesty: P°edpokládejme, ºe s� v cesta není v G� jednozna£ná. Pak vypadá nap°. takto:s! � � � ! � ! � � � ! x!! � � � ! y ! �! z ! � � � ! vP°i£emº x 6= y. Pak by v²ak muselo platit zárove¬ �[z] = x a �[z] = y, coº samoz°ejm¥ nelze a tudíº mámespor. 2Lemma 6.11Nech´ neexistují v grafu G záporné cykly dosaºitelné z vrcholu s. Nech´ je provedena inicializace a posloupnostrelaxací. Nech´ 8v 2 V je d[v] = �(s; v). Pak G� je strom nejkrat²ích cest.



34 6. NEJKRAT�Í CESTYD·kaz: V� je práv¥ mnoºina v²ech vrchol· dosaºitelných z vrcholu s: vrchol v 6= s je dosaºitelný() d[v] <1()�[v] 6= NIL() v 2 V�.Podle lemmatu 6.10 je G� strom s ko°enem s. Nech´ v 2 V�. Chceme, aby (jediná) s� v cesta v G� byla nejkrat²ís� v cesta p = (v0 = s; : : : ; vk = v) v grafu G.Pro i = 1; : : : ; k platí d[vi] = �(s; vi) podle p°edpoklad·. Z d·kazu lemmatu 6.10 máme d[vi] � d[vi�1]+w(vi�1; vi),coº je po úprav¥: w(vi�1; vi) � �(s; vi)� �(s; vi�1)Se£tením pak dostaneme: w(p) = kXi=1 w(vi�1; vi) � kXi=1 (�(s; vi)� �(s; vi�1))= �(s; vk)� �(s; v0)= �(s; vk)� �(s; s)| {z }0= �(s; vk)Z de�nice � máme w(p) � �(s; v). Tedy celkem: w(p) = �(s; v)a p je nejkrat²í s� v cesta v grafu G. 26.4 Dijkstr·v algoritmusJak jsme si jiº d°íve uvedli, Dijkstr·v algoritmus p°edpokládá, ºe pro 8(u; v) 2 E platí w(u; v) � 0.Algoritmus 6.3DIJKSTRA(G;w; s)1. INITIALIZE_SINGLE_SOURCE(G; s)2. S  � ;3. Q � V [G]4. while Q 6= ; do5. u � EXTRACT_MIN(Q)6. S  � S [ fug7. for each vertex v 2 Adj[u] do8. RELAX(u; v; w)S je mnoºina v²ech vrchol·, pro n¥º bylo d ur£eno de�nitivn¥. Q je prioritní fronta z vrchol· V �S s klí£i danýmihodnotami d.Algoritmus opakovan¥ vybírá vrchol z V � S s nejmen²ím klí£em, za°adí jej do S a relaxuje v²echny hrany, kteréz n¥j vycházejí.V¥ta 6.12Algoritmus 6.3 DIJKSTRA pracuje korektn¥.D·kaz: Ukáºeme, ºe 8v 2 V je d[v] = �(s; v) v okamºiku p°idání vrcholu v do mnoºiny S. Fakt, ºe tato rovnostz·stává zachována, dokazuje 2. £ást d·kazu lemmatu 6.7.Sporem: Nech´ u je první z vrchol· vloºených do S, s vlastností d[u] 6= �(s; u) v okamºiku tohoto vloºení. Protoºevrchol s je za°azen jako první a d[s] = �(s; s) = 0, nebudeme vrchol s uvaºovat; tedy nech´ u 6= s.Uvaºujme okamºik zahájení °ádk· 5. � 8. pro vrchol u. V té dob¥ je S 6= ;. Existuje s � u cesta (kdyby ne, je�(s; u) =1, av²ak d[u] 6=1 a existuje nejkrat²í s� u cesta). Tedy existuje nejkrat²í s� u cesta:s 2 S ! � � � ! x! y ! � � � ! u 2 V � S



6.5 Bellman � Ford·v algoritmus 35Nech´ y je na této cest¥ první, který pat°í do V � S. V okamºiku vloºení vrcholu x do S je d[x] = �(s; x) a poRELAX(x; y; w) je také d[y] = �(s; y) (plyne to z lemmatu 6.9).Dále z nezápornosti w a z lemmatu 6.3 plyne �(s; y) � �(s; u). Pak tedy:d[y] = �(s; y) � �(s; u) �|{z}Lemma 6:7 d[u]Volba vrcholu u nám dává d[u] � d[y], z £ehoº nám plyne:d[y] = d[u] =) �(s; u) = d[u]Coº je kýºený spor, protoºe jsme u zvolili tak, aby d[u] 6= �(s; u).Kone£n¥ z lemmatu 6.11 plyne, ºe G� je strom nejkrat²ích cest. 2Sloºitost: Nech´ n = jV j a m = jEj.1. � Je-li Q implementováno jako seznam, pak EXTRACT_MIN vezme O(n). To se provádí n-krát, tedy °ádky4. � 6. vezmou O(n2).� �ádky 7. a 8. vezmou O(m) (bráno zvlá²´, tedy �mimo� cyklu while).� �ádky 1. a 3. vezmou kaºdý O(n).� �ádek 2. je konstantní p°i°azení, tedy O(1).Podtrºeno a se£teno je sloºitost algoritmu O(n2), protoºe velikost m je shora omezena n2.2. � Je-li Q implementováno jako binární halda, pak EXTRACT_MIN vezme O(logn) a °ádky 4. � 6. tudíºO(n log n).� �ádek 3. reprezentuje vytvo°ení binární haldy, tedy sloºitost je O(n).� V °ádku 8. musí po RELAX(u; v; w) následovat DECREASE_KEY(Q; v; d[u] + w(u; v)), coº vezme samoo sob¥ O(log n), celkem tedy 7. a 8. °ádek vezmou O(m logn).� �ádky 1. a 2. dohromady vezmou O(n).Celková sloºitost algoritmu je tedy O((m+n) logn), coº pro grafy, v nichº je kaºdý vrchol dosaºitelný, p°edstavujesloºitost O(m log n), protoºe pro souvislé grafy je n shora omezeno m.3. Je-li Q implementováno jako Fibonacciho halda, je celková sloºitost algoritmu O(n logn+m).6.5 Bellman � Ford·v algoritmusExistule-li záporný cyklus dosaºitelný z vrcholu s, Bellman � Ford·v algoritmus tuto skute£nost odhalí. Jinak korektn¥vrátí strom nejkrat²ích cest.Algoritmus 6.4BELLMAN_FORD(G;w; s)1. INITIALIZE_SINGLE_SOURCE(G; s)2. for i � 1 to jV [G]j � 1 do3. for each edge (u; v) 2 E[G] do4. RELAX(u; v; w)5. for each edge (u; v) 2 E[G] do6. if d[v] > d[u] + w(u; v) then7. return FALSE8. return TRUE



36 6. NEJKRAT�Í CESTYSloºitost:� 1. °ádek . . . O(n)� 2. � 4. °ádek . . . O(mn)� 5. � 8. °ádek . . . O(m)Celková sloºitost algoritmu6.4 je tedy O(mn).Lemma 6.13Nech´ G vzhledem k w neobsahuje ºádný záporný cyklus dosaºitelný z s, pak po skon£ení algoritmu 6.4 platí pro8v 2 V d[v] = �(s; v).D·kaz:1. Nech´ v je dosaºitelný z s. Nech´ p = (v0 = s; : : : ; vk = v) je n¥jaká nejkrat²í s � v cesta (s nejmen²ímohodnocením). Je moºné p°edpokládat, ºe v p se neopakují vrcholy. Jinak p obsahuje cyklus:� kladný, pak jej mohu z cesty �vyhodit�, cesta p není nejkrat²í� nulový, pak jej mohu z cesty �vyhodit� a nic se nestane� záporný, pak nastává spor s p°edpoklademTedy k � n� 1.Indukcí vzhledem k i = 0; : : : ; k dokáºeme, ºe rovnost d[vi] = �(s; vi) po i-tém provedení cyklu 2. � 4. °ádekz·stává dále zachována.i=0: Po inicializaci je d[v0] = d[s] = �(s; s) = �(s; v0) = 0. Podle lemmatu 6.7 je tato rovnost nadále zachována.Induk£ní krok: Nech´ i � 1, d[vi�1] = �(s; vi�1) po i � 1 provedeních cyklu 2. � 4. °ádek. V i-tém cyklu serelaxuje hrana (vi�1; vi). Podle lemmatu 6.9 je po provedení této relaxace d[vi] = �(s; vi) a kdykoliv potom.2. Nech´ je vrchol v nedosaºitelný. Pak podle d·sledku 6.8 platí d[v] = �(s; v) =1. 2Lemma 6.14Pro v 2 V existuje s� v cesta () algoritmus 6.4 kon£í s hodnotou d[v] <1.D·kaz: Pokud v grafu G neexistuje vzhledem k w záporný cyklus dosaºitelný z vrcholu s, pak to plyne p°ímoz lemmatu 6.13 a nemáme co dokazovat.Indukcí dokáºeme, ºe existuje s� v cesta z mén¥ neº i nebo z i hran () po i-té iteraci algoritmu 6.4 je d[v] <1:i=0: existuje s� v cesta z 0 hran () v = s () po inicializaci se provede d[v] � 0.Induk£ní krok: =): 1. Existuje s � v cesta z � i � 1 hran. Podle induk£ního p°edpokladu je d[v] < 1 a d[v] serelaxacemi nezvy²uje.2. Neexistuje s� v cesta z � i� 1 hran, existuje s� v cesta (s; : : : ; u; v) z i hran. Po i-té operaci je podleinduk£ního p°edpokladu d[u] <1. Relaxace hrany (u; v) v i-tém cyklu dá d[v] <1.(=: 1. d[v] <1 jiº po (i� 1)-té iteraci, tvrzení plyne p°ímo z induk£ního p°edpokladu.2. d[v] =1 po (i� 1)-té iteraci a d[v] <1 po i-té iteraci. Nech´ poslední zm¥na d[v] je po relaxaci hrany(u; v) a pouºitím induk£ního p°edpokladu máme tvrzení. 2V¥ta 6.15Algoritmus 6.4 je korektní. Jinými slovy platí ekvivalence: Algoritmus 6.4 vrátí TRUE() v grafuG není vzhledemk w dosaºitelný záporný cyklus () pro 8v 2 V platí d[v] = �(s; v) () G� je graf nejkrat²ích cest.



6.6 Nejkrat²í cesty z jediného vrcholu v acyklických grafech 37D·kaz: Nech´ graf G neobsahuje záporný cyklus dosaºitelný z s. Pak:� 8v 2 V : d[v] = �(s; v) plyne z lemmatu 6.13.� G� je strom nejkrat²ích cest plyne z lemmatu 6.11.Zbývá tedy dokázat ekvivalence: Algoritmus 6.4 vrátí TRUE () neexistuje záporný cyklus dosaºitelný z s.(=: Po skon£ení cyklu 2. � 4. °ádek platí:d[v] = �(s; v) �|{z}Lemma 6:5 �(s; u) + w(u; v)= d[u] + w(u; v)z £ehoº plyne, ºe testy na °ádku 6. jsou v²echny negativní.=): Nech´ c = (v0; : : : ; vk), vk = v0 je záporný cyklus dosaºitelný z s. PakkXi=1 w(vi�1; vi) < 0P°ipus´me, ºe algoritmus 6.4 vrátil TRUE. Pakd[vi] � d[vi�1] + w(vi�1; vi)pro i = 1; : : : ; k. Se£tením máme: kXi=1 d[vi] � kXi=1 d[vi�1] + kXi=1 w(vi�1; vi)= kXi=1 d[vi] + kXi=1 w(vi�1; vi)Z lemmatu 6.14 plyne, ºe pro 8i = 1; : : : k platí d[vi] <1.Po úprav¥ dostáváme, ºe 0 < záporné £íslo, coº je samoz°ejm¥ spor. 26.6 Nejkrat²í cesty z jediného vrcholu v acyklických grafechAlgoritmus 6.5DAG_SHORTEST_PATH(G;w; s)1. topologically sort the vertices of G2. INITIALIZE_SINGLE_SOURCE(G; s)3. for each vertex u taken in topological sorted order do4. for each vertex v 2 Adj[u] do5. RELAX(u; v; w)Sloºitost:� �ádek 1. nám zabezpe£í, ºe �hrany vedou jen jedním sm¥rem�. Sloºitost je O(m+ n)� �ádky 2. a 3. vezmou kaºdý O(n).� �ádky 4. a 5. vezmou dohromady O(m).



38 6. NEJKRAT�Í CESTYCelková sloºitost algoritmu 6.5 je O(m + n).V¥ta 6.16Je-li G orientovaný acyklický graf, pak algoritmus 6.5 pracuje korektn¥.D·kaz: Je-li v nedosaºitelný, pak z d·sledku 6.8 plyne d[v] = �(s; v) =1.Nech´ v 2 V je dosaºitelný vrchol z s. Nech´ p = (v0 = s; : : : ; vk = v) je nejkrat²í s � v cesta a nech´ jsou hranytéto cesty relaxovány v po°adí: (v0; v1); : : : ; (vk�1; vk).Indukcí vzhledem k i = 0; : : : ; k z t¥chto relaxací ukáºeme, ºe po provedení i-té relaxace je d[vi] = �(s; vi).i=0: po inicializaci d[v0] = d[s] = �(s; s) = �(s; v0) = 0.Induk£ní krok: Nech´ i � 1 a nech´ d[vi�1] = �(s; vi�1) po provedení (i� 1)-té relaxace. Po provedení i-té relaxaceje podle lemmatu 6.9 d[vi] = �(s; vi) a tato rovnost nadále z·stává.Z lemmatu 6.11 plyne, ºe G� je strom nejkrat²ích cest. 2P°íklad uºití algoritmu 6.5V lineárním programování se hledá p°ípadné °e²ení diferen£ních podmínek, které jsou tvaru: xj � xi � bk.Nech´ Ax � b je systém diferen£ních podmínek. Pak jej mohu jednodu²e p°evést na graf tímto zp·sobem:� V := fv0; : : : ; vng� E := f(vi; vj) j xj � xi � bkg [ f(v0; v1); : : : ; (v0; vn)gP°itom v²echny hrany (vi; vj) (kde i 6= 0) jsou ohodnoceny p°íslu²ným £íslem bk a v²echny hrany (v0; vi) jsou ohodno-ceny nulou.V¥ta 6.17Nech´ G neobsahuje záporný cyklus. Pakx = (�(v0; v1); : : : ; �(v0; vn))je °e²ením systému diferen£ních podmínek Ax � b. Je-li v grafu G záporný cyklus, nemá Ax � b °e²ení.D·kaz:1. Lemma 6.5 dá �(v0; vj) � �(v0; vi) + w(vi; vj)neboli xj � xi + bk2. Nech´ G obsahuje záporný cyklus c = (v1; : : : ; vk = v1). Z°ejm¥ pro i = 1; : : : k je vi 6= v0. Nech´ x spl¬ujeAx � b, pak jsou spln¥ny tyto rovnice: x2 � x1 � w(v1; v2)x3 � x2 � w(v2; v3)� � �x1 � xk � w(vk ; v1)Se£tením dostaneme: 0 � w(c)a p°itom p°edpokládáme, ºe w(c) < 0 (c je záporný cyklus), coº je samoz°ejm¥ spor. 2



6.7 Nejkrat²í cesty all pairs 39Algoritmus SloºitostDijkstra, lineární seznam O(n3)Dijkstra, binomiální halda O(mn logn)Dijkstra, Fibonacciho halda O(n2 logn+mn)Bellman � Ford O(mn2)Tabulka 5: Sloºitosti triviálních °e²ení6.7 Nejkrat²í cesty all pairsNech´ je dán orientovaný graf G = (V;E) a ohodnocení hran w : E �! R. Pro 8u; v 2 V máme najít �(u; v), tzn.délku (váhu) nejkrat²í (vzhledem k w) u� v cesty.M·ºeme (n = jV j)-krát pouºít libovolný algoritmus pro nejkrat²í cesty z daného vrcholu. Tabulka 5 shrnujesloºitosti algoritm·, pouºitých tímto zp·sobem.Existují v²ak ra�novan¥j²í algoritmy, neº ty, které jsme si uº ukázali, aplikované tímto �hr·zným� zp·sobem.Tyto algoritmy pouºívají reprezentaci grafy G maticí incidence.Vstup: Matice W typu n� n, W = (wij), kdewij = 8<: 0 ; pro i = jw(i; j) ; pro i 6= j; (i; j) 2 E1 ; pro i 6= j; (i; j) 62 EDále pro zjednodu²ení nech´ mnoºina vrchol· V = f1; : : : ; ng.Výstup: Matice D typu n�n, D = (dij), kde dij = �(i; j). Pokud chceme i nejkrat²í cesty, budeme mít dal²í výstup,coº bude matice � = (�ij), kde�ij = � NIL ; pro i = j nebo neexistuje� li i� j cestak ; jinakkde k je p°edch·dce j na n¥jaké nejkrat²í i� j cest¥.Pro i 2 V de�nujeme graf G�i = (V�i ; E�i):� V�i := fj 2 V j �ij 6= NILg [ fig� E�i := f(�ij ; j) j j 2 V�i ; �ij 6= NILgTento strom nazveme strom nejkrat²ích cest z vrcholu i.Algoritmus 6.6PRINT_ALL_PAIRS_SHORTEST_PATHS(�; i; j)1. if i = j2. then print i3. else if �ij = NIL4. then "No path from i to j"5. else PRINT_ALL_PAIRS_SHORTEST_PATHS(�; i; �ij )6. print jP°edpokládejme, ºe neexistují záporné cykly. Nech´ d(m)ij je váha nejkrat²í i� j cesty p°es � m hran:d(0)ij := � 0; i = j1; i 6= j



40 6. NEJKRAT�Í CESTYa pro m � 1: d(m)ij := min (d(m�1)ij ; min1�k�n (d(m�1)ik + wkj))=|{z}wjj=0 min1�k�n (d(m�1)ik + wij)Nejkrat²í i� j cesta obsahuje maximáln¥ n� 1 hran, tedy platí �(i; j) = d(n�1)ij = d(n)ij = � � �Základem je tedy po£ítat posloupnost matic W = D(1); D(2); : : : ; D(n�1).Algoritmus 6.7EXTEND_SHORTEST_PATH(D;W )1. n � rows[D]2. let D0 = (d0ij) be an n� n matrix3. for i � 1 to n do4. for j  � 1 to n do5. d0ij  �16. for k  � 1 to n do7. d0ij = min (d0ij ; dik + wkj )8. return D0�ádky 6. a 7. spo£ítají mink (dik + wkj). V °ádku 1. znamená zápis rows[D] p°i°azení °ádu matice D do prom¥nnén. Sloºitost algoritmu 6.7 je �(n3).Algoritmus 6.8SLOW_ALL_SHORTEST_PATHS(W )1. n � rows[W ]2. D(1)  �W3. for m � 2 to n� 1 do4. D(m)  � EXTEND_SHORTEST_PATH (D(m�1);W )5. return D(n�1)Sloºitost algoritmu 6.8 je �(n4).Algoritmus 6.9FASTER_ALL_PAIRS_SHORTEST_PATHS(W )1. n � rows[W ]2. D(1)  �W3. m � 14. while n� 1 > m do5. EXTEND_SHORTEST_PATH(D(m); D(m))6. m � 2m7. return D(m)Na vysv¥tlenou k °ádk·m 5. a 6.: Nejkrat²í i� j cesta p°es � 2m hran je kompozicí nejkrat²í i� k cesty p°es � mhran a nejkrat²í k � j cesty p°es � m hran.Sloºitost algoritmu 6.9 je �(n3 logn).



6.8 Tranzitivní uzáv¥r orientovaného grafu 416.7.1 Floyd � Warshall·v algoritmusNech´ je d(k)ij váha nejkrat²í i� j cesty p°es vrcholy z mnoºiny f1; 2; : : : ; kg. Tedy: d(0)ij = wij a pro k � 1 jed(k)ij = min (d(k�1)ij ; d(k�1)ik + d(k�1)kj )Z°ejm¥ platí, ºe �(i; j) = d(n)ij .Algoritmus 6.10FLOYD_WARSHALL(W )1. n � rows[W ]2. D(0)  �W3. for k  � 1 to n4. do for i � 1 to n5. do for j  � 1 to n6. do d(k)ij  � min (d(k�1)ij ; d(k�1)ik + d(k�1)kj )7. return D(n)Sloºitost algoritmu 6.10 je O(n3). Jeho modi�kací lze také po£ítat �.6.8 Tranzitivní uzáv¥r orientovaného grafuDe�nice 6.18Tranzitivní uzáv¥r grafu G = (V;E) je graf G� = (V;E�), kde E� = f(i; j) j 9i� jcesta v Gg.Tranzitivní uzáv¥r grafu G získáme ohodnocením v²ech hran £íslem 1 a aplikací grafu na n¥jaký algoritmus pronalezení nejkrat²ích cest �all pairs�. Po skon£ení takového algoritmu bude platit:�(i; j) <1() (i; j) 2 E�Johnson's algoritmus na sestrojení tranzitivního uzáv¥ru orientovaného grafu má sloºitost O(n2 logn+mn).



42 7. MAXIMÁLNÍ TOKY V SÍTÍCH7 Maximální toky v sítíchDe�nice 7.1Sí´ je orientovaný graf G = (V;E) spolu s funkcí c : E �! R+17. c(u; v) je kapacita hrany (u; v). Obvykle je v²akc de�nováno jako c : V 2 �! R+, p°i£emº pro 8(u; v) 62 E je c(u; v) = 0.Nech´ s; t 2 V . Vrchol s nazýváme zdroj a t nazýváme stok. P°itom p°edpokládáme, ºe 8v 2 V leºí na n¥jaké s� tcest¥ (pokud ne, lze graf zjednodu²it pr·zkumem).De�nice 7.2Tok v síti (G; s; t; c) je funkce f : V � V �! R spl¬ující:1. 8u; v 2 V platí f(u; v) � c(u; v)2. 8u; v 2 V platí f(u; v) = �f(v; u)3. 8u 2 V � fs; tg platí Xv2V f(u; v) = 0De�nice 7.3Velikost toku f je £íslo: jf j = Xv2V f(s; v)Problém: pro danou sí´ najít tok f s maximální velikostí jf j tohoto toku.Poznámka 7.48u 2 V je f(u; u) = �f(u; u), z £ehoº plyne f(u; u) = 0.Poznámka 7.5Bod 3 de�nice 7.2 je ekvivalentní s tvrzením, ºe pro 8v 2 V � fs; tg platíXu2V f(u; v) = 0Poznámka 7.6� Nech´ (u; v); (v; u) 62 E. Pak f(u; v) � c(u; v) = 0f(v; u) � c(v; u) = 0 � f(u; v) = 0� Nech´ (u; v) 2 E a (v; u) 62 E. Pak 0 � f(u; v) � c(u; v)f(v; u) � c(v; u) = 0� Nech´ (u; v); (v; u) 2 E. Pak �c(v; u) � f(u; v) � c(u; v)Poznámka 7.7Nech´ v 2 V . Pozitivním tokem do vrcholu v nazveme £íslo:Xu 2 Vf(u; v) > 0 f(u; v)17R+ mnoºina nezáporných reálných £ísel.



43Pozitivním tokem z vrcholu v nazveme £íslo: Xw 2 Vf(v; w) > 0 f(v; w)Pak pro 8v 2 V � fs; tg m·ºeme psát:0 = Xw2V f(v; w) = Xw 2 Vf(v; w) > 0 f(v; w) + Xw 2 Vf(v; w) < 0 f(v; w)= Xw 2 Vf(v; w) > 0 f(v; w)� Xw 2 Vf(w; v) > 0 f(w; v)Tedy pozitivní tok do v se rovná pozitivnímu toku z v.De�nice 7.8Nech´ X;Y � V . Pak de�nujeme f(X;Y ) = Xx2X Xy2Y f(x; y)Lemma 7.9Nech´ f je tok v síti (G; s; t; c). Pak:1. pro X � V je f(X;X) = 0.2. pro X;Y � V je f(X;Y ) = �f(Y;X).3. pro X;Y; Z � V , X \ Y = ; je: f(X [ Y; Z) = f(X;Z) + f(Y; Z)f(Z;X [ Y ) = f(Z;X) + f(Z; Y )D·kaz:� 1: S£ítanci f(x; x) jsou v²echny nulové (viz poznámka 7.4) a s kaºdým f(x; y), kde x 6= y obsahuje i f(y; x) =�f(x; y).� 2 a 3 se dokáºe jednodu²e rozepsáním. 2Algoritmus 7.1FORD_FULKERSON_METHOD(G; s; t)1. initialize �ow f to 02. while there exists an augmenting path p3. do augment �ow f along p4. return fDe�nice 7.10Jestliºe je dána sí´ (G; s; t; c) s tokem f , de�nujeme reziduální kapacitu hrany (u; v):cf (u; v) := c(u; v)� f(u; v)Dále de�nujeme reziduální sí´ Gf = (V;Ef ), kdeEf := f(u; v) 2 V � V j cf (u; v) > 0gPoznamenejme, ºe jEf j � 2jEj.



44 7. MAXIMÁLNÍ TOKY V SÍTÍCHDe�nice 7.11Zv¥t²ující cesta v síti (G; s; t; c) vzhledem k toku f je jednoduchá18 s� t cesta v grafu Gf .Lemma 7.12Nech´ f je tok v síti (G; s; t; c), nech´ f 0 je tok v síti (Gf ; s; t; cf ). Pak f + f 0 je tok v p·vodní síti (G; s; t; c) ajeho velikost jf + f 0j = jf j+ jf 0j.D·kaz: Nejprve musíme dokázat, ºe f + f 0 je tok. f + f 0 tedy musí spl¬ovat de�ni£ní podmínky:� 1. podmínka: (f + f 0)(u; v) = f(u; v) + f 0(u; v) == �f(v; u)� f 0(v; u) == �(f + f 0)(v; u)� 2. podmínka: (f + f 0)(u; v) � f(u; v) + cf (u; v) == f(u; v) + c(u; v)� f(u; v) == c(u; v)� 3. podmínka: nech´ u 2 V � fs; tg. Pak:Xv2V (f + f 0)(u; v) = Xv2V f(u; v) +Xv2V f 0(u; v) = 0 + 0 = 0Dále musíme ov¥°it, zda jf + f 0j = jf j+ jf 0j. To podle de�nice velikosti toku v²ak platí. 2De�nice 7.13Reziduální kapacita zv¥t²ující cesty p je:cf (p) := minfcf (u; v) j (u; v) je na pgLemma 7.14Nech´ f je tok v síti (G; s; t; c) a p je zv¥t²ující cesta. De�nujemefp(u; v) :=8<: cf (p) ; pro (u; v) na p�cf (p) ; pro (v; u) na p0 ; jinakPak fp je tok v síti Gf a jfpj = cf (p) > 0.D·kaz: je z°ejmý. 2De�nice 7.15�ez je rozklad (S; T ) mnoºiny V takový, ºe s 2 S a t 2 T .Tok °ezem (S; T ) je f(S; T ).Kapacita °ezu (S; T ) je c(S; T ).Lemma 7.16Nech´ f je tok v síti (G; s; t; c) a nech´ (S; T ) je °ez. Pakjf j = f(S; T )18tzn. taková cesta, v níº se neopakují vrcholy



45D·kaz: plyne z lemmatu 7.9: f(S; T ) = f(S; V � S) == f(S; V )� f(S; S)| {z }=0 == f(S; V ) == f(s; V ) + f(S � fsg; V )| {z }=0 == f(s; V ) = jf jJe²t¥ poznamenejme, ºe f(S � fsg; V ) = 0 platí proto, ºe f(u; V ) = 0 pro 8u 2 V � fs; tg. 2D·sledek 7.17Velikost libovolného toku v síti je shora omezena kapacitou libovolného °ezu.D·kaz: Nech´ f je tok a (S; T ) je °ez. Pak:jf j =|{z}Lemma 7:16 f(S; T ) � c(S; T ) 2V¥ta 7.18Nech´ f je tok v síti (G; s; t; c). Je ekvivalentní:1. f je maximální tok.2. neexistuje zv¥t²ující cesta v (G; s; t; c) vzhledem k f .3. jf j = c(S; T ) pro n¥jaký °ez (S; T ).D·kaz:1 ) 2 P°ipus´me, ºe f je maximální tok a Gf má zv¥t²ující cestu vzhledem k f . Pak pomocí lemmatu 7.14 je fp tokv Gf a jfpj > 0 a pomocí lemmatu 7.12 je f + fp tok v G a jf + fpj > jf j, coº je spor.2 ) 3 Nech´ neexistuje zv¥t²ující cesta. De�nujme °ez:S := fv 2 V j v Gf existuje s� v cestagT := V � S(S; T ) je °ez, protoºe neexistuje s � t cesta v síti Gf . Pro 8u 2 S; v 2 T je f(u; v) = c(u; v) (jinak by (u; v) 2Ef ; v 2 S), proto tedy: jf j =|{z}Lemma 7:16 f(S; T ) = c(S; T )3 ) 1 Z d·sledku 7.17 plyne jf j � c(S; T ) pro 8 °ez (S; T ), proto rovnost pro n¥jaký °ez dá okamºit¥ maximalitu f .2Algoritmus 7.2FORD_FULKERSON(G; s; t)1. for each edge (u; v) 2 E[G] do2. f [u; v] � 03. f [v; u] � 04. while there exists a path p from s to t in Gf do



46 7. MAXIMÁLNÍ TOKY V SÍTÍCH5. cf (p) � min fcf (u; v) j (u; v) in pg6. for each edge (u; v) in p do7. f [u; v] � f [u; v] + cf (p)8. f [v; u] � f [v; u]� cf (p)V p°ípad¥, ºe jsou-li kapacity celé, je algoritmus 7.2 kone£ný. Jsou-li kapacity racionální, pak je sta£í vynásobitjejich spole£ným jmenovatelem a máme kapacity celé. V t¥chto p°ípadech je po£et iterací na °ádcích 4. � 8. kone£ný.Sloºitost: Nech´ c : E �! Z. Pak sloºitost vypadá takto:� �ádky 1. � 3. je O(m).� Pokud se v °ádku 4. vybírá libovolná cesta, pak je to zvládnutelné v £ase O(m).� Po£et iterací °ádk· 4. � 8. je maximáln¥ jf�j, kde f� je maximální tok.� Jedna iterace °ádk· 4. � 8.: Nech´ G0 = (V;E0) a E0 := f(u; v) j (u; v) 2 E _ (v; u) 2 Eg. Pak je Ef � E0. Cestyv Ef lze najít nap°. pomocí BFS (algoritmus 3.1) nebo pomocí DFS (algoritmus 3.3) v £ase O(m+ n) = O(m),nebo´ G je souvislý. Tedy jednu iteraci °ádk· 4. � 8. lze provést v £ase O(m).� Celkem tedy O(m � jf�j).Algoritmus 7.3Algoritmus EDMONDS_KARP je uveden v literatu°e ([3]) a má £ty°i °ádky. Spo£ívá v tom, ºe ohodnotíme hranyGf jedni£kami. Pak �f (u; v) je délka (po£et hran na ní) nejkrat²í u� v cesty. Algoritmus tedy vyhledá nejkrat²í s� tcestu.Sloºitost: V této publikaci si uvedeme d·kaz sloºitosti, kdy výsledná sloºitost algoritmu 7.3 je O(m2n).V literatu°e [3] m·ºeme najít d·kazy lep²ích sloºitostí:� O(mn2) v odstavci 27.4.� O(n3) v odstavci 27.5.Lemma 7.19P°i pouºití algoritmu 7.3 na sí´ (G; s; t; c) funkce �f (s; v) pro 8v 2 V � fs; tg neklesá.D·kaz: P°ipus´me, ºe pro v 2 V �fs; tg existuje zv¥t²ující cesta vzhledem k f , zv¥t²ující tento tok na f 0 a p°itom�f 0(s; v) < �f (s; v) (�)Volbou v lze dosáhnout, ºe 8u 2 V � fs; tg platí(�f 0(s; u) < �f (s; u) =) �f 0(s; v) � �f 0(s; u))Nech´ p0 � s! � � � ! u! v je nejkrat²í s� v cesta v Gf 0 . Platí:�f 0(s; u) = �f 0(s; v)� 1 (1)�f (s; u) � �f 0(s; u) (2)p°i£emº rovnice 1 plyne z lemmatu 6.7 a bod 2 (plyne z bodu 1) platí i pro u = s.Je-li f [u; v] < c(u; v), je (u; v) 2 Gf a�f (s; v) �|{z}Lemma 6:5 �f (s; u) + 1 ��|{z}bod 2 �f 0(s; u) + 1 ==|{z}bod 1 �f 0(s; v)



47coº je spor s tím, ºe f [u; v] < c(u; v).Tedy f [u; v] = c(u; v) a (u; v) 62 Gf . Nech´ p je s � t (zv¥t²ující) cesta v Gf dávající Gf 0 . (v; u) leºí na p (nebo´(u; v) 62 Ef a (u; v) 2 Ef 0).Tedy �f (s; u) = �f (s; v) + 1.Nyní �f (s; v) = �f (s; u)� 1 ��|{z}bod 2 �f 0(s; u)� 1 ==|{z}bod 1 �f 0(s; v)� 2 << �f 0(s; v)coº je samoz°ejm¥ spor s (�). 2V¥ta 7.20Po£et iterací v algoritmu 7.3 je O(mn).D·kaz: Ozna£ení: (u; v) je kritická hrana v Gf vzhledem ke zv¥t²ující cest¥ p, je-li cf (p) = cf (u; v).Kolikrát m·ºe být (u; v) kritická? Po zv¥t²ení toku na f 0 pomocí f jiº není v Gf 0 . Jestliºe je (u; v) kritická vzhledemk f , dostaneme �f (s; v) = �f (s; u) + 1 (3)Znovu se m·ºe objevit na zv¥t²ující cest¥ jen po té, co (v; u) bylo na n¥jaké zv¥t²ující cest¥ (viz obr. 13).f f 0 f 00(u; v) kritická (u; v) kritická(v; u) na zv¥t²ující cest¥Obrázek 13: P°íklad kritické hranyTedy �f 0(s; u) = �f 0(s; v) + 1 ��|{z}Lemma 7:19 �f (s; v) + 1 =�|{z}vztah 3 �f (s; u) + 2Tedy mezi dv¥ma okamºiky, kdy je hrana (u; v) kritická, vzroste �f (s; v) alespo¬ o 2. P°icházejí do úvahy hodnoty0; 1; : : : ; n� 2. Tedy (u; v) je O(n)-krát kritická.V pr·b¥hu celého algoritmu 7.3 je O(mn) kritických hran.Kaºdá zv¥t²ující cesta má alespo¬ jednu kritickou hranu a po modi�kaci toku f tato hrana p°estává být kritická,tedy tento algoritmus prob¥hne v celkem O(mn) iteracích. 2Sloºitost algoritmu 7.3: Z v¥ty 7.20 plyne, ºe sloºitost algoritmu 7.3 je O(m2n), protoºe jedna iterace tohotoalgoritmu vezme O(m).
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