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1 Úv o d. T eplotní stupnice

Zmìn y teplot y o vlivò ují výraznì ho dnot y v ìt¹in y v elièin, které p opisují vlast-

nosti fyzik álníc h tìles. V tom to studijním textu se zamìøíme na t y teplotní

zá vislosti, které se nejèastìji vyu¾ív a jí v pøístro jíc h pro mìøení teplot y { teplo-

mìrec h.

V praxi se nejèastìji vyskytují teplomìry dilataèní zalo¾ené na ob jemo v é

rozta¾nosti k apalin a na délk o v é rozta¾nosti p evn ýc h látek, teplomìry elek-

tric k é { o dp oro v é, termo èlánk o v é, p olo v o dièo v é { a p yrometry v e kterýc h

se uplatò ují zák on y zák on y tep elného záøení. Dilataèní a elektric k é teplomìry

pracují jak o teplomìry dot yk o v é , které m usíme umístit tak, ab y mezi teplo-

mìrem a tìlesem, jeho¾ teplotu c hceme mìøit, nastala v dùsledku tep elné vý-

mìn y termo dynamic k á ro vno v áha , pøi které má mìøené tìleso a teplomìr

stejnou teplotu. Pyrometry jsou teplomìry b ezdot yk o v é , které zac h ycují a

vyho dno cují urèitou èást záøení vystupujícího z místa, jeho¾ teplotu mìøíme,

Pro jednotné urèo v ání teplot y b ylo n utno úèelnì za v ést teplotní stupnici

tak, ab y

a) fyzik ální zák on y , v e kterýc h se vyskytuje teplota b yly vyjádøen y co nej-

jedno du¹eji,

b) teplotní mìøení se dalo co nejlép e realizo v at.

Prvním u p o¾ada vku nejlép e vyho vuje termo dynamic k á teplotní stupnice ,

kterou v r. 1852 de�no v al W . Thomson { lor d Kelvin . Vy¹el ze vztah u pro vý-

p o èet úèinnosti ideálního vratného Carnoto v a stro je a v elik ost dílkù stupnice

zv olil stejnou, jak o u Celsio vy þsto dílk o v é stupniceÿ za v edené u¾ v r. 1750 a

do dnes b ì¾nì p ou¾ív ané v celé Evrop ì. T oho dosáhl tak, ¾e tr ojnému bodu vody

(ro vno v á¾ném u sta vu v o dy , ledu a v o dní páry), kterém u o dp o vídá Celsio v a tep-

lota 0 ; 01

�

C, pøiøadil termo dynamic k ou teplotu 273 ; 16 K. Mezi èíseln ými ho d-

notami Celsio vy teplot y t a termo dynamic k é teplot y T platí tedy jedno duc h ý

vztah:

f T g = f t g + 273 ; 15 : (1)

Nula termo dynamic k é teplotní stupnice pøedsta vuje dolní mez dosa¾iteln ýc h

teplot.

Carnotùv stro j se nedá praktic ky sestro jit. Proto se pøi realizaci termo dy-

namic k é teplotní stupnice vyc hází z vlastností ide álního plynu a jak o základní

teplomìrn ý pøístro j se p ou¾ív á plyno vý teplomìr , jeho¾ zjedno du¹ené sc héma

je na obr. 1.1. Nádobk a vyrob ená z k o vu s co nejmen¹í tep elnou rozta¾ností je

naplnìna plynem, umístìná do mìøeného prostoru a pøip o jena k e rtu»o v ém u

tlak omìru. Tlak ideálního plyn u v uza vøené nádob ì stálého ob jem u je

pøímo úmìrn ý jeho termo dynamic k é teplotì. Jestli¾e pøi zmìnác h tep-

lot y mìníme vý¹ku p omo cné nádobky se rtutí tak, ab y rtu» stále dosaho v ala
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k ústí k apiláry zak onèující nádobku s plynem, je termo dynamic k á teplota T

plyn u úmìrná vý¹ce h rtu»o v ého sloup ce tlak omìru. Platí

p

p

3

=

h

h

3

=

T

273 ; 16 K

; (2)

kde p

3

je tlak plyn u pøi teplotì tro jného b o du v o dy a h

3

je pøíslu¹ná vý¹k a

sloup ce. Ho dnot y namìøené p omo cí skuteèného plyn u (v o díku, helia, a j.), kte-

rým je teplomìr naplnìn, je n utno k origo v at. Musí se pøihlí¾et i k nepatrn ým

zmìnám ob jem u nádobky s plynem.

h

T

K

374,00

373,00

p

3

10

4

P a

1 2 3 4

O

2

vzduc h

He

Obr. 1.1 Obr. 1.2

Ob ecnì platí, ¾e pøi men¹ím výc hozím tlaku p

3

je mìøení pøesnìj¹í a ménì

zá visí na p ou¾itém plyn u. Na obr. 1.2 jsou zakreslen y výsledky , k e kterým

do jdeme pøi mìøení teplot y v aru v o dy za normálního tlaku p omo cí plyno v ého

teplomìru s rùzn ými plyn y a rùznou v olb ou tlaku p

3

. Nezá visle na p ou¾itém

plyn u se namìøená ho dnota pøi klesa jícím p

3

blí¾í k sprá vné ho dnotì 373 ; 16 K.

Z mìøení plyno vým teplomìrem, v e kterém je teplomìrnou látk ou reáln ý

plyn m ù¾eme tedy urèit termo dynamic k ou teplotu u¾itím vztah u

T = 273 ; 16 K � lim

p

3

! 0

p

p

3

: (3)

Plyno vý teplomìr se pro b ì¾ná teplotní mìøení neho dí. U¾ív á se v e sp eciálníc h

lab oratoøíc h pøi urèo v ání základníc h b o dù Mezináro dní teplotní stupnice .

T a je základem v¹ec h praktic kýc h mìøení teplot y .
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Dnes platná Mezináro dní teplotní stupnice ITS 90 b yla pøijata Mezi-

náro dním výb orem pro míry a v áh y v ro ce 1989. Je de�no v ána p omo cí 14 zá-

kladníc h a 9 p omo cn ýc h b o dù a øady pøedpisù, jak pøesnì mìøit teplotu mezi

tìmito b o dy . P o drobnìj¹í informace o této stupnici jsou uv eden y v MF Ch ta-

bulk ác h [11]. Stupnice ITS 90 je s dnes dosa¾itelnou pøesností sho dná s termo-

dynamic k ou stupnicí a slou¾í k její pøesné realizaci.

Kromì termo dynamic k é a Celsio vy teplotní stupnice se p ou¾ív a jí, zvlá¹tì

v Anglii a USA, F ahrenheito v a stupnice a o d ní o dv ozená Rankino v a stup-

nice . F ahr enheit ok olo r. 1720 zv olil pro sv é rtu»o v é teplomìry tøi základní

teplot y: teplotì c hladicí smìsi ledu a salmiaku pøiøadil n ulu, teplotì tání ledu

pøiøadil 32 stupò ù a teplotì zdra v ého lidsk ého tìla 96 stupò ù. T eplota v aru

v o dy na F ahrenheito v ì stupnici je 212 stupò ù. se do dnes p ou¾ív á v Anglii a

USA. Její jednotk a se znaèí

�

F . Mezi Celsio v ou a F ahrenheito v ou teplotou platí

vztah y:

f t

F

g =

9

5

f t

C

g + 32 ; f t

C

g =

5

9

( f t

F

g � 32) : (4)

Rankino v a stupnice má stejnì v elk é dílky jak o stupnice F ahrenheito v a, ale

zaèíná o d absolutní n uly . Její jednotk a se znaèí

�

R. Mezi termo dynamic k ou a

Rankino v ou teplotou platí vztah:

f T

R

g =

9

5

f T g : (5)

Pøehled v¹ec h èt yøec h uv eden ýc h teplotníc h stupnic je na obr. 1.3:

Kelvin Celsius F ahrenheit Rankine

0

90,19

273.15

373,15

-273,15

-182,96

0,00

100,00

-459,67

-297,33

32,00

212,00

0

162,34

491,67

671,67

Absolutní n ula

Bo d v aru O

2

Bo d tání ledu

Bo d v aru v o dy

Obr. 1.3
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Úloh y

1. Kniha R. Bredburyho má název þ451

�

Fÿ. O jak ou teplotu v e

�

C se jedná?

2. Pøi teplotì 25 ; 0

�

C b yl rtu»o vý sloup ec plyno v ého teplomìru vysoký

210 ; 0 mm. Jak ou vý¹ku namìøíme pøi 100

�

C?
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2 T eplotní zá vislosti fyzik álníc h v elièin

2.1 T eplotní rozta¾nost p evn ýc h látek

T eplotní délk o v ou rozta¾nost p evn ýc h látek studujeme p omo cí dilatome-

trù . Jedno duc hé pro v edení tak o v ého pøístro je vidíme na obr. 2.1. T rubk a ze

zk oumaného materiálu je na jednom k onci up evnìna a na druhém k onci opat-

øena zará¾k ou, která se opírá do snímací t yè ky indik átoru, na jeho¾ stupnici

m ù¾eme sledo v at zmìn y délky t yèe s pøesností na 0,01 mm. T rubk ou proték á

v o da, její¾ teplot y t

0

pøed trubk ou a t

00

za trubk ou mìøíme dv ìma teplomìry .

T eplotu trubky urèíme jak o t = ( t

0

+ t

00

) = 2.

l

t

0

t

00

Obr. 2.1

Délk o v é zmìn y trub ek a t yèí zp ùsob ené zmìnou teplot y jsou v¾dy nepatrné

v e sro vnání s jejic h celk o v ou délk ou. Mìøením zjistíme, ¾e v teplotním in terv alu

nìk olik a desítek

�

C se délk a trubky s rostoucí teplotou zv ìt¹uje témìø pøesnì li-

neárnì. Jestli¾e pøi urèité výc hozí teplotì t

1

nasta víme zará¾ku do vzdálenosti l

1

o d up evnìného k once trubky a teplotu trubky zv ìt¹íme z t

1

na t , zmìní se i

délk a trubky z l

1

na l . Zmìna délky trubky � l = l � l

1

je pøímo úmìrná zmìnì

teplot y � t = t � t

1

, ale tak é zv olené p ùv o dní délce l

1

. (T rubk a dv o jnásobné

délky b y se pro dlou¾ila o dv o jnásob ek.) T o vyjádøíme vztahem

� l = �l

1

( t � t

1

) = �l

1

� t ; (6)

kde � je teplotní souèinitel délk o v é rozta¾nosti materiálu trubky pro

vzta¾nou teplotu t

1

. Z výsledkù mìøení dilatometrem jej urèíme jak o

� =

1

l

1

�

l � l

1

t � t

1

=

1

l

1

�

� l

� t

; [ � ] = K

� 1

: (7)

Zá vislost délky trubky neb o t yèe na teplotì vyjadøuje vztah

l = l

1

+ �l

1

( t � t

1

) = l

1

[1 + � ( t � t

1

)] = l

1

(1 + � � t ) : (8)
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T eplotní souèinitele délk o v é rozta¾nosti nìkterýc h p evn ýc h látek pro vzta¾-

nou teplotu 20

�

C jsou uv eden y v následující tabulce:

Látk a

�

10

� 6

K

� 1

o cel 12

hliník 23,8

mosaz (62 % Cu, 38 % Zn) 18

in v ar (64 % F e, 36 % Ni) 2

sklo pro teplomìry 8,3

sklo SIMAX 3,7

sklo køemenné 0,6

Pøíklad 1

Ocelo vým pásmem, které mìøí pøesnì pøi 20

�

C b yla pøi teplotì 35

�

C

namìøena délk a 5 ; 825 m. Jak m usíme opra vit namìøenou ho dnotu?

Øe¹ení

Úsek pásma, který mìl pøi teplotì t

1

= 20

�

C délku l

1

= 5 ; 825 m, se pøi

zahøátí na teplotu t = 35

�

C pro dlou¾il o

� l = �l

1

� t = 12 � 10

� 6

K

� 1

� 5 ; 825 m � 15 K = 1 ; 05 � 10

� 3

m :

Opra v a tedy o vlivní jen p oslední cifru namìøené ho dnot y . Sprá vná délk a je

5 ; 826 m.

T eplotní souèinitele délk o v é rozta¾nosti p evn ýc h látek pro vzta¾nou tep-

lotu 0

�

C jsou praktic ky stejné jak o pøi teplotì 20

�

C. Zv olíme-li vzta¾nou

teplotu t

0

= 0

�

C, zjedno du¹í se vztah (8) na

l = l

0

[1 + � ( t � t

0

)] = l

0

(1 + �t ) ; (9)

kde l

0

je délk a pøi teplotì 0

�

C.

T eplotní ob jemo v á rozta¾nost p evn ýc h tìles souvisí jedno du¹e s roz-

ta¾ností délk o v ou. Rozmìry izotropníc h p evn ýc h tìles se v zá vislosti na teplotì

mìní v e v¹ec h smìrec h stejnì { p o dle vztah u (8), resp. (9). Kryc hle, její¾ hrana

má pøi vzta¾né teplotì t

1

délku a

1

, má tedy pøi teplotì t ob jem

V = a

3

= a

3

1

[1 + � ( t � t

1

)]

3

= a

3

1

(1 + � � t )

3

= V

1

(1 + � � t )

3

: (10)

Ob dobnì zá visí na teplotì i ob jem y tìles jiného tv aru a tak é ob jem y nádob.

Dutina nádob y se pøi zahøátí neb o o c hlazení mìní, jak o kdyb y b yla vyplnìna

materiálem, ze kterého je nádoba vyrob ena.
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Vzhledem k tom u, ¾e v¾dy platí � � t � 1, m ù¾eme s dostateènou pøesností

p ou¾ít apro ximaci

(1 + � � t )

3

� 1 + 3 � � t : (11)

a zá vislost ob jem u p evného tìlesa na teplotì a zmìn u ob jem u pøi zmìnì teplot y

vyjádøit v e tv aru

V = V

1

(1 + 3 � � t ) = V

1

(1 + � � t ) ; � V = V � V

1

= V

1

� � t : (12)

Ko e�cien t � = 3 � nazýv áme teplotní souèinitel ob jemo v é rozta¾nosti pro

vzta¾nou teplotu t

1

. Zv olíme-li za vzta¾nou teplotu t

0

= 0

�

C, platí

V = V

0

(1 + 3 �t ) = V

0

(1 + � t ) ; (13)

kde V

0

je ob jem tìlesa (pøíp. dutin y) pøi teplotì 0

�

C.

T ak é zá vislost h ustot y p evné látky na teplotì je v nepøíli¹ v elk ém

in terv alu teplot praktic ky lineární. Platí 1 = (1 + � � t ) � 1 � � � t ,

% =

m

V

=

m

V

1

(1 + � � t )

=

%

1

1 + � � t

� %

1

(1 � � � t ) ; (14)

kde %

1

je h ustota látky pøi vzta¾né teplotì t

1

. Vyjdeme-li ze vztah u (13), do-

staneme

% =

m

V

0

(1 + � t )

� %

0

(1 � � t ) ; (15)

kde %

0

je h ustota látky pøi teplotì 0

�

C.

Oprá vnìnost p ou¾ití apro ximaèníc h vztah ù

(1 + x )

3

� 1 + 3 x , 1 = (1 + x ) � 1 � x

pro x � 1 ilustruje následující tabulk a:

x (1 + x )

3

1 + 3 x 1 = (1 + x ) 1 � x

0,0001 1,000300030 1,0003 0,999900010 0,9999

0,0003 1,000900270 1,0009 0,999700090 0.9997

0,001 1,003003001 1,003 0,999000999 0,999

0,003 1,009027027 1,009 0,997008973 0.997

0,01 1,030301 1,03 0,990099010 0,99

Studium teplotní délk o v é rozta¾nosti v e v elk ém teplotním rozsah u umo¾ò uje

dilatometr, jeho¾ zjedno du¹ené sc héma je na obr. 2.2. Mìøen ý vzorek v e tv aru

t yèinky je vlo¾en do trubice z køemenného skla, která je zasun uta do elektric k é

píc ky . Zmìn y délky vzorku pøi zahøátí se pøená¹ení t yèink ou z køemenného skla

do pøesného induk èního snímaèe p oloh y , kde zp ùsobují p oh yb ferito v ého jádra
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uvnitø cívky . T eplotu vzorku snímá termo èlánek umístìn ý v jeho tìsné blízk osti.

Nahradíme-li píc ku c hladièem s k apaln ým dusík em, je mo¾no pro v ádìt mìøení

hlub ok o p o d 0

�

C.

Obr. 2.2

Z grafù na obr. 2.3 je zøejmé, ¾e v e v elk ém teplotním in terv alu ji¾ nem ù¾eme

zá vislost délky na teplotì p o v a¾o v at za lineární. Pøi teplotác h blízkýc h absolutní

n ule se délk a témìø nemìní a pøi teplotác h nìk olik a set

�

C se naopak mìní

ryc hleji ne¾ v ok olí 0

�

C. Nejv ìt¹í o dc h ylky o d lineárního prùb ìh u se ob jevují

pøi teplotác h, pøi kterýc h do c hází k p o dstatn ým zmìnám vnitøní struktury

látek (rekrystalizace, u amorfníc h látek mìkn utí).

-4

-2

2

4

6

8

10

� l

l

1

� 10

3

t

�

C

-200

200 400 600 800 1000

a

c

d

b

e

e

f

f

Obr. 2.3. T eplotní zá vislost relativního pro dlou¾ení rùzn ýc h ma-

teriálù pøi vzta¾né teplotì 20

�

C: a) køemenné sklo,

b) sklo SIMAX, c) p olykrystalic ký k orund, d) platina,

e) o cel, f ) hliník
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Rozdíly v délk o v é rozta¾nosti rùzn ýc h k o vù se vyu¾ív á k mìøení a regulaci

teplot y p omo cí bimetalových (dv o jk o v o výc h) páskù, které pøi zmìnác h teplot y

mìní tv ar (obr. 2.4). P oh yb k once pásku se pøená¹í na uk azatel teplomìru, neb o

se jím o vládá spínaè elektric k ého proudu (napøíklad v elektric k é ¾ehlièce);

Obr. 2.4

Úloha

3. T yèo vý regulátor teplot y v elektric k ém b oileru je opatøen mosaznou trubk ou

dlouhou 30 cm, v e které je zasun ut in v aro vý drát pøibli¾nì stejné délky .

T rubk a a drát jsou na jednom k onci sp o jen y . Oc hladí-li se v o da v b oileru,

trubk a se zkrátí více ne¾ drát, jeho¾ v oln ý k onec se proto vysune z trubky

a sepne citlivý spínaè v ob v o du topného tìlesa. Pøi zahøátí se naopak drát

zasune do trubky a spínaè se rozepne. P oro vnejte pro dlou¾ení trubky a

drátu pøi ohøátí z 50

�

C, kdy do¹lo k sepn utí proudu, na 70

�

C, kdy b yl

proud pøeru¹en.
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2.2 T eplotní rozta¾nost k apalin

U k apalin má sm ysl vy¹etøo v at p ouze ob jemo v ou rozta¾-

nost . K tom u slou¾í k apilární dilatometr (obr. 2.5) vyrob en ý

ze skla s malým teplotním souèinitelem ob jemo v é rozta¾nosti �

s

.

Na dilatometru je vyznaèen ob jem nádobky V

1

pøi urèité vzta¾né

teplotì t

1

a tato teplota. Pro ni je tak é k alibro v ána ob jemo v á

stupnice k apiláry dilatometru. Je-li dilatometr pøi nìjak é teplotì t

naplnìn mìøenou k apalinou tak, ¾e její hladina dosah uje nad dolní

k onec stupnice k apiláry , urèíme ob jem k apalin y pøi dané teplotì

takto: Na stupnici o deèteme ob jem V

k

, který b y mìla zaplnìná

èást k apiláry pøi teplotì t

1

. Ob jem mìøené k apalin y pøi teplotì t

je

V = ( V

1

+ V

k

)[1 + �

s

( t � t

1

)] : (16)

Pøi mìøení zá vislosti ob jem u na teplotì p onoøíme dilatometr do

láznì, zv olna mìníme její teplotu, sledujeme, jak se mìní ob-

jem V

k

, a p o dle vztah u (16) dop o èítá v áme ob jem k apalin y .

S rostoucí teplotou se ob vykle ob jem k apalin y zv ìt¹uje. Vý-

jimk ou je anomálie vody , u které se v in terv alu o d 0

�

C do 4

�

C

s rostoucí teplotou ob jem zmen¹uje. V malém teplotním in terv alu

ok olo zv olené vzta¾né teplot y t

1

m ù¾eme v ìt¹inou dosti pøesnì

p opsat zá vislost ob jem u urèitého mno¾ství k apalin y na teplotì li-

neárním vztahem

Obr. 2.5

V = V

1

[1 + � ( t � t

1

)] ; (17)

který jsme p oznali u¾ u p evn ýc h látek. T eplotní souèinitele ob jemo v é rozta¾-

nosti nìkterýc h k apalin pro vzta¾nou teplotu 20

�

C jsou uv eden y v následující

tabulce. Jsou v esmìs p o dstatnì v ìt¹í ne¾ u p evn ýc h látek.

Látk a

�

10

� 6

K

� 1

aceton 1490

et ylalk ohol 1100

v o da 207

rtu» 182

Pøíklad 2

Dilatometr, na kterém je vyznaèen ob jem V

1

= 100 cm

3

a vzta¾ná teplota

t

1

= 20

�

C, je vyrob en ze skla SIMAX, jeho¾ teplotní souèinitel délk o v é roz-

ta¾nosti je �

s

= 3 ; 7 � 10

� 6

K

� 1

. Pøi teplotì t

2

= 26

�

C b yl naplnìn mìøenou

k apalinou a na stupnici k apiláry b yl o deèten ob jem V

k2

= 0 ; 3 cm

3

. P o zv ìt¹ení

11



teplot y na t

3

= 61

�

C b yl na stupnici k apiláry o deèten ob jem V

k3

= 5 ; 6 cm

3

.

Urèete teplotní souèinitel ob jemo v é rozta¾nosti mìøené k apalin y � .

Øe¹ení

T eplotní souèinitel ob jemo v é rozta¾nosti skla je �

s

= 3 �

s

= 11 ; 1 � 10

� 6

K

� 1

.

P o dle vzorce (16) vyp o èítáme ob jem y k apalin y pøi teplotác h t

2

a t

3

:

V

2

= 100 ; 30668 cm

3

; V

3

= 105 ; 64806 cm

3

:

Platí:

V

2

= V

0

1

[1 + � ( t

2

� t

1

)] ; V

3

= V

0

1

[1 + � ( t

3

� t

1

)] ;

kde V

0

1

je ob jem mìøené k apalin y pøi teplotì t

1

. Úpra v ou dostaneme:

V

2

V

3

=

1 + � ( t

2

� t

1

)

1 + � ( t

3

� t

1

)

; � =

V

3

� V

2

V

2

( t

3

� t

1

) � V

3

( t

2

� t

1

)

= 1 ; 54 � 10

� 3

K

� 1

:

Zjedno du¹ené øe¹ení

Zanedbáme-li teplotní rozta¾nost samotné k apiláry , m ù¾eme napsat

� V

k

= V

k3

� V

k2

= V

1

� � t � V

1

�

s

� t = V

1

( � � �

s

)( t

3

� t

2

) ;

� =

V

k3

� V

k2

V

1

( t

3

� t

2

)

= 1 ; 51 � 10

� 3

K

� 1

:

Oba výsledky se v mezíc h pøesnosti mìøení sho dují. Mìøená k apalina má tep-

lotní souèinitel ob jemo v é rozta¾nosti � � 1 ; 5 � 10

� 3

K

� 1

.

Chceme-li dostateènì pøesnì p opsat zá vislost ob jem u k apalin y na teplotì v e

v ìt¹ím teplotním in terv alu, m usíme p ou¾ít kv adratic k ou neb o kubic k ou funk ci:

V = V

1

[1 + �

1

� t + �

2

(� t )

2

] ; V = V

1

[1 + �

1

� t + �

2

(� t )

2

+ �

3

(� t )

3

] :

Vyp o èítat k o e�cien t y �

1

, �

2

, : : : z tabulky namìøen ýc h ho dnot se nauèíme

v praktic kýc h úlohác h uv eden ýc h v e 3. k apitole.

Úloha

4. T eplomìr vyrob en ý ze skla o teplotním souèiniteli délk o v é rozta¾nosti

� = 8 ; 3 � 10

� 6

K

� 1

má stupnici o d 0

�

C do 100

�

C dlouhou 19 cm . Jeho

nádobk a se rtutí má ob jem 90 mm

3

. Urèete prùøez jeho k apiláry . P ostupujte

p o dobnì jak o v e zjedno du¹eném øe¹ení pøíkladu 2.

12



2.3 T eplotní zá vislosti elektric kýc h v elièin

Pro mìøení teplotníc h zá vislostí elektric kýc h v elièin se p ou¾ív a jí termostaty ,

v e kterýc h lze sp olehliv ì regulo v at a udr¾o v at stálé teplot y . V k apalino v ém

termostatu, jeho¾ sc héma je na obr. 2.6, m ù¾eme p o dle druh u p ou¾ité k a-

palin y (meth ylalk ohol, v o da, olej a j.) udr¾o v at teplotu v rozmezí � 60

�

C a¾

300

�

C. T eplotu vy¹¹í ne¾ je teplota lab oratoøe dosáhneme p omo cí topného

tìlesa, teplot y ni¾¹í p omo cí c hladicí tekutin y proték a jící mìdìnou spirálo v ou

trubk ou. T ermostat y upra v ené pro práci s nízkými teplotami se nazýv a jí kry-

ostaty . V nic h se teplota reguluje o dpaøo v áním zk apalnìn ýc h plyn ù { dusíku,

helia.

1

23 4 5 6

7

8

Obr. 2.6 Kapalino vý termostat:

1 tep elná isolace stìn,

2 topné tìleso,

3 míc haè k a,

4 mìdìná trubice,

5 èidlo regulátoru,

6 zku¹ební prostor,

7 pøesn ý teplomìr,

8 termostatic k á lázeò

13



2.3.1 Elektric ký o dp or k o v o výc h v o dièù

Hla vní pøíèinou elektric k ého o dp oru èist ýc h k o vù je tep eln ý p oh yb ion tù krys-

talo v é møí¾e. Rezistivita (mìrn ý elektric ký o dp or) èist ýc h k o vù proto znaènì

zá visí na teplotì. V elmi pøibli¾nì se dá øíci, ¾e je pøímo úmìrná absolutní tep-

lotì, jak vidíme na obr. 2.7, kde je graf zá vislosti rezistivit y na absolutní teplotì

pro mìï. V blízk osti absolutní n uly se graf o dc h yluje o d lineárního prùb ìh u a

u nìkterýc h k o vù a slitin m ù¾e dok once do jít k pøec ho du do supra v o div ého

sta vu, napøíklad u olo v a pøi teplotì 7 ; 2 K (obr. 2.8).

2

4

6

8

%

10

� 8


 � m

T

K

200 400 600 800 1000

[ T

1

; %

1

]

%

%

T

K

T

K

2 4 6 8 10

10 20

Obr. 2.7 Obr. 2.8

Pøi teplotác h blízkýc h teplotì lab oratoøe m ù¾eme zá vislost elektric k ého o d-

p oru R a rezistivit y % èist ýc h k o vù na teplotì p o v a¾o v at za lineární a vyjádøit

ji p omo cí vztah ù

R = R

1

[1 + � ( t � t

1

)] ; % = %

1

[1 + � ( t � t

1

)] ; (18)

kde R

1

a %

1

jsou o dp or a rezistivita pøi vzta¾né teplotì t

1

a

� =

1

R

1

�

R � R

1

t � t

1

=

1

R

1

�

� R

� t

(19)

je teplotní souèinitel elektric k ého o dp oru pro vzta¾nou teplotu t

1

. Jeho ho dnota

je zá vislá na v olb ì vzta¾né teplot y .

Zv olíme-li za vzta¾nou teplotu 0

�

C, platí

R = R

0

(1 + �t ) ; % = %

0

(1 + �t ) : (20)

Ho dnot y % a � nìkterýc h èist ýc h k o vù a o dp oro výc h slitin pro vzta¾nou teplotu

0

�

C jsou uv eden y v následující tabulce:
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Látk a

%

10

� 8


 � m

�

10

� 3

K

� 1

mìï 1,56 4,33

hliník 2,45 4,5

w olfram 4,89 4,83

platina 9,81 3,92

k onstan tan(55 % Cu, 44 % Ni, 1 % Mn) 49 0,04

manganin(86 % Cu, 12 % Mn, 2 % Ni) 43 � 0 ; 01

U slitin pro výrobu tec hnic kýc h rezistorù, jsou hla vní pøíèinou elektric-

k ého o dp oru nepra videlnosti krystalo v é møí¾e. Zá vislost rezistivit y na teplotì

je malá, co¾ p otvrzují malé ho dnot y teplotního souèinitele o dp oru.

Pøíklad 3

Mìdìné vin utí elektromotoru mìlo pøed pøip o jením k e zdro ji pøi teplotì

25

�

C o dp or 15 ; 3 
. Bìhem pro v ozu se o dp or vin utí zv ìt¹il na 18 ; 7 
. Jak se

zmìnila jeho teplota?

Øe¹ení

Oznaème t

0

, t

00

p o èáteèní a k oneènou teplotu vin utí a R

0

, R

00

pøíslu¹né o d-

p ory . Platí

R

0

= R

0

(1 + �t

0

) ; R

00

= R

0

(1 + �t

00

) ;

R

00

R

0

=

1 + �t

00

1 + �t

0

;

t

00

=

R

00

R

0

(1 + �t

0

) � 1

�

=

18 ; 7 


15 ; 3 


(1 + 4 ; 33 � 10

� 3

K

� 1

� 25

�

C) � 1

4 ; 33 � 10

� 3

K

� 1

= 82

�

C :

Pøesné mìøení teplot y p o dle Mezináro dní teplotní stupnice ITS 90 v in-

terv alu o d 13 ; 8033 K (tro jn ý b o d ro vno v á¾ného v o díku) do 981 ; 78

�

C (b o d

tuhn utí støíbra) se pro v ádí platino vým o dp oro vým teplomìrem. Zde ji¾ nevy-

staèíme s lineární funk cí (20). Pro t > 0

�

C lze dostateèné pøesnosti dosáhnout

u¾itím vztah u

R = R

0

[1 + �

1

t + �

2

t

2

] ;

kde �

1

= 3 ; 90802 � 10

� 3

K

� 1

; �

2

= � 5 ; 802 � 10

� 7

K

� 2

:
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2.3.2 Elektric ký o dp or termistorù NTC

T ermistory NTC (se záp orn ým teplotním souèinitelem o dp oru) jsou p olo v o di-

èo v é souèástky , které se vyráb ìjí tzv. prá¹k o v ou tec hnologií ze smìsi o xidù k o vù

(napø. F e

2

O

3

+ TiO

2

, MnO + CoO ap o d.). P o vyliso v ání do vho dného tv aru

(destiè k a, t yèink a) a vypálení se opatøí dráto vými výv o dy . P o dle pro v edení se

da jí vyu¾ít k mìøení a regulaci teplot y v in terv alu b ì¾n ýc h teplot � 50

�

C a¾

150

�

C neb o tak é v extrémnì v elk ém in terv alu o d 4 ; 2 K do 1000

�

C .

U termistorù NTC se uplatò uje vlastní vodivost p olo v o dièe. S rostoucí tep-

lotou roste k oncen trace v oln ýc h nosièù náb o je { elektron ù a dìr { a elektric ký

o dp or se zmen¹uje. V in terv alu b ì¾n ýc h teplot m ù¾eme zá vislost o dp oru na

teplotì dosti pøesnì vyjádøit vztahem

R = A e

B

T

; (21)

kde A je k onstan ta zá vislá na rozmìrec h a materiálu, B je k onstan ta zá vislá

p ouze na materiálu souèástky . V praxi se èasto p ou¾ív á upra v en ý vztah

R = A e

B

298 ; 15 K

� e

�

B

T

�

B

298 ; 15 K

�

= R

25

e

�

B

T

�

B

298 ; 15 K

�

; (22)

kde R

25

je o dp or pøi teplotì 25

�

C, tzv. jmenovitý odpor termistoru. Vyráb ìné

termistory ma jí 1 
 � R

25

� 1 M
 a 1500 K < B < 7000 K.

Zá vislost o dp oru na teplotì je znaènì nelineární a teplotní souèinitel o d-

p oru � pro urèitou absolutní vzta¾nou teplotu T m usíme proto p o èítat p omo cí

upra v eného vzorce (19) jak o

� =

1

R

� lim

� T ! 0

� R

� T

=

1

R

�

d R

d T

=

1

A e

B

T

� A e

B

T

�

�

B

T

2

�

= �

B

T

2

(23)

100

200

300

R




t

�

C

-100 0 100 200 300

a

b

Obr. 2.9. Zá vislost o dp oru na teplotì a) u standardního platino v ého o dp oro-

v ého èidla R

0

= 100 
, b) u termistoru B = 2000 K, R

25

= 100 


16



2.3.3 Mìøicí ob v o dy o dp oro výc h snímaèù teplot y

Odp oro v é snímaèe teplot y se nejèastìji p ou¾ív a jí v m ùstk o v ém zap o jení neb o

v ob v o du s k onstan tním zdro jem proudu.

Mùstek na obr. 2.10a je vyv á¾en a na jeho výstupu je n ulo v é nap ìtí pøi

teplotì, pøi které platí

R

t

R

1

=

R

2

R

3

: (24)

Zmìníme-li teplotu èidla, na výstupu se ob jeví nap ìtí zá vislé na zmìnì teplot y .

T o pøiv ádíme buï pøímo na mìøicí pøístro j opatøen ý stupnicí teplot y , neb o na

elektronic k é ob v o dy k dal¹ím u zpraco v ání.

Pøiv edeme-li na o dp oro v é èidlo stálý proud p o dle obr. 2.10b, získ áme nap ìtí

pøímo úmìrné o dp oru èidla. Stejn ým zp ùsob em, jak o se v zá vislosti na teplotì

mìní o dp or èidla, mìní se tedy i výstupní nap ìtí ob v o du, které dále elektronic ky

zpracujeme.

Proud I pro c házející o dp oro vým èidlem m usí b ýt tak malý , ab y elektric ký

pøík on èidla P = R

t

I

2

zp ùsobil jen zanedbatelné zahøátí. U k a¾dého èidla udá v á

výrob ce zatì¾ovací konstantu D , èíselnì ro vnou pøík on u, který zp ùsobí ohøátí

o � t = 1 K nad teplotu ok olí. Ch ybu zp ùsob enou zahøátím èidla pro c házejícím

proudem urèíme jak o

� t =

R

t

I

2

D

: (25)

Napøíklad termistor o zatì¾o v ací k onstan tì D = 12 mW = K a o dp oru 100 
 se

proudem 10 mA ohøeje nad teplotu ok olí o 0 ; 8 K, proudem 1 mA jen o 0 ; 008 K.

Obr. 2.10

zdro j

k onst.

proudu

R

t

R

t

UU

R

1

R

2

R

3

a) b)
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2.3.4 Pøec ho d PN jak o èidlo teplot y

Jak o èidlo teplot y m ù¾eme p ou¾ít ob yèejnou køemík o-

v ou dio du neb o tzv. tranzistoro v ou dio du, která vznikne

z tranzistoru sp o jením k olektoru s bází (obr. 2.11). Prù-

b ìh v oltamp éro v é c harakteristiky dio dy zap o jené v pro-

pustném smìru, zá visí na teplotì pøec ho du PN. S rostoucí

teplotou pøec ho du se p osouv á k ni¾¹ím ho dnotám nap ìtí

(obr. 2.12). Pøip o jíme-li dio du k e zdro ji stálého proudu, je

nap ìtí na dio dì lineární funk cí teplot y (obr. 2.13), kterou

m ù¾eme vyjádøit v e tv aru

U = U

0

� At ; (26)

I

I

I

U

U

U

Obr. 2.11

kde U

0

je nap ìtí pøi teplotì 0

�

C a k o e�cien t A má ho dnotu v rozmezí 2 ; 0 mV = K

a¾ 2 ; 5 mV = K. T ranzistoro v ou dio dou se budeme p o drobnìji zab ýv at v pøí-

kladu 7.

T ranzistoro v é dio dy jsou základním prvk em in tegro v an ýc h ob v o dù pro mì-

øení teplot y , které slou¾í jak o tep elné èidlo v mo derníc h elektric kýc h teplo-

mìrec h. Výstupní proud tak o v ého ob v o du v mikroamp érec h je èíselnì ro v en

absolutní teplotì ob v o du v Kelvinec h.

I

U

t

U

U

0

t

I = k onst :

Obr. 2.12 Obr. 2.13

Lineární zá vislost nap ìtí PN pøec ho du na teplotì umo¾ò uje k onstruo v at

jedno duc hé elektric k é teplomìry i s b ì¾n ými elektronic kými souèástk ami.

Pøíklad 4

Sestro jte elektric ký teplomìr s tranzistoro v ou dio dou a dv ìma op eraèními

zesilo v aèi p o dle obr. 2.14. Nasta vte jej tak, ab y nap ìtí na v oltmetru b ylo pøímo

úmìrné Celsio v ì teplotì a ab y ho dnotì 100

�

C o dp o vídalo nap ìtí 10 V . (S vlast-

nostmi analogo výc h in tegro v an ýc h ob v o dù, které se nazýv a jí op eraèní zesilo-

v aèe, se m ù¾ete p o drobnì seznámit v e studijním textu [4].)
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Obr. 2.14

I

u

o

u

1

R

1

15 k


R

3

47 k


R

2

R

4

47 k


1 k


V

� 15 V� 15 V

n ula

citliv ost

Princip èinnosti:

T ranzistoro v á dio da je zap o jena do v ìtv e záp orné zp ìtné v azb y in v ertujícího

op eraèního zesilo v aèe. Bude jí pro c házet stejn ý proud jak o rezistorem R

1

, tedy

I = 15 V = 15 k
 = 1 mA :

Nap ìtí u

1

na výstupu op eraèního zesilo v aèe se ob jeví nap ìtí pøec ho du PN.

P ou¾ijeme-li stejn ý tranzistor jak o v pøíkladu 7 a v úloze 6, bude

u

1

= U

0

� At = 0 ; 663 V � 2 ; 19

mV

K

� t :

Druh ý op eraèní zesilo v aè funguje jak o souèto vý in v ertující zesilo v aè. P o dle

1. Kirc hho�o v a zák ona platí pro proudy pøic házející na jeho in v ertující vstup:

u

0

R

4

= �

u

1

R

2

+

15 V

R

3

= �

U

0

R

2

+

At

R

2

+

15 V

R

3

:

Nejprv e nasta víme R

3

tak, ¾e

�

U

0

R

2

+

15 V

R

3

= 0 ) R

3

=

15 V

U

0

R

2

= 22 ; 6 k
 :

P ak platí

u

0

=

R

4

R

2

At :

Zb ýv á nasta vit citliv ost pøístro je zmìnou o dp oru R

4

tak, ¾e

R

4

R

2

A = 0 ; 1 V = K ) R

4

=

0 ; 1 V = K

0 ; 00219 V = K

R

2

= 46 k
 :

Tím dosáhneme p o¾ado v aného rozsah u do 100

�

C a èíselná ho dnota nap ìtí na

výstupu násob ená 10 bude ro vna èíselné ho dnotì mìøené teplot y . P ou¾ijeme-li

digitální v oltmetr, m ù¾eme mìøit i teplot y p o d 0

�

C.
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2.3.5 T ermo èlánky

T ermoèlánek vznikne sp o jením dv ou v o dièù z rùzného materiálu. Umístíme-li

sp o j do místa s jinou teplotou, ne¾ je teplota v oln ýc h k oncù, vznikne v ter-

mo èlánku elektromotoric k é nap ìtí, které se nazýv á termoelektrické napìtí . Pro

mìøení teplot y se termo èlánky zap o jují p o dle obr. 2.15. T ermo èlánek v e vho d-

ném p ouzdøe (nìkdy i b ez p ouzdra) se sp o jen ým k oncem umístí do místa, jeho¾

teplotu t mìøíme a v olné k once se pøip o jí p omo cí pr od lu¾ovacího ve dení ze stej-

n ýc h materiálù k e sr ovnávacím spojùm do místa, které má sr ovnávací teplotu t

s

.

Od sro vná v acíc h sp o jù p okraèuje b ì¾né sp o jo v ací v edení z mìdìn ýc h v o dièù,

na jeho¾ k onec je pøip o jeno mìøidlo termo elektric k ého nap ìtí neb o elektronic k é

ob v o dy pro jeho vyho dno cení.

mìøicí

sp o j

t

t

s

sro vná v ací

sp o je

mìøidlo

termo èlánek

pro dlu¾o v ací

v edení

sp o jo v ací

v edení

Cu

Cu

Obr. 2.15

Jak je patrné z grafù na obr. 2.16, termo elektric k é nap ìtí je malé, jeho ho dnot y

dosah ují nejvý¹e desítek miliv oltù. V teplotním in terv alu (0

�

C ; 100

�

C) je

termo elektric k é nap ìtí pøibli¾nì pøímo úmìrné rozdílu teplot y t mìøicího sp o je

a teplot y t

s

sro vná v acíc h sp o jù. Mù¾eme ji vyjádøit v e tv aru

U = � ( t � t

s

) : (27)

Konstan ta úmìrnosti � má u nejèastìji p ou¾ív an ýc h termo èlánkù ho dnot y uv e-

dené v následující tabulce:

T ermo èlánek �= ( � V � K

� 1

)

Cu { k onstan tan 42,7

Pt { k onstan tan 52,7

NiCr { NiAl 41,0

Pt { 10 % Rh/Pt 6,45

Pøi praktic kýc h mìøeníc h teplot y je n utno udr¾o v at teplotu sro vná v acíc h

sp o jù k onstan tní, neb o vliv jejího k olísání vyk omp enzo v at p omo cí tzv. kom-

penzaèní kr abice , její¾ k onstruk ci znázorò uje obr. 2.17. Uvnitø p ouzdra se sro v-

ná v acími sp o ji je do ob v o du zap o jen m ùstek ze tøí teplotnì nezá vislýc h rezistorù
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a jednoho teplotnì zá vislého rezistoru zhoto v eného z mìdìného v o dièe. (Sro v-

nej s obr. 2.10a.) Mùstek je vyv á¾en pøi sro vná v ací teplotì 0

�

C. Pøi jiné teplotì

uvnitø p ouzdra na jeho v o doro vné úhlopøíèce vznik á nap ìtí o v elik osti �t

s

. Na

výstupu za k omp enzaèní krabicí je tedy nap ìtí

U = � ( t � t

s

) + �t

s

= �t :

10

20

30

40

50

60

-10

U

mV

t

�

C

-200

200 400 600 800 1000 1200

a

b

c

d

Obr. 2.16 Zá vislost termo elektric k ého nap ìtí na teplotì t mìøicího sp o je

pøi teplotì sro vná v acíc h sp o jù t

s

= 0

�

C u termo èlánkù:

a) Pt { 10 % Rh/Pt, b) NiCr { NiAl, c) F e { k onstan tan,

d) Cu { k onstan tan

Obr. 2.17

k omp enzaèní krabice

mìøidlo

termo èlánek

pro dlu¾o v ací

v edení

sp o jo v ací

v edení

Cu

Cu

R

Cu
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2.4 T ep elné záøení tìles. Bezdot yk o v é mìøení teplot y

V¹ec hna tìlesa ok olo nás vyzaøují tep elné elektromagnetic k é záøení, pøev á¾nì

v infraèerv ené oblasti sp ektra v rozmezí vlno výc h délek o d 0 ; 76 � m do 40 � m.

Pøi teplotác h nad 600

�

C (rozpálená plot ýnk a v aøièe, ¾ha v é vlákno ¾áro vky)

vnímáme èást tohoto záøení jak o viditelné sv ìtlo o vlno výc h délk ác h 0 ; 4 � m a¾

0 ; 76 � m. Vnímáme v¹ak i in tenzivnìj¹í infraèerv ené záøení, napøíklad z rozpá-

len ýc h k amen.

P o dle Stefanova { Boltzmannova zákona tìleso, jeho¾ p o vrc h má plo¹n ý

obsah S a absolutní teplotu T , vyzaøuje záøivý výk on

P

e

= "� S T

4

; (28)

kde � = 5 ; 67 � 10

� 8

W � m

� 2

� K

� 4

je Stefanova { Boltzmannova konstanta , stejná

pro v¹ec hna tìlesa, a " je emisivita p o vrc h u (0 < " < 1). Nejv ìt¹í emisivitu

" = 1 b y mìlo dok onale èerné tìleso. Emisivit y nìkterýc h p o vrc h ù jsou uv eden y

v následující tabulce:

0,99 èern ý mato vý lak, saze

0,95 v o da, led

0,90 støe¹ní lep enk a

0,75 o celo vý plec h s okujemi

0,25 lesklá o cel

U nìkterýc h látek se emisivita s rostoucí teplotou p o vrc h u mìní, napøíklad

u niklu pøi 200

�

C je " = 0 ; 37, pøi 600

�

C je " = 0 ; 46, u w olfram u pøi 1500

�

C

je " = 0 ; 23, pøi 2000

�

C je " = 0 ; 28.

T ìlesa stejnì dobøe vyzaøují, jak o p ohlcují záøení. Je-li tìleso, jeho¾ p o vrc h

má plo¹n ý obsah S , obklop eno prostøedím o absolutní teplotì T

o

, p ohlcuje

záøivý výk on

P

0

e

= "� S T

4

o

:

Ab yc hom udr¾eli stálou teplotu p o vrc h u T pøi stálé teplotì ok olí T

o

< T ,

m usíme tìlesu do dá v at pøík on

P = P

e

� P

e

0

= "� S ( T

4

� T

4

o

) : (29)

Bezdot yk o v é teplomìry { p yrometry { jsou zalo¾en y na mìøení tep elného

záøení, které vystupuje z malé èásti p o vrc h u mìøeného tìlesa. Nejèastìji se

p ou¾ív a jí úhrnné r adiaèní pyr ometry , které vyu¾ív a jí celou sp ektrální oblast

záøení. Zjedno du¹ené sc héma tak o v ého pøístro je je na obr. 2.18.

22



B EO M

obr. 2.18

Záøení pøic házející z mìøeného místa se

soustøedí p omo cí dutého zrcadla neb o p omo cí

èo è ky z materiálu, který prop ou¹tí infraèer-

v ené záøení na tep elné èidlo B, kde vyv olá tep-

lotní rozdíl oproti ok olním èástem pøístro je.

Jak o tep elné èidlo b ýv á p ou¾ita baterie mini-

aturníc h termo èlánkù, jejic h¾ zaèernìné mì-

øicí k once jsou umístìn y v ohnisku zrcadla

neb o èo è ky a sro vná v ací k once jsou up evnìn y

na ob v o du èidla (obr. 2.19). Nap ìtí z bate-

rie vyho dno cují elektronic k é ob v o dy EO, které

tak é k omp enzují vliv vnitøní teplot y pøístro je

a umo¾ò ují pøizp ùsobit citliv ost mìøidla M

emisivitì mìøeného p o vrc h u.

Obr. 2.19

K pøednostem b ezdot yk o výc h mìøidel teplot y patøí krátk á doba mìøení (1 a¾

3 s), zanedbateln ý vliv na mìøen ý ob jekt a mo¾nost mìøení na p oh ybujícíc h

se tìlesec h (otáèející se souèásti stro jù, v álco v an ý materiál ap o d.). Pøesnost

mìøení v¹ak m ù¾e o vlivnit nejistota v e stano v ení emisivit y mìøeného p o vrc h u

a záøení dopada jícího na mìøen ý p o vrc h z ok olníc h tìles.

Úloha

5. Plot ýnk a v aøièe, který p o sejm utí nádob y zap omeneme vypnout, se roz¾ha ví

þdo èerv enaÿ. Vyp o ètìte její teplotu, je-li plo¹n ý obsah plot ýnky 2 ; 2 dm

2

,

emisivita 0,9 a vyzaøo v an ý výk on 1200 W .
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3 Zpraco v ání výsledkù mìøení teplotníc h zá-

vislostí

Vy¹etøujeme-li zá vislosti nìjak é v elièin y na teplotì mìøením v lab oratoøi, pøed-

p okládáme ob vykle, ¾e je p opsána matematic k ou funk cí urèitého t ypu. Vý-

sledky mìøení m ù¾eme zobrazit jak o mno¾in u b o dù [ x

1

; y

1

], [ x

2

; y

2

] : : : [ x

n

; y

n

]

v ro vinì grafu, kde na v o doro vnou osu x vyná¹íme v e vho dném mìøítku teplot y

mìøení jak o ho dnot y nezá visle promìnné v elièin y a na svislou osu y vyná¹íme

v jiném vho dném mìøítku namìøené ho dnot y v elièin y , její¾ teplotní zá vislost

studujeme. Z výsledkù mìøení c hceme vyp o èítat èíselné ho dnot y k o e�cien tù v e

funk èním pøedpisu funk ce y = f ( x ) a urèit prùb ìh grafu, který funk ci znázor-

ò uje.

Kdyb y mìøení b ylo naprosto pøesné, le¾ely b y v¹ec hn y b o dy zobrazující

výsledky mìøení na grafu funk ce. Pro k a¾dý b y platilo y

i

= f ( x

i

). Mìøení je

v¹ak zatí¾eno c h ybami a vynesené b o dy jsou p o dle jeho pøesnosti více neb o

ménì rozpt ýlen y ok olo grafu, který skuteènou teplotní zá vislost p opisuje. Jeho

pøesn ý prùb ìh ale neznáme. Ze v¹ec h mo¾n ýc h funk cí daného t ypu tedy hledáme

tu, její¾ graf bude probíhat co nejblí¾e k vynesen ým b o dùm.

Pro ten to úk ol se jak o nejvho dnìj¹í jeví statistic k á meto da nejmen¹íc h

ètv ercù . Hledáme tak o vý prùb ìh grafu, pøi kterém souèet druhých mocnin

svislých odchylek v¹e ch vynesených bodù od gr afu je minimální . Výp o èet me-

to dou nejmen¹íc h ètv ercù se nazýv á regrese a jeho výsledk em je empirická

r e gr esní funkce .

Jak o v¹ec hn y statistic k é výp o èt y vy¾aduje i regrese p ou¾ití výp o èetní tec h-

niky . Je souèástí programo v é výba vy v ìdec kýc h k alkulaèek, v ìt¹í k omfort ale

p oskytují matematic k é program y pro PC, z nic h¾ je nejroz¹íøenìj¹í EX CEL o d

�rm y Microsoft. T en tak é p ou¾ijeme v praktic kýc h uk ázk ác h, pøièem¾ pøed-

p okládáme, ¾e ètenáø textu je s p ou¾ív áním Excelu alesp oò v hrub ýc h rysec h

seznámen.

Bì¾né regresní program y se zamìøují zejména na následující funk ce jedné

nezá visle promìnné x :

y = a + bx | line ární r e gr ese ,

y = a + b ln x | logaritmická r e gr ese ,

y = a e

bx

| exponenciální r e gr ese ,

y = ax

b

| mocninná r e gr ese ,

y = b

0

+ b

1

x + : : : + b

r

x

r

| polynomická r e gr ese .

Kromì toho umo¾ò ují pro v ést line ární r e gr esi funkce nìkolika nezávisle pr o-

mìnných x

1

, x

2

, : : : x

r

, kterou m ù¾eme p opsat vztahem

y = b

0

+ b

1

x

1

+ b

2

x

2

+ : : : + b

r

x

r

:
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Princip výp o ètu regresní funk ce v uv eden ýc h pøípadec h si vysv ìtlíme na ná-

sledujícíc h stránk ác h. T eorie je prolo¾ena praktic kými uk ázk ami p ou¾ití regrese

pøi zpraco v ání výsledkù mìøení v lab oratorníc h pracíc h a pøi vyho dno co v ání

dat, která vyèteme v e fyzik álníc h tabulk ác h.

3.1 Lineární regrese funk ce jedné promìnné

y = a + bx

y

y

2

a + bx

2

xx

1

x

2

x

3

x

4

x

5

Obr. 3.1

Na¹ím cílem je nalézt funk ci y = a + bx tak, ab y souèet druh ýc h mo c-

nin svislýc h o dc h ylek b o dù [ x

1

; y

1

], [ x

2

; y

2

] : : : [ x

n

; y

n

] o d grafu funk ce b yl co

nejmen¹í (obr. 3.1). T en to souèet je zá vislý na v olb ì k o e�cien tù a , b ; jedná se

tedy o funk ci dv ou promìnn ýc h, kterou m ù¾eme zapsat v e tv aru

S ( a; b ) =

n

X

i =1

[ y

i

� ( a + bx

i

)]

2

= Aa

2

+ 2 B ab + C b

2

� 2 D a � 2 E b + F ; (30)

kde A = n; B =

n

X

i =1

x

i

; C =

n

X

i =1

x

2

i

; D =

n

X

i =1

y

i

; E =

n

X

i =1

x

i

y

i

; F =

n

X

i =1

y

2

i

:

Pro zjedno du¹ení v celém dal¹ím textu

sym b ol

n

X

i =1

nahradíme sym b olem

X

.

Nejprv e si v¹imnìme nìkterýc h vlastností aritmetických prùmìrù namìøe-

n ýc h ho dnot:

x =

X

x

i

n

;

X

x

i

= n x ; y =

X

y

i

n

;

X

y

i

= n y ; (31)
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X

( x

i

� x )

2

=

X

x

2

i

� 2 x

X

x

i

+ n x

2

=

X

x

2

i

� 2 n x

2

+ n x

2

=

X

x

2

i

� n x

2

> 0 ;

(32)

a p o dobnì

X

( y

i

� y )

2

=

X

y

2

i

� n y

2

> 0 : (33)

V e vztah u (30) m ù¾eme o dstranit lineární èlen y úpra v ou

S ( a; b ) = A ( a � a

�

)

2

+ 2 B ( a � a

�

)( b � b

�

) + C ( b � b

�

)

2

+ G (34)

neb o

S ( a; b ) = A

�

( a � a

�

) +

B

A

( b � b

�

)

�

2

+

�

C �

B

2

A

�

( b � b

�

)

2

+ G; (35)

kde a

�

a b

�

jsou zatím neznámé k onstan t y . Ze vztah u (35) je zøejmé, ¾e souèet

S ( a; b ) má nejmen¹í ho dnotu pro a = a

�

a b = b

�

, neb o» A > 0 a p o dle (31) a

(32) je tak é

C �

B

2

A

=

X

x

2

i

�

�

X

x

i

�

2

n

=

X

x

2

i

� n x

2

=

X

( x

i

� x )

2

> 0 :

Konstan t y a

�

a b

�

jsou tedy hledané ho dnot y k o e�cien tù a a b . Rozepsáním

vztah u (34)

S ( a; b ) = Aa

2

+ 2 B ab + C b

2

� 2( Aa

�

+ B b

�

) a � 2( B a

�

+ C b

�

) b +

+ A ( a

�

)

2

+ 2 B a

�

b

�

+ C ( b

�

)

2

+ G (36)

a jeho p oro vnáním s (30) dostaneme tzv. soustavu normálních r ovnic

Aa

�

+ B b

�

= D ;

B a

�

+ C b

�

= E ;

neb oli

na

�

+

�

X

x

i

�

b

�

=

X

y

i

;

�

X

x

i

�

a

�

+

�

X

x

2

i

�

b

�

=

X

x

i

y

i

:

(37)

Souèet S ( a; b ) je minimální, jestli¾e

b = b

�

=

AE � B D

AC � B

2

=

n

X

x

i

y

i

�

X

x

i

X

y

i

n

X

x

2

i

�

�

X

x

i

�

2

=

X

x

i

y

i

� n x y

X

( x

i

� x )

2

; (38)

a = a

�

=

D

A

�

B b

�

A

=

X

y

i

n

� b

�

X

x

i

n

= y � b

�

x : (39)
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Ho dnotu souètu S ( a; b ) pro pøípad a = a

�

, b = b

�

dostaneme nejryc hleji

dosazením (39) do (30):

S ( a

�

; b

�

) =

X

[ y

i

� a

�

� b

�

x

i

]

2

=

X

[( y

i

� y ) � ( a

�

+ b

�

x

i

� y )]

2

:

Úpra v ou s p ou¾itím (39), (38), (32) a (33) dostaneme a

�

+ b

�

x

i

� y = b

�

( x

i

� x ) ;

S ( a

�

; b

�

) =

X

[( y

i

� y ) � b

�

( x

i

� x )]

2

=

=

X

( y

i

� y )

2

� 2 b

�

h

X

x

i

y

i

� x

X

y

i

� y

X

x

i

+ n x y

i

+ ( b

�

)

2

X

( x

i

� x )

2

=

=

X

( y

i

� y )

2

� 2 b

�

�

X

x

i

y

i

� n x y

�

+ ( b

�

)

2

X

( x

i

� x )

2

=

=

X

( y

i

� y )

2

� 2 b

�

b

�

X

( x

i

� x )

2

+ ( b

�

)

2

X

( x

i

� x )

2

;

S ( a

�

; b

�

) =

X

( y

i

� y )

2

� ( b

�

)

2

X

( x

i

� x )

2

:

Dostali jsme rozdíl dv ou výrazù, které jsou oba kladné a druh ý je men¹í ne¾

první. Jejic h p omìr oznaèujeme sym b olem r

2

a nazýv áme koe�cient determi-

nace :

r

2

=

( b

�

)

2

X

( x

i

� x )

2

X

( y

i

� y )

2

=

X

( a

�

+ b

�

x

i

� y )

2

X

( y

i

� y )

2

: (40)

Èím více se k o e�cien t determinace blí¾í k jedné, tím men¹í je souèet S ( a

�

; b

�

)

a tím ménì jsou b o dy [ x

1

; y

1

], [ x

2

; y

2

] : : : [ x

n

; y

n

] rozpt ýlen y ok olo grafu funk ce

y = a

�

+ b

�

x . Mù¾eme tedy p o dle jeho ho dnot y p osoudit, do jak é míry je

splnìn pøedp oklad o lineárním prùb ìh u hledané funk èní zá vislosti. Ob vykle se

pro pøijetí tohoto pøedp okladu sp ok o jíme s dosa¾ením ho dnot y r

2

> 0 ; 95.

V dal¹ím textu budeme pøedp okládat ¾e k o e�cien t y a , b regresní

funk ce ma jí ho dnot y a

�

, b

�

vyp o èítané meto dou nejmen¹íc h ètv ercù

p o dle vzorcù (38) a (39).
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3.2 Výp o èet lineární regrese funk ce jedné nezá visle pro-

mìnné p omo cí program u EX CEL

Mù¾eme zv olit jeden ze dv ou zp ùsob ù výp o ètu:

A) za v edeme lineární trend v grafu funk ce,

B) p ou¾ijeme matico vý vzorec s funk cí LINREGRESE .

Oba zp ùsob y jsou p opsán y v následující uk ázce, v e které jsou zpraco v án y vý-

sledky namìøené v lab oratorní práci. Výsledn ý vzhled obrazo vky p o èítaèe je

na obr. 3.2.

Pøíklad 5: Urèení zá vislosti o dp oru k o v o v ého v o dièe na teplotì

Úkoly:

a) Zmìøte o dp or cív eè ky z mìdìného drátu pøi rùzn ýc h teplotác h v in terv alu

0

�

C a¾ 90

�

C.

b) Sestro jte graf zá vislosti o dp oru na teplotì.

c) Ov ìøte, ¾e zá vislost o dp oru na teplotì je lineární a urèete ho dnot y k o e�-

cien tù R

0

a �

0

v e vztah u

R = R

0

(1 + �

0

t ) : (41)

d) Jak o vzta¾nou teplotu zv olte t

1

= 20

�

C a stano vte o dp or R

1

pøi vzta¾né

teplotì a teplotní souèinitel o dp oru �

1

v e vztah u

R = R

1

[1 + �

1

( t � t

1

)] : (42)

�� �� ��

����� �

������

��	 ���

Obr. 3.2
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Pro v edení úloh y

Cív eè ku z mìdìného drátu vlo¾íme na dno zkuma vky a výv o dy cív eè ky

pøip o jíme k ohmmetru. Zkuma vku uza vøeme a sp olu s pøesn ým teplomìrem

ji prostrèíme k ork o v ou zátk ou, která tv oøí vík o termosky s hork ou v o dou. P o

dosa¾ení tep elné ro vno v áh y zmìøíme teplotu láznì a o dp or cív eè ky . T eplou

v o du v termosce p ostupnì nahrazujeme v o dou studenou a mìøení opakujeme

pøi rùzn ýc h teplotác h. Nap osled mìøíme v e smìsi ledu a v o dy . Výsledky mìøení

zapí¹eme do tabulky v Excelu a vytv oøíme XY bodový gr af { v arian tu b ez

sp o jo v ací èáry .

A) V grafu oznaèíme dato v ou øadu namìøen ýc h ho dnot. Z místní nabídky pak

vyb ereme p olo¾ku Pøidat sp o jnici trendu , na k artì T yp zv olíme Line-

ární a na k artì Mo¾nosti za¹krtneme Zobr azit r ovnici r e gr ese a Zobr azit

koe�cient spolehlivosti R (obr. 3.3, 3.4 a 3.5). Na obrazo v ce se ob jeví regresní

pøímk a, zápis regresní funk ce, ze kterého vyèteme k o e�cien t y a a b , a k o e�ci-

en t determinace r

2

. P o èet desetinn ýc h míst m ù¾eme upra vit formáto v áním.

����

����

�	
�

Obr. 3.3

�� �

� ��

���

��

��

��

Obr. 3.4, 3.5

B) P o dle obr. 3.6 vyb ereme oblast 2 � 5 bunìk a v ø ádku vzor cù zv olíme sta-

tistic k ou funk ci LINREGRESE. Ob jeví se dialogo v é okno, v e kterém dopl-

níme p ole ho dnot y , p ole ho dnot x a parametry B a S. P o stisku klá v es
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CTRL+SHIFT+ENTER se pro v ede výp o èet a v e vybrané oblasti bunìk se

vypí¹í ho dnot y a , b , r

2

a dal¹í u¾iteèné statistic k é úda je, z nic h¾ vyu¾ijeme

pøedev¹ím smìr odatné chyby koe�cientù a a b :

b a

s

b

s

a

r

2

s

y

F f

S

reg

S

rezid

f = n � p : : : p o èet stupòù volnosti

(p o èet namìøen ýc h ho dnot � p o èet parametrù

regresní funk ce),

S

reg

=

P

( y � y ) : : : regresní souèet ètv ercù,

S

rezid

= S ( a; b ) : : : zb ytk o vý souèet ètv ercù,

s

y

=

r

S

rezid

f

: : : smìro datná c h yba o dhadu y ,

F =

f � S

reg

S

rezid

,

s

b

= b

r

S

rezid

f S

reg

: : : smìro datná c h yba k o e�cien tu b ,

s

a

= s

b

r

1

n

P

x

2

i

: : : smìro datná c h yba k o e�cien tu a .

�� ����

�� ����

��� ���

Obr. 3.6

Bo dy v grafu, které zobrazují výsledky mìøení, se nac házejí v tìsné blízk osti

regresní pøímky . T om u o dp o vídá i ho dnota r

2

= 0 ; 9989 k o e�cien tu determi-

nace, která je jen nepatrnì men¹í ne¾ 1. Tím je p otvrzena lineární zá vislost

o dp oru na teplotì v prozk oumaném in terv alu.

Sro vnáním regresní funk ce y = bx + a = (0 ; 2107 � 0 ; 0025) x + (51 ; 65 � 0 ; 12)

a vztah u R = R

0

(1 + �

0

t ) dostaneme:
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R

0

= (51 ; 65 � 0 ; 12) 
 ; R

0

�

0

= (0 ; 2107 � 0 ; 0025) 
 � K

� 1

;

�

0

= 0 ; 004079

�

1 �

�

0 ; 12

51 ; 65

+

0 ; 0025

0 ; 2107

� �

K

� 1

= (4 ; 08 � 0 ; 06) � 10

� 3

K

� 1

:

Sro vnáním regresní funk ce a vztah u

R = R

1

[1 + �

1

( t � t

1

)] = R

1

� R

1

�

1

t

1

+ R

1

�

1

t

dostaneme

f R

1

g = a + b f t

1

g ; R

1

= [(51 ; 65 � 0 ; 12) + (4 ; 21 � 0 ; 05)]
 = (55 ; 86 � 0 ; 17) 
 ;

f �

1

g =

b

R

1

=

0 ; 2107

55 ; 86

�

1 �

�

0 ; 0025

0 ; 2107

+

0 ; 17

55 ; 86

��

= (3 ; 77 � 0 ; 06) � 10

� 3

K

� 1

:

V¹imnìte si, jak se zmìnila ho dnota teplotního souèinitele o dp oru � pøi

zmìnì vzta¾né teplot y .
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3.3 Regrese, které lze snadno pøev ést na lineární

Nìkteré funk ce jedné nezá visle promìnné m ù¾eme vho dnou substitucí pøev ést

na funk ce lineární a vy¹etøo v at je lineární regresí. Nìk olik pøíkladù je v násle-

dující tabulce:

Pùv o dní funk ce Substituce Upra v ená funk ce

y = a +

b

x

� =

1

x

y = a + b�

y = a + b ln x � = ln x y = a + b�

y = ax

b

� = ln y ; A = ln a; � = ln x � = A + b�

y = a e

bx

� = ln y ; A = ln a � = A + bx

y = a e

b

x

� = ln y ; A = ln a; � =

1

x

� = A + b�

Pøíklad 6: Urèení zá vislosti o dp oru termistoru NTC na teplotì

Úkoly:

a) Zmìøte o dp or termistoru pøi rùzn ýc h teplotác h v in terv alu 0

�

C a¾ 90

�

C.

b) Sestro jte graf zá vislosti o dp oru na teplotì.

c) Ov ìøte, ¾e zá vislost o dp oru na teplotì je p opsána vztahem

R = A e

B

T

(43)

a urèete ho dnot y k onstan t A a B .

Pro v edení úloh y

Pøi mìøení p ostupujeme stejnì jak o v pøíkladu 5. (Mù¾eme tak é ob ì úloh y

sp o jit do jediné a mìøit ob ì zá vislosti souèasnì, jak o jsme to pro v edli v na¹ic h

uk ázk ác h.) Výsledky mìøení zapí¹eme do tabulky v Excelu.

Ov ìøo v an ý vztah zlogaritm ujeme a substitucí pøev edeme na vztah lineární:

ln f R g = ln f A g +

B

T

; y = ln f R g ; a = ln f A g ; x =

1

T

; y = a + B x :

T abulku doplníme o øádky s ho dnotami 1 =T (oblast promìnné x ) a ln f R g

(oblast promìnné y ). Z tìc h to dv ou øádkù sestro jíme p o dobnì jak o v 5. pøíkladu

XY bodový gr af a pro v edeme lineární regresi p omo cí lineárního trendu grafu

y = f ( x ) a p omo cí matico v ého vzorce s funk cí LINREGRESE (obr. 3.7).
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I v tom to pøípadì b o dy zobrazující výsledky mìøení le¾í v tìsné blízk osti

regresní pøímky a k o e�cien t determinace se blí¾í k jedné, co¾ p otvrzuje platnost

o v ìøo v aného vztah u. Z tabulky vyèteme:

B = (2 415 � 22) K ; a = ln f A g = � 1 ; 478 � 0 ; 072 :

Vyp o èítáme ho dnotu a smìro datnou c h ybu v elièin y A .

f A g = e

a

;

d f A g

d a

= e

a

; d f A g = e

a

d a :

Ho dnota v elièin y A le¾í v in terv alu

f A g = e

a

� e

a

� s

a

= 0 ; 228(1 � 0 ; 072) ; A = (0 ; 228 � 0 ; 016) 
 :

Nyní m ù¾eme dop o èítat p oslední øádek tabulky , kde jednotlivým teplotám

mìøení pøiøadíme ho dnot y výrazu

A e

B

T

= e

a +

B

T

.

Do buòky B6 vlo¾íme vzorec =EXP($B$9+$A$9*B 4) a zb ytek øádku doplníme

vyplòo v acím táhlem.

Nak onec z prvního, druhého a p osledního øádku tabulky sestro jíme graf, v e

kterém zobrazíme jednotliv é výsledky mìøení a pøedp okládan ý prùb ìh zá vis-

losti o dp oru termistoru na teplotì (obr. 3.8).

���� ��

������

������

Obr. 3.7
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Obr. 3.8

P okud b yc hom c h tìli p ouze urèit ho dnot y v elièin A , B a k o e�cien t determi-

nace, do jdeme k cíli ryc hleji p o dle obr. 3.9 u¾itím exp onenciální regrese vztah u

R = A e

B x

; kde x = 1 =T . Sestro jíme graf zá vislosti R na 1 =T , který dopl-

níme o spojnici exponenciálního tr endu a zobrazíme r ovnici r e gr ese a koe�cient

spolehlivosti jak o v pøíkladu 5. Z ro vnice regrese pøímo èteme ho dnot y v elièin

A a B .

������

������

���	
�

Obr. 3.9
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3.4 Lineární regrese funk ce nìk olik a nezá visle promìn-

n ýc h

P o èítaèo v é statistic k é program y si do v edou p oradit i s výp o ètem lineární regrese

funk ce nìk olik a nezá visle promìnn ýc h x

1

, x

2

, : : : , x

r

y = f ( x

1

; x

2

; : : : ; x

r

) = b

0

+ b

1

x

1

+ b

2

x

2

+ : : : + b

r

x

r

: (44)

V e statistic k ém soub oru n výsledkù mìøení jsou jednotlivým r -ticím ho dnot

nezá visle promìnn ýc h ( x

1

; x

2

; : : : ; x

r

)

i

pøiøazen y ho dnot y y

i

. Lineární regresí

hledáme tak o v é ho dnot y k o e�cien tù b

0

a¾ b

r

regresní funk ce, ab y souèet

n

P

i =1

[ y

i

� f ( x

1

; x

2

; : : : ; x

r

)

i

]

2

b yl co nejmen¹í.

Pro r = 2 b y regresní funk ce b yla zobrazena ro vinou v tøírozmìrném pro-

storu se souøadnico v ou sousta v ou O x

1

x

2

y .

V Excelu dostaneme p ou¾itím matico v ého vzorce s funk cí LINREGRESE

tabulku

b

r

b

r � 1

: : : b

1

b

0

s

b

r

s

b

r � 1

: : : s

b

1

s

b

0

r

2

s

y

� � �

F f � � �

S

reg

S

rezid

� � �

kde jednotliv é p olo¾ky ma jí ob dobn ý význam jak o pøi lineární regresi funk ce

jedné nezá visle promìnné (viz str. 30).

Pøíklad 7: T ranzistor jak o senzor teplot y

Na obr. 3.10 je sc héma ob v o du pro mìøení vlastností tranzistoru v e funk ci

PN senzoru teplot y . K men¹ím u køemík o v ém u tranzistoru NPN (napø. K C509)

se sp o jen ým k olektorem a bází pøipá jíme v o dièe a zasuneme jej s pøesn ým

teplomìrem do zkuma vky s malým mno¾stvím silik ono v é v azelín y . Zkuma vku

p onoøíme do termosky s v o dou, která slou¾í jak o termostat. Mìníme teplotu

láznì a sledujeme, jak se mìní nap ìtí na tranzistoru v zá vislosti na pro c házejí-

cím proudu a na teplotì. Mìøíme i v ta jícím ledu a nak onec zkuma vku umístíme

do baòky s v aøící v o dou.

Výsledky mìøení jsou pøehlednì zapsán y v první tabulce na obr. 3.11 a

zobrazen y v grafu na obr. 3.12
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V

mA

5 V

1 k


50 k


0 ; 5 M


+

{

Obr. 3.10

Pøi malýc h proudo výc h h ustotác h platí pro nap ìtí na tranzistoru teoretic ký

vztah

U = U

g0

� AT + B T ln f I g ; (45)

kde U

g0

, A a B jsou k onstan t y a T je absolutní termo dynamic k á teplota. Úk o-

lem mìøení je o v ìøení vztah u (45) a urèení k onstan t A a B .

Substitucí y = U , x

1

= T , x

2

= T ln f I g , b

0

= U

g0

, b

1

= � A a b

2

= B

pøev edeme vztah (45) na lineární vztah

y = b

0

+ b

1

x

1

+ b

2

x

2

; (46)

vho dn ý pro lineární regresi. V¹ec h 30 namìøen ýc h ho dnot nap ìtí a pøíslu¹né

absolutní teplot y a ho dnot y souèin u T ln f I g zapí¹eme do druhé tabulky na

obr. 3.11 (ze které je zac h ycena jen malá èást) a p omo cí matico v ého vzorce

s funk cí LINREGRESE pro v edeme výp o èet. Z matice výsledkù pøímo o deèteme

ho dnot y

U

g0

= 1 ; 258 V ; A = 1 ; 57 � 10

� 3

V � K

� 1

; B = 8 ; 91 � 10

� 5

V � K

� 1

:

Vysok á ho dnota k o e�cien tu determinace r

2

= 0 ; 9998 sv ìdèí o tom, ¾e mì-

øení b ylo pøesné a vztah (45) dobøe vystih uje vlastnosti p ou¾itého tranzistoru.

����� �

������

Obr. 3.11
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Obr. 3.12

Úloha

6. Zá vislost nap ìtí tranzistoru na teplotì pøi stálém proudu I = 1 mA v pøí-

kladu 7 (horní øada namìøen ýc h ho dnot) m ù¾eme vyjádøit v e tv aru U =

U

0

� At . U¾itím lineární regrese urèete U

0

a A .
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3.5 P olynomic k á regrese

Pøedp okládejme funk èní zá vislost p opsanou p olynomic k ou funk cí jedné nezá-

visle promìnné v e tv aru

y = b

0

+ b

1

x + b

2

x

2

+ : : : + b

r

x

r

: (47)

Substitucí x

1

= x; x

2

= x

2

; : : : x

r

= x

r

ji pøev edeme na funk ci r nezá visle

promìnn ýc h (44)

y = b

0

+ b

1

x

1

+ b

2

x

2

+ : : : + b

r

x

r

;

na kterou aplikujeme funk ci LINREGRESE. P olynomic k ou regresi tak pøev e-

deme na lineární.

Pøíklad 8: T eplotní ob jemo v á rozta¾nost v o dy

V in terv alu h 0

�

C ; 40

�

C i vy¹etøete zá vislost mìrného ob jem u v o dy na tep-

lotì a vyjádøete ji v e tv aru

v = v

1

[1 + �

1

� t + �

2

(� t )

2

+ �

3

(� t )

3

] ; (48)

kde v

1

je mìrn ý ob jem pøi vzta¾né teplotì t

1

= 20

�

C a � t = t � t

1

.

Øe¹ení

Vyc házíme z tabulky zá vislosti h ustot y v o dy na teplotì publik o v ané v tabul-

k ác h [1]. Pro vybrané teplot y pøepí¹eme h ustot y do tabulky v Excelu, kterou

doplníme o sloup ce � t , (� t )

2

, (� t )

3

a v = 1 =% . Dál m ù¾eme p ostup o v at dv ìma

zp ùsob y { oba b yly p ou¾it y na obr. 3.13:

A) Sestro jíme XY bodový gr af zá vislosti mìrného ob jem u v na � t a pøidáme

spojnici tr endu s v olbami T yp { Polynomický, Stupeò 3, Zobr azit r ovnici r e-

gr ese a Zobr azit koe�cient spolehlivosti . Zatím jsme nevyu¾ili sloup ce (� t )

2

a (� t )

3

.

B) Vyb ereme oblast 4 � 5 bunìk a do ní vlo¾íme matico vý vzorec LINREGRESE

v nìm¾ do p ole ho dnot x zaøadíme sloup ce � t , (� t )

2

a (� t )

3

a do p ole

ho dnot y sloup ec v . Dostaneme tabulku, v e které jsou nejen k o e�cien t y

regresní funk ce, ale i jejic h smìro datné o dc h ylky .

P oro vnáním regresní funk ce se vztahem (48) dostaneme:

f v

1

g = b

0

; f �

1

g =

b

1

b

0

; f �

2

g =

b

2

b

0

; f �

3

g =

b

3

b

0

;

v

1

= 1 ; 0018 � 10

� 3

m

3

� kg

� 1

; �

1

= 2 ; 08 � 10

� 4

K

� 1

;

�

2

= 5 ; 51 � 10

� 6

K

� 2

; �

3

= � 4 ; 0 � 10

� 8

K

� 3

:

38



����� �

������

������

���	
�

Obr. 3.13

Pøíklad 9: T ep elné záøení w olframo v ého vlákna

Úkoly:

a) Z úda jù v tabulce ( tab. 1 na obr. 3.14) vyjádøete mo cninnou regresí zá vislost

rezistivit y w olfram u na Celsio v ì teplotì v e tv aru f % g = A � f T g

B

.

b) Promìøte zá vislost proudu, který pro c hází malou ¾áro vk ou, na pøip o jeném

nap ìtí. (V na¹í uk ázce b yla p ou¾ita ¾áro viè k a s pro v ozními úda ji 24 V ,

0 ; 1 A.) Z namìøen ýc h ho dnot vyp o èítejte o dp or vlákna ¾áro vky a její pøík on

pøi zv olen ýc h ho dnotác h nap ìtí. Zvlá¹tì p o drobnì p ostupujte na zaèátku

mìøení pøi malýc h ho dnotác h nap ìtí.

c) Z ho dnot o dp oru pøi malýc h ho dnotác h nap ìtí urèete o dp or R

1

vlákna ¾á-

ro vky pøi n ulo v ém proudu, kdy má vlákno teplotu lab oratoøe t

1

.

d) vyp o èítejte, jak se v zá vislosti na nap ìtí mìnila termo dynamic k á teplota

vlákna ¾áro vky . Vzhledem k v elmi malém u teplotním u souèiniteli délk o v é

rozta¾nosti w olfram u (4 ; 3 � 10

� 6

K

� 1

) m ù¾eme pøedp okládat, ¾e rozmìry

vlákna jsou témìø k onstan tní a R =R

1

� %=%

1

.

e) Vyp o èítejte p omìr P =T

4

pro zv olené ho dnot y nap ìtí. P osuïte, jak se v zá vis-

losti na teplotì mìnila emisivita w olframo v ého vlákna. (T abulk o v é ho dnot y:

0,23 pøi 1500

�

C; 0,28 pøi 2000

�

C.)
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Pro v edení úloh y

a) Data z tab. 1 vyneseme do grafu na obr. 3.15, který doplníme o mo cninn ý

trend. Z ro vnice trendu o deèteme A = 0 ; 00572 ; B = 1 ; 21047.

b) Výsledky mìøení nap ìtí a proudù a výp o ètù o dp orù a pøík on ù zaplò ují první

èt yøi sloup ce v tabulce tab. 2 na obr. 3.14.

c) Z ho dnot namìøen ýc h do 0,3 V vytv oøíme graf na obr. 3.16. Z ro vnice p o-

lynomic k ého trendu vyèteme ho dnotu R

1

= 18 ; 693 
 � 18 ; 7 
, kterou

zapí¹eme do tab. 3 i s pøíslu¹nou teplotou t

1

= 23

�

C.

d) Vyp o èítáme sloup ec ho dnot T u¾itím vztah u

R

R

1

�

%

%

1

=

�

T

T

1

�

B

; T = T

1

�

R

R

1

�

1

B

:

e) Vyp o èítáme sloup ec P =T

4

. Od teplot y 1000 K, pøi které u¾ m ù¾eme za-

nedbat záøení dopada jící na vlákno z ok olí, ho dnota výrazu P =T

4

jen mírnì

stoupá, co¾ sv ìdèí o platnosti Stefano v a-Boltzmanno v a zák ona s tím, ¾e emi-

sivita w olframo v ého vlákna se s rostoucí teplotou zvy¹uje.

7 �. r ��� �� W.P 8 �9 , �P$ 5 �W 3 �: 7 �. 3�7 �� ��:�. �� �
��� ���� ���� ���� ����� �������� ��� ����(���
��� ����� ��� ���� ����� �������� ��� ����(���

���� ����� ���� ���� ����� �������� ��� ����(���
���� ����� ��� ���� ����� �������� ��� ����(���
���� ����� ���� ���� ����� �������� ��� ����(���
���� ����� ��� ���� ����� �������� ��� ����(���
���� ����� ��� ���� ����� �������� ��� ����(���
���� ����� � ���� ����� �������� ��� ����(���

WDE��� � ���� ����� �������� ���� ����(���
� ���� ������ �������� ���� ����(���

W� �ƒ& �� � ���� ������ �������� ���� ����(���

7 � �. ��� � ���� ������ �������� ���� ����(���
5 � �W ���� �� ���� ������ �������� ���� ����(���

WDE��� �� ���� ������ �������� ���� ����(���
�� ���� ������ �������� ���� ����(���

WDE�� �� ��� ������ �������� ���� ����(���

obr. 3.14
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Obr. 3.15
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Úloh y:

7. P oro vnejte ho dnot y èlen ù �

1

� t , �

2

(� t )

2

a �

3

(� t )

3

v e výrazu (48)

a) pro � t = 1 K, b) pro � t = 5 K, c) � t = 20 K.

Urèete, v jak ém in terv alu m ù¾eme pro zá vislost mìrného ob jem u v o dy na

teplotì p ou¾ít pøibli¾n ý vztah

v � v

1

(1 + �

1

� t ) ;

nemá-li c h yba v urèení � v = v � v

1

pøekro èit 10 %.

8. U¾itím p olynomic k é regrese vy¹etøete zá vislost h ustot y v o dy na teplotì v in-

terv alu h 0

�

C ; 40

�

C i a vyjádøete ji v e tv aru

% = %

1

[1 + �

1

� t + �

2

(� t )

2

+ �

3

(� t )

3

] ; (49)

kde %

1

je h ustota pøi vzta¾né teplotì t

1

= 20

�

C a � t = t � t

1

. Výsledek

p oro vnejte s výsledk em pøíkladu 8.

9. Stejn ým zp ùsob em jak o v pøíkladu 8 a úloze 2 vy¹etøete zá vislost mìrného

ob jem u a h ustot y rtuti na teplotì v in terv alu h 0

�

C ; 40

�

C i . P ou¾ijte p oly-

nomic k ou regresi 2. stupnì. Vyjdìte z tabulky h ustot y rtuti

t=

�

C %= kg � m

� 3

0 13 595,08

5 13 582,76

10 13 570,44

15 13 558,15

20 13 545,87

25 13 533,62

30 13 521,37

35 13 509,14

40 13 496,93

P oro vnejte teplotní rozta¾nost rtuti a v o dy v daném in terv alu.

Urèete, v jak ém in terv alu m ù¾eme pro zá vislost mìrného ob jem u rtuti na

teplotì p ou¾ít pøibli¾n ý vztah

v � v

1

(1 + �

1

� t ) ;

nemá-li c h yba v urèení � v = v � v

1

pøekro èit 1 %.

10. V pøíkladu 9 se pro U > 0 ; 5 V da jí zá vislosti o dp oru ¾áro vky a pøík on u

¾áro vky na pøip o jeném nap ìtí vyjádøit v e tv aru:

f R g = C � f U g

D

; f P g = E � f U g

F

.

Pøesv ìdète se o tom mo cninnou regresí a urèete ho dnot y k onstan t C , D , E

a F .
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Výsledky úloh

1. 233

�

C.

2. 262 ; 8 mm.

3. � l

mos

= 0 ; 108 mm ; � l

in

= 0 ; 012 mm.

4. S =

V ( �

Hg

� �

sk

)� t

l

= 7 ; 4 � 10

� 4

mm

2

; d =

r

4 S

�

= 0 ; 097 mm .

5. 1020 K � 750

�

C.

6. U

0

= (662 ; 9 � 0 ; 8) mV ; A = (2 ; 19 � 0 ; 01) mV � K

� 1

.

7. a) 2 ; 1 � 10

� 4

; 5 ; 5 � 10

� 6

; � 4 ; 0 � 10

� 8

b) 1 ; 0 � 10

� 3

; 1 ; 4 � 10

� 4

; � 5 ; 0 � 10

� 6

c) 4 ; 2 � 10

� 3

; 2 ; 2 � 10

� 3

; � 3 ; 2 � 10

� 4

0 ; 1 �

1

� t = �

2

(� t )

2

+ �

3

(� t )

3

� �

2

(� t )

2

; � t �

0 ; 1 �

1

�

2

� 4 K.

8. Sro vnáním regresní funk ce

y = 4 ; 1649 � 10

� 5

x

3

� 5 ; 4483 � 10

� 3

x

2

� 2 ; 0720 � 10

� 1

x + 998 ; 22

se vztahem (49) dostaneme

�

1

= � 2 ; 08 � 10

� 4

K

� 1

; �

2

= � 5 ; 46 � 10

� 6

K

� 2

; �

3

= 4 ; 2 � 10

� 8

K

� 3

:

Ko e�cien t y �

1

a �

2

se p o zaokrouhlení li¹í o d ho dnot získ an ýc h v pøíkladu 4

jen znaménk em.

9. Sro vnáním regresní funk ce

y = 6 ; 271 � 10

� 13

x

2

+ 1 ; 337 � 10

� 8

x + 7 ; 382 � 10

� 5

se vztahem v = v

1

(1 + �

1

� t + �

2

(� t )

2

dostaneme:

v

1

= 7 ; 382 � 10

� 5

m

3

; �

1

= 1 ; 81 � 10

� 4

K

� 1

; �

2

= 8 ; 5 � 10

� 9

K

� 2

:

Ch yba 1 % vznikne, jestli¾e

�

2

(� t )

2

= 0 ; 01 �

1

� t; � t =

0 ; 01 �

1

�

2

� 210 K.

10. C = 62 ; 167 ; D = 0 ; 4255; E = 0 ; 0161 ; F = 1 ; 5745 :
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