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ÚvodTento studijní text je urèen k pøípravì úèastníkù Fyzikální olympiády na øe¹eníúloh z relativistické mechaniky. Navazuje na uèebnice fyziky pro gymnázia [1]a [5] 1). Pøiná¹í jiný pohled na relativistickou kinematiku a doplòuje uèivoz relativistické dynamiky na úrovni, pro kterou postaèí matematické znalostistudenta støední ¹koly.1 Výklad relativistické kinematiky pomocíèasoprostorových grafù a metody koe�cientuk1.1 Východiska speciální teorie relativityEinsteinova speciální teorie relativity vychází ze dvou experimentálnì ovìøe-ných základních principù, kterými jsou1. Princip relativity: V¹echny inerciální soustavy jsou stejnì vhod-né pro popis fyzikálních dìjù. Ve v¹ech platí stejné fyzikální zákony.2. Princip stálé rychlosti svìtla: Ve v¹ech inerciálních soustaváchje rychlost svìtla ve vakuu ve v¹ech smìrech stejná a má tuté¾ veli-kost c.Poznatky relativistické kinematiky jednodu¹e odvodíme metodou koe�ci-entu k, kterou popsal r. 1964 Herman Bondi ve své populární knize Relativita azdravý smysl [2]. Pøitom vyu¾ijeme èasoprostorové grafy, jakési þgra�cké jízdníøádyÿ.A BO O0z z0
y0y
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Obr. 11Pou¾ijeme také stejné znaèky pro fyzikální velièiny, napø. l0 a m0 pro klidovou délku ahmotnost, l a m pro relativistickou délku a hmotnost.2



Budeme vycházet z modelové situace znázornìné na obr. 1. Dva pozorova-telé A, B jsou vybaveni pøesnými hodinami a radiotechnickými pøístroji provzájemnou komunikaci. Pozorovatel A je v klidu v inerciální vzta¾né soustavìS, ve které zvolíme kartézskou souøadnicovou soustavu Oxyz. Pozorovatel B sepohybuje rovnomìrnì po ose x soustavy S stálou rychlostí v . Vzta¾ná soustavaS' spojená s pozorovatelem B, ve které zavedeme podle obr. 1 souøadnicovousoustavu O0x0y0z0, je ov¹em rovnì¾ inerciální. V okam¾iku, kdy se pozorovatelémíjejí, nastavíme na jejich hodinách stejný èas t = t0 = 0.V klasické Newtonovì mechanice se pøedpokládá, ¾e pokud dojde k nìjakéudálosti , bude ji v obou vzta¾ných soustavách pøíslu¹et stejný èas t = t0 a polo-hové vektory r , r 0 urèující místo události v obou vzta¾ných soustavách budousplòovat vztah r = r 0 + v t, který plyne z obr. 2. Pro pøepoèet údajù cha-rakterizujících událost ve vzta¾né soustavì S0 na údaje, které platí ve vzta¾nésoustavì S, tedy pou¾ijeme soustavu rovnic nazývanou Galileova transformace:x = x0 + vt0 ; y = y0 ; z = z0 ; t = t0 : (1)UO O0z0z
y y0 x�x0v t r r 0 Obr. 2Princip konstantní rychlosti svìtla je v rozporu s Galileovou transformací.Jestli¾e vy¹leme v èase t = t0 = 0 svìtelný signál, který se ve vzta¾né soustavìS0 bude pohybovat ve smìru kladné poloosy x0 rychlostí c, bude jeho pohybv obou vzta¾ných soustavách popsán rovnicemix0 = ct0 ; x = x0 + vt = ct0 + vt = ct+ vt = (c+ v)t : (2)Ve vzta¾né soustavì S se tedy bude signál pohybovat rychlostí c+ v. Abychompøekonali tento rozpor, musíme pøipustit, ¾e Galileova transformace nepopisujepøi velkých rychlostech dostateènì pøesnì pøechod z jedné inerciální vzta¾nésoustavy do druhé. Pøedev¹ím v¹ak musíme opravit na¹e pøedstavy o prostorua èase, které jsme získali pøi ka¾dodenním pozorování pohybù, jejich¾ rychlostje nepatrná ve srovnání s rychlostí svìtla.3



1.2 Co je to koe�cient kVra»me se k situaci na obr. 1. Omezímese na dìje, které probíhají na ose x�x0a zobrazíme je v dvojrozmìrném èaso-prostorovém grafu (obr. 3) tak, jak sejeví pozorovateli A ve vzta¾né soustavìS. Ka¾dý bod U roviny je obrazem nì-jaké události, která se stala v urèitémokam¾iku nìkde na ose x. Na vodorov-nou osu budeme v urèitém mìøítku na-ná¹et polohovou souøadnici x události ana svislou ve stejném mìøítku èas udá-losti vynásobený rychlostí svìtla ve va-kuu, tedy dráhu ct, kterou by urazil svì-telný nebo rádiový signál (dále jen sig-nál) od okam¾iku t = 0, kdy se obapozorovatelé míjeli. Tato událost U0 jezobrazena v poèátku grafu. Pro událostispojené s ¹íøením signálù vyslaných po-zorovatelem A v èase t = 0 obìmasmìry podél osy x platí
' 45�U0
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Obr. 3

x = �ct : (3)V grafu je tedy jejich pohyb zobrazen osami kvadrantù. Pohyb pozorovatele Bje zobrazen pøímkou o rovnicix = vt kterou budeme nazývat svìtoèára pozo-rovatele B. Tato pøímka svírá s èasovou osou úhel ', o kterém platítg' = xct = vc : (4)Relativní klid pozorovatele A vzhledem k vzta¾né soustavì S je zobrazen pøím-kou o rovnici x = 0. Svìtoèára pozorovatele A splývá tedy se svislou osougrafu.Vy¹leme signál od pozorovatele A k pozorovateli B a zpìt (obr. 4). Koe�ci-ent, kterým musíme vynásobit èas na hodinách u vysílaèe v okam¾iku vyslánísignálu, abychom dostali èas na hodinách u pøijímaèe v okam¾iku pøíjmu sig-nálu, budeme nazývat koe�cient k. Podle principu konstantní rychlosti svìtlase signál ¹íøí stejnì z hlediska obou pozorovatelù a podle principu relativitymusí být koe�cient k stejný v pøípadì, kdy signál vy¹le pozorovatel A, jakokdy¾ jej vy¹le pozorovatel B. Jestli¾e pozorovatel vy¹le signál v èase t = t1(událost U1), doletí k pozorovateli B v èase t02 = kt1 (událost U2) a odpovìï4



se vrátí k pozorovateli A v èase t3 = kt02 = k2t1 (událost U3) 2). V grafu jepohyb signálu zobrazen úseèkami rovnobì¾nými s osami kvadrantù. Z obr. 4 jezøejmé, ¾e podle pozorovatele A nastala událost U2 v èase t2 = (t1 + t3)=2 vevzdálenosti x2, kterou signál urazil za dobu (t3 � t1)=2. Z tohox2 = v t1 + t32 = c t3 � t12 : (5)Dosazením za t3 a úpravou dostanemevt1 k2 + 12 = ct1 k2 � 12 ; k =rc+ vc� v =vuuuut1 + vc1� vc (6)Závislost koe�cientu k na relativní rychlosti v obou pozorovatelù znázoròujegraf na obr. 5.
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Obr. 4 Obr. 5Známe-li hodnotu koe�cientu k, mù¾eme vypoèítat rychlost v u¾itím vztahuv = c � k2 � 1k2 + 1 (7)2Pro vìt¹í pøehlednost jsou èasové relace pøipsány k obrazùm jednotlivých událostí. Nasvislou osu ov¹em nevyná¹íme èas, ale velièinu ct.5



1.3 Dilatace èasuVra»me se je¹tì jednou k dìji znázornìnému na obr. 4. Podle pozorovatele A za-chytil pozorovatel B signál v èase t2 = (t1+ k2t1)=2. Víme také, ¾e v okam¾ikupøíjmu ukazovaly hodiny pozorovatele B èas t02 = kt1, a tento údaj mù¾e býtuveden v signálu, který se vrátil k pozorovateli A. Ten mù¾e porovnat obaèasové údaje:t02t2 = 2k1 + k2 = 2rc+ vc� v2cc� v =s1� v2c2 < 1 ; t02 = t2r1� v2c2 < 1 (8)Pozorovatel A dojde k závìru, ¾e hodiny pozorovatele B jdou pomaleji.Z grafu na obr. 6 je zøejmé, ¾e tento výsledek bude tím markantnìj¹í, èím vícese bude rychlost pozorovatele B blí¾it k rychlosti svìtla ve vakuu.
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Obr. 6 Obr. 7Pozorovatel B ov¹em v souladu s principem relativity zjistí, ¾e vzhledemk jeho vzta¾né soustavì S' jdou pomaleji hodiny pozorovatele A. Uka¾me si tona konkrétním pøíkladì (obr. 7). Nech»k = 32 tj. v = 513c = 1;16 � 108 m � s�1:Signál, který pozorovatel A vy¹le v èase t1 = 40 min, dorazí k pozorovateliB, kdy¾ jeho hodiny ukazují t02 = 60 min. Zpìtný signál, který nese informaci6



o èase t02 dorazí k pozorovateli A v èase t3 = 90 min. Vy¹leme-li v tomtookam¾iku k pozorovateli B dal¹í signál s informací o èase t3, dorazí k nìmuv okam¾iku, kdy jeho hodiny ukazují èas t04 = 135 min. Podle pozorovateleA nastala druhá událost v èaset2 = (40 min + 90 min)=2 = 65 min ;ale podle pozorovatele B nastala tøetí událost v èaset03 = (60 min + 135 min)=2 = 97;5 min :Oba pozorovatelé dojdou ke stejnému výsledku: t3t03 = t02t2 = 1213 =s1�� 513�2.1.4 Dopplerùv jevJestli¾e pozorovatel A vysílá pravidelné signály s periodou T0 (obr. 8), pøijímáje pozorovatel B, který se vzdaluje rychlostí v, s periodouT = kT0 = T0rc+ vc� v (9)Frekvence vysílaèe f0 a frekvence pøijímaného signálu f jsou ve vztahuf = f0k = f0rc� vc+ v (10)Ke stejnému výsledku dojdeme samozøejmì i v pøípadì, ¾e signály bude vysílatpozorovatel B a pøijímat pozorovatel A.Úlohy1. Jakou rychlostí by se od Zemì vzdalovala kosmická loï, jestli¾e signályvysílané z lodi s frekvencí pøesnì 1 MHz by na Zem pøicházely s frekvencí950 kHz? Obíhání Zemì kolem Slunce zanedbejte.2. Na obr. 9 je èasoprostorový graf pro dobu pøed událostí U0, kdy se pozoro-vatel B pøibli¾uje k pozorovateli A rychlostí v. Jestli¾e pozorovatel A vysílásignály s periodou T0, pøijímá je pozorovatel B s periodou T = kT0. Do-ka¾te, ¾e platí k = 1k =sc� vc+ v : (11)7
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Obr. 8 Obr. 91.5 Skládání rychlostíNech» souèasnì s pozorovatelem B se po-hybuje po ose x je¹tì pozorovatel C stálourychlostí u vzhledem k soustavì S. V oka-m¾iku t = 0 také pozorovatel C minulprávì pozorovatele A a na jeho hodináchbyl nastaven èas t00 = 0 (Obr. 10). Rych-lost pozorovatele C vzhledem ke vzta¾nésoustavì S', kterou by namìøil pozorovatelB, oznaèíme u0. Signál vyslaný pozorova-telem A v èase t = t1 (událost U1) pøijmepozorovatel B v èase t02 = k(v) � t1 a pozo-rovatel C v èase t003 = k(u) � t1. Na druhouèást pohybu signálu se ov¹em mù¾eme dí-vat také tak, jako by jej vyslal pozorovatelB v èase t02 a platí tedy t003 = k(u0) � t02.Pøíslu¹né koe�cienty jsou U0U1 U2 U3A B C
x
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Obr. 10k(v) =sc+ vc� v ; k(u) =sc+ uc� u ; k(u0) =sc+ u0c� u0 : (12)8



Porovnáním uvedených vztahù a úpravami dostaneme:k(u) � t1 = k(u0) � t02 = k(u0) � k(v) � t1 ; k(u) = k(u0) � k(v) ; (13)sc+ uc� u =sc+ u0c� u0 �sc+ vc� v ; (14)(c+u)(c�u0)(c�v) = (c�u)(c+u0)(c+v) ; u(c2+u0v) = c2(u0+v) ; (15)u = u0 + v1 + u0vc2 (16)Získali jsme relativistický vzorec pro skládání rychlostí rovnobì¾ných s osou x.Úlohy3. Ze vzorce (16) vyjádøete rychlost u0. Nový vzorec porovnejte s výchozím.4. Jestli¾e do pravé strany vzorce (16) dosadíme rychlosti, pro které platí0 < v < c a 0 < u0 < c, pak také platí 0 < u < c. Slo¾ením dvou pod-svìtelných rychlostí dostaneme opìt podsvìtelnou rychlost. Doka¾te.
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1.6 Kontrakce délkySe vzta¾nou soustavou S' nech» se pohybuje tyèrovnobì¾ná s osou x, její¾ jeden konec je v místìpozorovatele B a druhý má konstantní souøad-nici x0 = l0 rovnou klidové délce tyèe. Pohybdruhého konce tyèe zobrazíme v grafu svìtoèá-rou B1 (obr. 11). Chce-li pozorovatel A zmìøitdélku tyèe, musí v tomté¾ okam¾iku podle svýchhodin urèit polohu obou koncù. Za tím úèelem vy-¹le v èase t = t1 signál, který se odrazí na koncityèe (událost U) a vrátí se v èase t = t2. K odrazutedy do¹lo v èase tU a ve vzdálenosti xU , kdetU = t1 + t22 ; xU = c t2 � t12 : (17)V tomté¾ okam¾iku se pozorovatel B a s ním izaèátek tyèe nacházel ve vzdálenostixV = v � tU = v t1 + t22 (událost V ) : (18) U0
V Ut = t1

t = t2t = tU t0 = t0Ut01 = kt1
t02 = t2kA B B1
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ct

Obr. 11Z hlediska pozorovatele A má tedy tyè délkul = xU � xV = c t2 � t12 � v t2 + t12 = (c� v) t22 � (c+ v) t12 = c� v2 (t2 � k2t1):(19)Signál vyslaný pozorovatelem A minul pozorovatele B v èase t01 = kt1 a poodrazu od konce tyèe v èase t02 = t2=k. Z toho pozorovatel B urèí klidovoudélku tyèe l0 = c t02 � t012 = c2k (t2 � k2t1) : (20)porovnáním obou výsledkù dostanemell0 = (c� v)kc =s1� v2c2 < 1 ; l = l0r1� v2c2 (21)Délka tyèe l namìøená pozorovatelem A je tedy men¹í ne¾ její klidová délka l0.U pohybujících se tìles se zmen¹ují jen rozmìry ve smìru pohybu, zatímcorozmìry kolmé ke smìru pohybu se zachovávají. K tomu dojdeme jednoduchouúvahou: Pøipevnìme k vozíku pozorovatele B svislou tyè délky l0 tak, ¾e její10



dolní konec se bude pohybovat po ose x, a stejnou svislou tyèí opatøeme istanovi¹tì pozorovatele A. Kdyby se tyè pozorovatele B pøi pohybu zkrátila,její konec by v èase t = 0 probìhl pod koncem tyèe pozorovatele A. Podlepozorovatele B ov¹em jeho tyè stojí v klidu a tyè pozorovatele A se pohybujerychlostí o velikosti v ve smìru záporné poloosy x0. Podle principu relativityby mìl horní konec tyèe pozorovatele A probìhnout pod horním koncem tyèepozorovatele B, co¾ nesouhlasí s pøedcházejícím pøedpokladem. Ke stejnémurozporu dojdeme i kdy¾ budeme pøedpokládat, ¾e se svislá tyè pøi pohybuprodlou¾í. Z toho je zøejmé, ¾e délka pohybující se tyèe kolmé ke smìru pohybuje stejná jako její délka klidová.1.7 Relativistické efekty pøi malých rychlostech,pøibli¾né výpoètyPøi øe¹ení úloh ze speciální teorie relativity, ve kterých se jedná o pohyby s rych-lostí mnohem men¹í ne¾ rychlost svìtla ve vakuu, nebo s rychlostí, která sek rychlosti svìtla ve vakuu pøibli¾uje, je úèelné pou¾ívat pøibli¾ných vzorcù.Ty umo¾òují jednodu¹¹ím výpoètem získat prakticky stejné výsledky jako pøipou¾ití vzorcù pùvodních. V tomto studijním textu pou¾ijeme pøibli¾né vzorcep1�A � 1� A2 ; 11�A � 1�A ; (1�A)2 � 1� 2A ; (22)1 +A1 +B � 1 +A�B ; 1 +A1�A � 1 + 2A (23)platné pro jAj � 1 a jBj � 1. Tyto vzorce a jejich kombinace jsou vhodnénejen pro numerické výpoèty, ale i pro úpravy slo¾itìj¹ích výrazù.Vztah (21) pro výpoèet kontrakce délky mù¾eme pøi malých rychlostechupravit na tvar l = l0s1� v2c2 � l0�1� v22c2� = l0 � l0v22c2 : (24)Délka ve smìru pohybu se tedy zkrátí o�l � l0 � l = l0v22c2 : (25)Podobnì zjednodu¹íme výpoèet dilatace èasu podle (8):t02 = t2s1� v2c2 � t2�1� v22c2� = t2 � t2v22c2 : (26)11



Hodiny pozorovatele B budou tedy podle pozorovatele A ukazovat ménì o�t = t2 � t02 � t2v22c2 : (27)Výpoèet koe�cientu k podle (6) pøi malých rychlostech zjednodu¹íme nak =vuuuut1 + vc1� vc �s1 + 2vc � 1 + vc : (28)Jestli¾e pozorovatel A vysílá periodický signál s periodou T0 a vlnovou délkou�0 = cT0, bude jej pozorovatel B, který se vzdaluje od pozorovatele A rychlostív � c, pøijímat s periodou a vlnovou délkouT � T0�1 + vc� ; � = cT � cT0�1 + vc� = �0 �1 + vc� : (29)Vlnová délka se zvìt¹í o �� = vc �0 : (30)Pøi skládání malých rychlostí upravíme vztah (16) nau = u0 + v1 + u0vc2 � (u0 + v)�1� u0vc2 � = u0 + v � (u0 + v)u0vc2 : (31)Úlohy5. O kolik se zpozdí za jeden rok hodiny umístìnì v kosmické stanici obíhajícíkolem Zemì konstantní rychlostí 7;9 km=s?6. O kolik se zkrátí pro pozorovatele na leti¹ti délka nadzvukového letadla oklidové délce 10 m pøi rychlosti 2 000 km/h?7. Jakou rychlostí se od nás vzdaluje galaxie, jestli¾e v jejím optickém spektruje èervená èára vodíku posunuta z �0 = 656;3 nm na � = 678;1 nm?
12



1.8 Lorentzova transformaceKa¾dá událost, která probìhla na ose x, je ve vzta¾né soustavì S pozorovateleA urèena polohovou souøadnicí x a èasem t. Jak se stejná událost jeví ve vzta¾nésoustavì S' pozorovatele B? Dejme tomu, ¾e uva¾ovanou událostí U bude odrazsignálu vyslaného pozorovatelem A v èase t = t1, který se vrátil v èase t = t2(obr. 11). Tento signál minul pozorovatele B v èase t01 = kt1 a pøi návratuv èase t02 = t2=k. Z hlediska pozorovatele A platíx = c t2 � t12 ; t = t2 + t12 : Z toho t2 = ct+ xc ; t1 = ct� xc : (32)Z hlediska pozorovatele B platí analogickyx0 = c t02 � t012 ; t0 = t02 + t012 : (33)Dosazením a úpravami dostaneme rovnice pro transformaci souøadnic ze vzta¾-né soustavy S do vzta¾né soustavy S':x0 = c t2k � kt12 = ct+ xk � k(ct� x)2 = x(1 + k2) + ct(1� k2)2k == 2cx� 2vctc� v2rc+ vc� v = c(x� vt)pc2 � v2 = x� vtr1� v2c2 ; (34)t0 = t2k + kt12 = ct+ x2ck + k(ct� x)2c = ct+ x+ k2ct� k2x2ck == ct(1 + k2)� x(k2 � 1)2ck = 2c2t� 2xvc� v2crc+ vc� v = c2t� xvcpc2 � v2 = t� xvc2r1� v2c2 : (35)Zbývající dvì prostorové souøadnice y a z se pøi pøechodu ze vzta¾né soustavyS do vzta¾né soustavy S' nemìní, jako se nemìní délky tyèí kolmých ke smìrupohybu. Kompletní Lorentzova transformace je tedy vyjádøena soustavou rov-nic: x0 = x� vtr1� v2c2 ; y0 = y ; z0 = z ; t0 = t� xvc2r1� v2c2 (36)13



Úloha8. Øe¹ením soustavy rovnic (36) jako soustavy s neznámými x, y, z a t na-leznìte inverzní Lorentzovu transformaci pro pøechod ze vzta¾né S' dovzta¾né soustavy S. Obì transformace porovnejte. Jak by vypadal obr. 1,kdybychom ho nakreslili z hlediska pozorovatele B?1.9 Relativnost souèasnostiPro pozorovatele A nastaly souèasnìs událostí U0, kdy jej právì míjel pozo-rovatel B, v¹echny události, které jsouzobrazeny jako body vodorovné osy xèasoprostorového grafu urèené rovnicít = 0 (obr. 12). Podobnì pro pozoro-vatele B nastaly souèasnì s událostí U0v¹echny události, pro které platí t0 = 0.V grafu vyplní pøímku x0, její¾ rovniceplyne z (35):t� xvc2 = 0 : ct = xvc : (37)Pro v¹echny body pøímky x0 platíctx = vc = tg' : (38) U0 ' '
Ax = 0 x0 = 0x = vt

t = vx=c2t0 = 0B
xx0

ct

Obr. 12Její odchylka od vodorovné osy x je tedy stejná jako odchylka svìtoèáry pozo-rovatele B od svislé osy ct. Kdyby pozorovatel B konstruoval èasoprostorovýgraf, pak události, které jsme dosud zobrazovali na jeho svìtoèáøe, by zobrazo-val na svislé ose, a události, které se zobrazily na pøímce x0, by zobrazoval navodorovné ose.Mìjme nyní nìjakou událost U rùznou od události U0, pro kterou platíjxj > jctj. Existuje pozorovatel, kterému se událost U jeví jako souèasná s udá-lostí U0? Sestrojme kru¾nici nad prùmìrem U0U (obr. 13). Obrazy signálù,které se odrazily proti sobì pøi událostech U0 a U , ji protnou v bodech P , Q.Pozorovateli D, jeho¾ svìtoèárou je pøímka PQ, se budou události U , U0 jevitjako souèasné, nebo» jím vyslané signály pøi události P se vrátily za stejnou14



dobu pøi události Q. Podle nìj do¹lo k událostem U0 a U souèasnì s událostíS zobrazenou støedem úseèky PQ, která nastala uprostøed èasového intervalumezi událostmi P a Q.Ke stejnému závìru dojde i ka¾dý jiný pozorovatel E, jeho¾ svìtoèára je rov-nobì¾ná se svìtoèárou pozorovatele D. Z podobnosti trojúhelníkù na obr. 13plynou rovnosti P1S1 = S1Q1, P2S1 = S1Q2. Podle pozorovatele E tedy udá-losti U0, U a S1 nastaly souèasnì.Jestli¾e pro souøadnice události platí jxj < jctj, nedá se pøedcházející kon-strukce provést, proto¾e signály odra¾ené opaèným smìrem pøi událostech U0a U se minou (obr. 14). Ka¾dá událost U1 zobrazená v dolním kvadrantu èa-soprostorového grafu se podle pozorovatele v kterékoliv inerciální vzta¾né sou-stavì uskuteènila døíve ne¾ událost U0. V¹echny události zobrazené v této ob-lasti jsou absolutnì minulé vzhledem k události U0. Mezi nì patøí i v¹echnyudálosti, které byly pøíèinou události U0.
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Obr. 13 Obr. 14Naopak ka¾dá událost U2 zobrazená v horním kvadrantu grafu se podlepozorovatele v kterékoliv inerciální vzta¾né soustavì uskuteènila pozdìji ne¾událost U0. V¹echny události zobrazené v této oblasti jsou absolutnì budoucívzhledem k události U0. Mezi nì patøí i v¹echny události, které budou následkemudálosti U0. 15



Události, jejich¾ obrazy le¾í v pravém a levém kvadrantu grafu oznaèujemejako relativnì souèasné , nebo také absolutnì vzdálené . ®ádná z nich nemù¾e býtpøíèinou ani následkem události U0 a ka¾dá mù¾e podle pozorovatele v nìkteréinerciální vzta¾né soustavì probìhnout souèasnì s událostí U0.Roz¹íøíme-li na¹e úvahy na dìje, které probíhají v rovinì urèené osami xa y vzta¾né soustavy, mù¾eme je zobrazit v trojrozmìrném èasoprostorovémgrafu (obr. 15). Pohyb svìtelných a rádiových signálù, které v èase t = 0 pro-létly v¹emi smìry poèátkem vzta¾né soustavy, je zobrazen ku¾elovou plochoupopsanou rovnicí x2 + y2 = (ct)2 ; (39)kterou nazýváme svìtelný ku¾el . Uvnitø dolní èásti svìtelného ku¾ele, kde platíx2 + y2 < (ct)2 ; t < 0 ; (40)jsou zobrazeny v¹echny události absolutnì minulé k události U0, uvnitø horníèásti, kde platí x2 + y2 < (ct)2 ; t > 0 ; (41)jsou zobrazeny v¹echny události absolutnì budoucí k události U0. Vnì svìtel-ného ku¾ele, kde platí x2 + y2 > (ct)2 ; (42)jsou zobrazeny v¹echny událostí relativnì souèasné k události U0.
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Analogicky i ve ètyørozmìrném èasoprostoru o souøadnicích x, y, z a ctzavádíme svìtelný ku¾el jako nadplochu popsanou rovnicíx2 + y2 + z2 = (ct)2 : (43)Nadplochu v¹ak není mo¾né názornì zobrazit v trojrozmìrném eukleidovskémprostoru.Úlohy9. Pozorovatel A stál vedle trati a sledoval okolo projí¾dìjící vlak, v jeho¾støedu sedìl pozorovatel B. Do zaèátku a konce vlaku udeøily blesky a svìtlood obou dorazilo k obìma pozorovatelùm souèasnì v okam¾iku, kdy pozoro-vatel B míjel pozorovatele A. Podle kterého z pozorovatelù probìhly zásahyzaèátku a konce vlaku bleskem souèasnì? Podle kterého nikoliv a jaké bylopodle nìj jejich poøadí?10. U¾itím Lorentzovy transformace doka¾te, ¾e pøi pøechodu z inerciální vzta¾-né soustavy S do inerciální vzta¾né soustavy S' platíx2 + y2 + z2 � c2t2 = x02 + y02 + z02 � c2t02 :To znamená, ¾e hodnota výrazu x2 + y2 + z2 � c2t2 pøíslu¹ející nìjaké udá-losti se pøi pøechodu ze vzta¾né soustavy S do vzta¾né soustavy S' nemìní.Takový výraz nazýváme invariantní vzhledem k Lorentzovì transformaci.1.10 Nepøekroèitelnost rychlosti svìtla ve vakuuPøedpokládejme, ¾e nìjaký objekt R se pohybuje vzhledem k pozorovateli A vesmìru kladné poloosy x rychlostí vìt¹í, ne¾ je rychlost svìtla ve vakuu. Jehosvìtoèára v èasoprostorovém grafu svírá s vodorovnou osou úhel men¹í ne¾45� a mù¾eme na ni vyznaèit dvì události U1, U2, pøièem¾ událost U1 nastalapodle pozorovatele A døíve ne¾ událost U2 (obr. 16). Pozorovatel A mù¾e tedypøedpokládat, ¾e událost U1 je pøíèinou události U2.Signály, které se odrazily proti sobì pøi událostech U1 a U2 byly souèasnìvyslány pozorovatelem F (událost P ). Jestli¾e se pozorovatel F pohybuje rov-nomìrnì vzhledem k pozorovateli A tým¾ smìrem jako objekt R dostateènìvelkou rychlostí (ale men¹í ne¾ rychlost svìtla), dojde k tomu, ¾e signál odra-¾ený pøi události U2 pøijme døíve ne¾ signál odra¾ený pøi události U1 (událostiQ1, Q2). Zjistí tedy, ¾e událost U2 se uskuteènila døíve ne¾ událost U1 a nemù¾eproto být jejím dùsledkem. Dospìli jsme k závìru, který je v rozporu s pøíèin-nou souvislostí obou událostí. Pøedpoklad o nadsvìtelné rychlosti objektu Rbyl tedy nereálný. ®ádný materiální objekt se podle speciální teorie relativitynemù¾e pohybovat rychleji ne¾ elektromagnetický signál ve vakuu.17



2 Hybnost a energie2.1 Relativistická hmotnostMezi základní zákony newtonovské mechaniky patøí zákon zachování hmotnostia zákon zachování hybnosti . Podle nich je v kterékoliv inerciální vzta¾né sou-stavì konstantní celková hmotnost a také celková hybnost ka¾dého izolovanéhosouboru pouze vzájemnì pùsobících tìles. Pøedpokládáme-li, ¾e tyto zákonyplatí i v relativistické mechanice, dojdeme k závìru, ¾e hmotnosti jednotlivéèástice není konstantní, ale závisí na její rychlosti.K odvození této závislosti pou¾ijeme my¹lenkový pokus, pøi kterém dvìstejné èástice uvedeme do pohybu proti sobì a zpùsobíme tím jejich doko-nale nepru¾ný centrální ráz. Situaci pøed rázem a po rázu popí¹eme nejprvevzhledem k inerciální vzta¾né soustavì S' s poèátkem ve hmotném støedu tétodvojice èástic (obr. 17a), pak vzhledem k inerciální vzta¾né soustavì S, její¾poèátek se pøed rázem pohybuje s jednou z èástic (obr. 17b).O
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Obr. 17a Obr. 17bVe vzta¾né soustavì S' se obì èástice pøed rázem pohybují stejnì velkýmirychlostmi v a �v a mají stejnì velké hybnosti opaèného smìru. Celková hyb-nost dvojice èástic je nulová a podle zákona zachování hybnosti se èástice pøirázu zastaví, spojí se v jedinou èástici a ta zùstane v klidu.Popis dìje vzhledem ke vzta¾né soustavì S je ponìkud slo¾itìj¹í. Jednaèástice je pøed rázem v poèátku vzta¾né soustavy S v klidu. Vzta¾ná soustavaS' se vzhledem ke vzta¾né soustavì S pohybuje stálou rychlostí o velikosti v.18



Velikost u rychlosti druhé èástice vzhledem ke vzta¾né soustavì S urèíme podlerelativistického vztahu (16) pro skládání rychlostí, kde polo¾íme u0 = v:u = 2v1 + v2c2 : (44)Po rázu se spojené èástice nacházejí v poèátku vzta¾né soustavy S' a pohybujíse tedy vzhledem ke vzta¾né soustavì S rychlostí v.Podle klasické mechaniky by se hmotnost m èástice nemìla zmìnit pøi je-jím uvedením do pohybu ani pøi nepru¾né srá¾ce s druhou èásticí. V takovémpøípadì by celková hybnost dvojice èástic pøed rázem mìla v soustavì S velikostm � u+m � 0 = 2mv1 + v2c2 ; (45)ale po rázu 2mv, co¾ by bylo v rozporu se zákonem zachování hybnosti.Pøedpokládejme tedy, ¾e hmotnost èástice není konstantní, ale závisí najejí rychlosti. Oznaème m0 hmotnost èástice v klidu, mv a mu hmotnosti té¾eèástice pøi rychlostech v a u. Podle zákona zachování hmotnosti je celkováhmotnost dvojice èástic pøed rázem stejná jako po rázu, tedy m0 +mu. Podlezákona zachování hybnosti pak platímu � u = (mu +m0)v : (46)Z toho urèíme pomìr obou hmotností:mum0 = vu� v = v2v1 + v2c2 � v = c2 + v2c2 � v2 (47)Platí také1� u2c2 = 1� 0B@ 2v1 + v2c2 1CA2c2 = 1� 4v2c2(c2 + v2)2 = (c2 � v2)2(c2 + v2)2 ; (48)c2 + v2c2 � v2 = 1r1� u2c2 : (49)19



Porovnáním vztahù (47) a (49) dostaneme hledanou závislost relativistickéhmotnosti èástice na její rychlosti, její¾ graf je na obr. 18:mum0 = 1r1� u2c2 ; mu = m0r1� u2c2 (50)
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Obr. 18Z prùbìhu grafu je zøejmé, ¾e rychlost èástice s nenulovou klidovou hmot-ností m0 nemù¾e nikdy dosáhnout rychlosti svìtla ve vakuu, proto¾e relativis-tická hmotnost èástice by pøitom neomezenì vzrostla.Známe-li klidovou hmotnost èástice m0 a hmotnost za pohybu mu, mù¾emeurèit rychlost u èástice:m2u�1� u2c2 � = m20 ; u2 = c2�1� m20m2u� ; u = cr1� m20m2u (51)2.2 Nemìnnost nábojeNa rozdíl od hmotnosti èástice, její elektrický náboj na rychlosti nezávisí a pøipøechodu z jedné inerciální vzta¾né soustavy do druhé se nemìní. Svìdèí o tom20



napø. experimentální fakt, ¾e atomy a molekuly látek jsou elektricky neutrální,aèkoliv rychlosti elektronù v atomových obalech rùzných atomù jsou rùzné aznaènì se li¹í od rychlostí protonù v atomových jádrech.V homogenním elektrickém poli o intenzitì E pùsobí na èástici s nábojemQ stálá síla F = QE nezávislá na rychlosti èástice.2.3 Pohyb èástice s nulovou poèáteèní rychlostí, na kte-rou pùsobí stálá sílaÈástici o klidové hmotnosti m0, která byla v klidu, uvedeme pùsobením stálésíly F do pohybu rychlostí v . V klasické fyzice se pøedpokládá, ¾e hmotnostèástice se nemìní a 2. pohybový zákon platí ve tvaruF = dpdt = d(m0v )dt = m0 dvdt = m0a : (52)Pohyb je tedy rovnomìrnì zrychlený a øídí se kinematickými zákonyv = at ; s = 12at2 ; a = Fm0 (53)je a je velikost konstantního zrychlení. To platí velmi pøesnì, dokud dosa¾enárychlost je mnohem men¹í ne¾ rychlost svìtla ve vakuu.Má-li popis pohybu vyhovovat i pøi velkých rychlostech, musíme v 2. pohy-bovém zákonì pøihlédnout i ke zmìnì hmotnosti a pou¾ít jej ve tvaruF = dpdt = d(mv )dt = dmdt v +mdvdt = dmdt v +ma : (54)S rostoucí hmotností èástice se zrychlení èástice vyvolané pùsobením stálé sílypostupnì zmen¹uje, rychlost roste èím dál pomaleji a nepøekroèí rychlost svìtlave vakuu. Kinematické zákony (53) musíme opravit.Uvedeme-li hmotný bod z klidu do pohybu, je jeho hybnost rovna impulsusíly. Je-li síla konstantní, platíp = mvv = F t ; p = mvv = m0vr1� v2c2 = Ft : (55)Úpravou dostaneme vztah pro výpoèet rychlosti:m20v2 = F 2t2�1� v2c2� ; v2 = F 2t2m20 + F 2t2c2 ; v = Ftcpm20c2 + F 2t2 (56)21



Vztah pro výpoèet dráhy dostaneme integrací:s = Z t0 Ftcpm20c2 + F 2t2 dt : (57)Pou¾ijeme substituci z = m20c2 + F 2t2 ; dz = 2F 2t dt :Z Ftcpm20c2 + F 2t2 dt = c2F Z dzz 12 = c2F � 2z 12 + C = cFqm20c2 + F 2t2 + C ;(58)s = � cFqm20c2 + F 2t2�t0 = cFqm20c2 + F 2t2 � cF m0c ; (59)s = m0c2F �r1 + F 2t2m20c2 � 1� (60)Na zaèátku pohybu, kdy Ft� m0c, mù¾eme vztahy (56) a (60) zjednodu¹it:v � Ftcpm20c2 = Fm0 t = at ; (61)s � m0c2F �1 + F 2t22m20c2 � 1� = Ft22m0 = 12at2 : (62)Dostali jsme stejné vztahy jako v klasické fyzice.Jestli¾e naopak pohyb probíhá tak dlouho, ¾e Ft � m0c, mù¾eme vztahy(56) a (60) upravit na:v � FtcpF 2t2 = c ; s � m0c2F  s F 2t2m20c2 � 1! = ct� m0c2F : (63)Rychlost èástice se pøiblí¾í k rychlosti svìtla ve vakuu a témìø se nemìní; pohybje témìø rovnomìrný.Pro ilustraci sestrojíme grafy rychlosti a dráhy elektronu s nulovou po-èáteèní rychlostí, který ve vakuu v homogenním elektrickém poli o intenzitìjE j = 1;00 � 106 V �m�1 proletìl dráhu L = 2;00 m. (Viz obr. 19; èárkovanì jezakresleno klasické øe¹ení.) Do vztahù (56) a (60) dosadíme hodnoty velièin:c = 3;00 � 108 m�s�1 ; m0 = 9;11 � 10�31 kg ; F = jE je = 1; 60 � 10�13 N22



a dostaneme vztahy pro výpoèet èíselných hodnot fvg ; fsg:fvg = 4;80 � 10�5 � ftgp7;47 � 10�44 + 2; 56 � 10�26ftg2 ; (64)fsg = 0;513�p1 + 3;43 � 1017ftg2 � 1� : (65)
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Urèíme je¹tì, za jakou dobu t1 proletí elektron dráhu L. Ze vztahu (60)vyjádøíme t = scs1 + 2m0c2Fs : (66)Po dosazení s = L = 2;00 m dostaneme t1 = 8;2 � 10�9 s.Úloha11. Doka¾te, ¾e relativistický graf dráhy na obr. 19 je úsekem hyperboly.2.4 EnergieKinetická energie pohybující se èástice je rovna mechanické práci, kterou mu-síme vykonat, abychom èástici uvedli z klidu do pohybu danou rychlostí. Pokudpráci koná síla stálého smìru a velikosti, platíEk =W = Fs : (67)Jestli¾e rychlost v , kterou èástice dosáhne, je mnohem men¹í ne¾ rychlost svìtlave vakuu, mù¾eme hmotnost èástice pova¾ovat za konstantní (m = m0) a pohybza rovnomìrnì zrychlený se zrychlením o velikosti a = F=m0. PakW = Fs = m0a � 12at2 = 12m0(at)2 = 12m0v2 : (68)Pøi malých rychlostech mù¾eme tedy kinetickou energii èástice dostateènì pøes-nì vypoèítat podle klasického vzorceEk = 12m0v2 : (69)Stejným zpùsobem mù¾eme urèit i kinetickou energii èástice pohybující se vel-kou rychlostí. Musíme v¹ak pøi výpoètu dráhy pou¾ít vztahy (60), (55) a (50):W = Fs = m0c2 s1 + F 2t2m20c2 � 1! = m0c2 s1 + m2v2m20c2 � 1! == m0c20BB@vuuut1 + 11� v2c2 � v2c2 � 11CCA = m0c20BB@ 1r1� v2c2 � 11CCA = (m�m0)c2 ;(70)24



kde m = mv je hmotnost èástice za pohybu a m0 její hmotnost klidová. Ki-netická energie èástice je rovna souèinu pøírùstku hmotnosti èástice zpùsobenéjejím uvedením do pohybu a druhé mocniny rychlosti svìtla ve vakuu:Ek = (m�m0)c2 (71)Relativistický vzorec pro výpoèet kinetické energie není v rozporu s klasickýmvzorcem (69). Pøi malých rychlostech mù¾eme psát(m�m0)c2 = m0c20BB@ 1r1� v2c2 � 11CCA � m0c2�1 + v22c2 � 1� = 12m0v2 : (72)Klasický vzorec pro výpoèet kinetické energie èástice je tedy jen pøibli¾nýmvyjádøením vzorce relativistického pro v � c.Vra»me se je¹tì jednou k my¹lenkovému pokusu na obr. 17a. Soustava dvouèástic o celkové klidové hmotnosti 2m0 získala v soustavì S' uvedením do po-hybu vnìj¹ími silami celkovou kinetickou energii Ek = 2(mv � m0)c2 a jejícelková hmotnost se zvìt¹ila naM = 2mv = 2m0 + Ekc2 : (73)Bìhem rázu u¾ na èástice ¾ádné vnìj¹í síly nepùsobí. Èástice se zastaví jenvzájemným pùsobením, ztratí pøitom kinetickou energii, ale o stejnou hodnotu�U = Ek se zvìt¹í vnitøní energie soustavy. Podle zákona zachování hmotnostimá nová èástice vzniklá spojením pùvodních èástic i po rázu hmotnostM = 2m0 + �Uc2 ; (74)co¾ je ov¹em její hmotnost klidová. Vidíme, ¾e zvý¹ením vnitøní energie secelková hmotnost soustavy èástic zmìní stejnì jako získáním energie kinetické.To nás vede k závìru, ¾e klidová hmotnost èástice je mírou její klidové vnitøníenergie E0 = m0c2 (75)a ¾e celková energie èástice pohybující se rychlostí v jeE = E0 +Ek = m0c2 + (m�m0)c2 = mc2 = m0c2r1� v2c2 : (76)25



Pro izolovaný soubor èástic pak ze zákona zachování hmotnosti pøímo plynezákon zachování energie:Pm = konst: () PE = c2Pm = konst: (77)Teorie relativity tedy chápe zákon zachování hmotnosti a zákon zachování ener-gie jako rùzné formy tého¾ fyzikálního zákona.Vztah E = mc2 je potvrzen energetickou bilancí jaderných reakcí a reakcíelementárních èástic. Napøíklad pøi termonukleární reakci21H+63 Li!42 He +42 Hese souèet klidových hmotností zmen¹í o�m0 = 0;0239 mu = 3;98 � 10�29 kga souèet kinetických energií se zvìt¹í o ekvivalentní hodnotu�Ek = �mc2 = 3;58 � 10�12 J = 22;4 MeV :Pøi tzv. anihilaci elektronu s pozitronem obì èástice zanikají a nejèastìjivznikají dva fotony 
, pøièem¾ kinetická energie ka¾dého je rovna klidové energiielektronumec2 = 9;11 � 10�31 kg � (3;00 � 108 m � s�1)2 = 8;20 � 10�14 J = 0;51 MeV :Úlohy12. Atom nuklidu uhlíku 126C, který má relativní atomovou hmotnost Ar == 12 (pøesnì), se skládá z ¹esti protonù, ¹esti neutronù a ¹esti elektronùo relativních atomových hmotnostechAr(p) = 1;007 276 5 ; Ar(n) = 1;008 664 9 ; Ar(e) = 0;000 548 6 :Urèete vazební energii jeho jádra Ej, tj. práci, kterou bychom museli vy-konat, abychom jádro rozdìlili na vzájemnì na sebe nepùsobící protony aneutrony. Energii elektronového obalu atomu zanedbejte.13. Vypoèítejte úbytek celkové klidové hmotnosti jaderného paliva a produktùjeho ¹tìpení za jeden rok v jaderné elektrárnì o výkonu 1 000 MW a úèin-nosti 30 %. 26



2.5 Mezní rychlostBertocci r. 1964 experimentálnì ovìøoval, ¾e rychlost elektronù urychlenýchelektrickým polem nemù¾e pøekroèit rychlost svìtla ve vakuu. Pou¾il k tomudlouhou katodovou trubici, její¾ zjednodu¹ené schéma je na obr. 20. Na anodua katodu trubice bylo pøipojeno velmi vysoké napìtí z Van de Graa�ova ge-nerátoru. Øídicí elektrodou G byly z katody uvolòovány v krátkých pulsechelektrony, které po urychlení elektrickým polem mezi katodou a anodou vystu-povaly do oblasti bez elektrického pole, prolétaly elektrodou D1 a dopadaly nasbìrnou elektrodu D2. Z doby letu mezi elektrodami D1 a D2 mìøené oscilosko-pem a ze vzdálenosti elektrod byla vypoèítána rychlost elektronù pøi rùznýchhodnotách anodového napìtí. S rostoucím napìtím se doba prùletu zmen¹o-vala èím dál pomaleji a blí¾ila se k hodnotì rovné podílu vzdálenosti elektroda rychlosti svìtla ve vakuu.
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Obr. 20Èástice o klidové hmotnosti m0 a náboji Q uvedená do pohybu pùsobenímelektrického pole o napìtí U získá kinetickou energii rovnou práci vykonanéelektrickou silou Wel = UQ a její hmotnost se zvìt¹í nam = m0 + Ekc2 = m0 + UQc2 : (78)Podle (51)v2c2 = 1� m20m2 = 1� m20�m0 + UQc2 �2 = 1� 1�1 + UQm0c2�2 : (79)Pro UQ� m0c2 je hodnota druhého zlomku zanedbatelná a pomìr v=c se blí¾ík jedné. 27



Je-li urychlovací napìtí malé, do-staneme dostateènì pøesný výsle-dek u¾itím klasického vzorce prokinetickou energii:12m0v2 = UQ ; (80)v2c2 = 2UQm0c2 : (81)Pro elektron dosazením hodnotm0 = 9;11 � 10�31 kg,Q = e = 1;60 � 10�19 Cdojdeme ke grafùm na obr. 21. UMV0 1 2 3 4
v2c2 2Uem0c2
00,20,40,6

0,81,01,2
Obr. 21Úloha14. Odvoïte vztah (81) ze vztahu (79) u¾itím pøibli¾ných vzorcù (22).2.6 Vztah mezi celkovou energií, klidovou energiía hybností èásticeUpravme vztah (50) mezi relativistickou hmotností m, klidovou hmotností m0a okam¾itou rychlostí v pohybující se èástice:m2�1� v2c2� = m20 ; m2c2 �m2v2 = m20c2 :Vynásobíme-li je¹tì obì strany rovnice c2, dostanou v¹echny její èleny jedno-duchý fyzikální význam:m2c4 �m2v2c2 = m20c4 ; E2 � p2c2 = E20 : (82)Vztah mezi celkovou energií, klidovou energií a hybností èástice, který jsmeodvodili, se dá vyu¾ít pøi øe¹ení nejrùznìj¹ích úloh. Jako pøíklad odvodímezákon dráhy èástice uvedené do pohybu pùsobením stálé síly. Do vztahu (82)dosadíme za celkovou energii souèet klidové energie a spotøebované práce, zahybnost impuls síly:(E0 + Fs)2 � F 2t2c2 = E20 ; F s =qE20 + F 2t2c2 �E0 : (83)28



Z toho pøímo dostaneme vztah (60)s = E0F  s1 + F 2t2c2E20 � 1! = m0c2F  s1 + F 2t2m20c2 � 1! : (84)Dùle¾ité je, ¾e pravá strana ve vztahu (82) je pro danou èástici konstantní.Toté¾ musí platit i o výrazu E2�p2c2 na levé stranì, který tedy nezávisí na oka-m¾ité rychlosti èástice a tedy ani na volbì inerciální vzta¾né soustavy, ve kteréèástici pozorujeme. Je tedy invariantní vzhledem k Lorentzovì transformaci.Vztah (82) platí i pro fotony { kvanta elektromagnetického záøení, kterámají nulovou klidovou hmotnost a pohybují se rychlostí c. Energie fotonu záøenío frekvenci f je E = hf = hc� ; (85)kde h := 6;63 � 10�34 J � s je Planckova konstanta a � vlnová délka záøení vevakuu. Z obecného vztahu (50) mezi hmotností a energií a ze vztahu (82) plynepro relativistickou hmotnost a hybnost fotonum = Ec2 = hfc2 = h�c ; p = mc = Ec = hfc = h� : (86)Úloha15. Mezon p o klidové hmotnostimp0 = 273;1me se rozpadl na lepton m o klidovéhmotnosti mm0 = 206;8me a mionové neutrino n, jeho¾ klidová hmotnostje zanedbatelná ve srovnání s klidovou hmotností elektronu, prakticky tedynulová. Za pøedpokladu, ¾e mezon p byl pøed rozpadem v klidu, urèetekinetickou energii a hybnost leptonu a neutrina.2.7 Druhý pohybový zákon pøi velkých rychlostechPodle druhého pohybového zákona, zákona síly, je výslednice sil pùsobících nahmotný bod v inerciální vzta¾né soustavì rovna derivaci jeho hybnosti podleèasu: F = dpdt = d(mv )dt = dmdt v +mdvdt = dmdt v +ma : (87)29



V klasické mechanice, pøi rychlostech malých ve srovnání s rychlostí svìtla vevakuu, mù¾eme hmotnost pova¾ovat za konstantní. Zákon síly vyjádøíme protos dostateènou pøesností ve tvaru:dmdt � 0 ; F = ma ; a = Fm : (88)Pøi velkých rychlostech musíme pøihlí¾et k relativistickému vztahu mezi hmot-ností a rychlostí hmotného bodu:m = m0r1� v2c2 ; v = cs1� m20m2 : (89)Hmotnost m hmotného bodu je pøímo úmìrná jeho celkové energii E, která seov¹em pøi pohybu mìní. Zmìna energie je rovna práci vykonané výslednicí Fsil, které na hmotný bod pùsobí. Platí:dm = dEc2 = F � drc2 = F � vdtc2 ; dmdt = F � vc2 : (90)Po dosazení do (87) dostáváme zákon síly ve tvaru:F = v � Fc2 v +ma ; a = Fm � v � Fmc2 v ; (91)ze kterého budeme vycházet v následující diskusi. Nejprve probereme speciálnípøípady.1. Síla pùsobí ve smìru pohybuJsou-li vektory F a v souhlasnì rovnobì¾né, platív � F = vF ; a = Fm � vFmc2 v : (92)Vektor a má stejný smìr jako okam¾itá rychlost v a pro jeho velikost platía = Fm �1� v2c2� = Fm0 �1� v2c2� 32 : (93)
30



2. Síla pùsobí kolmo ke smìru pohybuJe-li vektor síly kolmý k vektoru okam¾ité rychlosti, platí v � F = 0 a vztah(91) se zjednodu¹í naF = ma = m0ar1� v2c2 ; a = Fm = Fr1� v2c2m0 : (94)Napøíklad v kruhových urychlovaèích nabitých elementárních èástic udìlujemagnetická dostøedivá síla Fm èástici o klidové hmotnosti m0 nesoucí náboj Qdostøedivé zrychlení ad, které ji udr¾uje na kruhové trajektorii o polomìru R.Pøitom platíFm = BQv = mad = mv2R = m0v2Rr1� v2c2 ; mv = BQR : (95)V obøích kruhových urychlovaèích, kde se rychlosti èástic pøibli¾ují k rychlostisvìtla ve vakuu, mù¾eme psát mc � BQR a pro maximální dosa¾itelnou energiièástice dostáváme Emax = mc2 � BmaxQRc ; (96)kde Bmax je velikost maximální magnetické indukce dosa¾itelné v prostoruurychlovací trubice.Pùsobí-li síla ve smìru okam¾ité rychlosti nebo ve smìru kolmém ke smìruokam¾ité rychlosti, má zrychlení hmotného bodu smìr pùsobící síly. To násnepøekvapuje, nebo» v klasické fyzice, kdy pracujeme se vztahem (88), je rov-nobì¾nost obou vektorù samozøejmá. Pøi velkých rychlostech, pùsobí-li síla¹ikmo ke smìru pohybu, jsou v¹ak smìry síly a zrychlení rùzné. K tomutozávìru dojdeme úpravou vztahu (91). Pou¾ijeme vektorovou rovnost(a � c)b = (a � b)c � a � (b � c) ; (97)o její¾ platnosti se mù¾eme pøesvìdèit rozepsáním obou stran rovnosti na sou-øadnice. Podle nìj (v � F )v = v2F � v � (F � v ) (98)a po dosazení do (91)F = F v2c2 � 1c2 v � (F � v ) +ma ; (99)31



a = Fm �1� v2c2�| {z }a 0 + 1mc2 v � (F � v )| {z }a 00 : (100)Zrychlení lze tedy vyjádøit jako vektorový souèet dvou slo¾ek, z nich¾ jedna jeorientována ve smìru síly F a druhá je kolmá k vektoru v a le¾í v rovinì urèenévektory v a F (obr. 22). m v Fa 0 aa 00 Obr. 22Úloha16. V homogenním magnetickém poli o indukci B = 0;010 T proletìl elektronkolmo k indukèním èarám po kruhovém oblouku o polomìru R = 0;78 m.Urèete jeho hybnost, celkovou energii, hmotnost a rychlost.2.8 Pøíklad na závìrV urychlovaèi HERA v Hamburku, který byl uveden do provozu r. 1989, zís-kávají elektrony celkovou energii Ee = 30 GeV a protony celkovou energiiEp = 820 GeV. Èástice obíhají v opaèných smìrech ve dvou pøibli¾nì kruho-vých zásobních prstencích o polomìru r = 1;0 km umístìných nad sebou. Naètyøech místech, kde se prstence køí¾í, probíhají srá¾kové pokusy.a) O kolik jsou rychlosti protonù a elektronù men¹í ne¾ rychlost svìtla ve va-kuu?b) Jak silná magnetická pole udr¾ují èástice na kruhových trajektoriích?c) Jakou rychlost u, hmotnost m?e a celkovou energii E?e má elektron pøedsrá¾kou ve vzta¾né soustavì spojené s protonem?Klidové hmotnosti protonu a elektronu jsoump0 = 1;67 � 10�27 kg; me0 = 9;11 � 10�31 kg:Obì èástice mají náboj o absolutní hodnotì e = 1;60 � 10�19 C:32



Øe¹enía) Úpravou vztahu (76) pro celkovou energii èásticeE = mc2 = m0c2r1� v2c2dostaneme pro m0c2 � E :v = cs1��m0c2E �2 � c�1� m20c42E2 � = c� m20c52E2 : (101)Pro dané hodnoty je rychlost protonu vp = c� 197 m�s�1 ; rychlost elektronuve = c� 4;4 cm�s�1 :b) Dostøedivé zrychlení udìluje èástici magnetická síla. Pøi rychlosti, která jeprakticky stejná jako rychlost svìtla ve vakuu, platí:Bec � mc2r = Er ; B � Eecr : (102)Magnetická indukce v protonovém prstenci má hodnotu B = 2;7 T (kte-rou mù¾eme získat jen supravodivým vinutím chlazeným kapalným heliem).V elektronovém prstenci je B = 0;10 T :c) Laboratoø se pohybuje rychlostí o velikosti vp vzhledem k vzta¾né soustavìspojené s protonem. Elektron se vzhledem k vzta¾né soustavì spojené s labo-ratoøí pohybuje stejným smìrem rychlostí o velikosti ve. Rychlost u elektronuvzhledem k soustavì spojené s protonem urèíme pomocí relativistického vztahuu = vp + ve1 + vp � vec2 � c � 1� X2 + 1� Y21 +�1� X2 ��1� Y2 � ; (103)kde X = m2p0c4E2p ; Y = m2e0c4E2e : (104)Po úpravìu � c � 2� X + Y22� X + Y2 + XY4 = c � 1� X + Y41� X + Y4 + XY8 � c�1� XY8 � ; (105)33



u � c 1� m2p0m2e0c48E2pE2e ! : (106)Pro dané hodnoty u = c � 1;44 � 10�8 m �s�1: Pøi této rychlosti má elektronhmotnostm?e = me0r1� u2c2 � me0s1��1� XY8 �2 � me0s1��1� XY4 � = 2me0pXY ;(107)m?e � 2me0me0mp0c4EpEe = 2EpEemp0c4 (108)a celkovou energii E?e = m?ec2 � 2EpEemp0c2 : (109)Po dosazení m?e = 9;3 � 10�23 kg ; E?e = 8;4 � 10�6 J = 52 000 GeV .Jiné øe¹ení { u¾itím vztahu (82) mezi celkovou energií, kinetickou energií ahybností:Oznaème pe, pp velikosti hybností elektronu a protonu ve vzta¾né soustavìspojené s laboratoøí a p?e velikost hybnosti elektronu ve vzta¾né soustavì spo-jené s protonem. Pøed srá¾kou je celková energie protonu a elektronu ve vzta¾nésoustavì spojené s laboratoøí Ee+Ep, ve vzta¾né soustavì spojené s protonemE?e +Ep0. Celková hybnost protonu a elektronu v soustavì spojené s laboratoøímá velikost jpe�ppj, proto¾e èástice se pohybují proti sobì. Celková hybnost vevzta¾né soustavì spojené s protonem je p?e . V dùsledku invariantnosti výrazuE � p2c2 platí:(E?e +Ep0)2 � p?2e c2 = (Ee +Ep)2 � (pe � pp)2c2 ; (110)E2p0 = E2p � p2pc2 ; E?2e � p?2e c2 = E2e � p2ec2 : (111)Odeètením rovnic (111) od rovnice (110) dostaneme:E?eEp0 = EeEp + peppc2 ; (112)Proto¾e obì rychlosti èástic v soustavì spojené s laboratoøí se blí¾í rychlostisvìtla ve vakuu, jepec � mec2 = Ee; ppc � mpc2 = Ep ; (113)E?2e = EeEp + peppc2Ep0 � 2EeEpEp0 = 2EeEpmp0c2 ; m?e � 2EeEpmp0c4 : (114)34
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9. Zásahy zaèátku a konce vlaku bleskem nastaly døíve, ne¾ pozorovatel Bdorazil k pozorovateli A. Podle pozorovatele B obì události probìhly vestejné vzdálenosti rovné polovinì klidové délky vlaku, tedy souèasnì. Podlepozorovatele A byl zaèátek vlaku zasa¾en ve vzdálenosti men¹í ne¾ polovinadélky vlaku a konec ve vzdálenosti vìt¹í ne¾ polovina délky vlaku. Jestli¾esvìtlo od obou bleskù dorazilo souèasnì, musel být podle pozorovatele A ko-nec vlaku zasa¾en døíve ne¾ zaèátek.11. Vztah (60) upravíme na tvar�s+ m0c2F �2 = m20c4F 2 + c2t2 ; �s+ m0c2F �2�m0c2F �2 � t2�m0cF �2 = 1 ;který je formálnì stejný jako rovnice hyperboly (x +m)2a2 � y2b2 = 1.12. �m = 0;0989 mu = 1;64 � 10�28 kg;Ej = �m � c2 = 1;48 � 10�11 J = 92;4 MeV.13. �m = Pt�c2 = 1;17 kg.15. Øe¹ením soustavy rovnic pm = pn; mp0c2 = mmc2 +mnc2 ;m2mc4 � p2mc2 = m2m0c4 ; m2nc4 � p2nc2 = 0dostanememp0c2 =qm2m0c4 + p2mc2+ pmc ; pm = pn = (m2p0 �m2m0)c2mp0 = 58; 2me � c ;En = Ekn = pnc = 58;2mec2 = 29;8 MeV ;Em = Ep0 �En = 214;9mec2 = 109;8 MeV ;Ekm = Em �Em0 = 8;1mec2 = 4;1 MeV :16. p = BeR = 1;25 � 10�21 kg �m � s�1,E =pE20 + p2c2 =pm20c4 +B2e2R2c2 = 3;8 � 10�13 J = 2;4 MeV,m = Ec2 = 4;3 � 10�30 kg, v = pm = 2;9 � 108 m � s�1.36


