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Uvod

Tento studijni text je urcen k pfipravé Gcastnikti Fyzikdlni olympiddy na feseni
tloh z relativistické mechaniky. Navazuje na ucebnice fyziky pro gymnazia [1]

/////

z relativistické dynamiky na trovni, pro kterou postaci matematické znalosti
studenta stiedni skoly.

1 Vyklad relativistické kinematiky pomoci
c¢asoprostorovych grafti a metody koeficientu
k

1.1 Vychodiska specidlni teorie relativity

Einsteinova specidlni teorie relativity vychéazi ze dvou experimentilné ovére-
nych zakladnich principi, kterymi jsou

1. Princip relativity: VSechny inercialni soustavy jsou stejné vhod-
né pro popis fyzikalnich déju. Ve vsSech plati stejné fyzikalni zakony.

2. Princip stalé rychlosti svétla: Ve vSech inercialnich soustavach
je rychlost svétla ve vakuu ve vSech smérech stejna a ma tutéz veli-
kost c.

Poznatky relativistické kinematiky jednodu8e odvodime metodou koefici-
entu k, kterou popsal r. 1964 Herman Bondi ve své popularni knize Relativita a
zdravy smysl [2]. Pfitom vyuZijeme Casoprostorové grafy, jakési ,grafické jizdni
Fady*.
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Obr. 1

1Pouzijeme také stejné znalky pro fyzikalni veli¢iny, napi¥. lp a mg pro klidovou délku a
hmotnost, [ a m pro relativistickou délku a hmotnost.




Budeme vychazet z modelové situace znazornéné na obr. 1. Dva pozorova-
telé A, B jsou vybaveni presnymi hodinami a radiotechnickymi pfistroji pro
vzajemnou komunikaci. Pozorovatel A je v klidu v inercidlni vztazné soustavé
S, ve které zvolime kartézskou soutradnicovou soustavu Oxyz. Pozorovatel B se
pohybuje rovhomérné po ose x soustavy S stalou rychlosti v. Vztazna soustava
S’ spojend s pozorovatelem B, ve které zavedeme podle obr. 1 soutadnicovou
soustavu O'z'y'z’, je oviem rovnéZ inercidlni. V okamziku, kdy se pozorovatelé
mijeji, nastavime na jejich hodindch stejny ¢as t =t = 0.

V klasické Newtonové mechanice se predpokladéa, ze pokud dojde k néjaké
uddlosti, bude ji v obou vztaznych soustavich prisluet stejny ¢as t = t' a polo-
hové vektory r, r' uréujici misto uddlosti v obou vztaznych soustavach budou
spliiovat vztah r = r' + vt, ktery plyne z obr. 2. Pro prepocet tdaji cha-
rakterizujicich udédlost ve vztazné soustavé S’ na tdaje, které plati ve vztazné
soustavé S, tedy pouzijeme soustavu rovnic nazyvanou Galileova transformace:

x=2a +ot', y=1v, 2=z, t=1t. (1)

/ o vt / o'
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Princip konstantni rychlosti svétla je v rozporu s Galileovou transformaci.
Jestlize vySleme v ¢ase t = t' = 0 svételny signal, ktery se ve vztazné soustavé
S’ bude pohybovat ve sméru kladné poloosy z' rychlosti ¢, bude jeho pohyb
v obou vztaznych soustavach popsan rovnicemi

Obr. 2

' =ct', r=a +vt=ct' + vt =ct+vt = (c+v)t. (2)

Ve vztazné soustavé S se tedy bude signal pohybovat rychlosti ¢+ v. Abychom
prekonali tento rozpor, musime pripustit, ze Galileova transformace nepopisuje
pti velkych rychlostech dostateéné presné prechod z jedné inercidlni vztazné
soustavy do druhé. Predevsim vSak musime opravit nase predstavy o prostoru
a Case, které jsme ziskali pfi kazdodennim pozorovani pohybt, jejichZ rychlost
je nepatrnd ve srovnani s rychlosti svétla.



1.2 Co je to koeficient k

Vratme se k situaci na obr. 1. Omezime
se na déje, které probihaji na ose =2’
a zobrazime je v dvojrozmérném c¢aso-
prostorovém grafu (obr. 3) tak, jak se
jevi pozorovateli A ve vztazné soustavé
S. Kazdy bod U roviny je obrazem né-
jaké udalosti, ktera se stala v urcitém
okamziku nékde na ose z. Na vodorov-
nou osu budeme v urc¢itém méfitku na-
naset polohovou souradnici x udalosti a
na svislou ve stejném méritku ¢as uda-
losti vynasobeny rychlosti svétla ve va-
kuu, tedy drahu ct, kterou by urazil své-
telny nebo radiovy signdl (dle jen sig-
nal) od okamziku ¢ = 0, kdy se oba
pozorovatelé mijeli. Tato udalost Uy je
zobrazena v pocatku grafu. Pro udalosti
spojené s Sifenim signald vyslanych po-
zorovatelem A v Case t = 0 obéma
smeéry podél osy x plati

Obr. 3

x = *ct. (3)

V grafu je tedy jejich pohyb zobrazen osami kvadrant. Pohyb pozorovatele B
je zobrazen piimkou o rovniciz = vt kterou budeme nazyvat svétocdra pozo-
rovatele B. Tato primka svird s ¢asovou osou tihel ¢, o kterém plati

xr

tgyp=—=—. (4)
Relativni klid pozorovatele A vzhledem k vztazné soustavé S je zobrazen prim-
kou o rovnici x = 0. Svétocara pozorovatele A splyva tedy se svislou osou
grafu.

Vysleme signél od pozorovatele A k pozorovateli B a zpét (obr. 4). Koefici-
ent, kterym musime vynésobit ¢as na hodindch u vysilace v okamziku vyslani
signalu, abychom dostali ¢as na hodinach u pfijimace v okamziku pfijmu sig-
nalu, budeme nazyvat koeficient k. Podle principu konstantni rychlosti svétla
se signdl 8ifi stejné z hlediska obou pozorovateli a podle principu relativity
musi byt koeficient & stejny v pripadé, kdy signal vysle pozorovatel A, jako
kdyz jej vysle pozorovatel B. Jestlize pozorovatel vysle signal v case t = t;
(udélost Uy), doleti k pozorovateli B v ¢ase t, = kt; (udélost Us) a odpovéd



se vrati k pozorovateli A v ¢ase t3 = kt, = k?t; (udélost Us) 2). V grafu je
pohyb signalu zobrazen Gseckami rovnobéznymi s osami kvadrantii. Z obr. 4 je
z¥ejmé, 7e podle pozorovatele A nastala udélost Uy v Case ty = (t1 + t3)/2 ve
vzdalenosti xo, kterou signdl urazil za dobu (t3 — t1)/2. Z toho

1+t ts —t
x2:v123:c?’21. (5)

Dosazenim za t3 a ipravou dostaneme

K2 +1 k-1 c+wv
’Ut1 2 :Ct1 2 N k: C—’U:

Zavislost koeficientu k na relativni rychlosti v obou pozorovatelt zndzornuje
graf na obr. 5.
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Obr. 4 Obr. 5

Zname-li hodnotu koeficientu k£, mtzeme vypocitat rychlost v uzitim vztahu

k-1
REES] @)

V=~¢C

2Pro vétsi piehlednost jsou &asové relace pfipsdny k obrazim jednotlivych udélosti. Na
svislou osu ovSem nevynasSime cas, ale veli¢inu ct.



1.3 Dilatace ¢asu

Vratme se jesté jednou k déji zndzornénému na obr. 4. Podle pozorovatele A za-
chytil pozorovatel B signal v ¢ase to = (t; + k%t1)/2. Vime také, 7e v okamziku
pi{jmu ukazovaly hodiny pozorovatele B ¢as t}, = kt;, a tento tdaj mtize byt
uveden v signdlu, ktery se vratil k pozorovateli A. Ten muze porovnat oba
casové udaje:

9 c+v
th 2k c—v v? ) v?
E_1+k2_ 50 = 1—0—2<1, iy =t 1—0—2<1 (8)
c—v

vvvvvv

ct
t), = 135 min
S
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1
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\ t1 =40 min
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Obr. 6 Obr. 7

Pozorovatel B ovsem v souladu s principem relativity zjisti, ze vzhledem
k jeho vztazné soustavé S’ jdou pomaleji hodiny pozorovatele A. Ukazme si to
na konkrétnim piikladé (obr. 7). Necht
kZ% tj. v:%c:1,16~108m~s_1.

Signal, ktery pozorovatel A vysle v ¢ase t; = 40 min, dorazi k pozorovateli
B, kdyZ jeho hodiny ukazuji t, = 60 min. Zpétny signal, ktery nese informaci



o Case ty dorazi k pozorovateli A v Case t3 = 90 min. Vysleme-li v tomto
okamziku k pozorovateli B dalsi signdl s informaci o ¢ase t3, dorazi k nému
v okamziku, kdy jeho hodiny ukazuji ¢as tj = 135 min. Podle pozorovatele
A nastala druha udalost v ¢ase

to = (40 min + 90 min)/2 = 65 min,,
ale podle pozorovatele B nastala treti udalost v case
t5 = (60 min 4+ 135 min)/2 = 97,5 min.

2
!
Oba pozorovatelé dojdou ke stejnému vysledku: i—3 = i—2 = % =4/1- <E> .
3 2

1.4 Dopplerav jev

JestliZe pozorovatel A vysild pravidelné signaly s periodou Ty (obr. 8), pfijima
je pozorovatel B, ktery se vzdaluje rychlosti v, s periodou

T = kTy = Tpy | 2 (9)

cC—v

Frekvence vysilace fo a frekvence prijimaného signalu f jsou ve vztahu

c—v
c+v

(10)

f=2 =t

Ke stejnému vysledku dojdeme samoziejmé i v piipadé, Ze signaly bude vysilat
pozorovatel B a prijimat pozorovatel A.

Ulohy

1. Jakou rychlosti by se od Zemé vzdalovala kosmické lod, jestlize signély
vysilané z lodi s frekvenci presné 1 MHz by na Zem pfichazely s frekvenci
950 kHz? Obihani Zemé kolem Slunce zanedbejte.

2. Na obr. 9 je ¢asoprostorovy graf pro dobu pied udalosti Uy, kdy se pozoro-
vatel B pfiblizuje k pozorovateli A rychlosti v. Jestlize pozorovatel A vysila
signaly s periodou Tp, prijimé je pozorovatel B s periodou T' = kTy. Do-

kazte, ze plati
- 1 c—v
k:—:’/ . 11
k c+v (11)




ct

ct

1=3T,

1=2T,

t=—2Tp,
=T,

/I Us T

Obr. 8 Obr. 9

1.5 Skladani rychlosti

Necht soucasné s pozorovatelem B se po-
hybuje po ose z jesté pozorovatel C stalou
rychlosti u vzhledem k soustavé S. V oka-
mziku ¢ = 0 také pozorovatel C minul
pravé pozorovatele A a na jeho hodinach
byl nastaven ¢as t"” = 0 (Obr. 10). Rych-
lost pozorovatele C vzhledem ke vztazné
soustavé S’, kterou by naméril pozorovatel
B, oznacime u'. Signal vyslany pozorova-
telem A v Case t = t; (udalost Uy) pfijme
pozorovatel B v Case t), = k(v) - t1 a pozo-
rovatel C v ¢ase t§ = k(u) - t1. Na druhou
¢ast pohybu signalu se oviem miZeme di-
vat také tak, jako by jej vyslal pozorovatel
B v case t) a plati tedy t§ = k(u') - th.
Piislusné koeficienty jsou

Ko =[S0 k= [




Porovnanim uvedenych vztaht a ipravami dostaneme:

k(u) -ty = k(u = k(u') “ty, =k(u') - k(v), (13)
\/c-l—u c+u c+uv (14)
c—u c—u c—v’
(c+u)(c—u")(c—v) Ye+u')(c+v) u(c? +u'v) = 2 (u' +v), (15)
_ou +v (16)
1+uv

Ziskali jsme relativisticky vzorec pro sklddéani rychlosti rovnobéznych s osou z.

Ulohy

3. Ze vzorce (16) vyjadiete rychlost v'. Novy vzorec porovnejte s vychozim.

4. Jestlize do pravé strany vzorce (16) dosadime rychlosti, pro které plati
0<v<ecal<u <e pak také plati 0 < u < ¢. Slozenim dvou pod-
svételnych rychlosti dostaneme opét podsvételnou rychlost. Dokazte.



1.6 Kontrakce délky

Se vztaznou soustavou S’ necht se pohybuje ty¢
rovnobézné s osou z, jejiz jeden konec je v misté
pozorovatele B a druhy ma konstantni sourad-
nici ' = lg rovnou klidové délce tyce. Pohyb
druhého konce tyce zobrazime v grafu svétoca-
rou Bl (obr. 11). Chce-li pozorovatel A zméfit
délku tyce, musi v tomtéZ okamziku podle svych
hodin urcit polohu obou koncii. Za tim ti¢elem vy-
Sle v case t = t; signdl, ktery se odrazi na konci
tyCe (udélost U) a vréti se v ¢ase t = t5. K odrazu
tedy doslo v case t, a ve vzdalenosti z,,, kde

it _ =t

t ,
U 5 ; Ty 5

(17)

V tomtéz okamziku se pozorovatel B a s nim i
zacatek tyce nachazel ve vzdalenosti

t1 + to

(udédlost V).  (18)

Ty =0V ly=v
Z hlediska pozorovatele A mé tedy ty¢ délku

to —t1 ta + 11
l=2y -2y =c -

2 2

:(c—v)%—(c+v)

cC—v

(ty — K*t1).
(19)

Signdal vyslany pozorovatelem A minul pozorovatele B v ¢ase t] = kt; a po
odrazu od konce tyce v ¢ase t, = to/k. Z toho pozorovatel B uréi klidovou

délku tyce
ty—th ¢

l() =C—/— = —(tg — k2t1)~

2 2k

porovnanim obou vysledki dostaneme

(20)

= (21)

Délka tyce I namérena pozorovatelem A je tedy mensi nez jeji klidova délka lg.

U pohybujicich se téles se zmensuji jen rozméry ve sméru pohybu, zatimco
rozméry kolmé ke sméru pohybu se zachovavaji. K tomu dojdeme jednoduchou
uvahou: Pripevnéme k voziku pozorovatele B svislou ty¢ délky [y tak, ze jeji

10



dolni konec se bude pohybovat po ose x, a stejnou svislou ty¢i opatieme i
stanovisSté pozorovatele A. Kdyby se ty¢ pozorovatele B pii pohybu zkratila,
jeji konec by v case ¢ = 0 probéhl pod koncem tyce pozorovatele A. Podle
pozorovatele B oviem jeho ty¢ stoji v klidu a ty¢ pozorovatele A se pohybuje
rychlosti o velikosti v ve sméru zdporné poloosy z'. Podle principu relativity
by mél horni konec tyce pozorovatele A probéhnout pod hornim koncem tyce
pozorovatele B, coz nesouhlasi s predchazejicim predpokladem. Ke stejnému
rozporu dojdeme i kdyz budeme predpokladat, ze se svisld ty¢ pfi pohybu
prodlouzi. Z toho je zfejmé, ze délka pohybujici se tyce kolmé ke sméru pohybu
je stejna jako jeji délka klidova.

1.7 Relativistické efekty pri malych rychlostech,
priblizné vypocty
Pri feSeni tiloh ze specidlni teorie relativity, ve kterych se jedné o pohyby s rych-
losti mnohem mensi nez rychlost svétla ve vakuu, nebo s rychlosti, ktera se
k rychlosti svétla ve vakuu pfiblizuje, je Gcelné pouzivat pfibliznych vzorct.
Ty umoznuji jednodussim vypoctem ziskat prakticky stejné vysledky jako pri
pouziti vzorct ptivodnich. V tomto studijnim textu pouzijeme priblizné vzorce
A 1

VitAx1+>2, —— x1FA, (1+A)?2~1+24, (22)
2 1+ A4
1+ A 1+ 4
— —~1+A-B — —~1424 23
i+ CoToanstt 23)

platné pro |A| < 1 a |B| < 1. Tyto vzorce a jejich kombinace jsou vhodné

vvvvvv

Vztah (21) pro vypocet kontrakce délky miizeme p¥i malych rychlostech

upravit na tvar
v? v? lov?
l=lpl1l—-=s=l|l-=—|=l—-—. 24
0 v 2~ < 202> 2c? (24)

Délka ve sméru pohybu se tedy zkrati o

l()’l}2
Alxly—1l=—. 25
0 2c2 (25)
Podobné zjednodusime vypocet dilatace ¢asu podle (8):

2 2 2

v v tov
th=tyl—- s mta(l—— | =ta — —. 26
2T 2" < 202> T a2 (26)



Hodiny pozorovatele B budou tedy podle pozorovatele A ukazovat méné o

V)

t2’U
At =ty —th & —. 27
2 2 262 ( )

Vypocet koeficientu k podle (6) pii malych rychlostech zjednodusime na

Jestlize pozorovatel A vysila periodicky signél s periodou Ty a vinovou délkou
Ao = cTp, bude jej pozorovatel B, ktery se vzdaluje od pozorovatele A rychlosti
v K ¢, prijimat s periodou a vlnovou délkou

TzT0<1+%>, /\:cTch0<1+%>:/\o<1+%>. (29)

Vinova délka se zvétsi o
A=), (30)
c

Pii sklddéni malych rychlosti upravime vztah (16) na

! ! ! !
u= U+;U z(u’+v)<1—u—;):u’+v—w. (31)
u'v c c
1+ 47
2

Ulohy

5. O kolik se zpozdi za jeden rok hodiny umisténé v kosmické stanici obihajici
kolem Zemé konstantni rychlosti 7,9 km/s?

6. O kolik se zkrati pro pozorovatele na letisti délka nadzvukového letadla o
klidové délce 10 m pii rychlosti 2000 km/h?

7. Jakou rychlosti se od néas vzdaluje galaxie, jestlize v jejim optickém spektru
je Cervena ¢ara vodiku posunuta z \g = 656,3 nm na A\ = 678,1 nm?

12



1.8 Lorentzova transformace

Kazda udalost, kterd probéhla na ose z, je ve vztazné soustavé S pozorovatele
A urcena polohovou souradnici z a ¢asem t. Jak se stejné udalost jevi ve vztazné
soustavé S’ pozorovatele B? Dejme tomu, Ze uvazovanou udalosti U bude odraz
signalu vyslaného pozorovatelem A v case t = ¢1, ktery se vratil v ¢ase t = t,
(obr. 11). Tento signal minul pozorovatele B v ¢ase t) = kt; a p¥i ndvratu
v Case th, = to/k. Z hlediska pozorovatele A plati

ctg—tl t—t2+t1 ct+x ct —x

. Ztoh = = . 2
5 5 toho o - h p (32)

Z hlediska pozorovatele B plati analogicky
th — ¢ th + ¢
’:c—22 L t':—z-;l (33)

Dosazenim a ipravami dostaneme rovnice pro transformaci soutadnic ze vztaz-
né soustavy S do vztazné soustavy S’

ct+x

ta
;TR T k) ) et - )
Ty T 2 - ok -
2cx — 2vct
__c—v :c(x—vt): x — vt 7 (34)
c+wv V2 — o2 v?
2, /&Y 1-Z
c—v c
b2 4kt
o k 1_ct+x+k(ct—m)_ct+x+k20t—k2m_
B 2 2k 2c B 2¢ck B
2%t — 20 PR )
:ct(1+k2)—x(k2—1): c—v _ At—av _ c?  (35)

2ck ctv /2 —o? v2
2c 1——2
c—v c

Zbyvajici dvé prostorové souradnice y a z se pii prechodu ze vztazné soustavy
S do vztazné soustavy S’ neméni, jako se neméni délky tyc¢i kolmych ke sméru
pohybu. Kompletni Lorentzova transformace je tedy vyjadiena soustavou rov-
nic:

xr — vt t_aé_g
a = = y =y, =z, t'= = (36)
1-— -

13



Uloha

8. Refenim soustavy rovnic (36) jako soustavy s nezndmymi z, y, z a t na-
leznéte inverzni Lorentzovu transformaci pro prechod ze vztazné S’ do
vztazné soustavy S. Obé transformace porovnejte. Jak by vypadal obr. 1,
kdybychom ho nakreslili z hlediska pozorovatele B?

1.9 Relativnost soufasnosti

Pro pozorovatele A nastaly soucasné
s udalosti Up, kdy jej pravé mijel pozo-
rovatel B, vSechny udalosti, které jsou
zobrazeny jako body vodorovné osy x
¢asoprostorového grafu uréené rovnici
t = 0 (obr. 12). Podobné pro pozoro-
vatele B nastaly soucasné s udalosti Uy
viechny udalosti, pro které plati ¢’ = 0.
V grafu vyplni pfimku z’, jejiz rovnice
plyne z (35):

v v
-2 =0 t="2_ (37
c? ¢ c (37)
Pro vSechny body pfimky x' plati
’ Obr. 12
c v
—=-=tgy. (38)
xr c

Jeji odchylka od vodorovné osy z je tedy stejna jako odchylka svétocary pozo-
rovatele B od svislé osy ct. Kdyby pozorovatel B konstruoval ¢asoprostorovy
graf, pak udalosti, které jsme dosud zobrazovali na jeho svétocare, by zobrazo-
val na svislé ose, a udalosti, které se zobrazily na piimce z', by zobrazoval na
vodorovné ose.

Méjme nyni néjakou udalost U rtiznou od udélosti Uy, pro kterou plati
|z| > |ct|. Existuje pozorovatel, kterému se udalost U jevi jako soucasnd s uda-
losti Up? Sestrojme kruZnici nad pramérem UogU (obr. 13). Obrazy signdld,
které se odrazily proti sobé pti udalostech Uy a U, ji protnou v bodech P, Q.
Pozorovateli D, jehoz svétocarou je primka PQ, se budou udalosti U, Uy jevit
jako soucasné, nebot jim vyslané signély pii udédlosti P se vratily za stejnou
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dobu pti udalosti Q. Podle néj doslo k udalostem Uy a U soucasné s udalosti
S zobrazenou stfedem usecky PQ, kterd nastala uprostied ¢asového intervalu
mezi udalostmi P a Q.

Ke stejnému zavéru dojde i kazdy jiny pozorovatel E, jehoz svétocara je rov-
nobézna se svétocarou pozorovatele D. Z podobnosti trojahelnikii na obr. 13
plynou rovnosti P;.S; = S1Q1, P»S1 = S1Q2. Podle pozorovatele E tedy uda-
losti Uy, U a Sy nastaly soucasné.

Jestlize pro soufadnice udalosti plati |z| < |ct|, nedd se pfedchazejici kon-
strukce provést, protoze signdly odrazené opacénym smérem pii udélostech Uy
a U se minou (obr. 14). Kazda udalost U; zobrazena v dolnim kvadrantu ¢a-
soprostorového grafu se podle pozorovatele v kterékoliv inercidlni vztazné sou-
stavé uskutecnila drive nez udalost Uy. VSechny udalosti zobrazené v této ob-
lasti jsou absolutné minulé vzhledem k udalosti Uy. Mezi né patii i vSechny
udalosti, které byly pricinou udalosti Uyp.

ct
1
¢ A
A A Y
N, //
absolutni budoucnost //
AN /
7
7
>»Uy
7
7
7
/UO
U N \\ x
N N
N \\\
BN
4 N
absolutni minulost \\
P17z v N
J/ AN
. \
Obr. 13 Obr. 14

Naopak kazda udélost U, zobrazend v hornim kvadrantu grafu se podle
pozorovatele v kterékoliv inercidlni vztazné soustavé uskutecnila pozdéji nez
udalost Uy. VSechny uddalosti zobrazené v této oblasti jsou absolutné budouct
vzhledem k udéalosti Uy. Mezi né patiii vSechny udalosti, které budou ndsledkem
udalosti Uj.
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Udalosti, jejichz obrazy lezi v pravém a levém kvadrantu grafu oznacujeme
jako relativné soucasné, nebo také absolutné vzddlené. Zadn z nich nemtze byt
pri¢inou ani nasledkem udalosti Uy a kazda muze podle pozorovatele v nékteré
inercidlni vztazné soustavé probéhnout soucasné s udalosti Uy.

Rozsifime-li nase tvahy na déje, které probihaji v roviné urcené osami x
a y vztazné soustavy, muzeme je zobrazit v trojrozmérném casoprostorovém
grafu (obr. 15). Pohyb svételnych a rddiovych signald, které v ¢ase t = 0 pro-
létly vSemi sméry pocatkem vztazné soustavy, je zobrazen kuzelovou plochou

popsanou rovnici
2?4y = (ct)?, (39)

kterou nazyvame svételny kuZel. Uvniti dolni ¢asti svételného kuzele, kde plati
4yt < (et)?, t<O0, (40)

jsou zobrazeny vSechny udéalosti absolutné minulé k udalosti Uy, uvniti horni
¢asti, kde plati
4yt < (et)?,  t>0, (41)

jsou zobrazeny vSechny udalosti absolutné budouci k udalosti Uy. Vné svétel-
ného kuzele, kde plati
2* +y? > (ct)?, (42)

jsou zobrazeny vSechny udalosti relativné soucasné k udalosti Up.

C.. absolutni budoucnost

absolutni minulost

Obr. 15
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Analogicky i ve ¢tyfrozmérném casoprostoru o soutradnicich z, y, z a ct
zavadime svételny kuzel jako nadplochu popsanou rovnici

22y + 2% = (ct)?. (43)

Nadplochu vsak neni mozné nazorné zobrazit v trojrozmérném eukleidovském
prostoru.

Ulohy

9. Pozorovatel A stal vedle trati a sledoval okolo projizdéjici vlak, v jehoz
stfedu sedél pozorovatel B. Do zacatku a konce vlaku udetily blesky a svétlo
od obou dorazilo k obéma pozorovatelim soucasné v okamziku, kdy pozoro-
vatel B mijel pozorovatele A. Podle kterého z pozorovateli probéhly zasahy
zacatku a konce vlaku bleskem soucasné? Podle kterého nikoliv a jaké bylo
podle néj jejich poradi?

10. Uzitim Lorentzovy transformace dokaZte, Ze pii prechodu z inercialni vztaz-
né soustavy S do inercidlni vztazné soustavy S’ plati
22 4y 422 2 =2 oy 42?22
To znamend, Ze hodnota vyrazu 22 + y? + 22 — c?t? piisludejici néjaké uda-
losti se pii prechodu ze vztazné soustavy S do vztazné soustavy S’ neméni.
Takovy vyraz nazyvame invariantni vzhledem k Lorentzové transformaci.

1.10 Neprekrocditelnost rychlosti svétla ve vakuu

Predpoklddejme, ze néjaky objekt R se pohybuje vzhledem k pozorovateli A ve
sméru kladné poloosy x rychlosti vétsi, nez je rychlost svétla ve vakuu. Jeho
svétocara v Casoprostorovém grafu svird s vodorovnou osou tthel mensi nez
45° a mizeme na ni vyznacit dvé udélosti Uy, U,, piicemz udalost U; nastala
podle pozorovatele A dfive nez udalost U, (obr. 16). Pozorovatel A muze tedy
predpokladat, ze udalost U; je pric¢inou udalosti Us,.

Signaly, které se odrazily proti sobé pii udalostech U; a Us byly soucasné
vyslany pozorovatelem F (udalost P). JestliZe se pozorovatel F pohybuje rov-
nomérné vzhledem k pozorovateli A tymz smérem jako objekt R dostatec¢né
velkou rychlosti (ale mensi nez rychlost svétla), dojde k tomu, Ze signél odra-
Zeny pii udélosti Uy piijme diive neZ signdl odraZeny pii udélosti U; (udélosti
@1, Q2). Zjisti tedy, ze udélost Us se uskutecnila dfive nez udalost Uy a nemiize
proto byt jejim duasledkem. Dospéli jsme k zavéru, ktery je v rozporu s pfi¢in-
nou souvislosti obou udéalosti. Predpoklad o nadsvételné rychlosti objektu R
byl tedy nerealny. Zadny materidlni objekt se podle specidlni teorie relativity
nemuze pohybovat rychleji nez elektromagneticky signél ve vakuu.
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2 Hybnost a energie

2.1 Relativisticka hmotnost

Mezi zakladni zdkony newtonovské mechaniky patii zakon zachovdni hmotnosti
a zdkon zachovdni hybnosti. Podle nich je v kterékoliv inercidlni vztazné sou-
stavé konstantni celkova hmotnost a také celkova hybnost kazdého izolovaného
souboru pouze vzajemné ptisobicich téles. Predpokldddme-li, Ze tyto zakony
plati i v relativistické mechanice, dojdeme k zavéru, ze hmotnosti jednotlivé
¢astice neni konstantni, ale zavisi na jeji rychlosti.

K odvozeni této zavislosti pouzijeme myslenkovy pokus, pii kterém dvé
stejné Castice uvedeme do pohybu proti sobé a zptisobime tim jejich doko-
nale nepruzny centralni raz. Situaci pfed rdzem a po razu popiSeme nejprve
vzhledem k inercidlni vztazné soustavé S’ s poc¢atkem ve hmotném stifedu této
dvojice ¢astic (obr. 17a), pak vzhledem k inercidlni vztaZné soustavé S, jejiz
pocatek se pfed rdzem pohybuje s jednou z ¢astic (obr. 17b).

Y yl Y Y
v —v | z=2 u | v. | z=z'
RS R R A
M r=a' NV r=x
Q= Grg———+
Y y' Y
o~ r=a'
|O o' )
Obr. 17a Obr. 17b

Ve vztazné soustavé S’ se obé Castice pred razem pohybuji stejné velkymi
rychlostmi v a —v a maji stejné velké hybnosti opa¢ného sméru. Celkova hyb-
nost dvojice ¢astic je nulova a podle zdkona zachovani hybnosti se ¢astice pri
razu zastavi, spoji se v jedinou ¢astici a ta zistane v klidu.

Castice je pred rdzem v pocatku vztazné soustavy S v klidu. Vztazna soustava
S’ se vzhledem ke vztazné soustavé S pohybuje stélou rychlosti o velikosti v.
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Velikost u rychlosti druhé ¢astice vzhledem ke vztazné soustavé S urc¢ime podle
relativistického vztahu (16) pro sklddani rychlosti, kde polozime u' = v:

2v
5 -
v
149
+CQ

u =

(44)

Po réazu se spojené ¢astice nachazeji v poc¢atku vztazné soustavy S’ a pohybuji
se tedy vzhledem ke vztazné soustavé S rychlosti v.

Podle klasické mechaniky by se hmotnost m ¢astice neméla zménit pfi je-
jim uvedenim do pohybu ani pfi nepruzné srazce s druhou ¢astici. V takovém
pripadé by celkova hybnost dvojice ¢astic pred rdzem méla v soustavé S velikost,

2mo
2’
v

14+ =

+c2

m-u+m-0= (45)

ale po razu 2mw, coz by bylo v rozporu se zdkonem zachovani hybnosti.

Predpokladejme tedy, ze hmotnost ¢astice neni konstantni, ale zavisi na
jeji rychlosti. Ozna¢me mo hmotnost ¢astice v klidu, m, a m, hmotnosti téze
¢astice pri rychlostech v a u. Podle zdkona zachovini hmotnosti je celkova
hmotnost dvojice ¢astic pred razem stejnd jako po razu, tedy mg + m,,. Podle
zékona zachovani hybnosti pak plati

My - U = (My + mo)v . (46)

Z toho ur¢ime pomér obou hmotnosti:

my v v A +? (47)
my u-—-v 20 _U_cz—v2
7
v
1+ =z
Plati také
2
2v
v
v
. u_2 _ 1+ 2 . dv?c? (? —0?)? (48)
CQ - CQ (CQ +v2)2 (CQ +v2)2 ’
2 +0? 1
o2 u? (49)
==
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Porovnanim vztaht (47) a (49) dostaneme hledanou zavislost relativistické
hmotnosti ¢astice na jeji rychlosti, jejiz graf je na obr. 18:

m 1 m
_“:72’ mu:702 (50)
mo 1 u 1_u_
2 c?
! My
u? | Mo

O = N W e Ol Oy NN 0 ©

c Obr. 18

Z pribéhu grafu je zfejmé, ze rychlost ¢astice s nenulovou klidovou hmot-
nosti mg nemize nikdy dosdhnout rychlosti svétla ve vakuu, protoze relativis-
tickd hmotnost ¢astice by pfitom neomezené vzrostla.

Zname-li klidovou hmotnost ¢astice mg a hmotnost za pohybu m,,, mtzeme
urc¢it rychlost u ¢astice:

2 2 2
mi(l—%>:m87 ugch<—m—g>7 u=c 1—m—8 (51)
u

C

2.2 Neménnost naboje

Na rozdil od hmotnosti ¢astice, jeji elektricky naboj na rychlosti nezavisi a pri
prechodu z jedné inercidlni vztazné soustavy do druhé se neméni. Svéd¢i o tom
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napt. experimentalni fakt, ze atomy a molekuly latek jsou elektricky neutralni,
ackoliv rychlosti elektronti v atomovych obalech riznych atomt jsou rtzné a
znacné se lisi od rychlosti protond v atomovych jadrech.

V homogennim elektrickém poli o intenzité E pisobi na ¢astici s ndbojem
Q stala sila F = QE nezavisld na rychlosti ¢astice.

2.3 Pohyb c¢astice s nulovou pocatecni rychlosti, na kte-
rou pusobi stala sila

Céstici o klidové hmotnosti mg, kterd byla v klidu, uvedeme ptisobenim stélé
sily F do pohybu rychlosti v. V klasické fyzice se predpokladd, Ze hmotnost
Castice se neméni a 2. pohybovy zakon plati ve tvaru

dp _d(mev)  dv

at at = moa = mopa. (52)

Pohyb je tedy rovnomeérné zrychleny a fidi se kinematickymi zakony

1
v = at, s = —at?, a=— (53)
2 mo
je a je velikost konstantniho zrychleni. To plati velmi presné, dokud dosazena
rychlost je mnohem mensi nez rychlost svétla ve vakuu.
Maé-li popis pohybu vyhovovat i pti velkych rychlostech, musime v 2. pohy-
bovém zékoné prihlédnout i ke zméné hmotnosti a pouzit jej ve tvaru
F_dp_d(mv)_dm dv _ dm

S rostouci hmotnosti ¢astice se zrychleni ¢astice vyvolané ptsobenim stalé sily
postupné zmengsuje, rychlost roste ¢im dal pomaleji a neprekroci rychlost svétla
ve vakuu. Kinematické zakony (53) musime opravit.

Uvedeme-li hmotny bod z klidu do pohybu, je jeho hybnost rovna impulsu
sily. Je-li sila konstantni, plati

p=mv, = Ft, P =My = mOUQZFt. (55)
v
1Y
)
Upravou dostaneme vztah pro vypocet rychlosti:
2 242
2,2 2,2 v 2 F=i Fic
mgv :Ft(l——2>, V=, V= Sy (56)
c m%4_1~"c2t vmge? + F2t
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Vztah pro vypocet drahy dostaneme integraci:

t Fte
s = —dt.
0o /m3c? + F?t?
PouZijeme substituci z = m2c? + F?t?, dz = 2F?t dt.
1

Ftc c dz c = c
—_dt = — =922 1.0 =— 202 4 242 C,
/ ,7m3c2+F2t2 2F/ 1 5F 24+ F\/moc + +

52
t (58)
s = {E mc? + FQtQ} = E\/ 22 + F2t2 — £ moc, (59)
F ,F F
2 3,2
_ mpc ==
s =" < T 1) (60)

Na zacatku pohybu, kdy Ft < mgc, miZzeme vztahy (56) a (60) zjednodusit:

Ft F
RS < = —t=at, (61)

Vmic2  mo

2 242 2
moc F-t Ft 1,
—1) =" = Zat*. 62

F < 2 > ome 2" (62)

~
~

Dostali jsme stejné vztahy jako v klasické fyzice.
Jestlize naopak pohyb probiha tak dlouho, ze F't > mgc, mizeme vztahy
(56) a (60) upravit na:

Ftc moc> F?¢? moc>
v /—F2t2—07 S5~ fa (H—m%CQ—l =ct — A (63)

Rychlost ¢astice se priblizi k rychlosti svétla ve vakuu a témér se neméni; pohyb
je témér rovnomérny.

Pro ilustraci sestrojime grafy rychlosti a drahy elektronu s nulovou po-
¢atecni rychlosti, ktery ve vakuu v homogennim elektrickém poli o intenzité
|E| =1,00-10° V-m™! proletél drahu L = 2,00 m. (Viz obr. 19; ¢drkované je
zakresleno klasické feseni.) Do vztaht (56) a (60) dosadime hodnoty veli¢in:

c=3,00-10m-s™', my=9,11-10"* kg, F=|Ele=1,60-10""%N
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a dostaneme vztahy pro vypocet ¢iselnych hodnot {v}, {s}:

4,80- 1075 - {t}
{v} = —44 26412 (64)
VTAT- 1074 + 2,56 - 10-26{¢}
{5} = 0,513 (\/1 +343-1007{t)% — 1) . (65)
v Ft
10°m-s mo
3
—]
2
L—
/
0 1 2 3 4 5 6 7 8 t
ns
s T
m 2 myg
2 7
/
//
/ e
1 //
v
/
/
/] I
A
0 —
1 2 3 4 5 6 7 8 t
s
_m0C2_
F
Obr. 19
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Uréime jesté, za jakou dobu ¢; proleti elektron drdhu L. Ze vztahu (60)
vyjadiime
s 2mgc?

t=—4/14+ ——. 66
c + F's (66)

Po dosazeni s = L = 2,00 m dostaneme ¢; = 8,2-107 s.

Uloha
11. Dokazte, Ze relativisticky graf drahy na obr. 19 je tisekem hyperboly.

2.4 Energie

Kinetickda energie pohybujici se ¢astice je rovna mechanické praci, kterou mu-
sime vykonat, abychom ¢astici uvedli z klidu do pohybu danou rychlosti. Pokud
praci kon4 sila stadlého sméru a velikosti, plati

Ex=W =Fs. (67)

Jestlize rychlost v, kterou ¢astice dosahne, je mnohem mensi nez rychlost svétla
ve vakuu, miizeme hmotnost ¢astice povazovat za konstantni (m = mg) a pohyb
za rovnomeérné zrychleny se zrychlenim o velikosti a = F'/mg. Pak

1 1 1
W =Fs =mpa- §at2 = Emo(at)2 = §m0v2 . (68)

Pti malych rychlostech mtzeme tedy kinetickou energii castice dostateéné pies-
né vypocitat podle klasického vzorce
1 2

Ey = §m0U . (69)

Stejnym zpisobem mizeme urcit i kinetickou energii ¢astice pohybujici se vel-
kou rychlosti. Musime v8ak pifi vypoctu drahy pouzit vztahy (60), (55) a (50):

F*¢? 22
W:FS:’ITL()C2< 1‘*‘?_1):771002( ]+%_1 =
mpC€ mgcC
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kde m = m, je hmotnost c¢astice za pohybu a mg jeji hmotnost klidova. Ki-
neticka energie ¢astice je rovna soucinu piirdstku hmotnosti ¢astice zptisobené
jejim uvedenim do pohybu a druhé mocniny rychlosti svétla ve vakuu:

‘Ek = (m—mo)cg‘ (71)

Relativisticky vzorec pro vypocet kinetické energie neni v rozporu s klasickym
vzorcem (69). P¥i malych rychlostech mtZeme psat

2

27

2 2 1

1
(m—mo)c® =moc? | —= — 1| = moc? <1 + 1> = §m0v2. (72)

Klasicky vzorec pro vypocet kinetické energie c¢astice je tedy jen pribliznym
vyjadifenim vzorce relativistického pro v < c.

Vratme se jesté jednou k mys8lenkovému pokusu na obr. 17a. Soustava dvou
¢astic o celkové klidové hmotnosti 2mg ziskala v soustavé S’ uvedenim do po-

hybu vné&j§imi silami celkovou kinetickou energii By, = 2(m, — mg)c® a jeji
celkova hmotnost se zvétsila na
E
M =2m, = 2mo + — . (73)
c

Béhem rizu uZ na Castice zadné vnéjsi sily nepisobi. Céstice se zastavi jen
vzajemnym plisobenim, ztrati pfitom kinetickou energii, ale o stejnou hodnotu
AU = Ex se zvétsi vnitini energie soustavy. Podle zdkona zachovani hmotnosti
ma nové ¢astice vznikla spojenim ptvodnich ¢astic i po razu hmotnost

AU
coz je ovSsem jeji hmotnost klidovd. Vidime, 7e zvySenim vnitini energie se

celkovd hmotnost soustavy ¢astic zméni stejné jako ziskanim energie kinetické.
To nas vede k zavéru, ze klidova hmotnost ¢astice je mirou jeji klidove vnitini

energie
(75)

a ze celkova energie Castice pohybujici se rychlosti v je

2

E:E0+Ek:moc2+(m—m0)c2:mc2:LCQ. (76)
v

1=
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Pro izolovany soubor ¢astic pak ze zdkona zachovani hmotnosti pfimo plyne
zakon zachovdni energie:

‘Zmzkonst. = ZE:CQZm:kJOTLSt.‘ (77)

Teorie relativity tedy chape zdkon zachovani hmotnosti a zdkon zachovani ener-
gie jako rtzné formy téhoz fyzikalniho zakona.

Vztah E = mc? je potvrzen energetickou bilanci jadernych reakei a reakei
elementarnich ¢astic. Napiiklad pti termonukledrni reakci

2H 45 Li -3 He +3 He
se soucet klidovych hmotnosti zmensi o
Amgy =0,0239 m, = 3,98 - 10 % kg
a soucet kinetickych energii se zvétsi o ekvivalentni hodnotu
AE, = Amc® =3,58-10712 J =224 MeV .

Pti tzv. anihilaci elektronu s pozitronem obé ¢astice zanikaji a nejcastéji
vznikaji dva fotony v, pficemz kineticka energie kazdého je rovna klidové energii
elektronu

mec® =9,11-1073" kg - (3,00- 108 m -s7')?2 =8,20-107'* J = 0,51 MeV .

Ulohy

12. Atom nuklidu uhliku 2C, ktery méa relativni atomovou hmotnost A, =
= 12 (pfesné), se skldd4 z Sesti protonti, Sesti neutronii a Sesti elektroni
o relativnich atomovych hmotnostech

Ai(p) =1,0072765, A.(n) =1,0086649, Ar(e) = 0,000 5486.

Urcete vazebni energii jeho jadra FEj, tj. préaci, kterou bychom museli vy-
konat, abychom jadro rozdélili na vzajemné na sebe neptsobici protony a
neutrony. Energii elektronového obalu atomu zanedbejte.

13. Vypoditejte tbytek celkové klidové hmotnosti jaderného paliva a produkti
jeho Stépeni za jeden rok v jaderné elektrarné o vykonu 1000 MW a Gcin-
nosti 30 %.
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2.5 Mezni rychlost

Bertocci r. 1964 experimentalné ovéroval, ze rychlost elektronti urychlenych
elektrickym polem nemiize prekrocit rychlost svétla ve vakuu. Pouzil k tomu
dlouhou katodovou trubici, jejiz zjednodusené schéma je na obr. 20. Na anodu
a katodu trubice bylo pfipojeno velmi vysoké napéti z Van de Graaffova ge-
nerdtoru. Ridici elektrodou G byly z katody uvoliioviny v kratkych pulsech
elektrony, které po urychleni elektrickym polem mezi katodou a anodou vystu-
povaly do oblasti bez elektrického pole, prolétaly elektrodou D; a dopadaly na
shérnou elektrodu Ds. Z doby letu mezi elektrodami D; a Dy méfené oscilosko-
pem a ze vzdalenosti elektrod byla vypocitana rychlost elektront pti rtiznych
hodnotach anodového napéti. S rostoucim napétim se doba priiletu zmenso-
vala ¢im dal pomaleji a blizila se k hodnoté rovné podilu vzdélenosti elektrod
a rychlosti svétla ve vakuu.

8,4 m

K o a T ]
|
|

SR )
- U g @

- T — T 77 Obr. 20

Castice o klidové hmotnosti mg a ndboji @ uvedena do pohybu ptisobenim
elektrického pole o napéti U ziskd kinetickou energii rovnou praci vykonané
elektrickou silou We = UQ a jeji hmotnost se zvétsi na

E U
m:mo—}—c—;:mo—}——?. (78)
Podle (51)
2 2 2
1
'U_2: _m_gzl_—mo 2:1——2. (79)
C m U U
(e @) (i)

Pro UQ > moc? je hodnota druhého zlomku zanedbatelnd a pomér v/c se blizi
k jedné.
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Je-li urychlovaci napéti malé, do-  »* 2We
staneme dostate¢né presny vysle- ¢ Mo
dek uzitim klasického vzorce pro 1,2 l
kinetickou energii: 1,0
/
1 ) 0,8 l //
= =UQ, 80
pM0Y @ (80) 0.6 /
I 20Q 0,4
c moC 0,2
Pro elektron dosazenim hodnot 0 . 5 I
mo = 9,11 - 103! kg, 0 3 o
Q=e=160-10"1°C
dojdeme ke graffim na obr. 21. Obr. 21

Uloha
14. Odvodte vztah (81) ze vztahu (79) uZzitim pribliznych vzorct (22).

2.6 Vztah mezi celkovou energii, klidovou energii

2 w2

a hybnosti ¢astice

Upravme vztah (50) mezi relativistickou hmotnosti m, klidovou hmotnosti my
a okamzitou rychlosti v pohybujici se ¢astice:

2
v

m? <1 - —2> =m3, m?c? —m*v? = mic?.
c

Vyndsobime-li jesté obé strany rovnice ¢?, dostanou viechny jeji ¢leny jedno-
duchy fyzikalni vyznam:

2 4 222 _ 24 2 _ 2.2 _ 12
m*ct —m v c® = myc”, E° —p°c =Ef. (82)

Vztah mezi celkovou energii, klidovou energii a hybnosti ¢astice, ktery jsme
odvodili, se da vyuzit pii feSeni nejraznéjSich uloh. Jako ptiklad odvodime
zédkon drahy ¢astice uvedené do pohybu piisobenim stélé sily. Do vztahu (82)
dosadime za celkovou energii soucet klidové energie a spotiebované prace, za
hybnost impuls sily:

(Eo + Fs)? — F?t*c¢* = B}, Fs=4/E2 + F?t?c? — E . (83)
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Z toho piimo dostaneme vztah (60)
Ep F2t2¢? moc? F2¢?
= — 14 ——-1]| = 1 —-1]. 84
TF ( * E2 F * mac? (84)

Dilezité je, Ze prava strana ve vztahu (82) je pro danou ¢astici konstantni.
Totéz musi platit i o vyrazu E? —p?c? na levé strané, ktery tedy nezivisi na oka-
mzité rychlosti ¢astice a tedy ani na volbé inercidlni vztazné soustavy, ve které
¢astici pozorujeme. Je tedy invariantni vzhledem k Lorentzové transformaci.

Vztah (82) plati i pro fotony — kvanta elektromagnetického zafeni, kterd
maji nulovou klidovou hmotnost a pohybuji se rychlosti ¢. Energie fotonu zareni
o frekvenci f je

E=nhf="2 (85)

kde h = 6,63 -1073* J - s je Planckova konstanta a A vlnova délka zaieni ve

vakuu. Z obecného vztahu (50) mezi hmotnosti a energii a ze vztahu (82) plyne

pro relativistickou hmotnost a hybnost fotonu
E _nhf h

m = — e —_— p:mc:

h
Z=4-2 == (86)

Uloha

15. Mezon 1 o klidové hmotnosti myg = 273,1m, se rozpadl na lepton u o klidové
hmotnosti myo = 206,8m. a mionové neutrino v, jehoz klidovd hmotnost
je zanedbatelna ve srovnani s klidovou hmotnosti elektronu, prakticky tedy
nulova. Za predpokladu, ze mezon m byl pred rozpadem v klidu, urcete
kinetickou energii a hybnost leptonu a neutrina.

2.7 Druhy pohybovy zdkon pfi velkych rychlostech

Podle druhého pohybového zdkona, zakona sily, je vyslednice sil ptisobicich na
hmotny bod v inercidlni vztazné soustavé rovna derivaci jeho hybnosti podle
Casu:

_dp _dmy) dm o dv _dm (87)

F=4~"a a " T
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V klasické mechanice, pii rychlostech malych ve srovnani s rychlosti svétla ve
vakuu, mizeme hmotnost povazovat za konstantni. Zakon sily vyjadiime proto
s dostateénou presnosti ve tvaru:

dm F
- (88)

EN N F:’I’I'La7 a =

Pti velkych rychlostech musime pfihlizet k relativistickému vztahu mezi hmot-
nosti a rychlosti hmotného bodu:

[ 2
m:A, v=c —m—g. (89)
Jiov "
2

Hmotnost m hmotného bodu je pfimo imérna jeho celkové energii E, ktera se
ovSem pii pohybu méni. Zména energie je rovna praci vykonané vyslednici F
sil, které na hmotny bod ptisobi. Plati:

dE F-dr F - vdt dm F-v
d = —n" = ———= = —F, - . 90
=2 c? L dt c? (90)

Po dosazeni do (87) dostavame zdkon sily ve tvaru:

F
- me2 v, (91)

F:VC'QFv+ma, a=

3
<

ze kterého budeme vychazet v nasledujici diskusi. Nejprve probereme specialni
pripady.

1. Sila puasobi ve sméru pohybu
Jsou-li vektory F a v souhlasné rovnobézné, plati

F vF

V'F:UF7 a:a—wv. (92)

Vektor @ ma stejny smér jako okamzita rychlost v a pro jeho velikost plati

3
_F v?\ _ F v?) 2
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2. Sila ptsobi kolmo ke sméru pohybu
Je-1li vektor sily kolmy k vektoru okamzité rychlosti, plati v-F =0 a vztah
(91) se zjednodusi na

- 1< (94)

Naprtiklad v kruhovych urychlovacich nabitych elementarnich ¢astic udéluje
magneticka dostiediva sila F,, ¢astici o klidové hmotnosti mg nesouci ndboj @
dostredivé zrychleni ay, které ji udrzuje na kruhové trajektorii o poloméru R.
Pritom plati

F,, = BQu = mag = = , mv = BQR. (95)

V obtich kruhovych urychlovadich, kde se rychlosti ¢astic priblizuji k rychlosti
svétla ve vakuu, mizeme psat mc ~ BQR a pro maximalni dosazitelnou energii
Castice dostavame

Bax = mc* & BnaxQRc, (96)

kde Bpax je velikost maximélni magnetické indukce dosazitelné v prostoru
urychlovaci trubice.

Ptsobi-li sila ve sméru okamzité rychlosti nebo ve sméru kolmém ke sméru
okamzité rychlosti, mé zrychleni hmotného bodu smér ptisobici sily. To nas
nepiekvapuje, nebot v klasické fyzice, kdy pracujeme se vztahem (88), je rov-
nobéznost obou vektorti samoziejméa. P velkych rychlostech, piisobi-li sila
Sikmo ke sméru pohybu, jsou vSak sméry sily a zrychleni razné. K tomuto
zdvéru dojdeme Upravou vztahu (91). PouZijeme vektorovou rovnost

(a-c)b=(a-b)c—ax(bxc), (97)

o0 jejiz platnosti se mizeme presvédcit rozepsanim obou stran rovnosti na sou-
fadnice. Podle néj

(v -F)v=0vF —v x (F xv) (98)
a po dosazeni do (91)
v? 1
F=F—5 - Svx(Fxv)+ma, (99)
c c
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F v2 1
=—|(1—-—= —v x (F x . 100
a m( CQ>+7TLCQV ( V) ( )

Zrychleni Ize tedy vyjadrit jako vektorovy soucet dvou slozek, z nichz jedna je
orientovana ve sméru sily F a druhd je kolma k vektoru v a lezi v roviné urcené
vektory v a F (obr. 22).

Obr. 22

Uloha

16. V homogennim magnetickém poli o indukci B = 0,010 T proletél elektron
kolmo k indukénim ¢ardm po kruhovém oblouku o poloméru R = 0,78 m.
Urcete jeho hybnost, celkovou energii, hmotnost a rychlost.

2.8 Priklad na zavér

V urychlova¢i HERA v Hamburku, ktery byl uveden do provozu r. 1989, zis-
kavaji elektrony celkovou energii £, = 30 GeV a protony celkovou energii
E, = 820 GeV. Céstice obihaji v opa¢nych smérech ve dvou piiblizné kruho-
vych zasobnich prstencich o poloméru r = 1,0 km umisténych nad sebou. Na
¢tytech mistech, kde se prstence kiizi, probihaji srazkové pokusy.
a) O kolik jsou rychlosti protont a elektronti mensi nez rychlost svétla ve va-
kuu?
b) Jak silnd magnetickd pole udrzuji ¢astice na kruhovych trajektoriich?
c) Jakou rychlost «, hmotnost m* a celkovou energii E* mé elektron pred
srazkou ve vztazné soustavé spojené s protonem?
Klidové hmotnosti protonu a elektronu jsou
mpo = 1,67-107%" kg, meo = 9,11- 1073 kg.
Obé &astice maji nédboj o absolutni hodnoté e = 1,60 - 10~!° C.
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Reseni

a) Upravou vztahu (76) pro celkovou energii ¢astice

E=mc* = Mo¢

2

v

-z

dostaneme pro moc? < E:
2\ 2 2 4 2.5
moc mac mac
v=e <E>C< 2E2>C2E2 (101)

Pro dané hodnoty je rychlost protonu v, = ¢ — 197 m-s™!, rychlost elektronu
ve=c—4,4cm-sL.

b) Dostiedivé zrychleni udéluje ¢astici magnetickd sila. Pi rychlosti, kterd je
prakticky stejnd jako rychlost svétla ve vakuu, plati:
2
mc E E
Bec~ — = — | B~ —. (102)
r r ecr
Magneticka indukce v protonovém prstenci ma hodnotu B = 2,7 T (kte-
rou mizeme ziskat jen supravodivym vinutim chlazenym kapalnym heliem).
V elektronovém prstenci je B =0,10T.

c) Laborator se pohybuje rychlosti o velikosti v, vzhledem k vztazné soustavé
spojené s protonem. Elektron se vzhledem k vztazné soustavé spojené s labo-
ratori pohybuje stejnym smérem rychlosti o velikosti v.. Rychlost u elektronu
vzhledem k soustavé spojené s protonem urc¢ime pomoci relativistického vztahu

X Y
1-2 +1-2
w= ”p;”’ev ~c 2X 2Y , (103)
1 p Ye _ = J
s 1+(1 2)(1 2)
kde 0 4 .
MpoC MmeoC
X =2, = (104)
P e
Po apravé
,_ X4V L_X+Y
~ _ _ _ 4 ~e(1-2X) ) (105
YR Xyy Xy T X+v Xy ©f 8 )"
2 1 1 8
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77’L2 77’L2 C4>
ure|1 - 220 (106)
2 2
( SE2E?

Pro dané hodnoty u = ¢ — 1,44 - 1078 m-s~!. Pii této rychlosti ma elektron
hmotnost

m* = Meo ~ Meo ~ Meo _ 2meeo
\/1_u‘j NPT o Y N P 0 ¢ X
c s 7
(107)
2mee 2E, E,
mi a0 ZTe (108)
MeMpoC mpoC
EyE.
a celkovou energii
2E,FE.
EY=mlc® ~» —2—. (109)
mpoC

Po dosazeni m* =9,3-10"2 kg, E* =8,4-107% J = 52000 GeV .

Jiné TeSeni — uzitim vztahu (82) mezi celkovou energii, kinetickou energii a
hybnosti:

Oznacme pe, p, velikosti hybnosti elektronu a protonu ve vztazné soustave
spojené s laboratoii a p} velikost hybnosti elektronu ve vztazné soustavé spo-
jené s protonem. Pied srazkou je celkova energie protonu a elektronu ve vztazné
soustavé spojené s laboratori E, + E;,, ve vztazné soustavé spojené s protonem
E} + Ep. Celkova hybnost protonu a elektronu v soustavé spojené s laboratoti
mé velikost |pe — pp|, protoze ¢astice se pohybuji proti sobé. Celkova hybnost ve
vztazné soustavé spojené s protonem je pX. V dusledku invariantnosti vyrazu
E — p2c? plati:

(EZ + EpO)2 - = (Ee + Ep)2 = (pe _pp)202 ' (110)
E)=E.-pic*,  EP —picd =E!-pl. (111)

Odettenim rovnic (111) od rovnice (110) dostaneme:
E!Epo = EeEy + peppc” (112)

Protoze obé rychlosti ¢astic v soustavé spojené s laboratofi se blizi rychlosti
svétla ve vakuu, je

PeC X Mec® = F, ppc = mpct = B, (113)
= BB toap BB, BB, L BBy gy
Epo Ep() mpoc mpoc
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Vysledky tuloh

ck=fo/f=1053v=00512c=154-10" m-s !,

. Signél vyslany pozorovatelem A v ¢ase t = t; < 0 piijme pozorovatel B

- ., . . " —2
v Case t' = kt; a odrazeny signal dojde k pozorovateli A v éase t = k ;.

-2

1+k 1-k -2 c—v
t1]| = t k= .
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uv
1w
2
!
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vu
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t'+ =
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c? c?
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11.

12.

13.

15.

16.

. Zasahy zacatku a konce vlaku bleskem nastaly diive, nez pozorovatel B

dorazil k pozorovateli A. Podle pozorovatele B obé udalosti probéhly ve
stejné vzdalenosti rovné poloviné klidové délky vlaku, tedy soucasné. Podle
pozorovatele A byl zac¢atek vlaku zasazen ve vzdalenosti mensi nez polovina
délky vlaku a konec ve vzdalenosti vétsi nez polovina délky vlaku. Jestlize
svétlo od obou bleskil dorazilo soucasné, musel byt podle pozorovatele A ko-
nec vlaku zasazen diive nez zacatek.

Vztah (60) upravime na tvar

moc?\
0
moc?\>  mict L., (s tTF > 2
S + = 5 +c t y 5 — 5 = ]_ R
F F mocC mopcC
F F
2 2
ktery je formalné stejny jako rovnice hyperboly % - 2—2 =1.

Am = 0,0989 m, = 1,64 - 10728 kg,
E;=Am-c*=148-10""J =924 MeV.

_ Pt _
Am = v 1,17 kg.

Regenim soustavy rovnic p, = py, Mroc® = myc? + myc?,
2 4 292 _ 2 4 2 4 22 _
my,c” — p,c” = myeC", myc- —p,c- =0
dostaneme

2 2 4 5 9 _ _ (mﬂ:O_muO)C _ )
MroC” = /Mot + pic” +pyuc, pu—pv—W—S&Qme c,

E, = Eyy, = pyc = 58,2mec? = 29,8 MeV |
E, = Ey — E, = 214,9m.c* = 109,8 MeV ,
By, = E, — Eyo = 8,1mec® = 4,1 MeV .
p=DBeR=125-10"?"kg-m- s,
E = \/E2 +p%c? = /m3c* + B2e2R2c2 = 3,8 - 1071* J = 2,4 MeV,

m=%:473~10*30kg,v=£=2,9~108m'8’1-
I5; m
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