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Úv o d

V dynamice hmotn ýc h b o dù vyc házíme z pohybových r ovnic , které získ áme

aplik ací 2. p oh yb o v ého zák ona. Jsou to diferenciální ro vnice, jejic h¾ øe¹ení

v ìt¹inou klade v elk é nároky na znalost matematické analýzy . T o donedá vna

znaènì omezo v alo mo¾nosti výkladu dynamiky na støední ¹k ole, kde jsou ob-

vykle p o drobnì probrán y jen p oh yb y s k onstan tním zryc hlením, ro vnomìrn ý

a ro vnomìrnì zryc hlen ý p oh yb p o kru¾nici a netlumené harmonic k é kmitání

pru¾ino v ého oscilátoru.

Roz¹íøením výp o èetní tec hniky do ¹k ol a za v edením pøedmìtu informatik a

vznikly zcela no v é p o dmínky i pro výuku fyziky . V dynamice sousta v hmotn ýc h

b o dù je to zejména mo¾nost vyu¾ití numerických metod ø e¹ení obyèejných dife-

r enciálních r ovnic . I nejjedno du¹¹í z tìc h to meto d, které vy¾adují jen základní

znalosti programo v ání, p oskytují pøi øe¹ení dynamic kýc h úloh výsledky , které

dobøe vystih ují prùb ìh y reáln ýc h dìjù a umo¾ò ují jejic h gra�c k é mo delo v ání.

Pøi výp o ètec h dynamic kýc h mo delù vystaèíme v nouzi s programo v ateln ým

k alkulátorem. V ìt¹í k omfort o v¹em p oskytuje p o èítaè PC s mo¾ností gra�c k ého

výstupu na obrazo vku a tisk árn u. Pro usnadnìní práce b yly vyvin ut y rùzné

programo v ací prostøedky , které automatic ky vyk oná v a jí rutinní práce sp o jené

s pøípra v ou program u a s vytv áøením tabulek neb o grafù, tak¾e u¾iv atel se m ù¾e

plnì soustøedit na øe¹ení fyzik álního problém u. U nás je to zejména výp o èetní,

mo delo v ací a demonstraèní systém F AMULUS 3.5 L. Dvoø áka a kol. , který

vznikl na MFF UK v Praze a na ¹k oly je roz¹iøo v án �rmou F AMULUS Etc.

1

)

Pøesnost matematic k ého mo delu fyzik álního dìje a ryc hlost výp o ètu jsou

znaènì zá vislé na p ou¾ité n umeric k é meto dì. T en to studijní text p o dá v á pøe-

hled nejroz¹íøenìj¹íc h meto d a p oro vná v á jejic h pøesnost a ryc hlost na mo delec h

nìkterýc h jedno duc h ýc h p oh yb ù. Jsou to: v oln ý pád s o dp orem prostøedí, me-

c hanic k é kmit y (netlumené, tlumené a vyn ucené) a p oh yb dru¾ice v radiálním

gra vitaèním p oli. Dále se v textu setk áme s mo delo v áním p oh ybu izolo v ané

sousta vy hmotn ýc h b o dù a s mo delo v áním p oh ybu kyv adla.

V ìt¹ina uk ázek b yla pøipra v ena v systém u F AMULUS, dv ì alternativní

uk ázky jsou v P ascalu a Excelu. Pro zá jemce jsou na in terneto v é adrese

www.vsp.cz/pdf/f aku lt a/f yz ik a/o ly mpi d/ ind ex .h tm

k disp ozici program y z tohoto textu a nìk olik dal¹íc h doplòk o výc h program ù

v e F am ulu.

1

) V souèasné dob ì je pøipra v o v ána v erze pro Windo ws NT .
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1 P oh yb o v é ro vnice a jejic h øe¹ení

Aplik ací druhého p oh yb o v ého zák ona v e tv aru

F = m a = m

d

2

r

d t

2

na k onkrétní pøípad p oh ybu hmotného b o du v inerciální vzta¾né sousta v ì do-

stá v áme pohybovou r ovnici tohoto p oh ybu. Síla, která p ùsobí na hmotn ý b o d,

se m ù¾e ob ecnì mìnit v zá vislosti na èase, na p oloze hmotného b o du a na jeho

ryc hlosti. Pøi øe¹ení fyzik álníc h úloh se nejèastìji setk áme s tìmito t yp y sil:

1. síla tíhová v homogenním tího v ém p oli

F = m g ;

2. síla gr avitaèní v radiálním gra vitaèním p oli cen trálního tìlesa s v elk ou hmot-

ností ( M � m )

F = � {

M m

r

3

r ;

(P o èátek vzta¾né sousta vy v olíme v e støedu cen trálního tìlesa.)

3. síla elastická pøi vyc h ýlení hmotného b o du z ro vno v á¾né p oloh y

F = � k : r :

(P o èátek vzta¾né sousta vy v olíme v ro vno v á¾né p oloze hmotného b o du.)

K tìm to k onzerv ativním silám pak pøistupují rùzné disipativní síly . Zvlá¹tì:

4. síla odporu viskózního pr ostø e dí pøi p omalýc h p oh yb ec h

F = � k � l v = � B v ; (Stok esùv vzorec)

5. síla vír ového odporu pr ostø e dí pøi ryc hlej¹íc h p oh yb ec h

F = �

1

2

C S �v v = � K v v : (Newton ùv vzorec)

Z èaso v ì promìnn ýc h sil uv eïme alesp oò

6. harmonicky se mìnící sílu

F = F

m

sin 
 t ;

se kterou se setk áme pøi studiu n ucen ýc h kmitù.
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Rozepsáním p oh yb o v é ro vnice na jednotliv é souøadnice dostaneme pro p o-

h yb v tro jrozmìrném prostoru tøi ro vnice

ma

x

= m

d

2

x

d t

2

= F

x

= F

x

( t; x; y ; z ; v

x

; v

y

; v

z

) ;

ma

y

= m

d

2

y

d t

2

= F

y

= F

y

( t; x; y ; z ; v

x

; v

y

; v

z

) ;

ma

z

= m

d

2

z

d t

2

= F

z

= F

z

( t; x; y ; z ; v

x

; v

y

; v

z

) :

V e sp eciálníc h pøípadec h p oh ybu p o pøímce neb o p oh ybu v ro vinì m ù¾eme pøi

vho dné v olb ì vzta¾né sousta vy zreduk o v at p o èet ro vnic na jedn u neb o dv ì.

Dal¹í zjedno du¹ení nastane, p okud síla zá visí jen na nìkterém z uv eden ýc h

parametrù, neb o je k onstan tní.

Známe-li p o èáteèní p oloh u hmotného b o du, jeho p o èáteèní ryc hlost a p o-

h yb o v ou ro vnici, m ù¾eme urèit prùb ìh p oh ybu, tj. stano vit, jak zá visí p oloha

hmotného b o du a jeho ok am¾itá ryc hlost na èase. Pøi mo delo v ání p oh ybu

hmotného b o du jde o to, ab yc hom k urèité p osloupnosti èasù f t

i

g stano vili

p osloupnost pøíslu¹n ýc h p oloho výc h v ektorù f r ( t

i

) g , pøípadnì i p osloupnost

ok am¾it ýc h ryc hlostí f v ( t

i

) g . Získ ané p osloupnosti pak dále vyu¾ív áme pøi gra-

�c k ém znázornìní p oh ybu, kdy buï zobrazujeme v urèitém mìøítku vzta¾nou

sousta vu a jednotliv é p oloh y hmotného b o du, neb o sestro jujeme grafy znázor-

ò ující, jak se mìní v zá vislosti na èase souøadnice p oloho v ého v ektoru, pøípadnì

i v ektorù ryc hlosti a zryc hlení, neb o jejic h v elik osti.

P osloupnost f t

i

g v olíme nejèastìji jak o p osloupnost aritmetic k ou s k onstan t-

ním èaso vým krok em

h = t

i +1

� t

i

:

Naznaèen ý úk ol m ù¾eme øe¹it na p o èítaèi dv ìma meto dami, analytickou

neb o numerickou .

1.1 Analytic k á meto da

Analytic k á meto da sp o èív á v tom, ¾e nejprv e vyøe¹íme p oh yb o v ou ro vnici p o-

mo cí prostøedkù matematic k é analýzy , tj. nalezneme explicitní funk ce r = r ( t ),

v = v ( t ), které jsou øe¹ením p oh yb o v é ro vnice, a p ostupn ým dosazo v áním èlen ù

z p osloupnosti f t

i

g do funk èníc h vzorcù vyp o èítáme jednotliv é èlen y p osloup-

ností f r ( t

i

) g , f v ( t

i

) g .

Analytic k á meto da je náro èná na matematic k é znalosti a na støední ¹k ole

ji vyu¾ijeme jen v nejjedno du¹¹íc h pøípadec h. Pøedností analytic k é meto dy je,

¾e pøi ní nac házíme vztah y , p omo cí kterýc h m ù¾eme z p o èáteèníc h p o dmínek

a k o e�cien tù p oh yb o v é ro vnice urèit rùzné vlastnosti tra jektorie, dobu trv ání

dìje, pøípadnì jeho p erio du. Mù¾eme napøíklad urèit dálku a dobu vrh u, dobu
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ob ìh u a v elik osti p olo os tra jektorie pøi p oh ybu dru¾ice, amplitudu a p erio du

kmitù oscilátoru a j. T o umo¾ò uje na rozdíl o d n umeric kýc h meto d pøedem v olit

p o èáteèní p o dmínky tak, ab y prùb ìh dìje mìl urèité p o¾ado v ané vlastnosti.

zadání p oh yb o v é ro vnice

a p o èáteèníc h p o dmínek

analytic k é øe¹ení

p oh yb o v é ro vnice

výp o èet èlen ù p osloupností

f r ( t

i

) g ; f v ( t

i

) g

gra�c k é zpraco v ání

p ostupn ý n umeric ký výp o èet

èlen ù p osloupností f r

i

g ; f v

i

g

gra�c k é zpraco v ání

�

Por ovnání analytické a numerické metody ø e¹ení pohybové r ovnice

1.2 Numeric k á meto da

Numeric k é meto dy pøibli¾ného øe¹ení p oh yb o výc h ro vnic s dan ými p o èáteèními

p o dmínk ami jsou zalo¾en y na p ou¾ití r ekur entních vzor cù vyjadøujícíc h p omo cí

funk ce

a = a ( t; v ; r )

co nejpøesnìji vztah y mezi sousedními èlen y p osloupností f r ( t

i

) g a f v ( t

i

) g .

Cílem n umeric k ého øe¹ení je nalezení p osloupností

f r

i

g = r

0

; r

1

; r

2

; r

3

; : : : ;

f v

i

g = v

0

; v

1

; v

2

; v

3

; : : : ;

které b y se co nejvíce pøibli¾o v aly k pøesném u øe¹ení úloh y , tj. k p osloupnostem

f r ( t

i

) g , f v ( t

i

) g získ an ým analytic kým øe¹ením úloh y .

V elk ou výho dou n umeric kýc h pøibli¾n ýc h meto d øe¹ení p oh yb o výc h ro vnic

je jejic h univ erzálnost, tedy nezá vislost p o èetního p ostupu na t ypu funk ce a =

a ( t; v ; r ). Jedno duc hé i slo¾itìj¹í p oh yb o v é úloh y øe¹íme stejn ým zp ùsob em

b ez znalostí matematic k é analýzy . Existuje v elk é mno¾ství meto d n umeric k ého

øe¹ení p oh yb o výc h ro vnic, které se li¹í sv ou slo¾itostí a pøesností. U v¹ec h platí,
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¾e chyba metody výp o ètu se zmen¹uje pøi zmen¹o v ání èaso v ého kroku h . K ní

v¹ak pøi výp o ètu na p o èítaèi pøistupuje chyba zaokr ouhlovací daná pøesností

zobrazení èísel v p o èítaèi | ta naopak pøi zmen¹o v ání h roste.

2 Elemen tární meto dy n umeric k ého øe¹ení p o-

h yb o výc h ro vnic

Sp olu s p oh yb o v ou ro vnicí upra v enou na tv ar

a =

F ( t; v ; r )

m

= a ( t; v ; r ) (1)

budeme pøi vytv áøení p osloupností f v

i

g , f r

i

g elemen tárními meto dami p ou¾ív at

rekuren tní vztah y

v

i +1

= v

i

+ a h ; (2)

r

i +1

= r

i

+ v h : (3)

t

i +1

= t

i

+ h ; (4)

Vztah y (1) a¾ (4) m usíme pøi n umeric k ém výp o ètu opak o v anì p ou¾ít v urèitém

pøedem zv oleném p oøadí, pøièem¾ (1) m usí pøedc házet (2) a vztah (4) ob vykle

øadíme jak o p oslední. Máme tedy tøi mo¾nosti usp oøádání výp o ètu, které p o dle

p oøadí krokù v programo v ém cyklu oznaèíme zkratk ami AR V , A VR a RA V

(A : : : výp o èet zryc hlení, V : : : výp o èet zmìn y ryc hlosti, R : : : výp o èet zmìn y p o-

loh y). P ostup výp o ètu pøi p ou¾ití jednotlivýc h meto d je pøehlednì zapsán v ná-

sledující tabulce:

AR V A VR RA V

a

i

= a ( t

i

; v

i

; r

i

) a

i

= a ( t

i

; v

i

; r

i

) r

i +1

= r

i

+ v

i

h

r

i +1

= r

i

+ v

i

h v

i +1

= v

i

+ a

i

h a = a ( t

i

; v

i

; r

i +1

)

v

i +1

= v

i

+ a

i

h r

i +1

= r

i

+ v

i +1

h v

i +1

= v

i

+ a h

t

i +1

= t

i

+ h t

i +1

= t

i

+ h t

i +1

= t

i

+ h

Meto dy AR V a RA V se li¹í, p ouze kdy¾ zryc hlení hmotného b o du zá visí na

jeho p oloze. Napøíklad pøi studiu p oh ybu v homogenním tího v ém p oli dá v a jí

ob ì meto dy stejn ý výsledek.

P oznámk a: P o dobné jedno duc hé meto dy b ýv a jí v uèebnicíc h n umeric k é mate-

matiky oznaèo v án y jak o þ Euler ova metoda ÿ.
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Pøíklad 1

Mo delujte v oln ý pád tìlesa z vý¹ky 100 m s pøihlédn utím k o dp oru vzduc h u.

Pøedp okládejte, ¾e v elik ost o dp oro v é síly se øídí Newtono vým vztahem

F

o

=

1

2

C S %v

2

= K v

2

a ¾e mezní ryc hlost pádu, pøi které platí F

o

= F

G

, je v

m

= 20 ; 0 m � s

� 1

.

P o èítejte s tího vým zryc hlením g = 9 ; 8 m � s

� 2

.

Øe¹ení

P o èátek O vzta¾né sousta vy zv olíme v místì dopadu tìlesa, kladnou p olo osu y

orien tujeme smìrem vzh ùru. P oh yb bude probíhat p o ose y v záp orném sm yslu.

Na pada jící tìleso p ùsobí výsledná síla

F = F

G

+ F

o

o souøadnicíc h F

y

= � mg + K v

2

; F

x

= F

z

= 0 :

P oh yb o v ou ro vnici m ù¾eme upra vit na tv ar

a

y

=

F

y

m

= � g +

K

m

v

2

= � g + Lv

2

; a

x

= a

z

= 0 :

Ko e�cien t L urèíme z mezní ryc hlosti a tího v ého zryc hlení. Platí

g = Lv

2

m

; L =

g

v

2

m

; pro dané ho dnot y L = 0 ; 0245 m

� 1

:

Pro v ìt¹í pøehlednost a zjedno du¹ení zápisu bude úèelné praco v at v mo delec h

s v elik ostí ryc hlosti v = � v

y

a s v elik ostí zryc hlení a = � a

y

= g � Lv

2

.

V následujícíc h uk ázk ác h p ou¾ijeme pro mo delo v ání pádu meto du AR V

s èaso vým krok em h = 0 ; 1 s. P o èítaèo vý mo del m ù¾eme vytv oøit v rùzn ýc h

programo v acíc h prostøedíc h. Sp ok o jíme-li se s tabulk ou vyp o èítan ýc h ho dnot,

m ù¾eme napø. p ou¾ít jedno duc h ý program v jazyce P ascal :

program pad;

const g=9.8; L=0.0245; h=0.1;

var y,a,v,t:real; i:integer;

begin

y:=100; v:=0; t:=0; i:=0;

repeat a:=g-L*sqr(v);

y:=y-v*h;

v:=v+a*h;

t:=t+h;

writeln (t:15:2,y:15:3,v :15 :3 );

inc (i);

if i=24 then begin i:=0;

readln

end;

until y<0; readln;

end.
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P o spu¹tìní program u se na obrazo v ce ob jeví prvníc h 24 øádkù tabulky

s ho dnotami t

i

; y

i

; v

i

a p o k a¾dém stisku klá v esy Enter p okraèo v ání tabulky .

Výp o èet uk onèíme, kdy¾ do jdeme k první záp orné ho dnotì y

i

. Dobu pádu a

ryc hlost dopadu m ù¾eme dop o èítat lineární in terp olací ho dnot, které pøeèteme

v p osledním øádku s kladnou ho dnotou a v prvním øádku se záp ornou ho dno-

tou y

i

:

.

.

.

.

.

.

.

.

.

6.40 0.628 19.942

6.50 -1.366 19.947

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Chceme-li mo del doplnit grafy a výp o ètem k oneèn ýc h ho dnot èasu a ryc h-

losti jak o na následujícím obrázku, délk a program u v P ascalu se nìk olikrát

zv ìt¹í a samotn ý algoritm us meto dy AR V pøedsta vuje jen jeho nepatrnou èást

(pøíloha A).

������

���	
�

�
����

������
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Mnohem jedno du¹eji se vyp oøádáme s tím té¾ úk olem v systém u F am ulus .

V editoru F am ula napí¹eme do pøedepsané ¹ablon y kratiè ký program obsah ující

k o e�cien t y p oh yb o v é ro vnice, èaso vý krok, p o èáteèní p o dmínky a algoritm us

výp o ètu èlen ù p osloupností f r

i

g a f v

i

g :

Volný pád ve vzduchu z~vý¹ky 100 m. Metoda ARV

- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

g=9.8; L=0.0245; h=0.1

- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -

y=100; v=0; t=0

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

a=g-L*v^2; y=y-v*h; v=v+a*h; t=t+h ! Metoda ARV

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

Programo v áním gra�c kýc h pro cedur a výpisu tabulek se nem usíme zab ýv at.

V hla vním men u jen zv olíme parametry tabulky a grafù a jejic h umístìní na

obrazo v ce. P o spu¹tìní výp o ètu se cyklic ky opakuje èást program u oznaèená

jak o model , která obsah uje algoritm us výp o ètu (v tom to pøípadì algoritm us

meto dy AR V). Vyp o ètené ho dnot y se p ostupnì zapisují do tabulky a vyná¹ejí

do grafù. P o zaplnìní èásti tabulky na obrazo v ce se výp o èet pøeru¹í a zno vu

p okraèuje p o stiskn utí mezerníku. Výp o èet uk onèíme, kdy¾ se v tabulce ob jeví

záp orné ho dnot y souøadnice y . T akto vypadá k oneèn ý vzhled obrazo vky:

������

���	
�

�
����

������
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Program v e F am ulu m ù¾eme samozøejmì dále vylep¹o v at. Chceme-li, ab y

se vykreslily i zaèátky grafù a ab y mo del b yl uk onèen v ok am¾iku dopadu,

pro v edeme následující doplnìní a k oneèn ý vzhled obrazo vky se zmìní:

Volný pád ve vzduchu z~vý¹ky 100 m. Metoda ARV

- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

g=9.8; L=0.0245; h=0.1

- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -

y=100; v=0; t=0

DISP

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

a=g-L*v^2; y=y-v*h; v=v+a*h; t=t+h ! Metoda ARV

IF y<0 THEN

t=t+y/v; v=v+a*y/v; y=0 ! Nalezení èasu a rychlosti dopadu

DISP ! lineární interpolací

STOP END

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

������

���	
�

�
����

������
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Kdo nemá k disp ozici F am ulus a neo vládá P ascal, m ù¾e k mo delo v ání p o-

h yb ù p ou¾ít v¹udypøítomn ý tabulk o vý k alkulátor Excel o d �rm y Microsoft.

Na¹i úloh u vyøe¹íme následujícím zp ùsob em:

a) Do bunìk A5, B5 a C5 vlo¾íme k onstan t y p oh yb o v é ro vnice a èaso vý krok.

b) Do bunìk A8, B8 a C8 vlo¾íme p o èáteèní ho dnot y v elièin.

c) Do bunìk A9, B9, C9 a D9 vzorce, které tv oøí algoritm us meto dy AR V:

(Adresy bunìk s $ jsou absolutní, b ez $ relativní.

1

)

Buòk a Vzorec Význam

A9 =A8+ C 5 t

i +1

= t

i

+ h

B9 =B8-C8*$C$5 y

i +1

= y

i

� v

i

h

C9 =C8+D9*$C$5 v

i +1

= v

i

+ a

i

� h

D9 =$A$5-$B$5*C8^2 a

i

= g � Lv

2

i

�� �� ��

�� ����

����� �

���� ��

������

d) Vyb ereme oblast vzorcù (tj. oblast A9:D9) a kurzor pøemístíme do pra v ého

dolního roh u buòky D9, kde se zmìní v e vyplòo v ací táhlo, které má p o dobu

èerného køí¾ku. Stiskneme lev é tlaèítk o m y¹i a vyplòo v ací táhlo p osouv áme

dolù. Tím se vzorce z bunìk A9 a¾ D9 k opírují do bunìk v následujícíc h øád-

1

) Lze tak é buòky A5, B5, C5 p o jmeno v at (Vlo¾it ! Název ! De�no v at) a v e vzorcíc h

p ou¾ít t yto názvy (napø. g ; L; h ).

12



cíc h, pøièem¾ absolutní adresy se zac ho v á v a jí a relativní adresy se mìní. P o

uv olnìní tlaèítk a m y¹i se zabraná oblast zaplní výsledky výp o ètù. Zk on tro-

lujeme p oslední øádek, a p okud není ho dnota souøadnice y záp orná, stisk-

neme op ìt lev é tlaèítk o m y¹i a p okraèujeme v automatic k ém vyplòo v ání

tabulky , a¾ je p o dmínk a splnìna. Pøi èaso v ém kroku 0 ; 1 s to nastane na 73.

øádku:

������

������

���	
�

������

�� ����

e) Spustíme Prùv o dce grafem a ob vyklým zp ùsob em k tabulce vytv oøíme graf:

�����

����	


��
�
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Tøi mo dely v olného pádu, které jsme prá v ì vytv oøili, jsou praktic ky sho dné.

Vyèteme z nic h, ¾e tìleso spadne pøibli¾nì za 6 ; 4 s a témìø dosáhne mezní

ryc hlosti 20 m � s

� 1

. Nejménì pracn ý b yl mo del v systém u F am ulus, v e kterém

proto pro v edeme i v¹ec hn y zb ýv a jící uk ázky .

Pøíklad 2

Mo delujte kmit y mec hanic k ého oscilátoru tv oøeného pru¾inou o tuhosti k , na

které je za v ì¹eno zá v a¾í o hmotnosti m . Zá v a¾í vyc h ýlíme z ro vno v á¾né p oloh y

do vý¹ky y

0

a v èase t = 0 uv olníme.

Úloh u øe¹te pro ho dnot y k = 50 N � m

� 1

; m = 2 ; 0 kg ; y

0

= 10 cm :

Øe¹ení

T en tokrát p ou¾ijeme meto du A VR s èaso vým krok em h = 0 ; 02 s. P oh yb o v ou

ro vnici kmitù upra víme:

F

y

= ma

y

= � k y ; a

y

= �

k

m

y :

V program u za v edeme promìnné v a a jak o èíselné ho dnot y souø adnic ryc h-

losti a zryc hlení | nab ýv a jí støída v ì záp orn ýc h a kladn ýc h ho dnot. Z mo delu

vidíme, ¾e oscilátor harmonic ky kmitá s p erio dou pøibli¾nì 1 ; 26 s.

Mechanický oscilátor. Metoda AVR

- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

k=50; m=2; h=0.02

- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -

y=0.1; v=0; t=0

DISP

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

a=-(k/m)*y; v=v+a*h; y=y+v*h; t=t+h ! Metoda AVR

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

������

���	
�
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Pøíklad 3

V e vzta¾né sousta v ì s p o èátk em v e støedu Zemì mo delujte p oh yb dru¾ice, která

má p erigeum v e vzdálenosti 6 700 km o d zemsk ého støedu a její ryc hlost má

v p erigeu v elik ost 9 000 m � s

� 1

. Hmotnost Zemì M = 6 ; 0 � 10

24

kg, gra vitaèní

k onstan ta { = 6 ; 67 � 10

� 11

N � m

2

� kg

� 2

.

Vzta¾nou sousta vu p o v a¾ujte za inerciální.

Øe¹ení

Vzta¾nou sousta vu orien tujeme tak, ¾e p erigeum se nac hází na kladné p olo ose y .

P oh yb o v ou ro vnici upra víme a rozepí¹eme p o dle souøadnic:

F = m a = � {

M m

r

3

r ; a = �

{ M

r

3

r ; a

x

= �

{ M

r

3

x ; a

y

= �

{ M

r

3

y :

P ou¾ijeme meto du RA V s èaso vým krok em 60 s. Program doplníme p o dmí-

nìn ými pøík azy , které uk onèí výp o èet p o prvním ob ìh u dru¾ice a spustí výp o èet

k oneèné p oloh y a dob y ob ìh u.

Z mo delu vidíme, ¾e dru¾ice se p oh ybuje p o eliptic k é tra jektorii s ap ogeem

v e vzdálenosti pøibli¾nì 14 000 km o d zemsk ého støedu a dop o èítaná doba ob ìh u

je 10 589 s.

Dru¾ice Zemì - metoda RAV

- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

m=6e24 ! hmotnost Zemì

km=m*6.67e-11 ! hmotnost Zemì vynásobená gravitaèní konstantou

h=60

- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -

t=0; x=0; y=6.7e6; vx=9000; vy=0; c=0

DISP

SetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.38 e6 ,6. 38 e6 ) ! Vykreslení Zemì

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

xr=x

x=x+vx*h; y=y+vy*h !

f=-km/(x^2+y^2)^ 1.5 !

ax=f*x; ay=f*y ! Metoda RAV

vx=vx+h*ax; vy=vy+h*ay !

t=t+h !

IF sgn(x)<>sgn(xr) THEN c=c+1 END ! Ukonèení prvního obìhu,

IF x>0 AND c=3 THEN ! urèení doby obìhu

t=t-x/vx; y=y-vy*x/vx+ay* x^2 /v x^2 /2 ; x=0 ! a koneèné polohy

DISP

WRITE Graph,"T = ",t:7:1,"s"

15



STOP END

= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

������

���	
�

�
����
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3 P oro vnání mo delù vytv oøen ýc h

elemen tárními meto dami s pøesn ým

øe¹ením p oh yb o výc h ro vnic

V pøedc házejícíc h uk ázk ác h jsme studo v ali dìje, jejic h¾ p oh yb o v é ro vnice do-

v edeme øe¹it analytic ky . T o nám umo¾ò uje p oro vnat èlen y p osloupnosti f r

i

g

získ ané algebraic k ou meto dou s èlen y p osloupnosti f r ( t

i

) g získ ané pøesn ým vý-

p o ètem.

Pro v oln ý pád v e vzduc h u b yly v e studijním textu [9] o dv ozen y vztah y

v = v

m

e

t

p

Lg

� e

� t

p

Lg

e

t

p

Lg

+ e

� t

p

Lg

= v

m

tgh( t

p

Lg ) ;

y = y

0

�

v

m

p

Lg

ln

e

t

p

Lg

+ e

� t

p

Lg

2

= y

0

�

v

m

p

Lg

ln cosh ( t

p

Lg ) :

Na následujícím obrázku vidíme gra�c k é mo dely v olného pádu vytv oøené

meto dami AR V a A VR pøi èaso v ém kroku h = 0 ; 1 s doplnìné o b o dy , kterými

b y pro c házel pøesn ý graf získ an ý analytic k ou meto dou. (Meto da RA V b y dala

stejn ý výsledek jak o meto da AR V , proto¾e a u tohoto dìje nezá visí na r .)

������

���	
�

�
����

������
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Oba mo dely dobøe vystih ují studo v an ý dìj a p o dostateèném zmen¹ení èaso-

v ého kroku b y se praktic ky sho do v aly s pøesn ým prùb ìhem dìje. Meto da AR V

je zde o nìco pøesnìj¹í ne¾ meto da A VR.

Kmit y mec hanic k ého oscilátoru mo delo v ané v pøíkladu 2 jsou p opsán y

vztahem

y = y

0

cos ! t = y

0

cos

 

s

k

m

� t

!

a ma jí p erio du T = 2 �

r

m

k

; pro dané ho dnot y T

:

= 1 ; 257 s :

Na následujícím obrázku jsou jejic h gra�c k é mo dely vytv oøené meto dami

AR V , A VR i RA V s èaso vým krok em h = 0 ; 05 s a teè k ami je op ìt naznaèen

prùb ìh pøesného grafu.

������

���	
�

�
����

Zde se osv ìdèuje meto da A VR | mo del nepatrnì pøedbíhá reáln ý dìj |

a meto da RA V | mo del je nepatrnì op o¾dìn. Zmen¹o v áním èaso v ého kroku

b yc hom u ob ou meto d ryc hle dosáhli usp ok o jiv é pøesnosti. Meto da AR V se

jeví jak o nevyho vující | ampituda kmitù mo delu v rozp oru se skuteèností na-

rùstá a ten to nedostatek b y se nezanedbatelnì pro jev o v al i pøi mnohem men¹ím

èaso v ém kroku.

P oh yb umìlé dru¾ice Zemì z pøíkladu 3 se øídí Keplero vými zák on y Dru¾ice

se p oh ybuje p o eliptic k é tra jektorii s ohnisk em v e støedu Zemì, její¾ p olo osy

ma jí délky

a =

y

0

2 �

v

2

0

y

0

{ M

; b =

p

a

2

� ( a � y

O

)

2

:

18



Doba ob ìh u je

T =

2 � ab

y

0

v

0

:

Program, který vytv áøí mo del p oh ybu dru¾ice, p o èítá s dan ými ho dnotami

{ = 6 ; 67 � 10

� 11

N � m

2

� kg

� 2

; M = 6 ; 0 � 10

24

kg ; v

0

= 9 000 m � s

� 1

a

y

0

= 6 ; 7 � 10

6

m ; jak o s pøesn ými èísly , mìl b y tedy do jít k nezaokrouhlen ým

výsledkùm

a = 10 404 889 m ; b = 9 722 937 m ; T = 10 541 ; 4 s :

Pøesnost p ou¾ité meto dy m ù¾eme p osoudit p o dle o dc h ylek tìc h to èíseln ýc h

ho dnot o d ho dnot urèen ýc h z mo delu.

Na následujícím obrázku jsou mo dely tra jektorie dru¾ice vytv oøené meto-

dami AR V , A VR a RA V a p oloh y dru¾ice na pøesném mo delu tra jektorie jsou

vyznaèen y teè k ami. Pøesná p oloha dru¾ice v èase t

i

o d prùc ho du p erigeem se

dá vyp o èítat øe¹ením Kepler ovy r ovnice . P ostup je p o drobnì vysv ìtlen v e stu-

dijním textu [10].

����

����

�	
�

�
��

Mo dely vytv oøené meto dami A VR a RA V ma jí pøibli¾nì sprá vn ý eliptic ký

tv ar, jsou jen vzhledem k e sprá vné p oloze p onìkud p o oto èen y ok olo ohnisk a. Pøi

mnohonásobném ob ìh u b y se toto p o oto èení zv olna mìnilo. T ak é doba ob ìh u

urèená z tìc h to mo delù (viz pø. 3) zhruba o dp o vídá skuteèné ho dnotì, o d které

19



se li¹í o 48 s. Zmen¹ením èaso v ého kroku b yc hom mohli t yto mo dely v p otøebné

míøe upøesnit. Meto da AR V se p o dobnì jak o pøi mo delo v ání kmitù neosv ìdèila

| tra jektorie se mo deluje jak o stále se zv ìt¹ující spirála a ten to nedostatek

úplnì neo dstraníme ani pøi mnohonásobném zmen¹ení èaso v ého kroku.

Z pøedc házejícíc h uk ázek je zøejmé, ¾e elemen tární meto dy mo delo v ání p o-

h yb ù dá v a jí dostateènì pøesné výsledky , jen p okud zv olíme v elmi malý èaso vý

krok v p oro vnání s celk o v ou mo delo v anou dob ou. Musíme tedy pro v ést znaèné

mno¾ství výp o ètù, co¾ klade nároky na stro jo vý èas p o èítaèe. Proto b yly hle-

dán y meto dy , které jsou sice p onìkud slo¾itìj¹í, ale pøi stejném èaso v ém kroku

mnohonásobnì pøesnìj¹í. S nìkterými z nic h se seznámíme.

20



4 Pøesnìj¹í meto dy

4.1 Zlep¹ení meto dy RA V { meto da F eynmano v a

F eynmano v a meto da pracuje s p osloupností

f v

i +0 ; 5

g = v

0 ; 5

; v

1 ; 5

; : : : ;

tedy s p osloupností pøibli¾n ýc h ryc hlostí v èasec h

0 ; 5 h ; 1 ; 5 h ; 2 ; 5 h ; : : : :

První èlen této p osloupnosti urèíme ze vztah u

v

0 ; 5

= v

0

+ a

0

h= 2 :

P okud zryc hlení hmotného b o du zá visí jen na jeho p oloze (harmonic ký p o-

h yb, p oh yb dru¾ice) a p okud nás neza jímá p osloupnost f v

i

g , je dal¹í p ostup

p o dobn ý jak o v meto dì RA V . P ou¾ijeme cyklus

r

i +1

= r

i

+ v

i +0 ; 5

h ;

a

i +1

= a ( r

i +1

) ;

v

i +1 ; 5

= v

i +0 ; 5

+ a

i +1

h :

P oznámk a: V této p o dob ì je F eynmano v a meto da p opsána v prvním dílu þ F ey-

nmano výc h pøedná¹ek z fyzikyÿ. V uèebnicíc h n umeric k é matematiky se s ná-

zv em þ F eynmano v a meto daÿ nesetk áte.

Chceme-li p ou¾ít F eynmano vu meto du v pøíkladu 3, staèí v program u pro

meto du RA V dopsat na k onec úseku poèáteèní hodnoty dopsat tøi øádky

p omo cného výp o ètu:

.

.

.

- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -

t=0; x=0; y=6.7e6; vx=9000; vy=0; c=0

SetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.38 e6 ,6. 38 e6 )

DISP

f=-km/(x^2+y^2)^ 1. 5 ! Pomocný výpoèet metody FEY

ax=f*x; ay=f*y

vx=vx+ax*h/2; vy=vy+ay*h/2

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

xr=x

x=x+vx*h; y=y+vy*h !

f=-km/(x^2+y^2)^ 1.5 !

ax=f*x; ay=f*y ! Metoda RAV

vx=vx+h*ax; vy=vy+h*ay !

t=t+h !

.

.

.
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a dostaneme následující výsledek:

������

���	
�

�
����

Mo del tra jektorie u¾ není p o oto èen jak o pøi p ou¾ití meto dy RA V a tak é

doba ob ìh u je vyp o èítána p o dstatnì pøesnìji | o d skuteèné se li¹í jen o 18 s.

Dosáhli jsme tedy p o dstatného zlep¹ení témìø b ez pro dlou¾ení výp o ètu.

Jestli¾e zryc hlení hmotného b o du zá visí i na jeho ryc hlosti, pøípadnì i na

èase, je cyklus n utno zmìnit na

r

i +1

= r

i

+ v

i +0 ; 5

h ;

v

i +1

= v

i +0 ; 5

+ a

i

h= 2 ;

t

i +1

= t

i

+ h ;

a

i +1

= a ( t

i +1

; v

i +1

; r

i +1

) ;

v

i +1 ; 5

= v

i +0 ; 5

+ a

i +1

h :

F eynmano v a meto da jak o první z uv eden ýc h je sc hopna zcela pøesnì mo de-

lo v at p oh yb y s k onstan tním zryc hlením. V tom to pøípadì v ede toti¾ k ob ecn ým

vztah ùm

v

i

= v

0

+ a

0

ih ;

r

i

= r

0

+ v

0

ih + a

0

( ih )

2

= 2 :

4.2 Upra v ená meto da AR V

T ak é meto du AR V je mo¾no upra vit tak, ab y dá v ala pøesné výsledky pøi mo-

delo v ání p oh yb ù s k onstan tním zryc hlením. Staèí upra vit rekuren tní vztah pro

r

i +1

p o dle kinematic kýc h zák on ù ro vnomìrnì zryc hleného p oh ybu. Dostá v áme

tak upra v enou meto du AR VU s cyklem 1, 3

�

, 2, 4:
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a

i

= a ( t

i

; v

i

; r

i

) ;

r

i +1

= r

i

+ v

i

h + a

i

h

2

= 2 ; (3

�

)

v

i +1

= v

i

+ a

i

h ;

t

i +1

= t

i

+ h :

Chceme-li p ou¾ít meto du AR VU pøi øe¹ení pøíkladu 3, staèí v program u

výp o ètu zmìnit algoritm us meto dy:

.

.

.

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

xr=x

f=-km/(x^2+y^2)^ 1.5 !

ax=f*x; ay=f*y !

x=x+vx*h+ax*h^2/ 2; y=y+vy*h+ay*h^2/2 ! Metoda ARVU

vx=vx+h*ax; vy=vy+h*ay !

t=t+h !

.

.

.

a dostaneme následující výsledek, se kterým v¹ak nebudeme pøíli¹ sp ok o jeni:

������

���	
�

�
����

Meto da AR VU se ho dí pro mo delo v ání p oh yb ù hmotného b o du s k onstan t-

ním zryc hlením | napø. v olného pádu a vrh ù v e v akuu. V e v ìt¹inì ostatníc h

pøípadu nev ede, i pøes urèité zlep¹ení oproti meto dì AR V , k usp ok o jivým vý-

sledkùm, p okud nezv olíme neúnosnì malý èaso vý krok. Budeme v¹ak z ní vy-

c házet pøi p opisu mnohem úsp ì¹nìj¹íc h meto d R ungových{Kuttových .
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4.3 Meto dy Rungo vy{Kutto vy

Zryc hlení hmotného b o du se b ìhem èaso v ého kroku mìní. Proto nejprv e upra-

v enou meto dou AR V pøibli¾nì urèíme p oloh u a ryc hlost hmotného b o du v nì-

k olik a ok am¾icíc h

t

�

1

; t

�

2

; : : : ; t

�

s

z in terv alu h t

i

; t

i +1

i a vyp o èítáme pøíslu¹ná zryc hlení

k

1

; k

2

; : : : ; k

s

:

Pøi k a¾dém z tìc h to þ p okusùÿ, kromì prvního, vyu¾ijeme zku¹enosti z þ p o-

kusuÿ pøedc házejícího. Vho dnou k om binaci zji¹tìn ýc h zryc hlení pak p ou¾ijeme

v e výsledn ýc h rekuren tníc h vztazíc h, které jsou p o dobné jak o v upra v ené me-

to dì AR V .

Rungo v a{Kutto v a meto da 2. øádu

Optimální v olba je t

�

1

= t

i

; t

�

2

= t

i

+ 2 h= 3. Cyklus výp o ètu p opisují vztah y:

k

1

= a

i

;

k

2

= a ( t

i

+ 2 h= 3 ; v

i

+ k

1

2 h= 3 ; r

i

+ v

i

2 h= 3 + k

1

2 h

2

= 9) ;

r

i +1

= r

i

+ v

i

h + ( k

1

+ k

2

) h

2

= 4 ;

v

i +1

= v

i

+ ( k

1

+ 3 k

2

) h= 4 ;

t

i +1

= t

i

+ h :

(Ho dnot y k om binaèníc h k o e�cien tù jsou o dv ozen y v pøíloze C.)

Rungo v a{Kutto v a meto da 3. øádu

Optimální v olba je: t

�

1

= t

i

; t

�

2

= t

i

+ h= 2 ; t

�

3

= t

i

+ 3 h= 4. Cyklus výp o ètu

p opisují vztah y:

k

1

= a

i

;

k

2

= a ( t

i

+ h= 2 ; v

i

+ k

1

h= 2 ; r

i

+ v

i

h= 2 + k

1

h

2

= 8) ;

k

3

= a ( t

i

+ 3 h= 4 ; v

i

+ k

2

3 h= 4 ; r

i

+ v

i

3 h= 4 + k

2

9 h

2

= 32) ;

r

i +1

= r

i

+ v

i

h + ( k

1

+ 2 k

2

) h

2

= 6 ;

v

i +1

= v

i

+ (2 k

1

+ 3 k

2

+ 4 k

3

) h= 9 ;

t

i +1

= t

i

+ h :

Rungo v a{Kutto v a meto da 4. øádu

je nejp ou¾ív anìj¹í z Rungo výc h{Kutto výc h meto d. Cyklus výp o ètu p opisují

vztah y:

k

1

= a

i

;

k

2

= a ( t

i

+ h= 2 ; v

i

+ k

1

h= 2 ; r

i

+ v

i

h= 2 + k

1

h

2

= 8) ;
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k

3

= a ( t

i

+ h= 2 ; v

i

+ k

2

h= 2 ; r

i

+ v

i

h= 2 + k

2

h

2

= 8) ;

k

4

= a ( t

i

+ h; v

i

+ k

3

h; r

i

+ v

i

h + k

3

h

2

= 2) ;

r

i +1

= r

i

+ v

i

h + ( k

1

+ k

2

+ k

3

) h

2

= 6 ;

v

i +1

= v

i

+ ( k

1

+ 2 k

2

+ 2 k

3

+ k

4

) h= 6 ;

t

i +1

= t

i

+ h :

V ra»me se op ìt k pøíkladu 3. Chceme-li jej vyøe¹it Rungo v ou{Kutto v ou

meto dou druhého øádu, p ou¾ijeme algoritm us

.

.

.

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

xr=x; yr=y; vxr=vx; vyr=vy !

f=-km/(x^2+y^2)^ 1.5 !

ax=f*x; ay=f*y !

kx=ax; ky=ay !

x=xr+vxr*h*2/3+a x*h ^2 *2/ 9; vx=vxr+ax*h*2/3; !

y=yr+vyr*h*2/3+a y*h ^2 *2/ 9; vy=vyr+ay*h*2/3; ! Metoda RK2

f=-km/(x^2+y^2)^ 1.5 !

ax=f*x; ay=f*y !

x=xr+vxr*h+(kx+a x)* h^ 2/4 ; vx=vxr+(kx+3*ax)* h/4 ; !

y=yr+vyr*h+(ky+a y)* h^ 2/4 ; vy=vyr+(ky+3*ay)* h/4 ; !

t=t+h !

.

.

.

a dostaneme výsledek, který usp ok o jí i náro èné øe¹itele. Ch yba v urèení dob y

ob ìh u je men¹í ne¾ 1 s:

������

���	
�

�
����

Mo dely vytv oøené Rungo vými{Kutto vými meto dami 3. a 4. øádu b y b yly je¹tì

pøesnìj¹í.
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Z pøedc házející uk ázky je zøejmé, ¾e Rungo vy{Kutto vy meto dy (hla vnì RK3

a RK4) jsou mnohem pøesnìj¹í ne¾ pøedc házející (v èetnì meto dy F eynmano vy).

Jsou v¹ak p onìkud slo¾itìj¹í, a proto pøi stejném èaso v ém kroku náro ènìj¹í na

stro jo vý èas p o èítaèe. Dáme jim pøednost zejména tehdy , kdy¾ pro získ ání

názorného gra�c k ého mo delu vystaèíme s men¹ím p o ètem b o dù a c hceme i pøi

v ìt¹ím èaso v ém kroku dosáhnout dobré n umeric k é pøesnosti. T ak o v á situace

nastá v á pøi mo delo v ání p oh yb ù k osmic kýc h tìles. Naproti tom u pøi mo delo v ání

kmita výc h dìjù, kde pro získ ání hledan ýc h prùb ìh ù p otøebujeme v elký p o èet

gra�c kýc h b o dù, v olíme èaso vý krok men¹í ne¾ jedna dv acetina p erio dy a pak

dosáhneme usp ok o jiv é pøesnosti i pøi p ou¾ití elemen tárníc h meto d AR V neb o

RA V .

Program y pro øe¹ení diferenciálníc h ro vnic Rungo vými{Kutto vými meto-

dami b ýv a jí souèástí kniho v en matematic kýc h program ù. T ak o v á kniho vna se

nac hází i v systém u F am ulus.

5 Mo delo v ání p oh yb ù izolo v ané sousta vy

hmotn ýc h b o dù

P oh yb izolo v ané sousta vy N hmotn ýc h b o dù v inerciální vzta¾né sousta v ì je

urèen sousta v ou 3 N diferenciálníc h p oh yb o výc h ro vnic

m

i

d

2

x

i

d t

2

= F

ix

;

m

i

d

2

y

i

d t

2

= F

iy

;

m

i

d

2

z

i

d t

2

= F

iz

; i = 1 ; 2 ; : : : ; N ;

p o èáteèními p olohami a ryc hlostmi v¹ec h b o dù.

P ostup pøi n umeric k ém øe¹ení sousta vy p oh yb o výc h ro vnic p omo cí p o èítaèe

je stejn ý jak o pøi øe¹ení jedné p oh yb o v é ro vnice. Úloh u m ù¾eme c hápat jak o

hledání je dnoho polohového vektoru s 3 N souøadnicemi

x

1

; y

1

; z

1

; x

2

; y

2

; z

2

; : : : ; x

N

; y

N

; z

N

a jediného v ektoru ryc hlosti s 3 N souøadnicemi

v

x 1

; v

y 1

; v

z 1

; v

x 2

; v

y 2

; v

z 2

; : : : ; v

xN

; v

y N

; v

z N

;

pøièem¾ v ektor zryc hlení má souøadnice

a

x 1

; a

y 1

; a

z 1

; a

x 2

; a

y 2

; a

x 2

; : : : ; a

xN

; a

y N

; a

z N

urèené p oh yb o vými ro vnicemi.

26



6 Automatic k á úpra v a èaso v ého kroku

P o èína je F eynmano v ou meto dou jsou v¹ec hn y p opsané meto dy naprosto pøesné

p ouze pøi mo delo v ání p oh yb ù s k onstan tním zryc hlením. P okud se zryc hlení b ì-

hem èaso v ého kroku h p o dstatnì zmìní, m ù¾e c h yba výp o ètu pøekro èit únosnou

mez. S p o dobnou situací se setk áme napøíklad pøi mo delo v ání p oh ybu hmot-

ného b o du v radiálním gra vitaèním p oli, jestli¾e se hmotn ý b o d, p ùv o dnì dosti

vzdálen ý , dostane pøíli¹ blízk o k cen trálním u tìlesu.

Ab y v tak o v ém pøípadì nedo c házelo k p oklesu pøesnosti výp o ètu, je tøeba

èaso vý krok p o dle p otøeb y rozdìlit na v ìt¹í p o èet men¹íc h èaso výc h in terv alù.

Vho dn ým kritériem je p omìr v elik osti zmìn y zryc hlení b ìhem èaso v ého in ter-

v alu (neb o jeho èásti) k v elik osti zryc hlení na zaèátku in terv alu.

Napøíklad pøi p ou¾ití Rungo vy{Kutto vy meto dy 2. øádu m ù¾eme p ostup o-

v at zp ùsob em, který je znázornìn výv o jo vým diagramem na následující stránce.

V elik ost zryc hlení na p o èátku èaso v ého kroku j a

i

j p oro vnáme s pøedp okládanou

v elik ostí zmìn y zryc hlení j � a j za dobu 2 h= 3. P okud je j a

i

j < 10 j � a j , rozdìlí se

èaso vý krok na dv ì p olo vin y . T ak o v éto p osouzení èaso v ého kroku se m ù¾e p o dle

p otøeb y opak o v at i nìk olikrát p o sob ì a èaso vý krok se p ostupnì zmen¹uje na

h= 2, h= 4, h= 8, atd., a¾ je výsledek testu p ozitivní. P ak dok onèíme výp o èet no v é

p oloh y a èasu.

Do jde-li k e zkrácení èaso v ého kroku, vyp o ètená p oloha se nevypisuje a p o-

kraèuje se výp o ètem p oh ybu hmotného b o du v e zb ylé èásti p ùv o dního èaso v ého

kroku. Pøitom se op ìt pro v ádí test zmìn y zryc hlení a no v é zkraco v ání èaso v ého

kroku p o dle p otøeb y . T en to p ostup opakujeme, dokud celk o vý pøírùstek èasu

nedosáhne p ùv o dního èaso v ého kroku. P ak teprv e vypí¹eme èas a p oloh u hmot-

ného b o du.

Pøi výp o ètu dal¹í p oloh y op ìt vyc házíme z p ùv o dního èaso v ého kroku.

Jak o pøíklad mo delo v ání p oh yb ù izolo v ané sousta vy hmotn ýc h b o dù Rungo-

v ou{Kutto v ou meto dou 2. øádu s automatic k ou úpra v ou èaso v ého kroku mohou

p oslou¾it následující 2 mo dely , vytv oøené programem, jeho¾ výpis je v pøíloze B.

Mo delujeme p oh yb malého tìlesa v gra vitaèním p oli otáèející se dv o jh v ìzdy .

Je zv olena vzta¾ná inerciální sousta v a s p o èátk em v tì¾i¹ti dv o jh v ìzdy . P o dle

v olb y p o èáteèníc h p o dmínek malého tìlesa m ù¾e b ýt jeho p oh yb v elmi pra vi-

deln ý , jak vidíme na první uk ázce, neb o naop oak zcela c haotic ký jak o na druhé

uk ázce.
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t = t + h

výp o èet r ( t + h ) ; v ( t + h )

j k

1

j > 10 j k

2

� k

1

j

h = h= 2

výp o èet k

2

výp o èet k

1

a = a ( t; v ; r )

a = a ( t; v ; r )

h = t

1

� t

t

1

= t

1

+ g

výstup t

i

; r

i

; ( v

i

)

t = t

1

t = 0; t

1

= 0

v olba

parametrù p oh yb o v é ro vnice

p o èáteèníc h p o dmínek r

0

; v

0

a èaso v ého kroku g

Z

+

+

�

�

�

Vývojový diagr am výpoètu R ungovou{Kuttovou metodou 2. ø ádu

s automatickou úpr avou èasového kr oku
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Modely pohybu r ovinné soustavy tøí tìles. Horní ukázka byla vytvoø ena

pr ogr amem, jeho¾ výpis je v pøíloze B. Dolní ukázka byla vytvoø ena stejným

pr ogr amem po zmìnì poèáte èní hodnoty souø adnice vy3 na vy3=92000 .
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7 Dv ì úloh y o kyv adlec h

Pøíklad 4

Kyv adlo, které pøi v elmi malé amplitudì úhlo v é výc h ylky kýv á s dob ou kyvu

1 sekunda, se nazýv á sekundové. Zv ìt¹íme-li rozkmit kyv adla, doba kyvu se

zmìní. Urèete zá vislost dob y kyvu sekundo v ého kyv adla na amplitudì úhlo v é

výc h ylky .

Øe¹ení

Otáèivý p oh yb kyv adla ok olo v o doro vné osy je

urèen p oh yb o v ou ro vnicí

M = � mg d sin ' = J " = J

d

2

'

d t

2

;

kde J je momen t setrv aènosti kyv adla vzhledem

k ose otáèení, m jeho hmotnost, d vzdálenost tì-

¾i¹tì o d osy otáèení a g tího v é zryc hlení. Je-li am-

plituda '

m

úhlo v é výc h ylky malá, platí sin '

:

= '

a p oh yb o v á ro vnice kyv adla se zjedno du¹í na tv ar

M = � mg d' = J " = J

d

2

'

d t

2

;

O

T

d

'

F

G

�

který je analogic ký jak o u p oh yb o v é ro vnice pru¾ino v ého oscilátoru v pøíkladu 2.

V této analogii kinematic kým v elièinám '; ! ; " otáèiv ého p oh ybu kyv adla

o dp o vída jí kinematic k é v elièin y y ; v ; a p osuvného p oh ybu zá v a¾í, momen tu

setrv aènosti J kyv adla o dp o vídá hmotnost zá v a¾í a dir ekènímu momentu

D = mg d kyv adla o dp o vídá tuhost pru¾in y k . Kmit y kyv adla, které vyc h ýlíme

z ro vno v á¾né p oloh y o malý úhel '

m

< 5

�

a v èase t = 0 uv olníme, jsou

p opsán y vztahem

' = '

m

cos 
 t = '

m

cos

 

s

mg d

J

� t

!

:

Doba kyvu �

0

je p olo vinou p erio dy T

0

:

�

0

=

T

0

2

= �

s

J

mg d

:

Dobu kyvu � pøi v elk é amplitudì úhlo v é výc h ylky urèíme z mo delu kmita-

v ého p oh ybu jak o dv o jnásob ek dob y , za kterou se kyv adlo p o uv olnìní v kra jní

p oloze dostane do ro vno v á¾né p oloh y . P ou¾ijeme meto du A VR aplik o v anou na

v elièin y "; ! ; ' . P oh yb o v ou ro vnici kyv adla upra víme na tv ar

" = �

mg d

J

sin ' = �

�

2

�

2

0

sin ' :
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V následujícím program u pro v ádíme mo delo v ání opak o v anì, pøièem¾ p ok a¾dé

zv ìt¹íme p o èáteèní úhlo v ou výc h ylku '

m

. Zji¹tìné dob y kmitu jsou zac h ycen y

v tabulce a grafu:

Závislost doby kyvu sekundového kyvadla na amplitudì úh. výchylky

- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

T0=1; K=pi^2/T0^2

h=0.001; dfm=5

- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -

fm=0; T=1

DISP

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

fm=fm+dfm; f=fm*pi/180; t=0; w=0

REPEAT !

e=-K*sin(f) ! e .. úhlové zrychlení

w=w+e*h ! Metoda AVR w .. úhlová rychlost

f=f+w*h ! f .. úhlová výchylka

t=t+h !

UNTIL f<0

t=t+f/w; T=2*t ! Urèení doby kyvu pro danou amplitudu fm

IF fm>=179 THEN STOP END

������

���	
�

�
����

������
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Pøíklad 5

Mo delujte p oh yb kyv adla tv oøeného gumo vým vláknem a malou kuliè k ou. Ku-

liè ku p o v a¾ujte za hmotn ý b o d o hmotnosti m . Momen t setrv aènosti kuliè ky a

její rotaci zanedb ejte. K p olomìru R kuliè ky pøihlí¾ejte jen pøi výp o ètu o dp oru

vzduc h u. Gumo v é vlákno p o v a¾ujte za dok onale pru¾né s lineární zá vislostí

délky na taho v é síle. Délk a nezatí¾eného vlákna je l , tuhost vlákna je k .

Øe¹ení

P o èátek vzta¾né sousta vy zv olíme v místì up evnìní gumo v ého vlákna. Bìhem

celého p oh ybu p ùsobí na kuliè ku tího v á síla a o dp or vzduc h u. Vlákno p ùsobí

na kuliè ku p ouze tehdy , kdy¾ její vzdálenost r o d místa up evnìní je v ìt¹í ne¾

délk a l nezatí¾eného vlákna. Upra v ená p oh yb o v á ro vnice má tedy dv ì p o dob y:

a =

8

>

<

>

:

g �

S C %v

2 m

v pro l � r

g �

S C %v

2 m

�

k

m

�

l � r

r

r pro l > r

Proto se v program u, kde p ostupujeme meto dou A VR, ob jevuje pøi výp o ètu

zryc hlení p o dmínìn ý pøík az:

Kyvadlo s gumovým vláknem

- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

m=0.05; R=.02

l=0.5; k=5

g=9.81; C=0.48; ro=1.29

K=k/m; L=C*pi*R^2*ro/2/m

h=.001

- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -

x=-.5; y=-.4; vx=0; vy=0

nula=0

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

r=sqrt(x^2+y^2); v=sqrt(vx^2+vy^2 )

IF r>l THEN

ax=-K*(r-l)/r*x- L*v *v x; ay=-g-K*(r-l)/r*y -L *v *vy

ELSE

ax=-L*v*vx; ay=-g-L*v*vy

END

vx=vx+ax*h; vy=vy+ay*h

x=x+vx*h; y=y+vy*h

P oh yb kuliè ky probíhá ob vykle c haotic ky a v elmi zále¾í na v olb ì p o èáteèníc h

p o dmínek. P okud ale p o èítáme s o dp orem vzduc h u, v¾dy se kuliè k a nak onec za-

sta ví v ro vno v á¾né p oloze p o d b o dem up evnìní. Pøi sesta v ení p oh yb o v é ro vnice
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jsme se o v¹em dopustili znaèného zjedno du¹ení. Proto mo del m ù¾e dostateènì

pøesnì vystihnout jen nìk olik prvníc h kyvù reálného kyv adla.

������
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Pøíloha A. Výpis program u v P ascalu

K mo delu na str. 8.

program padgraf;

uses graph;

const g=9.8; L=0.0245; h=0.1;

var gd,gm,i:integer;

y,a,v,t,oy,ov,ot: rea l;

s,os:string;

begin gd:=vga;

gm:=vgahi;

initgraph(gd,gm ,'c :\ tp 7\b gi '); { nastavit cestu }

setcolor(15);

line (25,0,25,460); line (25,460,400,460);

settextjustify( 1,1 ); setfillstyle(1,0 );

for i:=1 to 7 do begin line (25+i*50,459,25+ i*5 0, 46 1);

str(i,s); outtextxy(25+i*5 0, 46 8,s );

end;

for i:=1 to 10 do begin line (24,460-i*44,26 ,46 0- i* 44) ;

str(i*10,s); outtextxy(12,460- i*4 4, s);

str(i*2,s); outtextxy(36,460 -i *44 ,s );

end;

outtextxy(15,4, 'y' );

outtextxy(34,4, 'v' );

outtextxy(395,4 68, 't ') ;

outtextxy(460,1 0,' t/ s' );

setcolor(14); outtextxy(530,10 ,' y/ m') ;

setcolor(10); outtextxy(610,10 ,' v/ (m/ s) ');

y:=100; v:=0; t:=0; i:=0;

oy:=y; ov:=v; ot:=t;

repeat setcolor(14);

line (25+round(ot*50 ),4 60 -r oun d( oy* 44 /10 ),

25+round(t*50),4 60- ro und (y *4 4/1 0) );

setcolor(10);

line (25+round(ot*50 ),4 60 -r oun d( ov* 22 0/1 0) ,

25+round(t*50),4 60- ro und (v *2 20/ 10 ));

str(t:9:3,s);

str(y:9:3,os); s:=s+os;

str(v:9:3,os); s:=s+os;

setcolor(15); outtextxy (520,25+i*10,s);
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inc (i);

if i=45 then begin i:=0;

readln;

bar (410,20,639,475);

end;

oy:=y; ov:=v; ot:=t;

a:=g-L*sqr(v);

y:=y-v*h;

v:=v+a*h;

t:=t+h;

until y<0;

t:=t+y/v;

v:=v+a*y/v;

y:=0;

setcolor(14);

line (25+round(ot*50 ),4 60 -ro un d( oy* 44 /10 ),

25+round(t*50),4 60 -ro un d(y *4 4/ 10) );

setcolor(10);

line (25+round(ot*50 ),4 60 -ro un d( ov* 22 0/1 0) ,

25+round(t*50),4 60 -ro un d(v *2 20 /10 )) ;

str(t:9:3,s);

str(y:9:3,os); s:=s+os;

str(v:9:3,os); s:=s+os;

setcolor(15); outtextxy (520,25+i*10,s);

readln;

closegraph;

end.
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Pøíloha B. Výpis program u v e F am ulu

Výsledn ý mo del je na str. 28 nahoøe. Dolní mo del na té¾e stránce dostaneme

v olb ou p o èáteèní ryc hlosti vy3=92000 .

Rovinný pohyb tøí hmotných bodù (ukázka u¾ití Rungovy-Kuttovy metody

2. øádu s automatickou úpravou èasového kroku)

- - - - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - - - -

i = 1 TO 6

x[i],xx[i],v[i],k1[i],k2[i]

K=6.67e-11 ! gravitaèní konstanta

m1=2e30*K ! hmotnosti vynásobené gravitaèní konstantou

m2=1e30*K

m3=1*K

g=1e4 ! èasový krok

FUNCTION f(x1,h,vx1,k1)=x1+vx1*h+k1*h ^2/2

FUNCTION z(m2,m3,x1,x2,x3,y1,y2,y3)

z=m2*(x2-x1)/((x2-x1)^2+(y2 -y1) ^2)^1 .5+

m3*(x3-x1)/((x3-x1)^2+(y3-y 1)^2) ^1.5

END

PROCEDURE ZRYCHLENI(x1,y1,x2,y2,x3,y3)

BEGIN

k2[1]=z(m2,m3,x1,x2,x3,y1,y 2,y3 );k2[ 2]=z (m2, m3,y1 ,y2, y3,x1 ,x2, x3)

k2[3]=z(m3,m1,x2,x3,x1,y2,y 3,y1 );k2[ 4]=z (m3, m1,y2 ,y3, y1,x2 ,x3, x1)

k2[5]=z(m1,m2,x3,x1,x2,y3,y 1,y2 );k2[ 6]=z (m1, m2,y3 ,y1, y2,x3 ,x1, x2)

END

- - - - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - - - -

x1=-5e10;y1=0;vx1=0;vy1=-110 00

x2=1e11;y2=0;vx2=0;vy2=22000

x3=1.2e11;y3=0;vx3=0;vy3=800 00

x[1]=x1;x[2]=y1;x[3]=x2;x[4]= y2;x [5]=x 3;x[ 6]=y 3 ! zobecnìné souøadnice

v[1]=vx1;v[2]=vy1;v[3]=vx2;v[ 4]=v y2;v[ 5]=v x3;v [6]=v y3

t=0

t1=0

- - - - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - - - -

LOOP

IF t=t1 THEN DISP;t1=t1+g END

h=t1-t

FOR i=1 TO 6 DO

xx[i]=x[i] ! zaznamenání polohy
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END

ZRYCHLENI(x[1],x[2],x[3],x[ 4],x [5],x [6])

FOR i=1 TO 6 DO

k1[i]=k2[i]

END

LOOP

h1=2*h/3

FOR i=1 TO 6 DO

x[i]=f(xx[i],h1,v[i],k1[i]) ! pokusné posunutí

END

ZRYCHLENI(x[1],x[2],x[3],x[ 4],x[ 5],x [6])

! kontrola vhodnosti èasového kroku

A=k1[1]^2+k1[2]^2;B=k1[3]^2+k1[ 4]^2 ;C=k 1[5]^ 2+k1 [6]^2

IF (C=0 OR C>100*((k2[5]-k1[5])^2+(k2[ 6]-k1 [6]) ^2))A ND

(B=0 OR B>100*((k2[3]-k1[3])^2+(k2[4]- k1[4] )^2) )AND

(A=0 OR A>100*((k2[1]-k1[1])^2+(k2[2]- k1[2] )^2) ) THEN EXIT END

h=h/2 ! zkrácení èasového kroku

END

FOR i=1 TO 6 DO

x[i]=xx[i]+v[i]*h+(k1[i]+k2[i ])*h^ 2/4; ! výsledné posunutí

v[i]=v[i]+(k1[i]+3*k2[i])*h/4

END

x1=x[1];y1=x[2];x2=x[3];y2= x[4] ;x3=x [5]; y3=x [6]

t=t+h

IF 1=2 THEN EXIT END

END
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Pøíloha C. Odv ození k om binaèníc h k o e�cienfù pro Run-

go vu{Kutto vu meto du 2. øádu

Pøedp ok ádejme, ¾e v in terv alu h t

i

; t

i +1

i je p oh yb hmotného b o du dostateènì

pøesnì p opsán ro vnicí tøetího stupnì

r = A + B � + C �

2

+ D �

3

; (1)

kde A ; B ; C ; D jsou v ektoro v é k onstan t y a � = t � t

i

je èas mìøen ý o d za-

èátku in terv alu. Deriv o v áním vztah u (1) dostaneme vztah y vyjadøující zá vislost

ok am¾ité ryc hlosti a ok am¾itého zryc hlení na èase:

v = B + 2 C � + 3 D �

2

; a = 2 C + 6 D � (2)

a p o dosazení � = 0 zjistíme, ¾e platí

r

i

= A ; v

i

= B ; a

i

= 2 C : (3)

Pøi v olb ì t

�

1

= t

i

; t

�

2

= t

i

+

2

3

h máme

k

1

= a ( t

1

) = 2 C ; k

2

= a ( t

2

) = 2 C + 6 D �

2

3

h = 2 C + 4 D h : (4)

Hledáme k om binaèní k o e�cien t y �; � ; 
 ; � tak, ab y v èase t

i +1

= t

i

+ h platilo:

r

i +1

= r

i

+ v

i

h + ( � k

1

+ � k

2

)

h

2

2

; v

i +1

= v

i

+ ( 
 k

1

+ � k

2

) h : (5)

Sp o jením pøedc házejícíc h vztah ù dostaneme:

A + B h + C h

2

+ D h

3

= A + B h + [2 � C + � (2 C + 4 D h )]

h

2

2

;

B + 2 C h + 3 D h

2

= B + [2 
 C + � (2 C + 4 D h )] h :

Z ro vnosti èlen ù tého¾ stupnì plyne:

� + � = 1 ; � =

1

2

; � =

1

2

; 
 + � = 1 ; � =

3

4

; 
 =

1

4

:

Dosazením do (5) ob dr¾íme hledané vztah y:

r

i +1

= r

i

+ v

i

h + ( k

1

+ k

2

)

h

2

4

; v

i +1

= v

i

+ ( k

1

+ 3 k

2

)

h

4

:
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