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Kapitola 1

Newton ùv in tegrál

Pojmy v této kapitole: Zob ecnìná primitivní funk ce (ZPF), zob ecnìn ý pøírùstek

funk ce, Newton ùv in tegrál (NI), v elk é þÓÿ, øádo v á ro vnost. V ìta o jednoznaènosti ZPF ,

p er partes pro NI, linearita NI, in terv alo v á aditivita, substituce pro NI, o existenci primi-

tivní funk ce, o k on v ergenci NI, sro vná v ací v ìta pro NI.

Definice 1.1 (Zobecnìná primitivní funk ce. ) F unk ce F ( X ) se nazv e zobecnìná

primitivní funk ce k f ( x ) v in terv alu ( a ; b ), p okud

1. F ( x ) je sp o jitá v ( a ; b ),

2. existuje k oneèná mno¾ina N � ( a ; b ) tak, ¾e

F

0

( x ) = f ( x ) 8 x 2 ( a ; b ) � N

Úmluv a zna èení 1.1 Znaèení zob ecnìné primitivní funk ce:

F ( x ) 2 ZPF ( f ( x ); ( a ; b )) :

Poznámka 1.1

1. Primitivní funk ce je zob ecnìná primitivní funk ce.

2. co se dìje v N :

� F

0

( x ) neexistuje

� F

0

( x ) 6= f ( x )

� f ( x ) není de�no v ána

Pøíklad 1.1

1. j x j 2 ZPF (sgn ( x ); R )

� j x j sp o jitá v R

� ( j x j )

0

= sgn ( x ) 8 x 2 R � f 0 g

2. F ( x ) :=

(

x (ln j x j � 1) x 6= 0

0 x = 0

� tvrdím : F ( x ) 2 ZPF (ln j x j ; R )

� dùkaz tvrdím : sp o jitost: x 6= 0 sp o jitá

� ??? F (0) = 0 = lim

x ! 0

x (ln j x j � 1) = 0, proto¾e x ! 0 a (ln j x j � 1) ! �1

2



KAPITOLA 1. NEWTONÙV INTEGRÁL 3

Vìt a 1.1 (O jednozna ènosti ZPF . ) Nec h » F ( x ) ; G ( x ) 2 ZPF ( f ( x ); ( a ; b )). P ak

existuje C 2 R tak, ¾e ( F ( x ) � G ( x )) = C v ( a ; b ).

Dùkaz vìty 1.1 F ( x ) ; G ( x ) 2 ZPF sp o jitá v ( a ; b )

F

0

( x ) = f ( x ) 8 x 2 ( a ; b ) � N

1

G

0

( x ) = f ( x ) 8 x 2 ( a ; b ) � N

2

P olo¾me N = N

1

[ N

2

k oneèná mno¾ina; N = f x

1

; x

2

; : : : ; x

n

g , BÚNO x

1

< x

2

< x

3

<

: : : < x

n

.

Oznaèíme x

0

= a , x

n +1

= b . Oznaème H ( x ) = F ( x ) � G ( x ) v in terv alu ( x

i

; x

i +1

) (0 � i �

n ): H

0

( x ) = [ F ( x ) � G ( x )]

0

= F

0

( x ) � G

0

( x ) = f ( x ) � f ( x ) = 0. P ak 9 C

i

2 R ; H ( x ) = C

i

v ( x

i

; x

x +1

)

H ( x ) je sp o jitá v x

i

(rozdíl dv ou ZPF , které jsou sp o jité)

H ( x

i

) = lim

x ! x

i +

H ( x ) = C

i

= lim

x ! x

i �

H ( x )= C

i � 1

( H ( x ) = C

i

na P

+

( x

i

) )

) C

i

= C

i � 1

) 9 C 2 R , C

i

= C 8 i

�

Úmluv a zna èení 1.2 Znaèení limit y zpra v a (zlev a):

F ( x

0

+) := lim

x ! x

0+

F ( x )

F ( x

0

� ) := lim

x ! x

0 �

F ( x )

Pøíklad 1.2 lim

x ! + 1

f ( x ) = f (+ 1� )

Definice 1.2 (Zobecnìný pøír ùstek. )

[ F ( x )]

b

a

= [ F ( x )]

x = b

x = a

:= F ( b � ) � F ( a +)

Definice 1.3 (Newtonùv integrál. ) Je-li F ( x ) 2 ZPF ( f ( x ); ( a ; b )), de�n ujeme

( N )

Z

b

a

f ( x )d x = [ F ( x )]

b

a

;

má-li pra v á strana sm ysl.

Úmluv a zna èení 1.3 ( N ) nepí¹eme, ale m yslíme si ho.

Poznámka 1.2 Korektnost de�nice: F ( x ) ; G ( x ) 2 ZPF ( f ( x ); ( a ; b )). Co p otøebuji?

� 9 ZPF

� 9 F ( a +) ; F ( b � ) (to je OK), pak dle v ìt y 1.1 F ( x ) = G ( x ) + C

� F ( a +) � F ( b � ) má sm ysl

F ( a +) = G ( a +) + C

F ( b � ) = G ( b � ) + C

F ( b � ) � F ( a +) = ( G ( b � ) + C ) � ( G ( a +) + C ) = (v ìta o aritmetice limit) = G ( b � ) �

G ( a +)
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Poznámka 1.3 P okud F ( x ) sp o jitá v [ a ; b ] ) [ F ( x )]

b

a

= F ( b ) � F ( a )

Pøíklad 1.3

1. ( N )

R

1

� 1

ln j x j d x =

R

1

� 1

ln j x j d x = [ x (ln j x j � 1)]

1

� 1

= � 1 � (+1) = � 2

2.

R

+ 1

�1

d x

1+ x

2

= [arctg ( x )]

+ 1

�1

=

�

2

�

�

�

�

2

�

= �

3.

R

+ 1

0

d x

x +1

= [ln j x + 1 j ]

+ 1

0

= + 1 � 0 = + 1

4.

R

+ 1

�1

( x + x

3

)d x =

h

x

2

2

+

x

4

4

i

+ 1

�1

= + 1 � (+ 1 ) : : : nemá sm ysl.

Vìt a 1.2 (Per p ar tes pr o Newtonùv integrál. ) Nec h » F ( x ) 2 ZPF ( F

0

( x ); ( a ; b )),

G ( x ) 2 ZPF ( G

0

( x ); ( a ; b )) . P otom

Z

b

a

F

0

( x ) G ( x )d x = [ F ( x ) G ( x )]

b

a

�

Z

b

a

F ( x ) G

0

( x )d x;

má-li pra v á strana sm ysl.

Úmluv a zna èení 1.4 ( a ; b ) � N : : : a¾ na KM (k oneènou mno¾in u)

Dùkaz vìty 1.2 F ( x ) 2 ZPF ( F

0

( x ); ( a ; b )) ) F ( x ) je sp o jitá na ( a ; b ) & 9 F

0

( x ) vlastní

a¾ na KM

9 H ( x ) 2 ZPF ( F ( x ) G

0

( x ); ( a ; b )) a [ H ( x )]

b

a

má sm ysl

tvrdím: F ( x ) � G ( x ) � H ( x ) 2 ZPF ( F ( x ) G

0

( x ); ( a ; b ))

- sp o jitost v ( a ; b ) OK.

- pøírùstek: [ F ( x ) � G ( x ) � H ( x )]

b

a

= [ F ( x ) � G ( x ) � ]

b

a

� [ H ( x )]

b

a

: : : má to sm ysl, m ù¾u

roztrhnout limit y

- [ F ( x ) � G ( x ) � H ( x )]

b

a

: : : z de�nice

- [ F ( x ) � G ( x ) � ]

b

a

: : : pra v á strana

- [ H ( x )]

b

a

=

R

b

a

F ( x ) G

0

( x )

- deriv ace: ( F ( x ) � G

0

( x ) � H ( x ))

0

= F

0

� G + F � G

0

� H

0

= a¾ na KM = F

0

� G ; H

0

= F � G

0

�

Vìt a 1.3 (Linearit a Newtono v a integrálu. )

Z

b

a

c � f ( x )d x = c �

Z

b

a

f ( x )d x

Z

b

a

f ( x ) + g ( x )d x = c �

Z

b

a

f ( x ) + g ( x )d x;

ma jí-li pra v é stran y sm ysl.

Dùkaz vìty 1.3 Dùk az je za domácí cvièení.

�
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Vìt a 1.4 (Inter v alo v á aditivit a. ) Nec h » a < b < c .

Z

c

a

f ( x )d x =

Z

b

a

f ( x )d x +

Z

c

b

f ( x )d x;

p okud in tegrály napra v o jsou k oneèné.

Dùkaz vìty 1.4 Dle pøedp okladù 9 F

1

( x ) 2 ZPF ( f ( x ); ( a ; b )) & 9 F

2

( x ) 2 ZPF ( f ( x ); ( a ; b ))

Na víc F

1

( b � ) ; F

2

( b +) jsou k oneèné.

De�n uji F ( x ) :=

8

>

<

>

:

F

1

( x ) ; x 2 ( a ; b )

F

1

( b � ) ; x = b

F

2

( x ) + S; x 2 ( b ; c ) ; S = F

1

( b � ) � F

2

( b +)

Tvrdím: F ( x ) 2 ZPF ( F

0

( x ); ( a ; b ))

Spojitost: na ( a ; b ) a na ( b ; c ) zøejmá.

- v b o dì b : F ( b ) =

(

F

1

( b � )

F

2

( b +) + S = F

1

( b � )

) F ( x ) je sp o jitá na ( a ; c )

[ F ( x )]

0

= f ( x ) a¾ na KM

LHS = [ F ( x )]

c

a

= F ( c � ) � F ( a +) = F

2

( c � ) + S � F

1

( a +) =

= F

2

( c � ) + F

1

( b � ) � F

2

( b +) � F

1

( a +) =

= [ F

2

( x )]

c

b

+ [ F

1

( x )]

b

a

= RHS :

�

Vìt a 1.5 (Substituce pr o Newtonùv integrál. ) Nec h » ' ( t ) : ( � ; � ) ! ( a ; b )

vzá jemnì jednoznaènì, ' ( t ) je sp o jitá, '

0

( t ) k oneèná, nen ulo v á existuje v¹ude a¾ na KM.

P otom

Z

b

a

f ( x )d x =

Z

�

�

f ( ' ( t )) � j '

0

( t ) j d t =

Z

'

� 1

( b � )

'

� 1

( a +)

f ( ' ( t )) � '

0

( t )d t;

má-li alesp oò výraz vpra v o sm ysl.

Dùkaz vìty 1.5 Ozna ème:

R

b

a

f ( x )d x : : : (1)

R

�

�

f ( ' ( t )) � j '

0

( t ) j d t : : : (2)

R

'

� 1

( b � )

'

� 1

( a +)

f ( ' ( t )) � '

0

( t )d t : : : (3)

' ( t ) buï roste, neb o klesá. Omezme se na ' ( t ) klesa jící :

(2) = (3): ' ( t ) klesa jící: '

� 1

( b � ) = inf ( '

� 1

( a ; b )) = � , '

� 1

( a +) = sup ( '

� 1

( a ; b )) = � .

'

0

( t ) � 0 v¹ude, kde existuje: v¹ude a¾ na KM. j '

0

( t ) j = � '

0

( t ) v¹ude a¾ na KM.

(2) = �

R

�

�

f ( ' ( t )) � '

0

( t )d t

(3) =

R

�

�

f ( ' ( t )) � '

0

( t )d t = �

R

�

�

f ( ' ( t )) � '

0

( t )d t

(1) : existuje: 9 F ( x ) 2 ZPF ( f ( x ); ( a ; b )) , p otom F ( ' ( t )) 2 ZPF ( f ( ' ( t )) � '

0

( t ); ( � ; � ))

sp o jitost: F ( x ) sp o jitá = ZPF , ' ( t ) sp o jitá dle pøedp okladù ) sp o jitá

[ F ( ' ( t ))]

0

= F

0

( ' ( t )) � '

0

( t ) = f ( ' ( t )) � '

0

( t )
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(2) = � [ F ( ' ( t ))]

�

�

= ( F ( ' ( � � )) � F ( ' ( � +)) )

' ( � � ) = a , F ( a +) existuje, ' ( t ) > a , t 2 P

�

( � ), � ( F ( a +) � F ( b � )) = (1)

obrácenì: (2) existuje:

R

�

�

f ( ' ( t )) � j '

0

( t ) j = (p olo¾ím t = '

� 1

( x ), stejná úv aha jak o kdy¾ (1) = (2)):

=

R

b

a

f ( ' ( '

� 1

( x ))) � j '

0

( '

� 1

( x )) j � j [ '

� 1

( x )]

0

j d x =

V ìta o limitì slo¾ené funk ce = [ '

� 1

( x )] =

1

' ( '

� 1

( x ))

=

R

b

a

f ( x )d x

�

Definice 1.4 Do datek k de�nici Newtono v a in tegrálu:

Je-li b < a , pak

Z

b

a

f ( x )d x := �

Z

a

b

f ( x )d x

a na víc

Z

a

a

f ( x )d x := 0 :

Poznámka 1.4 Ho dnota in tegrálu nezá visí na k oneènì mnoha zmìnác h f ( x ). F

0

( x ) =

f ( x ).

Vìt a 1.6 (O existenci primitivní funk ce. ) Nec h » f ( x ) je sp o jitá v ( a ; b ). P otom

existuje F ( x ) primitivní k f ( x ) v ( a ; b ).

Dùkaz vìty 1.6 P ozdìji.

�

Poznámka 1.5 P okud

R

b

a

f ( x )d x 2 R , øík áme, ¾e in tegrál k on v erguje.

Poznámka 1.6

R

b

a

f ( x )d x k on v erguje, ( c ; d ) 2 ( a ; b ), p otom té¾

R

d

c

f ( x )d x k on v erguje.

Vìt a 1.7 (O k onver genci Newtono v a integrálu. ) Nec h » f ( x ) je sp o jitá v ( a ; b ).

P otom

1. je-li f ( x ) � 0 v ( a ; b ) f resp. f ( x ) � 0 v ( a ; b ) g , pak

R

b

a

f ( x )d x existuje.

2. existuje-li g ( x ) tak, ¾e j f ( x ) j � g ( x ) v¹ude v ( a ; b ) a na víc

R

b

a

g ( x )d x k on v erguje,

p otom tak é

R

b

a

f ( x )d x k on v erguje.

Dùkaz vìty 1.7 Dle V ìt y 1.6 9 F ( x ) primitivní funk ce k f ( x )

1. F

0

( x ) = f ( x ) � 0 v ( a ; b )

F je neklesa jící: F ( b � ) ; F ( a +) existují, na víc: F ( b � ) � F ( a +) má sm ysl, proto¾e

F ( b � ) � F ( a +), pøípad ( F ( b � ) � F ( a +)) 6= 1 (dom ysled za DÚ)

2. 9 G ( x ) 2 ZPF ( g ( x ); ( a ; b ))

G ( b � ) ; G ( a +) existují vlastní

uk a¾me napø.: 9 F ( b � ) vlastní:

F ( x ) = G ( x ) + F ( x ) � G ( x ) ; kde H ( x ) = F ( x ) � G ( x ). P ak
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[ H ( x )]

0

= F

0

( x ) � G

0

( x ) = f ( x ) � g ( x ) � 0 v ( a ; b ) a¾ na KM,

tedy platí na P

�

( b ), H ( x ) je nerostoucí na P

�

( b ) :

) H ( b � ) existuje. Zá v ìr: F ( b � ) existuje.

H ( b � ) je vlastní: staèí zdola omezená: [ H ( x ) + 2 G ( x )]

0

= f ( x ) � g ( x ) + 2 g ( x ) =

= f ( x ) + g ( x ) � 0 na P

�

( b )

H ( x ) + 2 G ( x ) je neklesa jící:

H ( x ) + 2 G ( x ) � H ( x

0

) + 2 G ( x

0

) = C , C : : : k onstan ta, 8 x 2 ( x

0

; b ), kde x

0

2 P

�

( b )

H ( x ) � � 2 G ( x ) + C

G ( b � ) existuje vlastní

) H ( x ) je zdola omezená.

�

Poznámka 1.7 F unk ce g ( x ) z pøípadu 2) se nazýv á integrabilní majorant a k funk ci

f ( x ).

Vìt a 1.8 Nec h » f ( x ) je sp o jitá, omezená na omezeném uza vøeném in terv alu [ a ; b ]. P otom

Z

b

a

f ( x )d x k on v erguje :

Dùkaz vìty 1.8 j f ( x ) j � M = g ( x ),

R

b

a

g ( x )d x = M � ( b � a )

Dle V ìt y 1.7 : pøípad 2)

�

Poznámka 1.8 Do datek :Pøedp oklady jsou splnìn y sp eciálnì, je-li f ( x ) sp o jitá v [ a ; b ].

Definice 1.5 (Velké O . ) Nec h » f ( x ) ; g ( x ) jsou de�no v án y na P ( x

0

). Øík áme, ¾e f ( x ) =

O ( g ( x )) pro x ! x

0

, p okud 9 c > 0 a 9 � > 0 tak, ¾e j f ( x ) j � c � j g ( x ) j pro x 2 P

�

( x

0

).

Definice 1.6 (Øádo v á r o vnost . ) Øík áme, ¾e f ( x ) � g ( x ) ( f ( x ) je øádo v ì ro vno g ( x ))

pro x ! x

0

, p okud lim

x ! x

0

f ( x )

g ( x )

existuje k oneèná, nen ulo v á. Analogic ky de�n ujeme pro

x ! x

0

+, x ! x

0

� .

Pøíklad 1.4

1. sin x � x pro x ! 0

2. ln (1 + x ) � x pro x ! 0

3. 1 � cos x � x

2

pro x ! 0

4. p ( x ) : : : p olynom stupnì n ) p ( x ) � x

n

pro x ! + 1

p ( x )

x

n

=

a

n

� x

n

+ a

n � 1

� x

n � 1

+ :::

x

n

= a

n

+ a

n � 1

� x

� 1

+ : : : = a

n

5. arctg x = O (1) pro x ! 0+

j arctg x j �

�

2

� 1 = C � 1 na R
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6. ln x = O (

1

p

x

) pro x ! 0+

p

x � ln( x ) ! 0 pro x ! 0+

j

p

x � ln ( x ) j � 1 v jistém P

+

(0)

j ln ( x ) j �

1

p

x

Lemma 1.1

1. Nec h » lim

x ! x

0

f ( x )

g ( x )

= A 2 R . P ak f ( x ) = O ( g ( x )) pro x ! x

0

.

2. Nec h » f ( x ) � g ( x ) pro x ! x

0

. P otom f ( x ) = O ( g ( x )) a tak é g ( x ) = O ( f ( x )) pro

x ! x

0

.

Dùkaz lemma tu 1.1

1.

f ( x )

g ( x )

! A )

�

�

�

f ( x )

g ( x )

�

�

�

! j A j )

)

�

�

�

f ( x )

g ( x )

�

�

�

� j A j + 1 na jistém P ( x

0

)

j f ( x ) j � ( j A j + 1) � j g ( x ) j na jistém P ( x

0

).

2. f ( x ) � g ( x ) : : :

f ( x )

g ( x )

! A 2 R � f 0 g )

) dle 1) f ( x ) = O ( g ( x )) pro x ! x

0

f ( x ) � g ( x ) : : :

g ( x )

f ( x )

!

1

A

2 R � f 0 g )

) dle 1) g ( x ) = O ( f ( x )) pro x ! x

0

�

Poznámka 1.9 Je-li f ( x ) = o ( g ( x )) (malé þóÿ), je té¾ f ( x ) = O ( g ( x )) (v elk é þóÿ) pro

x ! x

0

.

Vìt a 1.9 (Sr o vná v a cí vìt a. ) Nec h » f ( x ) ; g ( x ) jsou sp o jité na jistém P

+

( x

0

), g ( x ) > 0.

1. Jestli¾e f ( x ) = O ( g ( x )) pro x ! x

0

+ a

R

x

0

+ �

x

0

g ( x )d x k on v erguje pro nìjak é � ,

p otom té¾

R

x

0

+ �

1

x

0

f ( x )d x k on v erguje pro �

1

dost malé.

2. Je-li f ( x ) � g ( x ) pro x ! x

0

, p otom 9 �

1

> 0 tak, ¾e 8 � 2 (0; �

1

) platí

Z

x

0

+ �

x

0

f ( x ) k on v erguje ,

Z

x

0

+ �

x

0

g ( x ) k on v erguje

Poznámka 1.10

Dùkaz vìty 1.9

1. f ( x ) = O ( g ( x )) ) 9 �

1

& 9 c > 0: j f ( x ) j � C � j g ( x ) j = C � g ( x ) na P

�

1

+

( x

0

)

BÚNO �

1

< � )

R

x

0

+ �

x

0

g ( x )d x k on v erguje.

C � g ( x ) je k on v ergen tní ma joran ta k f ( x ) na P

�

1

+

( x

0

)

)

R

x

0

+ �

1

x

0

f ( x )d x k on v erguje.

2. f ( x ) � g ( x ) ) f ( x ) = O ( g ( x )) & g ( x ) = O ( f ( x )) pro x ! x

0

dle 1).
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�

Pøíklad 1.5

1. Kon v erguje

R

1

0

ln x d x ?

Zv olme � 2 (0; 1). P otom:

R

1

0

ln x d x =

R

�

0

ln x d x +

R

1

�

ln x d x

R

1

�

ln x d x k on v erguje: sp o jitá funk ce na omezeném uza vøeném in terv alu.

ln x = O

�

1

p

x

�

pro x ! 0

R

�

0

d x

p

x

= [ 2

p

x ]

�

0

= 2

p

� � 0 = 2

p

� : : : k on v erguje

Výsledek:

R

1

0

ln x d x k on v erguje.

Pøíklad 1.6 Dùle¾ité pøíklady

1.

R

�

0

x

a

d x k on v erguje , a > � 1, � 2 (0; 1 )

2.

R

+ 1

�

x

�

d x k on v erguje , � < � 1, � 2 (0; 1 )

Pøíklad 1.7 Výp o èet: (napø. 2:)

R

+ 1

�

x

�

d x , � 2 (0; 1 )

primitivní funk ce k x

�

=

8

>

<

>

:

x

� +1

� +1

; � 6= � 1

ln j x j ; � = � 1

R

+ 1

�

x

�

d x =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

h

x

� +1

� +1

i

+ 1

�

=

(

+ 1 ; � > � 1

2 R ; � < � 1

[ln j x j ]

+ 1

�

= + 1 � ln � = + 1 : : : div erguje

Pøíklad 1.8

R

+ 1

0

arctg x

x

�

d x =

R

�

0

: : : d x +

R

�

�

: : : d x +

R

+ 1

�

: : : d x = I

1

+ I

2

+ I

3

, 0 < � <

� < + 1

I

2

k on v erguje v¾dy

arctg x

x

�

� x

1 � �

pro x ! 0+

I

1

: : : k on v erguje , � < 2. Dále platí

u + 1 :

arctg x

x

�

� x

� �

, x ! + 1 , tak¾e

I

3

: : : k on v erguje , � > +1.

Zá vìr: k on v ergence pro � 2 (1; 2).



Kapitola 2

Riemannn ùv in tegrál

Pojmy v této kapitole: Dolní souèet, horní souèet, dolní in tegrál, horní in tegrál,

Riemann ùv in tegrál (RI), sp o jitost na in terv alu, ob yèejná sp o jitost, stejnomìrná sp o jitost,

ob jem rotaèního tìlesa, plo c ha v p olárníc h souøadnicíc h, délk a køivky . V ìta o aditivitì

dolního in tegrálu, o aditivitì horního in tegrálu, o aditivitì Riemanno v a in tegrálu.

Definice 2.1 (Dolní souèet , horní souèet . Dolní integrál, horní integrál. )

Nec h » f ( x ) : [ a ; b ] ! R je omezená. Nec h » D := f a = x

0

< x

1

< x

2

< : : : < x

n

= b g ,

m

i

:= inf f ([ x

i � 1

; x

i

]), i = 1 ; : : : ; n

a M

i

:= sup f ([ x

i � 1

; x

i

]), i = 1 ; : : : ; n . P ak de�n ujeme

s ( D ) =

P

n

i =1

m

i

( x

i

� x

i � 1

) jak o dolní souèet f ( x ) pøíslu¹ející D a tak é de�n ujeme

S ( D ) =

P

n

i =1

M

i

( x

i

� x

i � 1

) jak o horní souèet f ( x ) pøíslu¹ející D . Dále de�n ujeme

R

b

a

f ( x )d x = sup

D

s ( D ) jak o dolní integrál . Analogic ky de�n ujeme

R

b

a

f ( x )d x = inf

D

S ( D ) jak o horní integrál .

Poznámka 2.1 m � f ( x ) � M ) m � m

i

� M

i

� M ,

m ( b � a ) � s ( D ) � S ( D ) � M ( b � a )

Poznámka 2.2 Dùsledek:

1.

R

b

a

f ( x )d x ,

R

b

a

f ( x )d x jsou v¾dy k oneèné.

2. Nec h » D

�

je zjemnìní D . P otom:

s ( D

�

) � s ( D ) a S ( D

�

) � S ( D )

Dùsledek:

D

1

; D

2

lib o v olná ) s ( D

1

) � S ( D

2

).

Dùk az.: Nec h » D

�

= D

1

[ D

2

sp oleèné zjemnìní. P otom

s ( D

1

) � s ( D

�

) � S ( D

�

) � S ( D

2

)

�

10
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Dùsledek:

Z

b

a

f ( x )d x �

Z

b

a

f ( x )d x

Definice 2.2 (Riemannùv integrál. ) Nec h » f ( x ) : [ a ; b ] ! R je omezená. P okud

Z

b

a

f ( x )d x =

Z

b

a

f ( x )d x;

pak toto èíslo nazvu Riemannùv integrál f ( x ) na [ a ; b ]. Znaèím

( R )

Z

b

a

f ( x )d x

Lemma 2.0 lemma 2.0 Tvrzení: F unk ce f ( x ) má Riemann ùv in tegrál , 8 " 9 D (dìlení)

tak, ¾e

S ( D ) � s ( D ) < ":

Dùkaz lemma tu 2.0 " > 0 dáno

9 D

1

: s ( D

1

) >

R

b

a

f ( x )d x �

"

2

9 D

2

: S ( D

2

) <

R

b

a

f ( x )d x +

"

2

g D

�

= D

1

[ D

2

S ( D

�

) � S ( D

2

)

s ( D

�

) � s ( D

1

)

S ( D

�

) � s ( D

�

) < "

�

Pøíklad 2.1

1. f ( x ) = C , x 2 [ a ; b ], D je lib o v olné

m

i

= M

i

= C 8 i

s ( D ) = C � ( b � a ), S ( D ) = C � ( b � a )

R

b

a

f ( x )d x �

R

b

a

f ( x )d x = C � ( b � a )

2. f ( x ) = D ( x ) : : : Diric hleto v a funk ce, x 2 [ a ; b ], D lib o v olné

nab ýv á jen 0 - v k a¾dém in terv alu alesp oò 1 b o d nab yde 1 a 0.

m

i

= 0 ; M

i

= 1 8 i = 1 ; : : : ; n

- bude tam asp oò 1 racionální èíslo.

s ( D ) = 0 =

R

b

a

D ( x )d x = 0

S ( D ) = 1 8 D

g nemá Riemann ùv in tegrál.

3. f ( x ) = x , y

i

2 [0; 1], D : x

i

=

i

n

, i = 1 ; : : : ; n , n 2 N p evné

dolní souèet :

m

i

- inf té funk ce: m

i

= f ( x

i � 1

) =

i � 1

n

, délk a in terv alu

1

n

.

s ( D ) =

P

n

i � 1

i � 1

n

�

1

n

=

1

n

2

P

n

i =1

( i � 1) =

1

n

2

�

1

2

n ( n + 1) � n

�

m

i

=

1

2

pro n ! + 1 )

R

b

a

�

1

2

.
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horní souèet :

S ( D ) =

P

n

i � 1

i

n

�

1

n

=

1

n

1

2

n ( n + 1), limitnì se blí¾í

1

2

M

i

= f ( x

i

) =

i

n

(nab ýv á se v horním b o dì)

1

2

�

R

b

a

�

R

b

a

�

1

2

) ( R )

Z

1

0

x d x =

1

2

Lemma 2.1 F unk ce f ( x ) má Riemann ùv in tegrál , 8 " 9 D (dìlení) tak, ¾e

S ( D ) � s ( D ) < ":

Dùkaz lemma tu 2.1

� þ ) ÿ

" > 0 dáno.

( R )

Z

b

a

=

Z

b

a

=

Z

b

a

:

Nec h » D

�

= D

1

[ D

2

je zjemnìní dìlení. P otom dolní souèet roste, s ( D

�

) se pøiblí¾í

k

R

& S ( D

�

) klesá a pøiblí¾í se k

R

.

) to jsme c h tìli na jít.

� þ ( ÿ negací:

Kdy¾ :9 ( R )

R

) není spnìna p o dmínk a:

R

b

a

<

R

b

a

- není splnìno s " < : : : (???

doplním p ozdìji)

�

Vìt a 2.1 Nec h » f ( x ) : [ a ; b ] ! R je omezená, monotónní . P otom existuje ( R )

R

b

a

f ( x )d x .

Dùkaz vìty 2.1 De�n uji dìlení: D : x

i

= a +

i

n

� ( b � a ), kde i = 1 ; : : : ; n , in terv al [ a ; b ]

rozdìlím na n stejn ýc h délek.

BÚNO nec h » f ( x ) je neklesa jící. P otom m

i

= f ( x

i � 1

) a M

i

= f ( x

i

). V elik ost jednoho

dílku je x

i

� x

i � 1

=

b � a

n

. Pro souèt y platí vztah:

S ( D ) � s ( D ) =

P

n

i =1

( M

i

� m

i

)( x

i � 1

� x

i

) =

P

n

i =1

[ f ( x

i

) � f ( x

i � 1

)] �

1

n

� ( b � a ) ; kde

1

n

� ( b � a )

je k onstan ta nezá vislá na i .

( f ( x

1

) � f ( x

0

)) + ( f ( x

2

) � f ( x

1

)) + ( f ( x

3

) � f ( x

2

)) + : : : + ( f ( x

n

) � f ( x

n � 1

)) =

P

i

f ( x

n

) �

f ( x

0

) = f ( b ) � f ( a )

T edy S ( D ) � s ( D ) =

1

n

� ( b � a ) � ( f ( b ) � f ( a )), kde ( f ( b ) � f ( a )) je k onstan ta.

Pro n dost v elk é je ( b � a ) ho dnì malé.

) S ( D ) � s ( D ) m ù¾e b ýt lib o v olnì malé ) dle Lemmatu 2.1 ( R )

R

b

a

existuje (v ezm u n

tak, ab y výraz < " , pak to vyjde. )
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�

Definice 2.3 (Spojitost na I . ) Øekneme, ¾e f ( x ) je spojit á na I , jestli¾e 8 x 2 I

9 " > 0 9 � > 0: 8 y 2 U

�

( x ) \ I ) f ( x ) 2 U

"

( f ( x )). Na kra ji I jen jednostranné ok olí.

Definice 2.4 (Obyèejná spojitost . ) Øekneme, ¾e f ( x ) je spojit á , jestli¾e 8 " > 0

8 x 2 I 9 � > 0: 8 y 2 I : j x � y j < � ) j f ( x ) � f ( y ) j < "

Definice 2.5 (Stejnomìrná spojitost . ) Øekneme, ¾e f ( x ) je stejnomìrnì spojit á ,

jestli¾e 8 " > 0 9 � > 0 8 x 2 I 8 y 2 I : 8 y 2 I : j x � y j < � ) j f ( x ) � f ( y ) j < " ( � )

Pro dané " univ erzální � - 8 y .

Lemma 2.2 Nec h » f ( x ) je sp o jitá na uza vøeném , omezeném in terv alu I = [ a ; b ]. P otom

f ( x ) je stejnomìrnì sp o jitá na I .

Dùkaz lemma tu 2.2 Sporem: není stejnomìrnì sp o jitá ) není sp o jitá.

Nec h » ne ( � ): 9 " > 0> 8 � > 0 9 x; y 2 I : j x � y j < � & j f ( x ) � f ( y ) j � � . Fixuji " > 0:

� =

1

n

) 9 x

n

; y

n

2 I j x

n

� y

n

j <

1

n

= � ,

j f ( x

n

) � f ( y

n

) j � "

P osloupnost f x

n

g má hromadn ý b o d x

0

2 I

f ( x ) je sp o jitá v x

0

: 9 � > 0 x 2 U

�

( x

0

) \ I ) j f ( x ) � f ( x

0

) j <

"

2

.

U

�

2

( x

0

) obsah uje 1 èlen ù p osloupnosti f x

n

g . Sp eciálnì obsah uje x

n

tak o v é, ¾e

1

n

<

�

2

,

n >

2

�

, kde n je dost v elk é

T edy: x

n

2 U

�

2

( x

0

) j x

n

� y

n

j <

1

n

<

�

2

) y

n

2 U

�

( x

0

), y

n

nejvý¹ o

�

2

dál

j f ( x

n

) � f ( y

n

) j = j f ( x

n

) � f ( x

0

) + f ( x

0

) � f ( y

n

) j � j f ( x

n

) � f ( x

0

) j + j f ( y

n

) � f ( x

0

) j <

"

4

+

"

4

<

"

2

Spor: j f ( x

n

) � f ( y

n

) j � " z de�nice.

�

Vìt a 2.2 Sp o jitá funk ce na uza vøeném in terv alu má Riemann ùv in tegrál.

Neb oli C ([ a ; b ]) � R ([ a ; b ]) .

Dùkaz vìty 2.2 f ( x ) : [ a ; b ] ! R je sp o jitá. " > 0 lib o v olné. Stejnomìrná sp o jitost

( ! Lemma 2.2 ): 9 � > 0 8 x; y 2 [ a ; b ]: j x � y j < � ) j f ( x ) � f ( y ) j < " .

Zv ol dìlení D (ro vnomìrné): x

i

= a +

i

n

� ( b � a ) ; i = 0 ; : : : ; n ( n in terv alù), n tak v elk é,

ab y

1

n

( b � a ) < � , ( b � a ) = ( x

n � 1

� x

i

)

Klíèo v é p oro vnání:

M

i

� m

i

� "

2 b o dy - jejic h rozdíl < � ) jejic h fuknèní ho dot y < �

M

i

sup ; M

i

inf ) m usí se sejít, proto¾e sup a inf se nab ýv a jí na sp o jitém uza vøeném

in terv alu.

M

i

= sup f ( I

i

) = f ( �

i

), 9 � 2 I

i

, kde I

i

= [ x

i � 1

; x

i

]

m

i

= inf f ( I

i

) = f ( �

i

), 9 � 2 I

i

. Platí j �

i

� �

i

j < �

S ( D ) � s ( D ) =

P

n

i =1

( M

i

� m

i

)( x

i � 1

� x

i

) �

P

n

i =1

" �

b � a

n

= " ( b � a ), kde " je lib o v olnì

malé (z p oznámky o " -ec h)
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) (Lemma 2.1 ) : : : existuje Riemann ùv in tegrál.

�

Lemma 2.3 (O aditivitì dolního integrálu. ) Nec h » a < c < b . P otom

Z

b

a

f ( x )d x =

Z

c

a

f ( x )d x +

Z

b

c

f ( x )d x;

má-li jedna strana sm ysl.

Dùkaz lemma tu 2.3

D

1

: : : dìlení [ a ; c ]

D

2

: : : dìlení[ c ; b ]

g lib o v olná. P olo¾ D = D

1

[ D

2

) zjemnìní

dìlení [ a ; b ] :

Zøejmì: s ( D

1

) + s ( D

2

) = s ( D ) �

R

b

a

f ( x )d x

D dìlení [ a ; b ], D

�

= D [ f 0 g : : : ab y se dalo rozdìlit na dal¹í dìlení. P ak

R

c

a

f ( x )d x +

s ( D

2

) �

R

b

a

f ( x )d x= pøes v¹ec hna sup D

D

�

= D

1

[ D

2

:

Z

c

a

f ( x )d x +

Z

b

c

f ( x )d x �

Z

b

a

f ( x )d x ( | )

Zjemnìní - m ù¾e se nejvý¹e zv ìt¹it: s ( D ) � s ( D

�

) = s ( D

1

) + s ( D

2

) �

R

c

a

f ( x )d x +

R

b

c

f ( x )d x= pøejdu k sup D

( | ) !

R

c

a

f ( x )d x �

R

c

a

f ( x )d x +

R

b

c

f ( x )d x )

Z

b

a

f ( x )d x =

Z

c

a

f ( x )d x +

Z

b

a

f ( x )d x

�

Lemma 2.3 ' (O aditivitì horního integrálu. ) Nec h » a < c < b . P otom

Z

b

a

f ( x )d x =

Z

c

a

f ( x )d x +

Z

b

c

f ( x )d x;

má-li jedna strana sm ysl.

Dùkaz lemma tu 2.3 Analogic ky jak o v Lemmatu 2.3 .

�

Vìt a 2.3 (O aditivitì Riemanno v a integrálu. ) Nec h » a < c < b . P otom

( R )

Z

b

a

f ( x )d x = ( R )

Z

c

a

f ( x )d x + ( R )

Z

b

c

f ( x )d x;

má-li jedna strana sm ysl.

Dùkaz vìty 2.3 �

R

b

a

f ( x )d x = �

R

c

a

f ( x )d x �

R

b

c

f ( x )d x

R

b

a

f ( x )d x =

R

c

a

f ( x )d x +

R

b

c

f ( x )d x
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R

b

a

f ( x )d x �

R

b

a

f ( x )d x =

�

R

c

a

f ( x )d x �

R

c

a

f ( x )d x

�

+

�

R

b

c

f ( x )d x �

R

b

c

f ( x )d x

�

þ ) ÿ p okud RHS má sm ysl:

�

1

= �

2

= 0 ) � = 0 ) 9 ( R )

R

b

a

f ( x )d x .

þ ( ÿ p okud LHS má sm ysl:

� = 0 = �

1

+ �

2

& �

1

; �

2

� 0 (záro v eò souèet 0) ) �

1

� �

2

= 0 ) ma jí sm ysl �

1

; �

2

ob ì stran y ma jí sm ysl.

�

Definice 2.6 Dod a tek k definici Riemanno v a integrálu: Pro a > b

( R )

Z

b

a

f ( x )d x = � ( R )

Z

a

b

f ( x )d x

a dále

( R )

Z

a

a

f ( x )d x = 0 :

Vìt a 2.3 ' (O aditivitì Riemanno v a integrálu. ) Nec h » a; b; c 2 R . P otom

( R )

Z

b

a

f ( x )d x = ( R )

Z

c

a

f ( x )d x + ( R )

Z

b

c

f ( x )d x;

má-li jedna strana sm ysl.

Dùkaz vìty 2.3 a < c < b : : : viz V ìta 2.3 .

Nec h » a < c = b : ( R )

R

b

c

f ( x )d x = 0.

Nec h » a < b < c : ( R )

R

c

a

f ( x )d x = ( R )

R

b

a

f ( x )d x + ( R )

R

c

b

f ( x )d x = ( R )

R

b

a

f ( x )d x �

( R )

R

b

c

f ( x )d x .

�

Poznámka 2.3 Poznámky k Riemanno vu integrálu.

1. f � g na [ a ; b ] ) ( R )

R

b

a

f � ( R )

R

b

a

g

2. j f j � M v [ a ; b ] )

�

�

�

( R )

R

b

a

f

�

�

�

� M � ( b � a )

3. linearita: ( R )

R

b

a

( � � f + � � g ) = � ( R )

R

b

a

f + � ( R )

R

b

a

g

4. f = g v [ a ; b ] � K , kde K je k oneèná mno¾ina. P ak ( R )

R

b

a

f = ( R )

R

b

a

g

Dùsledek: f ( x ) staèí de�no v at a¾ na KM.

Pøíklad 2.2 R ( x ) =

(

0 ; x 2 R �Q

1

q

; x =

p

x

; p; q nesoudìlná

Tvrdím: ( R )

R

1

0

R ( x )d x = 0

R

1

0

R ( x )d x = 0

???

R

1

0

R ( x )d x = 0

Klíèo v é p ozoro v ání:
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1. " dáno;

2. existuje nejvý¹e k b o dù f �

j

: j = 1 ; : : : ; K g ; �

j

2 [0; 1]: f ( �

j

) � "

�

j

=

p

q

; 0 � p � q & f ( �

j

) =

1

q

> " ) q �

1

"

D : x

i

=

i

n

; i = 0 ; : : : ; n - ro vnomìrné dìlení

n tak v elk é, ¾e

k

n

< "

S ( D ) =

P

n

i =1

M

i

( x

i � 1

� x

i

) =

P

n

i =1

M

i

1

n

=

P

i 2 I

1

M

i

1

n

+

P

i 2 I

2

M

i

1

n

Za v edu dv ì mno¾in y:

I

1

:= f i : [ x

i � 1

; x

i

] neobsah uje ¾ádn ý z f �

j

g

I

2

:= f i : [ x

i � 1

; x

i

] obsah uje alesp oò jeden z f �

j

g

1. i 2 I

1

) M

i

� "

2. p o èet prvkù I

2

je men¹í ne¾ 2 K :

=

M

i

<"

X

i 2 I

1

M

i

1

n

+

M

i

� 1

X

i 2 I

2

M

i

1

n

8 i

� " �

n

n

+ 1 �

2 k

n

� " + 2 " = 3 "

Tvrdím: ( N )

R

1

0

R ( x )d x neexistuje.

R ( x ) nemá ZPF

) nemá Darb ouxo vu vlastnost na ¾ádném in terv alu

Úmluv a zna èení 2.1

� f ( x ) 2 R ([ a ; b ]) znaèí: existuje ( R )

R

b

a

f ( x )d x .

� f ( x ) 2 C ( I ) znaèí: f ( x ) je sp o jitá v I .

Vìt a 2.4 Nec h » f ( x ) 2 R ([ a ; b ]). Oznaème F ( x ) := ( R )

R

X

c

f ( t )d t , kde c 2 [ a ; b ] je

p evnì zv olené. P otom

1. F ( x ) 2 C ( [ a ; b ])

2. Je-li f ( x ) sp o jitá v b o dì x

0

2 [ a ; b ] (resp. sp o jitá zlev a / zpra v a), p otom F

0

( x

0

) =

f ( x

0

) (resp. F

0

�

( x

0

) = f ( x

0

) / F

+

( x

0

) = f ( x

0

)).

Poznámka 2.4 F ( x ) má v¾dy þo øádÿ lep¹í vlastnosti ne¾ f ( x ).

Dùkaz vìty 2.4

1. j F ( x ) � F ( y ) j = j

R

x

c

�

R

y

c

j = dle V ìt y 2.3 = j

R

x

y

f j � M � j x � y j : : : j f j � M

" > 0 dáno, p olo¾me � =

"

M

. P otom ( x � y ) < � ) j F ( x ) � F ( y ) j < " sp o jitost

dok once stejnomìrná.
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2. pro f ( x ) sp o jitost v x

0

zpra v a. Cíl: F

0

+

( x

0

) = f ( x

0

).

F ( x

0

+ h ) � F ( x

0

)

h

=

1

h

h

R

x

0

+ h

c

�

R

x

0

c

i

=

1

h

R

x

0

+ h

x

0

f ( x ) � f ( x

0

)d x +

1

h

R

x

0

+ h

x

0

f ( x

0

+ h ) =

I ( h ) + f ( x

0

)

Chci dok ázat: I ( h ) ! 0 pro h ! 0+.

" > 0 dáno: 9 � > 0; x 2 [ x

0

; x

0

+ � ] ) j f ( x ) � f ( x

0

) j

h 2

�

0 ;

�

2

�

, p otom j f ( x ) � f ( x

0

) j < " pro x 2 [ x

0

; x

0

+ h ]

j I ( h ) j <

1

h

� " � h = "

�

Vìt a H f ( x ) 2 C (( a ; b )) ) 9 F ( x ) primitivní funk ce k f ( x ) v ( a ; b ).

Dùkaz vìty H Zv olme c 2 ( a ; b ), p olo¾me pro x 2 ( a ; b ) F ( x ) := ( R )

R

x

c

f ( t )d t .

1. de�nice: má sm ysl dle V ìt y 2.2

2. F

0

= f dle V ìt y 2.4 + sp o jitost funk ce f

�

Poznámka 2.5

1.

R

e

� x

2

d x = ( R )

R

x

0

e

� t

2

d t : : : nelze napsat jak o elemen tární funk ci

2. ( R )

R

x

0

t

2

d t =

x

3

3

Vìt a 2.5 Nec h » f ( x ) 2 C ( [ a ; b ]) . P otom

( N )

Z

b

a

f ( x )d x = ( R )

Z

b

a

f ( x )d x:

Dùkaz vìty 2.5 P olo¾me F ( x ) := ( R )

R

x

a

f ( t )d t , 8 x 2 [ a ; b ].

Tvrdím: F ( x ) 2 ZPF ( F

0

( x ); ( a ; b )) (neb o» F ( x ) 2 C (( a ; b )) & F

0

= f v ( a ; b ) : : : z V ìt y

2.4 )

( N )

R

b

a

f ( x )d x = [ F ( x )]

b

a

= F ( b ) � F ( a ) = ( R )

R

b

a

f ( x )d x (sp o jitá F ( x ) v kra jíc h)

�

Pøíklad 2.3 F ( x ) =

R

c

x

f ( x )d t ; F

0

( x ) =???

(pøedp oklad: f ( x ) 2 C ( R ) )

Pøíklad 2.4 P : : : plo c ha p o d grafem

( } ) s ( D ) � P � S ( D ) 8 D

( R )

R

b

a

f ( x )d x existuje ) je jediné èíslo, které splò uje ( } ).

Pøíklad 2.5
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1. Obsah tro júhelníku: : : : OK.

2. Obsah p o d Diric hleto v ou funk cí D ( x ) : : : Riemann ùv in tegrál nerozho dne, neumí.

Pøíklad 2.6 Objem r ot a èního tìlesa.

Dáno: f ( x ), zjistím si m

i

; M

i

. Pro V

i

platí V

i

� � M

2

i

( x

i

� x

i � 1

). Má platit:

� m

2

i

( x

i

� x

i � 1

) � V

i

� � M

2

i

( x

i

� x

i � 1

)

s

�

D ; � f

2

( x )

�

=

n

X

i =1

� m

2

i

( x

i

� x

i � 1

) � V �

n

X

i =1

� M

2

i

( x

i

� x

i � 1

) = S

�

D ; � f

2

( x )

�

V = ( R )

Z

b

a

� f

2

( x )d x

Pøíklad 2.7 Plocha v polárních souøadnicích.

Dáno: r = r ( x ), x 2 [ a ; b ]. D : : : dìlení [ a ; b ]. P ak

M

i

= sup

[ x

i � 1

; x ]

r ( x )

m

i

= inf

[ x

i � 1

; x ]

r ( x )

m

2

i

2

( x

i

� x

i � 1

) � P

i

�

M

2

i

2

( x

i

� x

i � 1

)

s

�

D ;

1

2

r

2

( x )

�

=

n

X

i =1

m

2

i

2

( x

i

� x

i � 1

) � P �

n

X

i =1

M

2

i

2

( x

i

� x

i � 1

) = S

�

D ;

1

2

r

2

( x )

�

P = ( R )

Z

b

a

r

2

( x )

2

d x

Pøíklad 2.8 Délka køivky .

dolní o dhad na délku, horní o dhad na délku : : : d l =

d x

cos �

=

p

1 + tg

2

� d x

M

i

= sup fj f

0

( x ) j ; x 2 [ x

i � 1

; x ] g

m

i

= inf fj f

0

( x ) j ; x 2 [ x

i � 1

; x ] g

q

1 + m

2

i

( x

i

� x

i � 1

) � L

i

�

q

1 + M

2

i

( x

i

� x

i � 1

)

n

X

i =1

q

1 + m

2

i

( x

i

� x

i � 1

) � L �

n

X

i =1

q

1 + M

2

i

( x

i

� x

i � 1

)

s

�

D ;

q

1 + [ f

0

( x )]

2

�

� L � S

�

D ;

q

1 + [ f

0

( x )]

2

�

L = ( R )

Z

b

a

q

1 + [ f

0

( x )]

2

d x



Kapitola 3

Nek oneèné øady

Pojmy v této kapitole: Øada, èásteèn ý souèet øady , k on v ergence, div ergence, os-

cilace, nek on v ergence øady , v elk é O , øádo v á ro vnost, k on v ergence v C , k on v ergence k om-

plexní øady , absolutní k on v ergence k omplexní øady , neabsolutní k on v ergence k omplexní

øady , pøero vnání øady . V ìta o n utné p o dmínce k on v ergence, d'Allem b erto v o p o dílo v é

kritérium, Cauc h yho o dmo cnino v é kritérium, in tegrální kritérium, Raab eho kritérium,

Bolzano-Cauc h y o v a p o dmínk a k on v ergence øady , Lein bizo v o kritérium, Ab elo v o sumaèní

lemma, Direc hleto v o kritérium, omezené èásteèné souèt y , Ab elo v o kritérium, Cauc h yùv

souèet øad.

Definice 3.1 (Øad a. ) Øadou rozumíme sym b ol

1

X

n =1

a

n

; kde a

n

2 R ( 2 C )

Definice 3.2 (Èásteèný souèet øad y . Souèet øad y . )

S

N

:=

N

X

n =1

a

n

:

P okud S

N

! S pro N ! 1 øík áme, ¾e øad a má souèet S , pí¹eme

1

X

n =1

a

n

= S:

Definice 3.3 (K onver gence, diver gence, oscila ce (nek onver gence) øad y . )

P okud S 2 R ( S 2 C ), øada k onver guje.

P okud S = �1 , øada diver guje.

P okud lim

N !1

S

N

neexistuje, øada osciluje (nek onver guje).

Pøíklad 3.1

19
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1.

P

1

n =1

1

n ( n +1)

= 1 : : : telesk opic k á øada

1

n ( n + 1)

=

1

n

�

1

n + 1

(1 �

1

2

) + (

1

2

�

1

3

) + (

1

3

�

1

4

) + : : : + (

1

N

�

1

N + 1

)

S

N

= 1 �

1

N + 1

; lim

N !1

S

N

= 1

2.

P

1

n =1

1

n

= + 1 : : : harmonic k á øada

1 +

1

2

+

1

3

+

1

4

+

1

5

+ : : : +

1

8

+

1

9

+ : : : +

1

16

+

1

2

n � 1

+ 1

+ : : : +

1

2

n

;

1

3

+

1

4

� 2 �

1

4

=

1

2

;

1

5

+ : : : +

1

8

� 4 �

1

8

=

1

2

;

1

9

+ : : : +

1

16

� 8 �

1

16

=

1

2

;

.

.

.

1

2

n � 1

+ 1

+ : : : +

1

2

n

�

2

n

2

�

1

2

n

=

1

2

3.

P

1

n =1

( � 1)

n

S

N

:= � 1 ; 0 ; � 1 ; 0 ; � 1 ; 0 ; : : : osciluje

4. !!!

P

1

n =1

q

n

= S; q � 0

a) q � 1: q

n

� 1 8 n : S

N

� N ) S = + 1

b) q 2 [0; 1)

(1 � q )(1 + q + q

2

+ : : : + q

N

) = 1 � q

N +1

, oznaème S

N

= 1 + q + q

2

+ : : : + q

N

:

S

N

=

1 � q

N +1

1 � q

! lim

N !1

S

N

=

1

1 � q

Vìt a 3.1 Nec h » c

n

= � a

n

+ � b

n

. P otom

1

X

n =1

c

n

= �

1

X

n =1

a

n

+ �

1

X

n =1

b

n

;

má-li RHS sm ysl.

Dùkaz vìty 3.1 Nec h » A

N

; B

N

; C

N

josu èásteèné souèt y øad

P

a

n

,

P

b

n

,

P

c

n

. P otom

C

N

= � � A

N

+ � � B

N

. A u¾iju v ìtu o aritmetice limit.

�
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Vìt a 3.2 (Nutná podmínka k onver gence. ) Nec h »

P

1

n =1

a

n

k on v erguje. P otom

a

n

! 0 pro n ! 1 .

Dùkaz vìty 3.2 Øada k on v erguje: S

N

! S 2 R . P otom tak é S

N

! S .

0  a

N

= S

N

� S

N � 1

= S � S = 0

�

Poznámka 3.1 P o dmínk a a

n

! 0 není pro k on v ergenci p ostaèující. Viz

P

1

n =1

1

n

.

Poznámka 3.2 Nec h »

P

a

n

,

P

~a

n

se li¹í v k oneènì èlenec h. P otom S

N

=

~

S

N

+ C pro

N � n

0

.

3.1 Øady s nezáp orn ými èlen y

Lemma 3.1 Nec h » a

n

� 0. P ak

P

1

n =1

a

n

k on v erguje , f S

N

g je omezená.

Dùkaz lemma tu 3.1 a

n

� 0 ) S

N

je neklesa jící ) má limitu S . S < + 1 , f S

N

g je

omezená.

�

Lemma 3.2 Nec h » 0 � a

n

� b

n

. P otom

1.

P

1

n =1

b

n

k on v erguje )

P

1

n =1

a

n

k on v erguje.

2.

P

1

n =1

a

n

div erguje )

P

1

n =1

b

n

div erguje.

Dùkaz lemma tu 3.2

1. S

N

; T

N

èásteèné souèt y

P

a

n

,

P

b

n

: S

N

� T

N

. Dle Lemmatu 3.1 : k on v erguje ,

omezenost èásteèn ýc h souètù.

�

Poznámka 3.3 Dùle¾itý dod a tek: Lemma platí, i kdy¾ 9 n

0

2 N 0 � a

n

� b

n

pro

n � n

0

.

Definice 3.4 ( O (velké O ). )

f a

n

g , f b

n

g jsou p osloupnosti. Øekneme, ¾e a

n

= O ( b

n

) pro n ! 1 , p okud 9 n

0

2 N

9 c > 0: 8 n > n

0

j a

n

j � C � j b

n

j .

Definice 3.5 (Øádo v á r o vnost . )

Øekneme, ¾e f a

n

g � f b

n

g ( f a

n

g je øádo v ì ro vno f b

n

g ), p okud 9 lim

n !1

a

n

b

n

= A 2

R � f 0 g :
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Vìt a 3.3 Nec h » a

n

� 0, b

n

� 0.

1. Je-li a

n

= O ( b

n

) a

P

b

n

k on v erguje, p otom té¾

P

a

n

k on v erguje.

2. Je-li a

n

� b

n

, p otom

P

a

n

k on v erguje ,

P

b

n

k on v erguje.

Dùkaz vìty 3.3

1. a

n

= O ( b

n

) : : : 9 n

0

2 N , c > 0: j a

n

j � C : : : j b

n

j 8 n � n

0

a

n

; b

n

� 0: 0 � a

n

� C � b

n

BÚNO 8 n 2 N

! C � b

n

: : : k on v erguje ) a

n

: : : k on v erguje

P

a

n

k on v erguje dle Lemmatu 3.2

2. a

n

� b

n

) (pro n ! 1 ) a

n

= O ( b

n

) a b

n

= O ( a

n

)

dle 1):

P

b

n

k on v erguje ,

P

a

n

k on v erguje

�

Pøíklad 3.2

P

1

n =0

tg

�

1

2

n

�

tg x � x pro x ! 0

�

1

2

�

n

! 0 : : : tg

�

1

2

n

�

�

1

2

n

=

�

1

2

n

�

P

1

n =0

�

1

2

n

�

k on v erguje

)

P

1

n =0

tg

�

1

2

n

�

k on v erguje

0 � tg

�

1

2

n

�

8 n 2 N

Poznámka 3.4 Pøedp oklad a

n

� 0, b

n

� 0 je podst a tný .

Vìt a 3.4 (d'Allember to v o podílo vé kritérium. ) Nec h » a

n

� 0, nec h »

a

n +1

a

n

! q .

1. Je-li q < 1, pak øada

P

a

n

k on v erguje.

2. Je-li q > 1, pak øada

P

a

n

div erguje.

Dùkaz vìty 3.4

1.

a

n +1

a

n

! q < 1. Zv olme p 2 ( q ; 1). P otom 9 n

0

2 N ,

a

n +1

a

n

< p 8 n � n

0

.

BÚNO: Nec h »

a

n +1

n

< p 8 n � 0

a

1

< p � a

0

a

2

< p � a

1

< p

2

� a

0

ob ecnì: 0 � a

n

� a

0

� p

n

, p < 1 )

P

a

n

k on v erguje.

2.

a

n +1

a

n

! q > 1 ) 9 n

0

2 N :

a

n +1

a

n

> 1 8 n � n

0

BÚNO platí 8 n 2 N . P ak a

2

> a

1

a

3

> a

2

> a

1

a

n

> a

1

: : : nelze, ab y a

n

! 0.

P

a

n

nem ù¾e k on v ergo v at ) div erguje.

�

Pøíklad 3.3

1.

P

1

n =1

n

2

2

n

: : : k on v erguje

Podílo vé kritérium:

a

n +1

a

n

=

( n + 1)

2

2

n +1

�

2

n

n

2

=

�

n + 1

n

�

2

�

1

2

!

1

2
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2.

P

1

n =1

n

n

n !

: : : div erguje

Podílo vé kritérium:

a

n +1

a

n

=

( n + 1)

n +1

n + 1!

�

n !

n

n

=

�

n + 1

n

�

n

= (1 +

1

n

)

n

! e > 0

Poznámka 3.5

a

n +1

a

n

) 1 : : : nelze ob ecnì nic øíci:

Pø.: a

n

=

1

n

: : : harmonic k á øada : : : div erguje, resp.

1

n ( n +1)

: : : k on v erguje

Vìt a 3.5 (Ca uchyho odmocnino vé kritérium. ) Nec h » a

n

� 0, nec h »

n

p

a

n

! q .

1. Je-li q < 1, pak øada

P

a

n

k on v erguje.

2. Je-li q > 1, pak øada

P

a

n

div erguje.

Dùkaz vìty 3.5

1.

n

p

a

n

! q < 1. Zv olme p 2 ( q ; 1). P otom 9 n

0

2 N ,

n

p

a

n

< p 8 n � n

0

.

BÚNO: Nec h »

n

p

a

n

< p 8 n 2 N

0 � a

n

� p

n

2.

n

p

a

n

! q > 1 ) : : :

n

p

a

n

> 1 pro n � n

0

, a

n

> 1 pro n � n

0

.

a

n

6! 0 : : : øada div erguje do �1 .

�

Pøíklad 3.4

1.

P

1

n =1

1

3

n

�

n +1

n

�

n

2

k on v erguje

n

p

a

n

=

1

3

�

n +1

n

�

n

!

e

3

< 1 : : : k on v erguje

Vìt a 3.6 (Integrální kritérium. ) Nec h » f ( x ) : [1; + 1 ) je sp o jitá, nezáp orná a ne-

rostoucí, nec h » a

n

= f ( n ) 8 n 2 N . P otom

1

X

n =1

a

n

k on v erguje , ( N )

Z

+ 1

1

f ( x )d x k on v erguje

Poznámka 3.6 a

n

� 0: øada má souèet

f ( x ) sp o jitá, nezáp orná : : : ( N )

R

existuje

Dùkaz vìty 3.6

3

X

n =1

a

n

� ( N )

Z

4

1

f ( x )d x � ( N )

Z

3

1

f ( x )d x

N

X

n =1

a

n

� ( N )

Z

N

1

f ( x )d x ( | )
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4

X

n =2

a

n

� ( N )

Z

4

1

f ( x )d x

N

X

n =2

a

n

� ( N )

Z

N

1

f ( x )d x ( • )

v¹ec hno plyne z ( | ) a ( • )

lim

N !1

( N )

Z

b

a

f ( x )d x = ( N )

Z

+ 1

1

f ( x )d x

�

Vìt a 3.7 (Raabeho kritérium. ) Nec h » a

n

� 0, nec h » lim

n !1

n

�

a

n

a

n +1

� 1

�

= p .

P otom

1. Je-li p > 1, pak øada

P

a

n

k on v erguje.

2. Je-li p < 1, pak øada

P

a

n

div erguje.

Poznámka 3.7 Raab e je þ pøesnìj¹íÿ ne¾ d'Allem b ert.

Dùkaz.: P okud

a

n +1

a

n

! q < 1 (k on v ergence dle p o dílo v ého kritéria), pak

a

n

a

n +1

!

1

q

> 1

) n

�

a

n

a

n +1

� 1

�

! + 1 ;

�

a

n

a

n +1

� 1

�

!

1

q

� 1 > 0

Poznámka 3.8 Raab e je lep¹í.

Dùkaz.: a

n

=

1

n

2

:

a

n +1

a

n

=

n

2

( n +1)

2

! 1

�

a

n

a

n +1

� 1

�

= n �

�

n

2

( n +1)

2

� 1

�

= n �

�

�

1

n

+ 1

�

2

� 1

�

= n

�

1 +

2

n

+

1

n

2

� 1

�

= 2 +

1

n

! 2

Dùkaz vìty 3.7

1. Zv olme � 2 (1; p ), � > 1: n

�

a

n

a

n +1

� 1

�

� � pro n � n

0

. BÚNO n 2 N . n ( a

n

� a

n +1

) �

�a

n +1

= � a

n +1

na

n

� ( n + 1) a

n +1

� ( � � 1) a

n +1

=

P

n

LHS = (1 � �

1

� 2 � �

2

) + (2 � �

2

� 3 � �

3

) + : : : + ( n � �

n

� ( n + 1) � �

n +1

) � ( � � 1)

P

N

n =1

a

n

a

1

� ( N + 1) � a

N +1

� a

1

; kde ( N + 1) � a

N +1

� 0

a

1

� ( � � 1)

P

N

n =1

a

n

= �

1

� � 1

, kde ( � � 1) � 1, proto¾e � > 1

a

1

� � 1

�

P

N

n =1

a

n

= S

N

: : : f S

N

g je omezená ) Lemma 3.1 : øada k on v erguje

2. n ( a

n

� a

n +1

) < � pro n � n

0

; BÚNO: 8 n 2 N . Zv olme � 2 ( p ; 1).

Stejn ý p ostup : : : vysèítám to : : :

a

1

� ( N + 1) a

N +1

� ( � � 1)

P

N

n =1

a

n

� 0 kde ( � � 1) < 0

a

N +1

�

a

1

N +1

�

1

N

: : : div erguje.

�
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3.2 Øady s k omplexními èlen y

Úmluv a zna èení 3.1 . z 2 C ; z = x + iy ; kde x; y 2 R ; i

2

= � 1

Im

Re

1

-1

1-1

x = Re z ; y = Im z

z = x � iy : : : k omplexnì sdru¾ené

j z j =

p

x

2

+ y

2

: : : absolutní ho dnota

1

z

=

z

j z j

2

Platí:

1. � � ner o vnost : j z + w j � j z j + j w j 8 z ; w 2 C

2. max f Re z , Im z g � j z j � j Re z j + j Im z j ( • )

Dùk az:

1.

w
z

w+z

2.

|Re |z

|Im z|
| |z

C nelze usp oødat relací þ < ÿ.

Dùk az: sp orem: i 6= 0

i > 0 _ i < 0: i > 0 = � i

i

2

> 0

� 1 > 0 : : : sp or

Definice 3.6 (K onver gence v C . ) Nec h » z

n

2 C , z 2 C .

lim

n !1

z

n

! z : 8 " > 0 9 n

0

2 N : n � n

0

: j z

n

� z j < ":

Poznámka 3.9 z

n

! z , Re z

n

! Re z & Im z

n

! Im z (z nero vnosti ( • ).)

Poznámka 3.10 Dùsledek: aritmetik a limit: z

n

! z , w

n

! w ) z

n

+ w

n

! z + w , dále

z

n

� w

n

! z � w

Lemma 3.3 Nec h » z

n

2 C . P ak f z

n

g je k on v ergen tní, prá v ì kdy¾ je cauc h y o vsk á (splò uje

Bolzano-Cauc h y o vu p o dmínku).

Dùkaz lemma tu 3.3 f z

n

g splò uje B-C p o dmínku: 8 " > 0 9 n

0

2 N : 8 m; n � n

0

)

j z

n

� z

m

j < " , kde j z

n

� z

m

j je k omplexní absolutní ho dnota

, f Re z

n

g , f Im z

n

g splò ují B-C p o dmínku (p omo cí nero vnosti ( • ).)

, f Re z

n

g , f Im z

n

g jsou k on v ergen tní , f z

n

g je k on v ergen tní

�

Definice 3.7 (K onver gence k omplexní øad y . ) Nec h » c

n

2 C . Nec h » øada

P

1

n =1

c

n

k on v erguje, pak S

N

) S 2 C ( S

N

=

P

N

n =1

c

n

).
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Lemma 3.4 (Bolzano-Ca uchyo v a podmínka k onver gence øad y . ) Øada

P

1

n =1

c

n

,

c

n

2 C k on v erguje, prá v ì kdy¾

8 " > 0 9 n

0

2 N 8 N � n

0

8 P 2 N : j

N + P

X

n = N +1

c

n

j < ":

Dùkaz lemma tu 3.4

P

c

n

k on v ergen tní , S

N

splò uje B-C p o dmínku:

8 " > 0 9 n

0

2 N : 8 M ; N � n

0

) j S

M

� S

N

j < "

BÚNO: M � N : P = M � N

S

M

� S

N

=

P

M

n = N +1

c

n

�

Definice 3.8 (Absolutní k onver gence k omplexní øad y . ) Øekneme, ¾e

P

1

n =1

a

n

( a

n

2 C ) k onver guje absolutnì , p okud k on v erguje øada

P

1

n =1

j a

n

j .

Lemma 3.5 P okud øada k on v erguje absolutnì, pak k on v erguje.

Dùkaz lemma tu 3.5 Ov ìøit B-C p o dmínku: " > 0 dáno.

P

1

n =1

j a

n

j k on v erguje ) (B-C p o dmínk a:)

9 n

0

2 N 8 N � n

0

8 P 2 N :

N + P

X

n = N +1

j a

n

j < "

j

N + P

X

n = N +1

a

n

j �

N + P

X

n = N +1

j a

n

j < "

�

Definice 3.9 (Neabsolutní k onver gence k omplexní øad y . ) P okud øada k on v er-

guje, ale ne ab oslutnì, k on v erguje neabsolutnì.

Vìt a 3.8 (Leibnizo v o kritérium. ) Nec h » f b

n

g je monotónní reálná p osloupnost

k on v ergující do n uly . P otom

P

1

n =1

( � 1)

n

b

n

k on v erguje.

Dùkaz vìty 3.8 b

n

2 R , BÚNO b

n

nerostoucí ( b

1

� b

2

� : : : � 0).

S

N +1

= S

N

+ ( � 1)

N +1

b

N +1

S

N +2

= S

N

+ ( � 1)

N +1

b

N +1

+ ( � 1)

N +2

b

N +2

= S

N

+ ( � 1)

N +1

[ b

N +1

� b

N +2

]

| {z }

� 0

S

2 N

je nerostoucí, S

2 N +1

je neklesa jící. T edy

0 � S

2 N

� S

2 N +1

� S

1

S

2 N +1

� S

2 N

= ( � 1)

2 N +1

b

2 N +1

� 0

f S

2 N

g , f S

2 N +1

g : : : monotónní, omezené ) ma jí k oneènou limitu

j S

2 N

� S

2 N +1

j = j b

N

j ! 0 : : : ob ì limit y jsou stejné ) k on v erguje

�

Pøíklad 3.5
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1.

P

1

n =1

( � 1)

n

n

2

k on v erguje dle Leibnize

absolutní k on v ergence

P

1

n

2

k on v erguje

2.

P

1

n =1

( � 1)

n

n

k on v erguje neabsolutnì

3. !!!

P

1

n =2

( � 1)

n

p

n +( � 1)

n

:

( � 1)

n

1

p

n + ( � 1)

n

| {z }

! 0

není monotónní ) nek on v erguje.

1

X

n =1

( � 1)

n

p

n + ( � 1)

n

�

1

X

n =1

( � 1)

n

p

n

=

1

X

n =1

( � 1)

n

� ( � 1)

n +1

p

n (

p

n + ( � 1)

n

)

= �

1

X

n =1

( � 1)

2 n

p

n (

p

n + ( � 1)

n

)

| {z }

div erguje do �1

) div erguje

1

p

n (

p

n + ( � 1)

n

)

�

1

n

;

èlen y m usí b ýt � 0 (pro v ìtu 3.3 )

Lemma 3.6 (Abelo v o suma èní lemma. ) Nec h » a

n

2 C tak, ¾e

j

N

X

n =1

a

n

j � K (nezá visí na N ) :

Nec h » b

n

2 R je nerostoucí, nezáp orná p osloupnost. P otom

j

N

X

n =1

a

n

� b

n

j � K � b

1

8 n 2 N :

Dùkaz lemma tu 3.6

S

N

=

N

X

n =1

a

n

; S

N

� K ; S

0

= 0

j

N

X

n =1

a

n

� b

n

j = j

N

X

n =1

( S

M

� S

n � 1

)

| {z }

a

n

� b

n

j =

= j

N

X

n =1

S

N

b

n

�

N � 1

X

n =0

S

N

b

n +1

j = j

N � 1

X

n =1

S

N

( b

n

� b

n � 1

) + S

0

b

1

| {z }

0

+ S

N

b

N

j �

�

N � 1

X

n =1

j S

N

j � j b

n

� n

n � 1

j + j S

N

j � j b

n

j � K �

"

N � 1

X

n =1

( b

n

� b

n +1

) + b

n

#

�

� K � b

1

�
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Vìt a 3.9 (Direchleto v o kritérium. ) Nec h » a

n

2 C , øada

P

1

n =1

a

n

má omezené

èásteèné souèt y , øada b

n

! 0 ( b

n

2 R ) a je monotónní. P ak

1

X

n =1

a

n

b

n

k on v erguje.

Dùkaz vìty 3.9

�

�

�

�

�

N

X

n =1

a

n

�

�

�

�

�

� M (nezá vislé na N )

�

�

�

�

�

L

X

n = K

a

n

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

L

X

n =1

a

n

�

K � 1

X

n =1

�

�

�

�

�

� M + M = 2 M

b

n

! 0 a monotónní:

� a) b

1

� b

2

� : : : � 0

� b) b

1

� b

2

� : : : � 0

BÚNO a):

9 n

0

2 N 8 n > n

0

: b

n

"

2 M

;

" lib o v olné, zv olené p evnì.

Nec h » N � n

0

, P 2 N

�

�

�

�

�

N + P

X

n = N +1

a

n

b

n

�

�

�

�

�

�

|{z}

Ab elo v o lemma

b

N +1

� 2 M � 2 M �

"

2 M

= "

| {z }

B-C p o dmínk a ) k on v erguje

pøípad b)

P

1

n =1

a

n

a

n

b

n

= �

1

X

n =1

a

n

( � b

n

)

| {z }

k on v erguje dle a)

) k on v erguje.

�

Poznámka 3.11 Direc hleto v o kritérium je zob ecnìné Leibnizo v o kritérium.

P

( � 1)

n

b

n

, kde b

n

! 0 monotónnì.

P

( � 1)

n

: : : omezené èásteèné souèt y .

Lemma 3.7 (Omezené èásteèné souèty . )

1

X

n =1

sin ( nx ) ; x 2 R
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1

X

n =1

cos ( nx ) ; x 2 R � f 2 k � ; k 2 Z g ( � )

Dùkaz lemma tu 3.7

e

� iy

= cos y + i sin y 8 y 2 C

cos y =

1

2

�

e

iy

+ e

� iy

�

sin y =

1

2 i

�

e

iy

� e

� iy

�

�

e

ix

�

n

= e

inx

= cos ( nx ) + i sin( nx )

( � ) , e

ix

6= 1

N

X

n =0

�

e

ix

�

n

=

e

ix ( N +1)

� 1

e

ix

� 1

=

1

2 i

(e

ix ( N +1)

2

� e

�

ix ( N +1)

2

)2 i e

ix ( N +1)

2

1

2 i

(e

ix

2

� e

�

ix

2

)

| {z }

sin

x

2

2 i e

ix

2

=

=

sin

��

N +1

2

�

x

�

sin

x

2

� e

iN x

= cos( N x ) + i sin( N x ) =

N

X

n =0

cos ( nx ) =

sin

��

N +1

2

�

x

�

sin

x

2

� cos ( N x )

platí, i kdy¾ zamìním cos ! sin, ne naopak.

�

�

�

X

cos( nx )

�

�

�

�

1

�

�

sin(

x

2

)

�

�

x = 2 k � :

sin( nx ) = 0 8 n > 0 : : : má omezené souèt y

cos ( nx ) = 1 8 n > 0 : : : nemá omezené souèt y

�

Pøíklad 3.6

P

1

n =1

sin n

n

k on v erguje:

P

sin n ,

1

n

! 0 monotónnì

lemma 3.7

z}|{

) k on v erguje

k on v erguje neabsolutnì:

1

X

n =1

j sin n j

n

= + 1 (1); dùk az následuje:

M := [

k 2Z

�

k � �

1

2

; k � +

1

2

�

V := R � M

x 2 M ) j sin x j < sin

1

2

= �

x 2 V ) j sin x j � �
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Klíèo v é p ozoro v ání: alesp oò jedno z èísel 2 n; 2 n + 1 bude v e V .

2 n 2 V : : : O K

2 n 62 V ) 2 n 2 M ) 2 n + 1 2 V

N

X

n =1

j sin (2 n ) j

2 n

+

j sin (2 n + 1) j

2 n + 1

�

N

X

n =1

�

2 n + 1

� � �

N

X

n =1

1

2 n + 1

: : :

: : : neabsolutnì k on v erguje.

(1) viz vý¹e.

Vìt a 3.10 (Abelo v o kritérium. ) Nec h » a

n

2 C , c

n

2 R .

1. P okud

P

a

n

k on v erguje, f c

n

g je omezená monotónní, p otom

P

a

n

c

n

k on v erguje.

2. P okud f c

n

g je monotónní a c

n

! c 2 R � f 0 g , p otom

P

1

n =1

a

n

k on v erguje ,

P

1

n =1

a

n

� c

n

k on v erguje.

Dùkaz vìty 3.10

1. f c

n

g omezená, monotónní, 9 c 2 R c

n

! c

X

a

n

� c

n

=

X

a

n

( c

n

� c )

| {z }

! 0 ; monotónní

+

X

a

n

� c

| {z }

k on v erguje

P

a

n

má omezené èásteèné souèt y (neb o» k on v erguje dle Direc hleto v a kritéria)

) k on v erguje

2. þ ) ÿ f c

n

g omezená, uk ázáno v b o dì 1.

þ ( ÿ c

n

! c 2 R � f 0 g : : :

1

c

n

!

1

c

2 R � f 0 g

f

1

c

n

g je monotónní, omezená

P

a

n

� c

n

k on v erguje )

P

a

n

c

n

�

1

c

n

k on v erguje

P

a

n

k on v erguje.

�

Pøíklad 3.7

P

1

n =1

( � 1)

n

n

arctg n

| {z }

monotónní, limita

�

2

k on v erguje ,

P

( � 1)

n

n

k on v erguje dle Leibniy e
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3.3 Pøero vná v ání øad

Definice 3.10 (Pøer o vnání øad y . ) Øada

P

1

n =1

b

n

se nazýv á pøer o vnání øad y

P

1

n =1

a

n

, p okud existuje zobrazení ' : N ! N vzá jemnì jednoznaèné. P ak b

n

= a

' ( n )

.

Lemma 3.8 Souèet øady s nezáp orn ými èlen y se pøero vnáním nemìní.

Dùkaz lemma tu 3.8 A

n

� 0, S =

P

1

n =1

a

n

, ob ecnì S 2 [0; + 1 ) [ f + 1g

b

n

je pøero vná v ání a

n

. S = lim

N !1

s

n

= sup f S

N

: N 2 N g , s

n

: : : neklesa jící

zv olme

~

S < S : 9 N 2 N : S

N

=

P

N

n =1

a

n

>

~

S

b

n

= a

' ( n )

M := max f '

� 1

(1) ; '

� 1

(2) ; : : : ; '

� 1

( N ) g

M

X

n =1

b

n

�

~

S a

~

S <

N

X

n =1

a

n

)

P

1

n =1

b

n

�

P

1

n =1

a

n

, opaèná nero vnost analogic ky (pøero vnání je symetric k é)

�

Definice 3.11 Pro a 2 R oznaèíme:

a

+

:= max f 0 ; a g : : : kladná èást

a

�

:= max f 0 ; � a g : : : záp orná èást

Pøíklad 3.8

( � � )

+

= 0

( � � )

�

= �

Vìt a 3.11 Nec h » a

n

2 C ,

P

1

n =1

a

n

k on v erguje absolutnì. Nec h »

P

1

n =1

b

n

je pøero vnání

této øady . P otom

P

1

n =1

b

n

k on v erguje absolutnì a má stejn ý souèet.

Dùkaz vìty 3.11

P

1

n =1

j a

n

j k on v erguje

P

1

n =1

j a

n

j =

|{z}

Lemma 3.8

P

1

n =1

j b

n

j )

P

1

n =1

b

n

k on v erguje absolutnì

zb ýv á:

P

a

n

=

P

b

n

1. krok: a

n

2 R : 0 � a

+

n

; a

�

n

� j a

n

j ( � )

a

n

= a

+

n

� a

�

n

P

1

n =1

a

n

=

P

1

n =1

a

+

n

�

P

1

n =1

a

�

n

v ìta 3.1

( � ) )

P

a

+

n

a

P

a

�

n

k on v ergují

P

1

n =1

a

n

=

P

1

n =1

a

+

n

�

P

1

n =1

a

�

n

=

|{z}

Lemma 3.8

P

1

n =1

b

+

n

�

P

1

n =1

b

�

n

=

P

1

n =1

b

n

2. krok : a

n

2 C , a

n

= Re a

n

+ i Im a

n

0 � j Re a

n

j , j Im a

n

j � j a

n

j

)

P

1

n =1

Re a

n

,

P

1

n =1

Im a

n

k on v erguje absolutnì

P

a

n

=

P

Re a

n

+ i

P

Im a

n

=

|{z}

1. krok

P

Re b

n

+

i

P

Im b

n

=

P

b

n
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�

Poznámka 3.12 Neabsolutnì k on v ergen tní øadu lze pøero vnat tak, ab y její souèet b yl

lib o v olné S 2 R

�

.

Poznámka 3.13 Tvrzení:

P

a

n

k on v erguje neabsolutnì

1

X

n =1

a

+

n

= + 1

1

X

n =1

a

�

n

= + 1

Dùkaz tvrzení:

1

X

n =1

a

n

=

1

X

n =1

a

+

n

�

1

X

n =1

a

�

n

; má-li RHS sm ysl.

( j a

n

j = j a

+

n

j + j a

�

n

j )

P

a

+

n

P

a

�

n

P

a

n

2 R 2 R ) k on v erguje absolutnì

= + 1 2 R ) = + 1

2 R = + 1 ) = �1

= + 1 = + 1 ( k on v erguje neabsolutnì

Poznámka 3.14 a

n

� kladné;

P

= + 1

� záp orné;

P

= �1

� samé n uly

1. b eru kladné, a¾ do dob y , ne¾ S

N

> S

2. b eru záp orné, a¾ do dob y , ne¾ S

N

< S

3. opakuji 1) a 2), ob èas pøiho dím n ulu

: : :

S

N

> S nastane: (proto¾e

P

a

+

n

= + 1 )

S

N

! S :

P

a

n

k on v erguje ) a

n

! 0

" > 0 dáno: nejvý¹e k oneènì j a

n

j � " . Vyp otøebuji p o k oneènì mnoha kro cíc h algo-

ritm u.

Vìt a 3.12 (Ca uchyùv souèet øad. ) Nec h »

P

1

n =0

a

n

,

P

1

n =0

b

n

k on v ergují absolutnì,

a

n

; b

n

2 C . Oznaème c

n

=

P

1

n =0

c

n

= (

P

1

n =0

a

n

) � (

P

1

n =0

b

n

) a øada vlev o k on v erguje

absolutnì.
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Dùkaz vìty 3.12

a

0

a

1

a

2

b

0

a

0

b

0

a

1

b

0

: : :

b

1

a

0

b

1

a

1

b

1

: : :

b

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

c

0

= a

0

b

0

c

1

= a

0

b

1

+ a

1

b

0

c

1

= a

0

b

2

+ a

1

b

1

+ a

2

b

0

usp oøádám vnitøek tabulky do øady:

1

4
9

16
25

49
36

P

1

n =1

d

n

;

d

1

= a

0

b

0

d

2

= a

1

b

0

d

3

= a

1

b

1

d

4

= a

0

b

1

d

5

= a

2

b

0

.

.

.

d

9

= a

0

b

2

N

2

X

n =1

d

n

=

 

N � 1

X

n =0

a

n

!

�

 

N � 1

X

n =0

b

n

!

N

2

X

n =1

j d

n

j =

"

N � 1

X

n =0

j a

n

j

#

�

"

N � 1

X

n =0

j b

n

j

#

�

�

"

1

X

n =0

j a

n

j

#

�

"

1

X

n =0

j b

n

j

#

= K < + 1

N

X

n =1

j d

n

j �

N

2

X

n =1

j d

n

j � K < + 1

N ! + 1

N

2

X

n =1

d

n

=

 

N � 1

X

n =0

a

n

!

�

 

N � 1

X

n =0

a

b

!

1

X

n =1

d

n

=

 

1

X

n =0

a

n

!

�

 

1

X

n =0

a

b

!

1

X

n =1

d

n

=

1

X

n =1

c

n

; stejná øada seètená v jiném p oøadí

v ezm u 


n

:




1

= a

0

b

0




2

= a

0

b

1




3

= a

1

b

0




4

= a

0

b

2

P

1

n =1




n

=

P

1

n =1

d

n

( | ? | )

P

n = N

n =0

c

n

=

P

n =

( N +1) � ( N +2)

2

n =1




n

N ! + 1



KAPITOLA 3. NEK ONEÈNÉ ØAD Y 34

( | ? | ) :

P

1

n =1




n

=

P

1

n =1

d

n

P

N

n =0

j c

n

j �

P

n =

1

2

( N +1)( N +2)

n =1

j 


n

j � K < + 1 ( � )

j c

n

j �

P

n

k =0

j a

k

j � j b

n � k

j

( � ) : : : nezá visí na N ,

P




n

k on v erguje absolutnì.

�

Pøíklad 3.9 De�n uji E ( x ) :=

P

1

n =0

x

n

n !

, x 2 C : : : k on v erguje absolutnì

x = 0 : E ( x ) = 1 + 0 + 0 + : : : = 1 ( x

0

:= 1 8 x 2 C )

x 6= 0 : a

n

=

x

n

n !

: : :

j a

n +1

j

j a

n

j

= : : : k on v erguje absolutnì

=

�

�

�

x

n +1

( n +1)!

�

�

�

�

�

�

n !

x

n

�

�

=

j x j

n +1

! 0 D'Allem b ert

Platí:

E ( x ) � E ( y ) = E ( x + y ) 8 x; y 2 C

P ou¾ijeme Cauc h yho souèin øad:

 

1

X

n =0

x

n

n !

!

�

 

1

X

n =0

y

n

n !

!

=

1

X

n =0

c

n

; c

n

=

n

X

j =0

a

j

b

n � j

a

n

=

x

n

n !

b

n

=

y

n

n !

c

n

=

n

X

j =0

x

j

j !

�

y

n � j

( n � j )!

=

1

n !

n

X

n =0

�

n

j

�

x

j

� y

n � j

| {z }

( x + y )

n

::: binomic k á v ìta

=

1

n !

( x + y )

n

�

n

j

�

=

n !

j !( n � j )!

1

X

n =0

c

n

=

1

X

n =0

1

n !

( x + y )

n

= E ( x + y )



Kapitola 4

Mo cninné øady

Pojmy v této kapitole: Mo cninná øada, kru¾nice k on v ergence, p olomìr k on v ergence,

kruh k on v ergence,kruho v é a prstenco v é ok olí v C , sp o jitost v C , deriv ace v C , analytic k á

funk ce. V ìta o p o dílo v ém kritériu na urèení p olomìru k on v ergence, o dmo cnino v é krité-

rium, deriv o v ání èlen p o èlen u.

Definice 4.1 (Mocninná øad a. ) Nec h » a

n

; z

0

2 C . P ak sym b ol

(1)

1

X

n =0

a

n

� ( z � z

n

)

n

nazýv áme mocninnou øadou o støedu z

0

.

a

n

: : : k o e�cien t y

z : : : promìnná

z

0

: : : støed

Úmluv a zna èení 4.1 . Terminologie:

R...polomìr
konvergence

kruh konvergence

kružnice konvergence

Vìt a 4.1 K øadì (1) existuje prá v ì jedno èíslo R 2 [0; + 1 ) tak, ¾e

1. pro z 2 C ; j z � z

0

j < R øada (1) k on v erguje absolutnì.

2. pro z 2 C ; j z � z

0

j > R øada (1) div erguje.

Dùkaz vìty 4.1 Dùk az jednoznaènosti. Existuje nejvý¹e 1 èíslo R splò ující 1), 2).

Sporem: Nec h » R <

^

R , ob ì splò ují 1), 2). Na jdu z 2 C tak, ¾e R < j z � z

0

j <

^

R . P otom

35
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(1) div erguje dle 2) pro R & (1) k on v erguje absolutnì dle 1) pro

^

R ) sp or.

Dùk az existence. P olo¾me R := sup M , M := fj � � z

0

j : (1) k on v erguje v z = � g

R : : : splò uje 2): j z � z

0

j > R & (1) k on v erguje ) j z � z

0

j 2 M ) R � j z � z

0

j . Spor.

R : : : splò uje 1): nec h » z 2 C dáno: j z � z

0

j < R ) (1) k on v erguje absolutnì. (ii). vlast-

nost suprema: 9 x 2 M tak, ¾e j z � z

0

j < x , ale x je tv aru j � � z

0

j tak, ¾e

P

a

n

( � � z

0

)

k on v erguje ) j a

n

( � � z

0

)

n

j ! 0 ) 9 c > 0 : j a

n

j � j � � z

0

j

n

� C 8 n 2 N

j a

n

( z � z

0

)

n

j =

�

�

�

�

�

�

a

n

( � � z

0

)

n

| {z }

C

�

( z � z

0

)

n

( � � z

0

)

n

�

�

�

�

�

�

� C � q

n

q =

j z � z

0

j

j � � z

0

j

< 1

�

Pøíklad 4.1

1.

P

1

n =0

z

n

n !

: : : k on v erguje absolutnì 8 z 2 C ) R = + 1 , kruh k on v ergence = C .

2.

P

1

n =0

n

n

� z

n

:

z ! 0:

P

= 1 + 0 + 0 + : : : k on v erguje (0

0

= 1)

z ! x > 0: ( n � x )

n

! + 1 : : : div erguje, R = 0 : : : kruh k on v ergence je prázdná

mno¾ina.

3.

P

1

n =0

z

n

n +1

: : : z = � 1 : : :

P

1

n =0

( � 1)

n

n +1

: : : k on v erguje neabsolutnì ) � 1 2 kru¾nice

k on v ergence, R = 1.

Vìt a 4.2 (Podílo vé kritérium - na ur èení R . ) Nec h » øada (1) je dána, nec h »

j a

n +1

j

j a

n

j

! � . P otom p olomìr k on v ergence øady (1) se vyp o ète jak o R =

1

�

; kdy výjimeènì

klademe

1

0

= + 1 .

Dùkaz vìty 4.2 Oznaème b

n

:= j a

n

( z � z

0

)

0

j : : : (1) k on v erguje absolutnì ,

P

b

n

k on v erguje.

BÚNO: z 6= z

0

(v b o dì z = z

0

k on v erguje absolutnì v¾dy):

b

n +1

b

n

=

j a

n +1

j � j z � z

0

j

n +1

j a

n

j � j z � z

0

j

n

=

a

n +1

a

n

� j z � z

0

j ! � � j z � z

0

j

Diskuze:

(a) � = 0 : : : : (1) k on v erguje absolutnì 8 z 2 C ) R = + 1 =

1

�

(b) � = + 1 : : : : (1) nek on v erguje absolutnì z 6= z

0

) R = 0 =

1

�

(c) � 2 (0; + 1 ) : : : : � j z � z

0

j < 1 , j z � z

0

j <

1

�

) (1) k on v erguje absolutnì

� j z � z

0

j > 1 , j z � z

0

j >

1

�

) (1) nek on v erguje absolutnì

) R =

1

�

�
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Vìt a 4.3 (Odmocnino vé kritérium. ) Nec h » øada (1) je dána, nec h »

n

p

j a

n

j ! � .

P otom p olomìr k on v ergence øady (1) se vyp o ète jak o R =

1

�

, kde

1

0

:= + 1 .

Dùkaz vìty 4.3 P olo¾me b

n

:= j a

n

( z � z

0

)

n

j , (1) : : : k on v erguje absolutnì ,

P

b

n

k on v erguje .

Odmo cnino v é kritérium:

n

p

b

n

=

n

p

j a

n

j � j z � z

0

j ! � � j z � z

0

j

Úplnì stejná diskuse jak o u dk. v ìt y 4.2 .

�

Pøíklad 4.2

1.

P

+ 1

n =1

z

n

n

2

: : :

j a

n +1

j

j a

n

j

=

1

( n +1)

2

� n

2

! 1 ) R = 1

??? j z j = 1, pak

�

�

z

n

n

2

�

�

=

1

n

2

: : : øada k on v erguje absolutnì na kru¾nici k on v ergence.

2.

P

+ 1

n =1

n

|{z}

a

n

� z

n

: : :

n

p

j a

n

j =

n

p

n ! 1 : : : R = 1 ??? j z j = 1, pak j n � z

n

j = n ! + 1

: : : øada div erguje na kru¾nici k on v ergence.

Definice 4.2 (Pojmy v C - ok olí. )

Kr uho vé ok olí : U ( z

0

; " ) := f z 2 C : j z � z

0

j < " g

Prstenco vé ok olí : P ( z

0

; " ) := fU ( z

0

; " ) � f z

0

gg

Sp eciálnì:

U ( z

0

; + 1 ) = C

P ( z

0

; + 1 ) = C � f z

0

g

Definice 4.3 (Pojmy v C - spojitost . ) F unk ce f ( z ) : U ( z

0

) ! C se nazv e spojit á

v z

0

dle k omplexní promìnné, jestli¾e platí 8 " > 0 9 � > 0 : f ( U ( z

0

; � )) � U ( f ( z

0

) ; " ) ;

neb oli

j z � z

0

j < � ) j f ( z ) � f ( z

0

) j < " .

Definice 4.4 (Pojmy v C - deriv a ce. ) Èíslo A 2 C se nazv e deriv ací f ( z ) v b o dì

z

0

dle k omplexní promìnné, p okud lim

h ! 0

f ( z

0

+ h ) � f ( z

0

)

h

= A , neb o tak é 8 " > 0 9 � > 0

8 h 2 C 0 < j h j < � )

�

�

�

f ( z

0

+ h ) � f ( z

0

)

h

� A

�

�

�

< "
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Vìt a 4.4 (Deriv o v ání èlen po èlenu. ) Nec h » øada (1) má p olomìr R > 0. P otom

i øada

+ 1

X

n =1

na

n

( z � z

0

)

n � 1

(2)

má té¾ p olomìr k on v ergence R a oznaèíme-li F ( z ), resp. f ( z ) souèt y øad (1), resp. (2)

platí F

0

( z ) = f ( z ) v¹ude na U ( z

0

; R )

Dùkaz vìty 4.4 Nec h »

^

R je p olomìr k on v ergence (2), R je p olomìr k on v ergence (1).

BÚNO z

0

= 0. Oznaème c

n

:= j a

n

z

n

j , d

n

:= j na

n

z

n � 1

j

p olomìr k on v ergence ) nejv ìt¹í kruh s absolutní k on v ergencí

z 2 U ( z

0

; R ) ) (dk. v ìt y 4.1 ): j c

n

j � q

n

, q 2 (0; 1).

d

n

:=

�

�

a

n

� z

n

�

n

z

�

�

� C � q

n

�

n

j z j

: : : k on v ergen tní øada ) R �

^

R

F ( z ) = a

0

+ a

1

z + a

2

z

2

+ a

3

z

3

+ : : :

f ( z ) = a

1

+ a

2

z + a

3

z

2

+ : : : + na

n

z

n � 1

F ( z + h ) = a

0

+ a

1

( z + h ) + a

2

( z + h )

2

+ a

3

( z + h )

3

+ : : :

h ) 0:

F ( h + z ) � F ( z )

h

� f ( z ) =

P

+ 1

n =2

a

n

h

( z + h )

n

� z

n

h

� nz

n � 1

i

=

( z + h )

n

=

P

n

j =0

�

n

j

�

z

j

h

n � j

=

P

n � 2

j =0

�

n

j

�

z

j

h

n � j

+ nz

n � 1

h + z

n

=

P

+ 1

n =2

a

n

P

n � 2

j =0

1

h

�

n

j

�

z

j

h

n � j

� 2 v¾dy

=

P

+ 1

n =2

a

n

� h

P

n � 2

j =0

�

n

j

�

z

j

h

n � 2 � j

�

n

j

�

=

n !

j !( n � j )!

� n ( n � 1)

�

n � 2

j

�

�

�

�

F ( z + h ) � F ( z )

h

� f ( z )

�

�

�

� j h j

P

+ 1

n =2

n ( n � 1) j a

n

j

n � 2

X

j =0

�

n � 2

j

�

j z j

j

j h j

( n � 2) � j

| {z }

( j z j + j h j )

n � 2

= j h j

P

+ 1

n =2

n ( n � 1) j a

n

j ( j z j + j h j )

n � 2

( � )
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� > 0 zv olené p evnì: j z j + � < R

P

+ 1

n =2

n ( n � 1) j a

n

j ( j z j + � )

n � 2

= A < + 1

(3) deriv ace (2), k on v erguje absolutnì v b o dì j z j + �

P

+ 1

n =2

n ( n � 1) a

n

( z )

n � 2

(3)

( � ) � j h j � A ! 0

platí, ¾e f je deriv ací F .

�

Poznámka 4.1 Dùsledky:

Oznaème F ( z ) =

P

+ 1

n =0

a

n

( z � z

0

)

n

v U ( z

0

; R ), kde R je p olomìr k on v ergence. P otom:

1. F ( z ) je sp o jitá na U ( z

0

; R ) (tj. má vlastní deriv aci!!!)

2. F

( k )

( z ) =

P

+ 1

n = k

n ( n � 1) : : : ( n � k + 1) a

n

( z � z

0

)

n � k

na U ( z

0

; R ) , 8 k 2 Z ;

prvníc h k � 1 èlen ù deriv ací vypadne

3. F

( k )

( z

0

) =

P

+ 1

n = k

n ( n � 1) : : : 1 � a

n

; a

n

=

F

( n )

( z

0

)

n !

4. oznaèím-li ' ( z ) = C +

P

+ 1

n =0

a

n

n +1

( z � z

0

)

n +1

, C 2 C : : : (4)

' ( z ) má p olomìr k on v ergence R

'

0

( z ) = F ( z ) na U ( z

0

; R )

Pøíklad 4.3

1. E ( z ) =

P

+ 1

n =0

z

n

n !

: E

0

( z ) =

P

+ 1

n =1

nz

n � 1

n !( n � 1)!

= E ( z )

De�n ujeme:

C ( z ) :=

+ 1

X

n =0

( � 1)

n

z

2 n

(2 n )!

: : : k on v erguje absolutnì 8 z 2 C

S ( z ) :=

+ 1

X

n =0

( � 1)

n

z

2 n +1

(2 n + 1)!

: : : k on v erguje absolutnì 8 z 2 C

S

0

( z ) :=

+ 1

X

n =0

( � 1)

n

(2 n + 1) z

2 n

(2 n + 1)!

= C ( z )
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2. E ( ix ) =

P

+ 1

n =0

i

n

x

n

n !

, x 2 R , i

2 n

= ( � 1)

n

, i

2 n +1

= ( � 1)

n

� i

=

P

+ 1

n =0

( � 1)

n

x

2 n

2 n !

+ i

P

+ 1

n =0

( � 1)

n

x

2 n +1

(2 n +1)!

= C ( x ) + iS ( x )

3.

1

1+ x

=

1

1 � ( � x )

=

P

+ 1

n =0

( � x )

n

=

P

+ 1

n =0

( � 1)

n

x

n

, j x j < 1, x 2 C : : : mo cninná øada,

R = 1

' ( x ) =

+ 1

X

n =0

( � 1)

n

x

n +1

n + 1

'

0

( x ) =

1

1 + x

na ( � 1; 1) ; p olo¾ x = 0

ln(1 + x ) =

+ 1

X

n =0

( � 1)

n

x

n +1

n + 1

4. !!!

(1 + x )

a

=

+ 1

X

n =0

�

n

a

�

x

n

8j x j < 1

Definice 4.5 (Anal ytická funk ce. ) F unk ce f ( x ) se nazv e anal ytická v b o dì x

0

2

C , p okud f ( x ) =

P

+ 1

n =0

a

n

( x � x

0

)

n

na U ( z

0

; � ), kde øada vpra v o má kladn ý p olomìr

k on v ergence.

Pøíklad 4.4

1. E ( x ) ; C ( x ) ; S ( x ) ; ln (1 + x ) jsou analytic k é v b o dì 0.

2. E ( x ) je analytic k á v C .

Dk: zv ol z

0

2 C : E ( z ) = E ( z � z

0

+ z

0

) = E ( z

0

�

P

( z � z

0

)

n

n !

8 z 2 C .

f ( x ) je analytic k á v x

0

) v ìta 4.4 ) f ( x ) je sp o jitá na U ( x

0

; � )

8 n � 0 9 f

( n )

( x ) na U ( x

0

; � )

napø. j x j není v b o dì 0 analytic k á (nemá deriv aci)

Existují v¹ec hn y deriv ace v x

0

) f ( x ) je analytic k á v x

0

� deriv ace p o dle k omplexní promìnné ) ano

� deriv ace p o dle reálné promìnné ) ne

h ( x ) :=

(

0; x � 0

e

�

1

x

; x > 0

h

( n )

�

(0) = 0
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h

0

+

(0) = lim

x ! 0

e

�

1

x

x

= 0

h

00

+

(0) = lim

x ! 0

1

x

2

e

�

1

x

�

h

0

(0)

z}|{

0

x

= 0

h

( n )

= 0 8 n � 0

sp or: h ( x ) =

P

+ 1

n =0

a

n

x

n

= 0 ) v ìta 4.4 ) a

n

=

h

( n )

(0)

n !

= 0

h ( x ) = 0 na U (0) ) spor



Kapitola 5

Ob yèejné diferenciální ro vnice

Pojmy v této kapitole: Ob yèejná diferenciální ro vnice øádu (ODR) n ,lineární dife-

renciální ro vnice, øe¹ení ro vnice, pro dlou¾ení øe¹ení, vlastní pro dlou¾ení, maximální øe¹ení,

ok olí b o du, Lipsc hitzo vsk á funk ce, autonomní DR, DR se separo v an ými promìnn ými, ho-

mogenní DR, Bernoullio v a DR, fundamen tální systém øe¹ení, nehomogenní DR, mno¾ina

nehomogenníc h øe¹ení N H . V ìta o pøev edení y

0

= f ( x; y ) na in tegrální tv ar, o lok ální

existenci øe¹ení, o lok ální jednoznaènosti, o tv aru mno¾in y N H , o v ariaci k onstan t, o

partikulárním øe¹ení v e sp eciálním pøípadì.

Co je to diferenciální ro vnice (DR)? Je to ro vnice, v ní¾ neznámá je funk ce.

DR obsah uje:

� y : : : neznámá funk ce, její promìnné

� deriv aci y

Øád ro vnice: nejvy¹¹í deriv ace v ro vnici

� DR ob yèejné: (ODR) : y = y ( x ), deriv ace jen dle x

� DR parciální: (PDR) : y = y ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

), deriv ace:

@ y

@ x

1

;

@ y

@ x

2

; : : : ;

@

2

y

@ x

1

@ x

2

; : : :

Definice 5.1 (ODR. ) Obyèejnou diferenciální r o vnicí øádu n rozumíme

(1) : : : F ( x; y ; y

0

; : : : ; y

( n )

) = 0 :

Pøíklad 5.1 ( � ) [ y

0

]

3

+ cos ( x � y ) =

x

1+ y

3

( � ) y

0 0

+ y = 0

( 
 ) y

0

= ln y

( � )

y

00

1+ x

2

+

y

1 � x

2

= x + e

x

Definice 5.2 (Lineární diferenciální r o vnice. ) Ro vnice (1) se nazv e lineární ,

p okud F je lineární vùèi výrazùm y ; y

0

; : : : ; y

( n )

.

42
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Pøíklad 5.2 ( � ) 3. øádu, nelineární

( � ) 2. øádu, lineární

( 
 ) 1. øádu, lineární

( � ) 2. øádu, lineárnívskip 3mm

Definice 5.3 (Øe¹ení r o vnice (1). ) Nec h » I � R je otevøen ý in terv al. F unk ce y ( x ) :

I ! R se nazv e øe¹ení r o vnice (1), p okud jsou splnìn y p o dmínky:

a) existují y

0

( x ) ; y

0 0

( x ) ; : : : ; y

( n )

( x ) vlastní v¹ude na I .

b) platí: F

�

x; y ( x ) ; y

0

( x ) ; : : : ; y

( n )

( x )

�

= 0 8 x 2 I .

Øe¹ením je dv o jice ( y ( x ) ; I ), kde y ( x ) je funk ce a I je de�nièní ob or.

Pøíklad 5.3 y ( x ) = 1, x 2 (0 ; 1) je øe¹ení ( 
 )

~y ( x ) = 1, x 2 (0 ; 2) je jiné øe¹ení ( 
 ) .

Definice 5.4 (Pr odlou¾ení øe¹ení r o vnice (1). ) Øe¹ení

�

~y ( x ) ;

~

I

�

ro vnice (1) se

nazv e pr odlou¾ení øe¹ení ( y ( x ) ; I ) , p okud platí ob ì p o dmínky:

a)

~

I � I

b) ~y ( x ) = y ( x ) 8 x 2 I

Definice 5.5 (Vlastní pr odlou¾ení. ) Pro dlou¾ení se nazv e vlastní , p okud

~

I

�

6=

I .

Definice 5.6 (Maximální øe¹ení. ) Øe¹ení se nazv e maximální , p okud nemá vlastní

pro dlou¾ení.

Poznámka 5.1 Øe¹ení je ob vykle ho dnì (více).

Pøíklad 5.4 ( � ): maximální øe¹ení : : :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

y ( x ) = 0 ; x 2 R

y ( x ) = 4 sin x + 6 cos x; x 2 R

y ( x ) = A � cos x + B � sin x; x 2 R ;

A; B : : : k onstan t y : : : ob ecné øe¹ení

Poznámka 5.2 T ypic ky: x

0

2 R , Y

0

; Y

1

; : : : ; Y

n � 1

2 R dáno:

) existuje prá v ì 1 øe¹ení ro vnice (1) splò ující p o èáteèní p o dmínky:

(2)

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

y ( x

0

) = Y

0

y

0

( x

0

) = Y

1

y

00

( x

0

) = Y

2

.

.

.

y

( n � 1)

( x

0

) = Y

n � 1

) F je rozumná.

Dále uv a¾ujeme ro vnice tv aru

(3) y

0

= f ( x; y ) :
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ODR : : : 1. øádu, ob ecnì nelineární, vyøe¹ená vùèi (nejvy¹¹í) deriv aci.

Cíl:

� na jít v¹ec hna maximální øe¹ení (3)

� zdùv o dnit, ¾e jsou v¹ec hna

� dle mo¾ností nakreslit tato øe¹ení

Pr ostøedky:

� v ìt y zaruèující existenci øe¹ení

� v ìt y zaruèující jednoznaèná øe¹ení

� explicitní meto dy øe¹ení pro sp eciální tv ar f ( x; y )

Poznámka 5.3

f = f ( x; y ) : R

2

! R

R

2

= R � R = f [ x; y ] : x 2 R ; y 2 R g

f : G � R

2

! R

sp o jitost f

Definice 5.7 (Ok olí bodu. ) Ok olí b o du ( x

0

; y

0

) 2 R

2

: � > 0

U

0

@

[ x

0

; y

0

]

| {z }

b o d

; �

1

A

:= ( x

0

� � ; x

0

+ � )

| {z }

in terv al

� ( y

0

� � ; y

0

+ � )

U
(x ,y )0 0d.

. .d

Poznámka 5.4

funk ce X 7! f ( x; y ( x )) je sp o jitá z I ! R (

(

y = y ( x ) : I ! J sp o jitá

f = f ( x; y ) : I � J ! R sp o jitá

Lemma 5.1 (Pøevedení y

0

= f ( x; y ) na integrální tv ar. ) Nec h » f = f ( x; y ) je

sp o jitá v I � J � R

2

. Nec h » y = y ( x ) je sp o jitá z I ! J , nec h » x

0

2 I , y

0

2 J . P otom

( y ( x ) ; I ) je øe¹ení ro vnice (3) (tj. y

0

= f ( x; y )) s p o èáteèními p o dmínk ou y ( x

0

) = y

0

, prá v ì

kdy¾

(4) y ( x ) = y

0

+

Z

x

x

0

f ( s; y ( s )) d s 8 x 2 I :

Dùkaz lemma tu 5.1

� ) Nec h » y ( x ) øe¹í (3), y ( x

0

) = y

0

.

Máme y

0

( s ) = f ( s; y ( s )) , s 2 I .
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I

J

X

Y2

y1

Lipy

Z pøedp okladù y ( s ) je sp o jitá ) f ( s; y ( s )) sp o jitá (dle pøedc hozí p oznámky): c hci

in tegro v at

R

x

x

0

Z

x

x

0

y

0

( s ) ) y ( x ) � y ( x

0

)

| {z }

= y

0

=

Z

x

x

0

f ( s; y ( s )) d s = y ( x ) � y

0

) platí (4)

� ( Nec h » platí (4); x = x

0

) y ( x

0

) = y

0

s 7! f ( s; y ( s )) je sp o jitá:

d

d x

int

x

x

0

f ( s; y ( s )) d s = v ìta 2.4 = f ( x; y ( x )) = y

0

( x ) :

I

J

x0

y0

�

Vìt a 5.1 (O lokální existenci øe¹ení. ) Nec h » f = f ( x; y ) je sp o jitá na ok olí b o du

[ x

0

; y

0

] 2 R

2

. P otom existuje lesp oò jedno øe¹ení ro vnice (3) de�no v ané na nìjak ém U ( x

0

)

splò ující p o èáteèní p o dmínku y ( x

0

) = y

0

.

Dùkaz vìty 5.1 Vynechá v áme.

�

I

J

x0

y0

Definice 5.8 (Lipschitzo vská funk ce. ) F unk ce f = f ( x; y ) je na mno¾inì G � R

2

lipschitzo vská vùèi promìnné y , p okud 9L > 0 tak, ¾e 8 [ x; y

1

] 2 G & 8 [ x; y

2

] 2 G platí

j f ( x; y

1

) � f ( x; y

2

) j � Lj y

1

� y

2

j : (Lip

y

)

Vìt a 5.2 (O lokální jednozna ènosti. ) Nec h » f = f ( x; y ) splò uje (Lip

y

) na nìjak ém

ok olí b o du [ x

0

; y

0

] 2 R . P ak pro � > 0 dost malé existuje nejvý¹e jedno øe¹ení de�no v ané

na U ( x

0

; � ) tak, ¾e y ( x

0

) = y

0

.
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x0

y0

( )

Dùkaz vìty 5.2 Nec h » y ; ~y jsou øe¹ení (3) splò ující y ( x

0

) = ~y ( x

0

) = y

0

. Zv olme � > 0

tak, ¾e � � L <

1

2

. P ak y = ~y na U ( x

0

; � ) \ D ( y ) \ D ( ~ y ).

Lemma 5.1 :

y ( x ) = y

0

+

R

x

x

0

f ( s; y ( s )) d s

~y ( x ) = y

0

+

R

x

x

0

f ( s; ~y ( s )) d s

: : : o deètu o d seb e

y ( x ) � ~y ( x ) =

Z

x

x

0

[ f ( s; y ( s )) � f ( s; ~y ( s ))]

| {z }

[Lip

y

] �j y ( s ) � ~y ( s ) j�L

d s

Oznaèím: w ( x ) := j y ( x ) � ~y ( x ) j . Platí w ( x ) � L �

R

x

x

0

w ( s )d s .

Oznaème A = sup

x 2 [ x

0

�

�

2

; x

0

+

�

2

]

w ( x ). Nec h » A > 0. P ak 9 x

1

2 [ x

0

�

�

2

; x

0

+

�

2

] tak, ¾e

A = w ( x

1

). P otom ale A = w ( x

1

) � L �

R

x

x

0

w ( s )d s � L � A � j x

1

� x

0

j � L �

�

2

� A �

A

4

Sp or s tím, ¾e A > 0. Z toho plyne, ¾e w ( x ) � 0 na [ x

0

�

�

2

; x

0

+

�

2

].

�

Pøíklad 5.5 Co vím, ani¾ b yc h øe¹il ro vnici?

y

0

= f ( x; y ), x = x

0

y

0

( x

0

) = f ( x

0

; y ( x

0

))

P okud se v b o dì dv ì funk ce dot ýk a jí, ma jí stejnou deriv aci.

Pøíklad 5.6 y

0

= 1 � y

2

=

d

d x

y

0 0

= (1 � y

2

)

0

= � 2 � y

0

= � 2 y (1 � y

2

)

Y=-1

Y=1

}
} Konkávní

Konvexní

Klesá

Klesá

Roste

Poznámka 5.5

(Lip

y

): j f ( x; y

1

) � f ( x; y

2

) j � Lj y

1

� y

2

j

- je splnìna, napø. je-li

@ f

@ y

( x; y ) je omezená na U ( [ x

0

; y

0

]), co¾ je napø. tehdy , je-li

@ f

@ y

sp o jitá v daném b o dì.

x : : : p evné: g ( y ) = f ( x; y ):
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g

0

( y ) =

@

@ y

f ( x; y ) : : : de�nice parciální deriv ace

P okud j g

0

( y ) j � C : : : omezená g ( y

1

) � g ( y

2

) = g

0

( � ) � ( y

1

� y

2

) : : : Lagrange

j g ( y

1

) � g ( y

2

) j � C � j y

1

� y

2

j : : : [Lip

y

] s L = C .

5.0 Základní t yp y ro vnic a jak je øe¹it

5.0.0 y

0

= f ( x )

(0) y

0

= f ( x )

y øe¹í (0) v I , y je P .F . k f ( x ) v I .

Podmínka: y ( x

0

) = y

0

urèí øe¹ení jednoznaènì.

5.0.1 y

0

= f ( y ) - autonomní

(1) y

0

= f ( y ) : : : autonomní

( y ; I ) øe¹í (1) ) ( ~ y ;

~

I ) je té¾ øe¹ení, kde

~

I := f x � c : x 2 I g & ~y ( x ) := y ( x + c ), c

lib o v olné.

Pøíklad 5.7 y

0

= 1 � y

2

5.0.2 y

0

= g ( y ) � f ( x ) - se separo v an ými promìnn ými

(2) y

0

= g ( y ) � f ( x ) : : : ro vnice se separo v an ými promìnn ými, zahrn uje (0) i (1)

Postup øe¹ení:

1. g ( y

0

) = 0 ) y ( x ) � y

0

, x 2 R je øe¹ení

Pøedpoklad y: I ; J : : : otevøené in terv aly

f ( x ) 2 C ( I ) : : : sp o jitá v I

g ( y ) 2 C ( J ), nen ulo v á : : : stále stejné znaménk o

Nec h » y ( x ) : I ! J je øe¹ení (2).

y

0

= g ( y ) � f ( x ) : : : g 6= c ( y

0

= g ( y ( x )) � f ( x ))

y

0

g ( y )

= f ( x ). Nec h » F

0

( x ) = f ( x ) v I a G

0

( y ) =

1

g ( y )

v J existují!!!

P ak [ G ( y ( x )) ]

0

= [ F ( x )]

0

v I .

G ( y ( x )) = F ( x ) + c v I pro vho dné c 2 R .

G ( y ) je prosté.

y ( x ) = G

� 1

( F ( x ) + c ) ( � )

P ostup lze obrátit:

y ( x ) dané, ( � ) je øe¹ení (2)

Pozor: y ( x ) 2 J , F ( x ) + c 2 G ( J )

Pøíklad 5.8 y

0

= 2

p

j y j

a) y � 0 je øe¹ení
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b) J := ( �1 ; 0) y ( x ) : I ! ( �1 ; 0) : : : y

0

= 2

p

� y

J := (0; + 1 )

y

0

2

p

� y

= 1 y

0

=

d y

d x

d y

2

p

� y

= d x=

R

�

p

� y = x + c , x 2 ( �1 ; � c )

p

� y = � ( x + c )

� y = ( x + c )

2

y = � ( x + c )

2

y ( x ) :=

(

� ( x + c )

2

; x < � c

0 ; x � � c

øe¹í ro vnici v R . Ro vnice splnìna v R � f� c g . Ro vnice platí v x = � c ; x : : : b o d nalep ení

~y ( x ) :=

(

� ( x + c )

2

; x < � c

0 ; x � � c

~y (0) = 2

p

j ~y (0) j : : : D.CV .

D.CV .: y ( x ) : I ! (0; + 1 ) ) y ( x ) = ( x + c )

2

, x > � c

Maximální øešení

@

@ y

[2

p

j y j ] =

1

p

j y j

� sgn ( y ) pro y 6= 0 : : : sp o jité v e v¹ec h b o dec h [ x

0

; y

0

], kde y

0

6= 0,

x

0

2 R

Jakmile se øe¹ení o dlepí o d osy , je urèeno jednoznaènì.

na jdu: c 2 R , ab y y

0

= ( x

0

+ c )

2

a y = ( x + c )

2

5.0.3 y

0

+ a ( x ) y = b ( x ) - ob ecná lineární 1. øádu

(3) y

0

+ a ( x ) y = b ( x ) : : : ob ecná lineární 1. øádu, øe¹ená vùèi deriv aci

Postup øe¹ení:

1. na jdeme A ( x ) =

R

a ( x )d x

2. násob (3) funk cí exp ( A ( x )) : : : in tegraèní faktor

y

0

exp ( A ) + y � a � exp ( A ) = b � exp ( A )

( y exp ( A ))

0

= b exp ( A )

y exp ( A ) =

R

b exp ( A )d x + c

y = exp ( � A ) �

R

b � exp ( A )d x + c

Pøíklad 5.9 xy

0

� y = 2 x

3

= �

1

x

2

(

(0; + 1 )

( �1 ; 0)

y

0

x

�

y

x

2

= 2 x
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�

y

x

�

0

= 2 x

y

x

= x

2

+ c

y = x

3

+ cx ; c 2 R : : : Platí pro x 6= 0

v b o dì x = 0: y (0) = 0 : : : ro vnice platí.

*

c=1 C=0

C=-1

y

X

Pøev eïme do tv aru (3):

y

0

=

2 x

3

+ y

c

není sp o jitá v ¾ádném b o dì [0 ; y ] ) proto v¹ec hna øe¹ení pro c hází b o dem [0 ; 0] )

nejednoznaènost v [0 ; 0]

Nec h » ( � ) (viz obrázek) je jiné øe¹ení. P aktoto øe¹ení existuje i v místì, kde u¾

pøedtím b ylo jednoznaèné: v b o dec h, kde x 6= 0 je

@

@ y

�

2 x

3

+ y

x

�

sp o jitá

5.0.4 y

0

= f ( x; y ) - homogenní

(4) ro vnice homogenní: y

0

= f ( x; y ), kde f ( �x; �y ) = f ( x; y ) 8 � 2 R

Napø.: x

4

y

0

= y ( x

3

+ y

3

)

y

0

=

y � x

3

+ y

4

x

4

Postup øe¹ení: substitucí:

y ( x ) = x � z ( x ), kde z ( x ) je no v á neznámá funk ce; pozor na x = 0!!!

y

0

= z + x � z

0

= f ( x; xz ) = f (1 ; z )

xz

0

= f (1 ; z ) � z : : : separo v aná ro vnice

Pøíklad 5.10 y

4

� y

0

= y ( x

3

+ y

3

) =y = x � z

x

4

( z + xz

0

) = xz ( x

3

+ x

3

z

3

)

z + xz

0

= z (1 + z

3

)

xz

0

= z

4

: : : z � 0 je øe¹ení

) y � 0 je øe¹ení

a) hledáme: z > 0; z ( x ) : I ! (0; + 1 ), 0 62 I

z

0

z

4

=

1

x

�

1

3

z

� 3

= ln j x j + c : ln j x j + c < 0 ) ln j x j < � c ) j x j < exp ( � c )

z

� 3

= � 3(ln j x j + c )

z =

� 1

3

p

3(ln j x j + c )

, x 2 ( � e

� c

; 0), x 2 (0; e

� c

)

~y ( x ) :=

8

>

>

<

>

>

:

� x

3

p

3( c

1

+ln j x j )

; x 2 ( � e

� c

1

; 0)

0 ; x = 0

� x

3

p

3( c

2

+ln j x j )

; x 2 (0; e

� c

2

)
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: : : v n ule ma jí stejnou deriv aci.

5.0.5 y

0

+ a ( x ) y = b ( x ) y

�

- Bernoullio v a

(5) Bernoullio v a ro vnice: y

0

+ a ( x ) y = b ( x ) y

�

, � 6= 0; 1 (jinak lineární ro vnice)

a) y � 0 je øe¹ení v R

b) z = y

1 � �

, z

0

= (1 � � ) y

� �

� y

0

; násobíme (1 � � ) � y

� �

(1 � � ) � y

� �

� y

0

+ (1 � � ) � y

� �

� a ( x ) = (1 � � ) � b ( x )

z

0

+ (1 � � ) a ( x ) z = (1 � � ) b ( x )

) lineární ro vnice: t yp (3) (viz vý¹e)

Pøíklad 5.11 y

0

� xy = �

1

2

e

� x

2

y

3

, � = 3

z = y

1 � �

=

1

y

2

z

0

= � 2 y

� 3

y

0

z

0

� 2 xz = e

� x

2

,

R

2 x d x = x

2

, in tegraèní faktor e

x

2

z

0

e

x

2

+ 2 x e

x

2

z = ( z e

x

2

)

0

= 1

z e

x

2

= x + c , c dáno: x 2 ( � c ; + 1 )

z = e

� x

2

( x + c ) =

1

y

2

) y =

� 1

p

e

� x

2

( x + c )

, x > � c

y � 0, x 2 R

5.0.6 a

0

( x ) y

( n )

+ a

1

( x ) y

( n � 1)

+ : : : + a

n

( x ) y = b ( x ) - ob ecné lineární

ODR øádu n

(6) ob ecné lineární ODR øádu n : a

0

( x ) y

( n )

+ a

1

( x ) y

( n � 1)

+ : : : + a

n

( x ) y = b ( x ) (1)

Úmluv a zna èení 5.1 . I je otevøen ý in terv al:

C ( I ) = f f ( x ) : I ! R : : : sp o jité g

k 2 N : C

( k )

( I ) = f f ( x ) : I ! R ; f ( x ) : : : f

0

( x ) ; : : : f

( k )

( x ) sp o jité v I g

C

1

( I ) = [

k 2 N

c

k

() I

Pøedp oklady P ro vnice (1):

a

0

( x ) ; a

1

( x ) ; : : : ; a

n

( x ) ; b ( x ) 2 C ( I )

a

0

( x ) 6= 0 na I

Lineární op erátor (tj. zobrazení)

L : C

n

( I ) ! C ( I )

y ( x ) 7! a

0

( x ) y

( n )

( x ) + a

1

( x ) y

( n � 1)

( x ) + : : : + a

n

( x ) y ( x ) =

P

n

k =0

a

k

( x ) y

( n � k )

( x ) je lineární

za pøedp okladù P .

Tj. L [ � � y ] = � � L [ y ]

L [ y + ~y ] = L [ y ] + L [ ~ y ]

y ; ~y 2 C

n

( I ) : L [ y + ~ y ] =

P

n

k =0

a

k

( y + ~ y )

( n � k )

=

P

n

k =0

a

k

( y

( n � k )

+ ~ y

( n � k )

) =

P

n

k =0

a

k

y

( n � k )

+

P

n

k =0

a

k

~y

( n � k )

) = L [ y ] + L [ ~ y ]

ro vnici (1) lze psát L [ y ] = b

Vìt a 5.3 Nec h » I � R je otevøen ý inerv al a platí pøedp okladyP . Nec h » x

0

2 I ,

Y

0

; : : : ; Y

n � 1

2 R . P ak existuje prá v ì jedno øe¹ení ro vnice (1) splò ující p o èáteèní p o d-

mínky y ( x

0

) = Y

0

, y

0

( x

0

) = Y

1

, : : : , y

( n � 1)

( x

0

) = Y

n � 1

s de�nièním ob orem I .
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Dùkaz vìty 5.3 P ozdìji.

�

Poznámka 5.6 n -tého øádu , n p o èáteèníc h p o dmínek

existuje globální øe¹ení: t ypic k é pro ODR

x nelineární ro vnice: y

0

= y

2

, y (0) = 1

�

y

0

y

2

= � 1

�

1

y

�

0

= � 1 ) y ( x ) =

1

1 � x

1

y

= c � x , y (0) = 1 ) c = 1

øe¹ení nelze protáhnout za x = 1 dopra v a

(

L [ y ] = 0 : : : homogenní øe¹ení

L [ y ] = b : : : b 6� 0 na I

Vìt a 5.4 Mno¾ina v¹ec h øe¹ení homogenní ro vnice L [ y ] = 0 za pøedp okladù P tv oøí

n -dimenzionální p o dprostor v C

n

( I ).

Dùkaz vìty 5.4 H ( L ) = f v¹ec hna øe¹ení L [ y ] = 0 ; tj. ro vnice (1) g 1) H ( L ) � C

n

( I )

y 2 H ( L ) je øe¹ení ) 9 y

0

( x ) ; y

0 0

( x ) ; : : : ; y

( n )

( x ) vlastní v I .

) y ( x ) ; y

0

( x ) ; : : : ; y

( n � 1)

( x ) sp o jité v I ) y 2 C

n � 1

( I )

L [ y ] = 0 ) y

( n )

( x ) = �

h

a

1

( x )

a

0

( x )

y

( n � 1)

( x ) +

a

2

( x )

a

0

( x )

y

( n � 2)

( x ) + : : : +

a

n

( x )

a

0

( x )

y ( x )

i

H ( L ) = f y 2 C

n

( I ) : L [ y ] = 0 g = Ker L , jádro je v¾dy lineární prostor.

dim H ( L ) =?

zv ol x

0

2 I p evnì. Nec h » funk ce f w

k

( x ) g

n

k =1

z C

n

( I ) øe¹í L [ y ] = 0 s p o èáteèními p o dmín-

k ami w

( j � 1)

k

( x

0

) = �

j k

, j; k = 1 ; : : : ; n

w

1

( x

0

) = 1 w

2

( x

0

) = 0 : : : w

n

( x

0

) = 0

w

0

1

( x

0

) = 1 w

0

2

( x

0

) = 0 : : : w

0

n

( x

0

) = 0

.

.

.

.

.

. : : :

.

.

.

w

( n � 1)

1

= 1 w

( n � 1)

2

( x

0

) = 0 : : : w

( n � 1)

n

( x

0

) = 0

existenci w

k

( x ) za ji¹»uje V ìta 5.3 . w

k

tv oøí bazi H ( L ):

f w

k

g jsou lineárnì nezá vislé:

n

X

k =1

c

k

w

k

( x )

| {z }

~y ( x )

� 0 v I ) c

k

= 0

~y ( x ) øe¹í L [ ~ y ] = 0

~y ( x

0

) =

P

n

k =1

c

k

w

k

( x )

( l � 1)

( x

0

) = c

l

, l = 1 ; : : : ; n

~y � 0 v I ) c

k

= 0, k = 1 ; : : : ; n

b) f w

k

g generují H ( L ): ~y 2 H ( L ) dáno

x

0

:

~

~y =

P

n

k =1

~y

( k � 1)

( x

0

)

| {z }

k onstan ta

w

k

( x )

| {z }

funk ce x

;

~

~y ( x ) øe¹í L [ y ] = 0

~

~y ( x

0

) = ~y ( x

0

)

l = 1 ; : : : ; n

~

~y

( l � 1)

( x

0

) =

P

n

k =1

~y

( k � 1)

( x

0

) � w

( l � 1)

k

( x

0

)

| {z }

= �

k l

= ~y

( l � 1)

( x

0

)

~y a

~

~y ma jí stejné p o èáteèní p o dmínky v x

0

) ~y �

~

~y v I (v ìta 5.3 ) jednoznaènost øe¹ení)

dim H ( L ) = n .
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�

Jiný pohled: ' : H ( L ) ! R

n

x

0

2 I p evné y 7!

0

B

B

B

@

y ( x

0

)

y

0

( x

0

)

.

.

.

y

( n � 1)

( x

0

)

1

C

C

C

A

' je izomor�sm us prostorù (tj. lineární, vzá jemnì jednoznaèné zobrazení).

�

Úmluv a zna èení 5.2 . Lib o v olná báze prostoru H ( L ) se nazýv á fund ament ální

systém øe¹ení ro vnice L [ y ] = 0.

Pøíklad 5.12

1. y

0 0

+ y = 0 F .S. f cos x; sin x g

2. y

(5)

= 0 F .S. f 1 ; x; x

2

; x

3

; x

4

g

Sp eciální pøípad: k onstan tní k o e�cien t y a

0

; : : : ; a

n

2 R ( C ), a

0

6= 0

( a

0

y

( n )

( x ) + : : : + a

n

y ( x ) = 0) - homogenní

øe¹ení má tv ar y ( x ) = e

�x

, � 2 R ( C )

[e

�x

]

( n )

= �

n

e

( �x )

) L [e

�x

] =

P

n

k =0

a

k

�

n � k

e

�x

= e

�x

p ( � )

| {z }

p olynom

, kde p ( � ) =

P

n

k =0

a

k

�

n � k

: : :

c harakteristic ký p olynom

L [e

�x

] = e

�x

p ( � )

Je-li �

0

2 R k oøen p ( � ) ) e

�

0

x

2 H ( L )

�

1

; : : : ; �

r

2 C : e

�

1

x

; : : : ; e

�

r

x

| {z }

mo¾nosti pro F .S.

Obtí¾e: vícenásobné k oøen y: �

j

2 C (k omplexní k oøen y)

�

0

2 C je k -násobn ý k oøen p ( � ):

p ( � ) = ( � � �

0

)

k

q ( � )

neb oli

0

B

@

p ( �

0

)

.

.

.

p

( k � 1)

( �

0

)

1

C

A

L [e

�x

] = e

�x

p ( x ) =

d

d �

k omplexní deriv ace

d

d �

L [e

�x

] = x e

�x

p ( � ) + e

�x

p

0

( � )

d

d �

L [e

�x

] = ( � ) = L [

d

d �

e

�x

] = L [ x e

�x

]

L [ x e

�x

] = e

�x

[ xp ( � ) + p

0

( � )

| {z }

je-li alesp oò 2-násobn ý k oøen, tak pro � = �

0

je to 0

]

) x e

�

0

x

2 H ( L )



KAPITOLA 5. OBYÈEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ R O VNICE 53

obecnì: derivuji l -krát p o dle � , l < k .

L [ x

l

e

�x

] = e

�x

[ : : : : : :

| {z }

lineární k om binace p ( � ) ; p

0

( � ) ; : : : ; p

( l )

( � )

]

= 0 pro � = �

0

Jiný pohled: F .S.: e

�x

q ( x )( � � �

0

)

k

= 0 i p o l deriv acíc h, l < k

Zá vìr:

�

0

je k -násobn ý k oøen p ( � )

) x

0

e

�

0

x

; x e

�

0

x

; x

2

e

�

0

x

; : : : ; x

k � 1

e

�

0

x

| {z }

2 H ( L )

Komplexní � :

p ( � ) má k o e�cien t y 2 R

Je-li �

0

= � + i� , pak �

0

= � � i� je tak é k oøen.

e

�

0

x

= e

( � + i� ) x

= e

�x

[cos x + i sin x ]

e

�

0

x

= e

( � � i� ) x

= e

�x

[cos x � i sin x ]

( � )

L má reálné k o e�cien t y: Re f L [ y ] g = L [Re y ]

Dùsledek: y 2 H ( L ) ) Re y ; Im y 2 H ( L )

( � ) nahradím

e

�x

cos � x

e

�x

sin � x

, z = Re + i Im

�

Re

Im

�

=

�

1

2

1

2

1

2 i

� 1

2 i

�

�

�

z

z

�

Vìt a 5.5 Nec h » L [ y ] je homogenní ro vnice s k onstan tními k o e�cien t y . Nec h » �

1

; : : : ; �

n

2

C jsou v¹ec hn y k oøen y c harakteristic k ého p olynom u p ( � ) = a

0

�

n

+ a

1

�

n � 1

+ : : : + a

n

�

0

s

násobnostmi k

1

; : : : ; k

r

. P otom F .S. vznikne jak o:

�

i

2 R : e

�

i

x

; x e

�

i

x

; : : : ; x

k

i

� 1

e

�

i

x

�

j

; �

j

2 C ; �

j

= � + � i :

e

�x

cos � x; x e

�x

cos � x; : : : ; x

k

j

� 1

e

�x

cos � x

e

�x

sin � x; x e

�x

sin � x; : : : ; x

k

j

� 1

e

�x

sin � x:

Pøíklad 5.13

1. y

0 0

+ 4 y = 0 : : : p ( � ) = �

2

+ 4, � = � 2 i

F .S.: f e

2 ix

; e

� 2 ix

g

F .S.: f cos (2 x ) ; sin (2 x ) g

2. y

(4)

= 0: p ( � ) = �

4

, � = 0

F .S.: f e

0 x

; x e

0 x

; x

2

e

0 x

; x

3

e

0 x

g = f 1 ; x; x

2

; x

3

g
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Dùkaz vìty 5.5

( � )

d

d �

L [e

�x

] = L [

d

d �

e

�x

]

d

d �

L [e

�x

] =

d

d �

n

X

k =0

�

d

d �

�

n � k

[e

�x

] =

X

: : : (linearita deriv ace)

e

�x

=

P

1

j =0

( �x )

j

j !

: : : k on v ergen tní v C , mo cninná øada vùèi �

i

x , derivuji èlen p o èlen u

d

d x

d

d �

( x

m

�

l

) =

d

d �

d

d x

( x

m

�

l

) : : : D.CV .

Získ ané funk ce jsou lineárnì nezá vislé:

Lemma: �

0

6= 0, p ( x )p olynom stupnì k . P otom [ p ( x )e

�

0

x

]

0

= ~p ( x )e

�

0

x

: : : deriv ace dle x ,

kde st p ( x ) = st ~p ( x ).

Dùkaz lemma tu: [ p ( x )e

�

0

x

]

0

= [ p

0

( x ) + �

0

p ( x )

| {z }

stup eò p ( x ), nejvy¹¹í èlen nem ù¾e vypadnout

]e

�

0

x

�

Lemma 5.2 Nec h » �

1

; : : : ; �

n

jsou rùzná èísla v C . Nec h » p

1

( x ) ; : : : ; p

r

( x ) jsou p olynom y .

P otom je-li

P

r

j =1

p

j

( x )e

�

j

x

� 0 v I , ( � )

pak p

j

( x ) � 0 v I .

Dùkaz lemma tu 5.2 (induk cí p o dle r ): r = 1: p

1

( x )e

�

1

x � 0

p

1

( x ) � 0 q.e.d. (quot errat demonstratum � co¾ b ylo uk ázat)

induk èní krok: r ) r + 1

P

r

j =1

p

j

( x ) e

�

j

x

+ p

r +1

( x ) e

�x

� 0 = � e

� �x

P

r

j =1

p

j

( x ) e

( �

j

� � ) x

+ p

r +1

( x ) � 0

derivuji, a¾ p

r +1

( x ) bude 0.

dle Lemmatu:

P

n

j =1

~p

j

( x ) e

( �

j

� � ) x

� 0, st ~p = st p

induk èní pøedp oklad: ~p

j

� 0 ) p

j

� 0, j = 1 ; : : : ; r

dle pøípadu r = 1: p

r +1

� 0

�

Pøíklad 5.14

y

(6)

+ 4 y

(5)

+ 8 y

(4)

+ 8 y

(3)

+ 4 y

(2)

= 0

p ( � ) = �

6

+ 4 �

5

+ 8 �

4

+ 8 �

3

+ 4 �

2

= �

2

[ �

4

+ 4 �

3

+ 8 �

2

+ 8 � + 4] = �

2

[ �

2

+ 2 � + 2]

2

� = 0 dv o jnásobn ý: f 1 ; x g

�

2

+ 2 � + 2 = 0 ) � = � 1 � i dv o jnásobné: f e

� x

cos x; x e

� x

cos x g a f e

� x

sin x; x e

� x

sin x g

F .S.: f 1 ; x; e

� x

cos x; x e

� x

cos x; e

� x

sin x; x e

� x

sin x g

Poznámka 5.7 Dùsledek Lemmatu 5.2 : F unk ce z v ìt y 5.5 jsou lineárnì nezá vislé, jejic h

lib o v olná lineární k om binace je 6= 0. Je-li = 0 ) p

j

= 0 ) triviální lineární k om binace.

5.0.7 L [ y ] = b , b 6� 0 - nehomogenní

Definice 5.9 (Mno¾ina nehomogenních øe¹ení. )

N H ( L; b ) = f y : L [ y ] = b g :
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Vìt a 5.6 (Tv ar mno¾iny N H . ) Nec h » platí pøedp oklady P a nec h » b ( x ) 2 C ( I ).

P otom N H ( L; b ) = f y

p

+ y : y 2 H ( L ) g , kde y

p

(partikulární øe¹ení) je lib o v oln ý p evnì

zv olen ý prv ek N H ( L; b ) :

Dùkaz vìty 5.6 z

p

2 N H ( L; b ) p evné.

� : L [ y

p

+ y ] = L [ y

p

] + L [ y ]

|{z}

=0

= b

� : nec h » ~y

p

2 N H ( L; b )

L [ ~ y

p

� y

p

] = L [ ~ y

p

] � L [ y

p

] = b � b = 0

~y

p

� y

p

= y 2 H ( L )

~y

p

= y

p

+ y

�

Vìt a 5.7 (V aria ce k onst ant . ) Nec h » platí P a nec h » b ( x ) 2 C ( I ), nec h » w

1 ;::: ;n

( x )

je lib o v oln ý F .S. ro vnice L [ y ] = 0. Nec h+t funk ce c

1

( x ) ; : : : ; c

n

( x ) 2 C

1

( I ) øe¹í sousta vu

ro vnic:

P

n

j =1

c

0

j

( x ) w

j

( x ) = 0

P

n

j =1

c

0

j

( x ) w

0

j

( x ) = 0

.

.

.

P

n

j =1

c

0

j

( x ) w

( n � 2)

j

( x ) = 0

Matico v ì:

0

B

B

B

@

w

1

w

2

: : : w

n

w

0

1

w

0

2

: : : w

0

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

w

( n � 1)

1

w

( n � 1)

2

: : : w

( n � 1)

n

1

C

C

C

A

�

0

B

B

B

@

c

0

1

c

0

2

.

.

.

c

0

n

1

C

C

C

A

| {z }

v¹e zá visí na x

=

0

B

B

B

@

0

0

.

.

.

b

a

0

1

C

C

C

A

platí 8 x 2 I

P otom funk ce

y ( x ) =

n

X

j =1

c

j

( x ) w

j

( x )

øe¹í ro vnici L [ y ] = b .

Dùkaz vìty 5.7

y =

n

X

j =1

c

j

w

j

[ y = y ( x ) ; w

j

= w

j

( x ) ; c

j

= c

j

( x )]

y

0

=

n

X

j =1

[ c

0

j

w

j

+ c

j

w

0

j

] =

n

X

j =1

c

0

j

w

j

| {z }

=0

+

n

X

j =1

c

j

w

0

j

y

00

=

n

X

j =1

c

0

j

w

0

j

| {z }

=0

+

n

X

j =1

c

j

w

00

j
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.

.

.

y

( n � 1)

=

n

X

j =1

c

j

w

( n � 1)

j

y

( n )

=

n

X

j =1

c

0

j

w

( n � 1)

j

| {z }

=

b

a

0

+

n

X

j =1

c

j

w

( n )

j

L [ y ] =

n

X

k =0

a

k

y

( n � k )

=

n

X

k =0

a

k

�

c

j

w

( n � k )

j

�

| {z }

S =0 ::: ( � )

+ a

0

b

a

0

| {z }

b

= b

( � ) : : : S =

n

X

k =0

n

X

j =1

a

k

c

j

w

( n � k )

j

=

n

X

j =1

c

j

n

X

k =0

a

k

w

( n � k )

j

| {z }

L [ w

j

]

= 0

�

Pøíklad 5.15

1. y

0 0

+ y =

1

1+cos x

: : : c harakteristic ký p olynom: p ( � ) = �

2

+ 1 ) � = � i

F .S.: f cos x; sin x g

y

p

= c

1

( x ) cos x + c

2

( x ) cos x

sousta v a:

c

0

1

( x ) cos x + c

0

2

( x ) sin x = 0 = � cos x

� c

0

1

( x ) sin x + c

0

2

( x ) cos x =

1

1+cos x

= � � sin x

c

0

1

+ 0 =

sin x

1+cos x

c

1

= �

R

� sin x

1+cos x

d x = � ln j 1 + cos x j

x 2 I

k

= ( � � + 2 k � ; � + 2 k � )

c

0

2

= �

cos x

sin x

� c

0

1

( x ) = �

cos x

1+cos x

R

cos x +1 � 1

1+cos x

d x =

R

cos x +1

1+cos x

d x �

Z

1

1 + cos x

d x

| {z }

t =tg

x

2

= x � tg

x

2

y

p

= ( � ln j 1 + cos x j ) cos x +

�

tg

x

2

� x

�

sin x

y

ob ecné

= ( A � ln j 1 + cos x j ) cos x +

�

B + tg

x

2

� x

�

sin x; x 2 I

k

;

kde A a B je pøiètené øe¹ení homogenní úloh y .

2. y

0 00

+ y

0 0

= x e

� x

: : : p ( � ) = �

3

+ �

2

= �

2

( � + 1) ) � = 0 dv o jnásobn ý , � = � 1

jedno duc h ý
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F .S.: f e

� x

; 1 ; x g

y

p

= c

1

( x ) � 1 + c

2

( x ) � x + c

3

( x ) � e

� x

c

0

1

( x ) � 1 + c

0

2

( x ) � x + c

0

3

( x ) � e

� x

= 0

c

0

1

( x ) � 0 + c

0

2

( x ) � 1 + c

0

3

( x ) � ( � e

� x

) = 0

c

0

1

( x ) � 0 + c

0

2

( x ) � 0 + c

0

3

( x ) � e

� x

= x � e

� x

c

0

3

( x ) = x

c

0

2

( x ) = x � e

� x

c

0

1

( x ) = � x

2

� e

� x

� x � e

� x

c

3

( x ) =

x

2

2

c

2

( x ) = � (1 + x ) � e

� x

c

1

( x ) = ( x

2

+ 2 x + 2) � e

� x

+ (1 + x ) � e

� x

= e

� x

� ( x

2

+ 3 x + 3)

y

ob ecné

= e

� x

( x

2

+ 3 x + 3 A ) � 1 + [ B � (1 + x ) � e

� x

] � x + [ C +

x

2

2

] � e

� x

Poznámka 5.8 Matice ( w

j k

) je regulární 8 x 2 I .

2 úk oly meto dy:

1. zin v erto v at matici = c

0

i

2. zin v erto v at c

0

i

Vìt a 5.8 (P ar tikulární øe¹ení - speciální pøíp ad. ) Je-li L [ y ] = b ro vnice s k on-

stan tními k o e�cien t y , p otom:

� a) p okud b ( x ) = x

s

e

�x

, � 2 R , s � 0 celé, pak existuje partikulární øe¹ení v e tv aru

y

p

= x

k

P ( x )e

�x

;

kde P ( x ) je p olynom stupnì s a k øík á, k olik anásobn ým k oøenem c harakteristic k ého

p olynom u tak o v é � je. (Kdy¾ � není k oøenem c harakteristic k ého p olynom u, k = 0.)

� b) p okud b ( x ) = x

s

e

�x

cos � x , neb o x

s

e

�x

sin � x , kde � ; � 2 R a s � 0 celé, p otom

existuje partikulární øe¹ení v e tv aru

y

p

= x

k

P ( x )e

�x

[ P

1

( x ) cos � x + P

2

( x ) sin � x ] ;

kde P

1

( x ) a P

2

( x ) jsou p olynom y stupnì s a k je násobnost èísla ( � + i� ) jak o k oøene

c harakteristic k ého p olynom u. Není-li ( � + i� ) k oøenem c harakteristic k ého p olynom u,

je k = 0.

Dùkaz vìty 5.8 Nepr o v ádíme.

�

Pøíklad 5.16 y

0 0

+ 2 y

0

+ 3 y = sin x : : : pøípad b): s = 0, � = 0, � = 1, k = 0 ) i není

k oøenem p ( � ) .

p ( � ) = �

2

+ 2 � + 3

V ìta 5.8 :

y

p

= P

1

( x ) cos x + P

2

( x ) sin x
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st P

1

( x ) ; P

2

( x ) = 0 ! k onstan ta

dosadit:

8

>

>

>

<

>

>

>

:

y

p

= A cos x + B sin x

y

0

p

= � A sin x + B cos x

y

0 0

p

= � A cos x � B sin x

A; B 2 R

� A cos x � B sin x � 2 A sin x + 2 B cos x + 3 A cos x + 3 B sin x = sin x

P oro vnání k o e�cien tù (m ù¾u to udìlat, sin x a cos x jsou nezá vislé funk ce)

( � A + 2 B + 3 A ) cos x = 0 ) B = � A

( � B � 2 A + 3 B ) sin x = 1 sin x

B =

1

4

; A = �

1

4

y

p

=

1

4

(sin x � cos x )

( � + 1)

2

+ 2 = 0 ) � = � 1 � i

p

2

F .S.: f e

� x

cos

p

2 x; e

� x

sin

p

2 x g

y

ob ecné

=

1

4

sin x �

1

4

cos x + e

� x

[ K

1

cos

p

2 x + K

2

sin

p

2 x ] K

1

; K

2

2 R



Kapitola X

Sp o èetné mno¾in y a moh utnost

Pojmy v této kapitole: Sp o èetná mno¾ina, k artézský souèin, vyèíslitelné èíslo, stejná

moh utnost, men¹í neb o ro vná moh utnost, ostøe men¹í moh utnost, p otenèní mno¾ina. V ìta

Can toro v a (2 � ).

Definice X.1 (Spoèetná mno¾ina. ) Mno¾ina A se nazv e spoèetná , p okud

existuje vzá jemnì jednoznaèné zobrazení � mezi mno¾inou N pøirozen ýc h èísel a A .

Pøíklad X.1

1. mno¾ina N

2. mno¾ina S v¹ec h sudýc h èísel je sp o èetná:

� : n 7! 2 n

N ! S

3. mno¾ina Z ceLýc h èísel je sp o èetná:

Z = f 0 ; 1 ; � 1 ; 2 ; � 2 ; : : : g

1 2 3 4 5 : : :

Pozor o v ání X.1 Je-li A sp o èetná a existuje-li vzá jemnì jednoznaèné zobrazení 	 : A !

B , pak B je tak é sp o èetná.

f

N

A

B

Y

Y f

Pozor o v ání X.2 Je-li A sp o èetná, B � A je nek oneèná, p otom B je sp o èetná.

A = f a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; : : : g

B = f a

2

; a

1

0 ; a

2

2 ; : : : g = f b

1

; b

2

; b

3

; : : : g

Definice X.2 (Kar tézský souèin mno¾in A a B . )

A � B = f ( a; b )

| {z }

dv o jice prvkù

: a 2 A ; b 2 B g

59
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Vìt a X.1 Jsou-li A , B sp o èetné, je A � B sp o èetná.

Dùkaz vìty X.1 A , B sp o èetné: A = f a

i

; i 2 N g ; B = f b

j

; j 2 N g

A � B = f ( a

i

; b

j

) : i; j 2 N g

( a

1

; b

1

)

( a

1

; b

2

) ; ( b

2

; a

1

)

( a

3

; b

1

) ; ( a

2

; b

2

) ; ( a

1

; b

3

) J

I

�

Pøíklad X.2 Mno¾ina Q v¹ec h racionálníc h èísel je sp o èetná.

M = f ( p; q ) : p 2 Z ; q 2 N ; p; q nesoudìlná g

M � Z � N

| {z }

sp o èetná

sp o èetná dle V ìt y X.1 . M je nek oneèná (P ozoro v ání X.2 ) ) M je

sp o èetná.

	 : M $ Q

( p; q ) 7!

p

q

Vìt a X.2 (Cantor o v a vìt a. ) In terv al I = (0; 1) je nesp o èetn ý .

Dùkaz vìty X.2 sporem: ( Cantor o v a dia gonální metod a ).

Nec h » x

1

; x

2

; : : : vyèerpá I .

X

1

= 0 :x

1

1

x

2

1

x

3

1

: : :

X

2

= 0 :x

1

2

x

2

2

x

3

2

: : :

ob ecnì x

j

i

je j -tá èástice v X

i

De�n ujme x

0

2 I takto: X

0

= x

1

0

x

2

0

x

3

0

: : : , kde

x

i

0

(

1 ; p okud x

i

i

6= 1

2 ; p okud x

i

i

= 1

Dùsledek: x

0

6= x

i

8 n 2 N (li¹í se na i -té p ozici) ) Spor
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�

Poznámka X.1 Dùsledek: R je nesp o èetná.

	( x ) :=

1

2

�

1 +

x

1+( x )

�

zobrazení R ! (0 ; 1) d.cv.

sp or: R sp o èetná = (0 ; 1) sp o èetn ý (P ozoro v ání X.1 ).

Poznámka X.2 Dùsledek: Existují imaginární èísla.

Lemma X.1 Nec h » A je k oneèná neprázdná mno¾ina. P ak mno¾ina

~

L v¹ec h k oneèn ýc h

p osloupností prvkù z A je sp o èetná.

Dùkaz lemma tu X.1 A má N prvkù:

1. v¹ec hn y 1-písmenné : : : N

2. v¹ec hn y 2-písmenné : : : N

2

.

.

.

�

Poznámka X.3 Dùsledek: Mno¾ina v¹ec h literárníc h dìl je sp o èetná.

A = ab eceda + in terpunk ce

Definice X.3 (Vyèíslitelné èíslo. ) Èíslo x 2 R se nazv e vyèíslitelné , p okud

existuje algoritm us, který pro dané n 2 N vyp o ète x na n platn ýc h èíslic.

Pøíklad X.3 Q jsou vyèíslitelná - dìlení se zb ytk em

e =

P

+ 1

k =0

1

k !

ln 2 = 1 �

1

2

+

1

3

�

1

4

: : :

Lemma X.2 Mno¾ina v¹ec h vyèísliteln ýc h èísel je sp o èetná.

Definice X.4 (Stejná mohutnost . ) Øekneme, ¾e A a B ma jí stejnou mohutnost ,

p okud existuje vzá jemnì jednoznaèné zobrazení mezi A a B , znaèíme

A � B :

Definice X.5 (Men¹í nebo r o vná mohutnost . ) Øekneme, ¾e moh utnost A je men¹í

nebo r o vná moh utnosti B , p okud existuje prosté zobrazení � : A ! B (ne n utnì þnaÿ),

znaèíme

A � B :
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Definice X.6 (Ostøe men¹í mohutnost . ) P okud A � B a neplatí A � B , pak

øík áme, ¾e moh utnost A je ostøe men¹í ne¾ moh utnost B , znaèíme

A � B :

Pøíklad X.4

1. N � Z � Q , ob ecnì sp o èetné mno¾in y A � B .

2. N � R

3. R � (0 ; 1)

4. lze uk ázat: f f ( x ) : R ! R g � R

f f ( x ) : R ! R sp o jité g � R

Poznámka X.4 Pr oblém: (Can tor 1878: h yp otéza k on tin ua)

Je-li M � R nek oneèná, pak buï M � N neb o M � R .

Jinak: Neexistuje M � R nek oneèná, ab y N � M � R

1938: nelze þ vyvrátitÿ

1963: nelze þdok ázatÿ

Definice X.7 (Potenèní mno¾ina. )

P ( A ) := fM : M � Ag

Pøíklad X.5

P ( f a; b g ) = f ? ; f a; b g ; f a g ; f b gg

Vìt a X.3 (Cantor o v a vìt a. ) Pro k a¾dou mno¾in u A je A � P ( A ).

Dùkaz vìty X.3 sporem:

� : A $ P ( A ) vzá jemnì jednoznaèné.

M := f a 2 A ; a 62 � ( A ) g

M � A ) M 2 P ( A ) : 9 m 2 A : � ( m ) = M :

?

(

m 2 M ) m 62 � ( m ) = M : : : sp or

m 62 M ) m 2 � ( m ) = M : : : sp or

�



Kapitola 6

F unk ce více promìnn ýc h

Pojmy v této kapitole: Norma, normo v an ý prostor, ok olí b o du, kruho v é ok olí,

prstenco v é ok olí, limita p osloupnosti, limita funk ce, sp o jitost, deriv ace v e smìru, deriv ace

v e smìru pro v ektoro v ou funk ci, parciální deriv ace, Jak obiho matice, gradien t, totální

diferenciál, ok olí a limita v nek oneèn u, parciální deriv ace vy¹¹íc h øádù, diferenciál 2. øádu,

Hesso v a matice. Heineho v ìta, vztah limit y a sp o jitosti, v ìta o støední ho dnotì, v ìta o

zámìnnosti parciálníc h deriv ací, v ìta o vztah u D

2

F a H F .

Definice 6.1 (Normo v aný pr ostor. ) Nec h » X je v ektoro vý prostor nad R .

Zobrazení jj � jj : X ! R se nazv e norma , p okud

� (N1) jj x jj � 0 8 x 2 X ; jj x jj = 0 , x = 0

� (N2) jj �x jj = j � j � jj x jj 8 � 2 R , x 2 X

� (N3) jj x + y jj � jj x jj + jj y jj (�-nero vnost)

Dv o jice ( X ; jj � jj ) se nazýv á normo v aný pr ostor .

Pøíklad 6.1

1. ( R ; jj � jj )

2. ( C ; jj � jj ) , j z j =

p

(Re z )

2

+ (Im z )

2

3. R

p

= f ~ x = ( x

1

; : : : ; x

p

) : x

i

2 R ; i = 1 ; : : : ; p g

Poznámka 6.1 ~ x je v ektor, takto ho budu znaèit.

Definice 6.2 (Normy . )

( � ) : jj ~ x jj

1

:=

P

p

i =1

j x

i

j ; i = 1 ; : : : ; p

( � ) : jj ~ x jj

2

:=

p

b ( ~ x ; ~ x ) =

p

P

p

i =1

x

2

i

; i = 1 ; : : : ; p

63
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( 
 ) : jj ~ x jj

1

:= max fj x

i

j ; i = 1 ; : : : ; p g

Pøíklad 6.2 Jsou to norm y?

� (N1) : : : snadné

� (N2) : : : pro ( � ): jj � � ~ x jj

1

=

P

p

i =1

j �x

i

j = j � j �

P

p

i =1

j x

i

j = j � j � jj ~ x jj

1

pro ( � ), ( 
 ) : : : D.CV .

� (N3) : : : pro ( � ): ~ x = ( x

1

; : : : ; x

p

), ~ y = ( y

1

; : : : ; y

p

)

jj ~ x + ~ y jj

1

=

P

p

i =1

j x

i

+ y

i

j �

P

p

i =1

( j x

i

j + j y

i

j ) = jj ~ x jj

1

+ jj ~ y jj

1

pro ( � ) p ozdìji, pro ( 
 ) : : : D.CV .

Definice 6.3 (Ok olí bodu. ) Nec h » ( X ; jj � jj ) je normo v an ý prostor. ~x

0

2 X , " > 0.

P otom de�n ujeme

kr uho vé ok olí:

U ( ~x

0

; " ) = U

X

( x

0

; " ) := f ~ x 2 X : jj ~ x � ~x

0

jj < " g

prstenco vé ok olí:

P ( ~x

0

; " ) := U ( ~x

0

; " ) � f ~x

0

g = f ~ x 2 X : 0 < jj ~ x � ~x

0

jj < " g

Pøíklad 6.3 X = R

2

pro ( � ): jj ~ x jj

1

= j x

1

j + j x

2

j < 1

pro ( � ): jj ~ x jj

2

=

p

x

2

1

+ x

2

2

< 1

pro ( 
 ): jj ~ x jj

1

= max fj x

1

j ; j x

2

jg < 1

X1

X2
1

1
X1

X2
1

1
X1

X2
1

1

(b)(a) (g)

Definice 6.4 (Limit a posloupnosti. ) Nec h » ( X ; jj � jj ) je normo v an ý prostor. ~x

0

; ~x

n

2

X . P otom ~x

n

! ~x

0

neb oli

lim

n !1

~x

n

= ~x

0

, 8 " > 0 9 n

0

2 N : n � n

0

) ~x

n

2 U

X

( ~x

0

; " )

neb oli

jj ~x

n

� ~x

0

jj ! 0 :
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Poznámka 6.2 Kon v ergence v R

p

nezále¾í na tom, kterou z norem ( � ), ( � ), ( 
 ) zv olím.

Dùk az: Nec h » j x

j

j = max fj x

i

: i = 1 ; : : : ; p jg ( ~ x 2 R

p

dán.)

P otom

j x

j

j

|{z}

= jj ~ x jj

1

=

q

x

2

i

�

v

u

u

t

p

X

i =1

x

2

i

| {z }

�jj ~ x jj

2

�

v

u

u

t

p

X

j =1

x

2

j

�

p

P j x

j

j

| {z }

�

p

P �jj ~ x jj

1

jj ~ x jj

1

a jj ~ x jj

2

jsou ekviv alen tní ohlednì de�nice k on v ergence.

Obecnì pla tí: V R

p

jsou v¹ec hn y norm y ekviv alen tní (v edou k e stejné k on v ergenci).

Definice 6.5 (Limit a funk ce. ) Nec h » ( X ; jj � jj ), ( Y ; jj � jj ) jsou normo v ané prostory .

Nec h » F ( x ) : X ! Y je de�no v ána na jistém ok olí ~x

0

2 X . P otom

lim

~ x ! ~x

0

F ( x ) = ~y

0

( 2 Y ) , 8 " > 0 9 � > 0 : F ( P

X

( ~x

0

; � ) ) � U

Y

( ~y

0

; " )

neb o tak é

8 " > 0 9 � > 0 : 0 < jj ~x

0

� ~ x jj

X

< � ) jj F ( ~ x ) � ~y

0

jj

Y

< ":

Vìt a (Heineho vìt a. ) Nec h » F ( x ), ( X ; jj � jj ) , ( Y ; jj � jj ) jsou jak o v de�nici. P otom

je ekviv alen tní

1. lim

~ x ! ~x

0

F ( ~ x ) = ~y

0

2. Pro k a¾dou p osloupnost f ~x

n

g splò ující

� (a) ~x

n

!

X

~x

0

� (b) ~x

n

6= ~x

0

8 n

platí, ¾e F ( ~x

n

) !

Y

~y

0

.

Dùkaz vìty Pozdìji.

�

Poznámka 6.3 V R

p

preferujeme jj � jj

2

- tj. norm u ( � ) - Eukleido vsk ou .

Pøíklad 6.4

1. lim

( x;y ) ! (0 ; 0)

ln(1+ x

2

+ y

2

)

x

2

+ y

2

= lim

( x;y ) ! (0 ; 0)

ln (1+ jj ( ~ x;~ y ) jj

2

2

)

jj ( ~ x ;~ y ) jj

2

2

= 1

( x; y ) ! (0 ; 0) : : : 0 < jj ( ~ x; ~ y ) jj

2

! 0

2. lim

( x;y ) ! (0 ; 0)

xy

x

2

+ y

2

Zkusme:

( x

n

; y

n

) =

�

0 ;

1

n

�
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=

0 �

1

n

0

2

+

1

n

2

= 0 pro n ! 1

Heine: limita (p okud existuje) je 0

nìco jiného:

( x

n

; y

n

) =

�

1

n

;

1

n

�

=

1

n

�

1

n

1

n

2

+

1

n

2

=

1

2

pro n ! 1

) limita ne existuje ( F : R

2

! R )

P ou¾ití ob ecné p osloupnosti:

lim

( x;y ) ! (0 ; 0)

xy

x

2

+ y

2

=

r

2

n

cos '

n

sin '

n

r

2

n

= cos '

n

sin '

n

) limita neexistuje

3. lim

( x;y ) ! (0 ; 0)

j x j� y

2

p

x

2

+ y

2

( x

n

; y

n

) =

�

0 ;

1

n

�

) lim ! 0

( x

n

; y

n

) =

�

1

n

;

1

n

�

) lim ! 0

obecný smìr: ( x

n

; y

n

) =

�

a

n

;

b

n

�

, ( a; b ) 6= (0 ; 0);

) lim ! 0

Limita v k a¾dém smìru je 0. T o ale neznamená, ¾e limita je 0!!!

Pr otipøíklad:

F ( x; y ) =

(

1 ; y = x

2

0 ; y 6= x

2

x

y

1

0

0

1

1

1

1 1

lim

( x;y ) ! (0 ; 0)

F ( x; y ) neexistuje

lim

( x;y ) ! (0 ; 0)

F (

a

n

;

b

n

) = 0 : : : ( a; b ) 6= (0 ; 0) p evn ý v ektor

obecná posloupnost:

( x

n

; y

n

) ! (0 ; 0) ) u¾ij p olární souøadnice!!!

x

n

= r

n

� cos '

n

y

n

= r

n

� sin '

n

r

n

> 0 8 n ; r

n

! 0

f '

n

g lib o v olná

jj ( x

n

; y

n

) jj

2

= r

n

r

3

n

j cos '

n

j� sin

2

'

n

r

n

! 0

Heine: ) limita je 0.

Poznámka 6.4 (Kon v ergence p o souøadnicíc h v R

p

.)

Nec h » ~x

0

= ( x

1

; : : : ; x

p

) 2 R

p

a ~x

n

= ( x

n

1

; : : : ; x

n

p

) 2 R

p

, kde

n

je horní index!

Platí ~x

n

! ~x

0

neb oli jj ~x

n

� ~x

0

jj

cok oli

! 0 pro n ! 1 , x

n

i

! x

i

pro n ! 1 8 i = 1 ; : : : ; p
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Definice 6.6 (Spojitost . ) Nec h »

~

F ( ~ x ) : X ! Y , kde ( X ; jj � jj ) , ( Y ; jj � jj ) jsou normo-

v ané prostory . P ak

~

F ( x ) je spojit á v ~x

0

2 X , prá v ì kdy¾

8 " > 0 9 � > 0 : jj ~ x � ~x

0

jj

X

< � ) jj

~

F ( ~ x ) �

~

F ( ~x

0

) jj

Y

< "

neb oli

~

F ( U

X

( ~x

0

; � )) � U

Y

�

~

F ( ~x

0

) ; "

�

:

Vìt a (Vzt ah limity a spojitosti. )

~

F ( ~ x ) je sp o jitá v ~x

0

2 X , prá v ì kdy¾ lim

~ x ! ~x

0

~

F ( ~ x ) =

~

F ( ~x

0

)

Dùkaz vìty Pozdìji.

�

Poznámka 6.5

~

F ( ~ x ) : R

p

! R

p

~

F = ( F

1

; : : : ; F

q

), ~ x = ( x

1

; : : : ; x

p

)

F

1

= F

1

( x

1

; : : : ; x

p

)

.

.

.

F

q

= F

q

( x

1

; : : : ; x

p

)

snadno vidíme:

~

F ( ~ x ) je sp o jitá v ~x

0

2 R

p

, F

j

( ~ x ) je sp o jitá v ~x

0

:

Definice 6.7 (Deriv a ce ve smìr u. ) Nec h » F ( ~ x ) : R

p

! R . Nec h » ~x

0

2 R

p

: : : b o d,

~ v 2 R

p

: : : v ektor. Deriv a cí F ( ~ x ) v bodì ~x

0

ve smìr u ~ v rozumíme

@

~ v

F ( ~x

0

) =

@ F

@ ~ v

( ~x

0

) := lim

t ! 0

1

t

[ F ( ~x

0

+ t � ~ v ) � F ( ~x

0

)] :

Deriv a ce ve smìr u pr o vektor o v ou funk ci:

~

F : R

p

! R

q

; ~ v ; ~x

0

2 R

p

R

p

3

@

~

F

@ ~ v

( ~x

0

) := lim

t ! 0

1

t

[

~

F ( ~x

0

+ t ~ v ) �

~

F ( ~x

0

] :

Poznámka 6.6 Oznaèíme-li ' ( t ) = F ( ~x

0

+ t � ~ v ), p otom

@ F

@ ~ v

( ~x

0

) = '

0

(0)

: : : derivuj dle t !!!

v x0

Poznámka 6.7

@

2 X

F ( ~x

0

) = 2 @

~ v

F ( ~x

0

)

D.CV .; ~x

0

= ( x

0

1

; : : : ; x

0

p

)
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Definice 6.8 (P ar ciální deriv a ce. ) Nec h » F ( ~ x ) : R

p

! R . Nec h » ~x

0

2 R

p

. P otom

p ar ciální deriv a cí F ( ~ x ) v b o dì ~x

0

p o dle x

j

, j 2 f 1 ; : : : ; p g rozumíme

@ F

@ x

j

( ~x

0

) = @

j

F ( ~x

0

) :=

@ F

@ ~ e

j

( ~x

0

) ;

kde ~e

j

= (0 ; 0 ; : : : ; 0 ; 1

|{z}

" j

; 0 ; : : : ; 0).

Jinak:

@ F

@ x

j

( ~x

0

) = lim

t ! 0

1

t

[ F ( x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

j � 1

; x

0

j

+ t; x

0

j +1

; : : : ; x

0

p

) � F ( x

0

1

; : : : ; x

0

p

)] :

Názornì: derivuji dle x

j

, ostatní x

i

p o v a¾uji za k onstan t y .

Definice 6.9 (Jak obiho ma tice. ) Nec h »

~

F ( ~ x ) : R

p

! R . Nec h » ~x

0

2 R

p

. Jak obiho ma ticí

~

F ( ~ x ) v b o dì ~x

0

rozumíme

J

~

F ( ~x

0

) =

�

@ F

i

@ x

j

( ~x

0

)

�

i = 1 ; : : : ; q

j = 1 ; : : : ; p

T yp matice q øádkù a p sloup cù.

Speciálnì: q = 1: J

~

F ( ~x

0

) nazv eme gradient , znaèíme r

~

F ( ~x

0

).

Pøíklad 6.5

� a) F ( x; y ) = x � y

J F =

�

1 � 1

�

� b) F ( x; y ) =

x

y

J F =

�

1

y

� x

y

2

�

� c) F ( x; y ) = ( x � cos x ; y � sin y ) : : : R

2

! R

2

J F =

�

cos y � x � sin y

sin y x � cos y

�

1. øádek: F

1

, 2. øádek: F

2

1. sloup ec:

@

@ x

, 2. sloup ec:

@

@ y

Pøíklad 6.6

F ( x; y ) =

(

1; x � y = 0

0; x � y 6= 0

@ F

@ x

(0 ; 0) =

@ F

@ y

(0 ; 0) = 0 ;
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ale F ( x; y ) není v (0 ; 0) sp o jitá (ani tam nemá limitu)

F (

1

n

;

1

n

) ! 0 6= F (0 ; 0) = 1

Lze sestro jit funk ci nesp o jitou, kde deriv ace v e v¹ec h smìrec h jsou n ula.

Poznámka 6.8

F ( x ) : R ! R : F

0

( x

0

) = A , F ( x

0

+ h ) = F ( x

0

) + A � h + o ( h )

Definice 6.10 (Diferenciál. ) Nec h »

~

F ( ~ x ) : R

p

! R . Nec h » ~x

0

2 R

p

. Lineární

zobrazení L : R

p

! R

q

se nazv e tot ální diferenciál

~

F ( ~x

0

) v b o dì ~x

0

, p okud

~

F ( ~x

0

+

~

h ) =

~

F ( ~x

0

) + L

~

h + ~ z (

~

h ) ;

kde

~

h = ( h

1

; : : : ; h

p

) je v ektor.

jj ~ z ( ~ x ) jj

jj

~

h jj

! 0 pro

~

h !

~

0 .

Zna èení: L = D

~

F ( ~x

0

); L

~

h = D

~

F ( ~x

0

;

~

h ).

Poznámka 6.9

~

F = ( F

1

; : : : ; F

q

):

~

F má diferenciál , k a¾dá F

j

má diferenciál.

Vìt a 6.1 Má-li

~

F ( ~ x ) : R

p

! R

q

v b o dì ~x

0

2 R

p

diferenciál, je v ~x

0

sp o jitá.

Dùkaz vìty 6.1

~

F ( ~x

0

+

~

h ) �

~

F ( ~x

0

) = L

~

h + ~ z (

~

h ) :

Kdy¾

~

h !

~

0 , pak ~ z (

~

h !

~

0 , proto¾e ~ z = o ( jj

~

h 0 jj ). Kdy¾

~

h !

~

0, pak h

j

! 0 a i Lh

i

! 0

) L

~

h !

~

0 . (ze sp o jitosti lineárního zobrazení)

�

Lemma 6.1 Nec h » A : R

p

! R

q

je lineární zobrazení. P ak existuje K > 0, zá vislé p ouze

na A tak, ¾e

jj A ~ x jj

(2)

� K � jj ~ x jj

2

8 ~ x 2 R

p

:

Poznámka 6.10 Samozøejmì Eukleido v a norma, u jj � jj

2

nepí¹u

2

.

Dùkaz lemma tu 6.1 A =

�

a

mn

�

m = 1 ; : : : ; q n = 1 ; : : : ; p

matico v ì.

[ A ~ x ]

k

| {z }

k -tá slo¾k a v ektoru A ~ x

=

P

p

j =1

a

k j

x

j

Oznaème: � = max j a

mn

j . P ak

j [ A ~ x ]

k

j � p � � � jj ~ x jj =

2

i �

p

X

j =1
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jj A ~ x jj

2

� p

2

�

2

p jj ~ x jj

2

Lze vzít: K = p�

p

q (toto není nejlep¹í).

�

Poznámka 6.11 Dùsledek: Ka¾dé lineární zobrazení je sp o jité. Proto¾e jj A ( ~ x � ~ y ) jj �

K jj ~ x � ~ y jj .

Vìt a 6.2 Má-li

~

F ( ~ x ) : R

p

! R

q

v b o dì ~x

0

2 R

p

diferenciál. P ak existuje

@

~

F

@ ~ v

( ~x

0

) pro

k a¾dé ~ v 2 R

p

a platí

@

~

F

@ ~ v

( ~x

0

) = D

~

F ( ~x

0

; ~ v ) :

Dùkaz vìty 6.2 Nec h » ~ v 6=

~

0. P o èítáme

1

t

[

~

F ( ~x

0

+ t ~ v ) �

~

F ( ~x

0

)] =

1

t

[D

~

F ( ~x

0

; t ~ v ) + ~ z ( t ~ v )] =

1

t

[D

~

F ( ~x

0

; ~ v )] +

~ z ( t ~ v )

t

| {z }

! 0

Ale:

~ z ( t ~ v )

jj t ~ v jj

| {z }

! 0

�

j t j � jj ~ v jj

t

| {z }

omezená

~ z (

~

h ) = o (

~

h )

�

Speciálnì: Oznaème

~

F

0

( ~x

0

) : : : matice reprezen tující D

~

F ( ~x

0

), tj. D

~

F ( ~x

0

;

~

h ) =

~

F

0

( ~x

0

) �

~

h

@

~

F

@ x

i

|{z}

i -t ý sloup ec J

~

F ( ~x

0

)

( ~x

0

) =

@

~

F

@ e

i

( ~x

0

) = D

~

F ( ~x

0

; ~e

i

) =

~

F

0

( ~x

0

) � ~e

i

| {z }

i -t ý sloup ec

~

F

0

( ~x

0

)

Ted y: J

~

F ( ~x

0

) =

~

F

0

( ~x

0

) p ouze tehdy , existuje-li diferenciál.

T ak¾e: existence J

~

F ( ~x

0

) neimplikuje ( 6) ) existenci totálního diferenciálu,

ale: J

~

F ( ~x

0

) je jedin ý k andidát.

�

Vìt a 6.3 Nec h »

~

F ( ~ x ) : R

p

! R má v b o dì ~x

0

2 R

p

sp o jité v¹ec hn y parciální deriv ace.

P otom

~

F ( ~ x ) Má v b o dì ~x

0

diferenciál a platí

~

F

0

( ~x

0

) = J

~

F ( ~x

0

).

Dùkaz vìty 6.3 Nec h » ~x

0

= ( x

1

; : : : ; x

p

) : : : b o d,

~

h = ( h

1

; : : : ; h

p

) : : : v ektor,

~ x

0

= ( x

1

; x

2

; : : : ; x

p

) =

~

X

0

~ x

1

= ( x

1

+ h

1

; x

2

; : : : ; x

p

)

~ x

2

= ( x

1

+ h

1

; x

2

+ h

2

; x

3

; : : : ; x

p

)
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.

.

.

~ x

p

=

~

X

0

+

~

h

~

F ( ~x

0

+

~

h ) �

~

F ( ~x

0

) =

p

X

j =1

~

F ( ~ x

j

) �

~

F ( ~ x

j � 1

) =

p

X

j =1

@

~

F

@ x

j

( ~�

j

) �

~

h

j

= ( � )

La grange:

~

x

j

�

~

x

j � 1

= (0 ; : : : ; 0 ; h

j

|{z}

" j

; 0 ; : : : ; 0)

tj. �

j

= ( x

1

+ h

1

; : : : ; x

j � 1

+ h

j � 1

; x

j

+ �

j

; x

j +1

; x

p

), kde �

j

2 (0 ; h

j

).

( � ) =

p

X

j =1

@

~

F

@ x

( ~x

0

) � h

1

| {z }

J

~

F ( ~x

0

) �

~

h

+ ~ z (

~

h )

~ z (

~

h ) =

p

X

j =1

j

@ F

@ x

( ~�

j

) �

@

@ x

( ~x

0

) j

| {z }

! 0(ze sp o jitosti)

�

jj

~

h jj

jj

~

h jj

| {z }

=1

! 0

~

h !

~

0 ) ~�

j

! ~x

0

�

Pøíklad 6.7 F ( x; y ) =

(

0; ( x; y ) = (0 ; 0)

xy

2

x

2

+ y

2

; ( x; y ) 6= (0 ; 0)

D F =?

( x; y ) 6= (0 ; 0) :

@ F

@ x

=

y

2

( x

2

+ y

2

) � 2 x ( xy

2

)

( x

2

+ y

2

)

2

=

y

4

� x

2

y

2

( x

2

+ y

2

)

2

@ F

@ y

=

2 x

3

y

( x

2

+ y

2

)

2

P arciální deriv ace sp o jité v¹ude mimo (0 ; 0).

( x

0

; y

0

) 6= (0 ; 0) : F

0

(( x

0

; y

0

)) =

�

y

4

0

� y

2

0

x

2

0

( x

2

0

+ y

2

0

)

2

2 x

3

0

y

0

( x

2

0

+ y

2

0

)

2

�

v b o dì (0 ; 0):

F ( x; 0) = 0 8 x 2 R )

@ F

@ x

(0 ; 0)

F (0 ; y ) = 0 8 y 2 R )

@ F

@ y

(0 ; 0)

D F (0 ; 0) = 0, p okud existuje.

Dle de�nice:

1

jj

~

h jj

[ F

0

((0 ; 0) +

~

h ) � F ((0 ; 0)) � (0 ; 0) �

~

h ] !

?

0 pro

~

h !

~

0
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~

h = ( h

1

; h

2

)

h

1

h

2

2

h

2

1

+ h

2

2

�

1

p

h

2

1

+ h

2

2

=

h

1

h

2

2

( h

2

1

+ h

2

2

)

3

2

( � )

Polo¾me: na pøímce h

1

neb o h

2

.

( � ) =

1

2

3

2

6! 0 neblí¾í se do n uly

D F ((0 ; 0)) neexistuje

ale: F ( x; y ) je sp o jitá v (0 ; 0) =

~

0, proto¾e

j F ( x; y ) j =

j xy j

x

2

+ y

2

| {z }

�

1

2

�j y j �

1

2

j y j ! 0 pro ( x; y ) !

~

0

Poznámka 6.12 Existuje deferenciál ) funk ce je sp o jitá. Ne naopak!!!

Vìt a 6.4 Nec h »

~

F ( ~ x ) : R

p

! R má v b o dì ~x

0

2 R

p

diferenciál. Nec h »

~

G ( ~ x ) : R

q

! R

s

má diferenciál v b o dì

~

F ( ~x

0

) = ~y

0

2 R

q

. P otom

~

G o

~

F má diferenciál v b o dì ~x

0

a platí:

D[

~

G o

~

F ]( ~x

0

) = D

~

G ( ~y

0

) o D

~

F ( ~x

0

) :

Dùkaz vìty 6.4 Nepí¹eme vlnky u v ektorù, vynec há v áme:

1. F ( x

0

+ h ) = F ( x

0

) + Ah + y ( h ), kde A = D F ( x

0

)

2. G ( y

0

+ k ) = G ( y

0

) + B k + w ( k ), kde B = D G ( y

0

)

Platí

jj z ( h ) jj

jj h jj

! 0 pro jj h jj ! 0;

jj w ( k ) jj

jj k jj

! 0 pro jj k jj ! 0.

( G o F )( x

0

+ h ) = G ( F ( x

0

+ h )) = (1) =

= G ( F ( x

0

)

| {z }

y

0

+ Ah + z ( h )

| {z }

k

) = (2) =

= G ( F ( x

0

)) + B [ Ah + z ( h )] + w ( Ah + z ( h )) =

= G ( F ( x

0

)) + B Ah + B z ( h )

| {z }

' ( h )

+ w ( Ah + z ( h ))

| {z }

 ( h )

ad ' ( h ) :

jj B z ( h ) jj

jj h jj

�

K jj z ( h ) jj

jj h jj

! 0 (Lemma 6.1 ) dle pøedp okladù

ad  ( h ) : 8 " > 0 9 � > 0 : jj h jj < � ) jj  ( h ) jj < " jj h jj , " dáno.

9 K > 0: jj Ah jj � K jj h jj (Lemma 6.1 )

9 � > 0: jj k jj < � ) jj w ( k ) jj <

"

K +1

� jj k jj (neb o»

jj w ( k ) jj

jj k jj

! 0 )

9 �

1

> 0: jj h jj < �

1

) jj z ( h ) jj < jj h jj (neb o»

jj z ( h ) jj

jj h jj

! 0 )

� = min ( �

1

;

�

K +1

) : jj w ( Ah + z ( h )) jj <

"

K +1

jj Ah + z ( h ) jj < (�)

jj Ah + z ( h ) jj < K jj h jj + jj h jj = ( K + 1) jj h jj � ( K + 1)

�

K +1

= �

(�) <

"

K +1

( K + 1) jj h jj = " jj h jj

�



KAPITOLA 6. FUNK CE VÍCE PR OMÌNNÝCH 73

Poznámka 6.13 Dùsledek:

( G o F )( ~x

0

) = G

0

( ~y

0

) � F

0

( ~x

0

)

~

F = ( F

1

; : : : ; F

q

),

~

G =

~

G ( y

1

; : : : ; y

q

)

[( G o F )

0

( ~x

0

)]

m =1 ;::: ;p;n =1 ;::: ;s

=

@

@ x

n

[ G

m

(

~

F )]( x

0

) =

= [ G

0

( ~y

0

) � F

0

( ~x

0

)]

m;n

=

q

X

j =1

[ G

0

( ~y

0

)]

m;j

� [ F

0

( ~x

0

)]

j;n

=

=

q

X

j =1

@ G

m

@ y

j

( ~y

0

) �

@ F

j

@ x

n

( ~x

0

)

Vìt a 6.5 (Vìt a o støední hodnotì. ) Nec h » ~ a;

~

b 2 R

p

. Nec h »

~

F ( ~ x ) : R

p

! R má

diferenciál v¹ude v nìjak é k on v exní 
 2 R

p

obsah ující b o dy ~ a;

~

b . P ak existuje ~ c na sp o jnici

b o dù ~ a ;

~

b tak, ¾e

F (

~

b ) � F ( ~ a ) = r F ( ~ c ) � (

~

b � ~ a ) :

Dùkaz vìty 6.5

' ( t ) := F ( ~ a + t (

~

b � ~ a ))

' (0) = F ( ~ a ), ' (1) = F (

~

b )

 : t 7! ~ a + t (

~

b � ~ a )

R ! R

p

 

0

=

~

b � ~ a

'

0

( t ) = r F ( ~ a + t (

~

b � ~ a )) � (

~

b � ~ a ) =

P

p

j =1

@ F

@ x

j

( : : : ) � ( b

j

� a

j

)

Lagrange: ' (1) � ' (0) = '

0

( � ), kde � 2 (0; 1)

) ~ c 2 ~ a + � (

~

b � ~ a ).

�

Definice 6.11 (Ok olí 1 . )

Kr uho vé ok olí.

U ( 1 ; " ) = f ~ x 2 R

p

: jj ~ x jj >

1

"

g [ f1g

prstenco vé ok olí.

P ( 1 ; " ) = f ~ x 2 R

p

: jj ~ x jj >

1

"

g

Definice 6.12 (Limit a. )

lim

~ x ! 1

F ( ~ x ) = A , 8 " > 0 9 � > 0 : x 2 P ( 1 ; � ) ) F ( ~ x ) 2 U ( A; " )
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( jj ~ x jj >

1

"

).

Poznámka 6.14 Pozor!!! f

~

x

n

g � R

p

: jj

~

x

n

jj ! 1 neimplikuje j x

j

j ! 1 , tak é

neimplikuje alesp oò jedna slo¾k a ! 1

Pøíklad 6.8

R

2

2

~

x

n

=

(

( n; 0); n sudé

(0 ; n ); n lic hé

jj

~

x

n

jj = n ! 1 lim

~ x !1

F ( x ) = ob ecná p osloupnost b o dù z R

2

do 1 : r

n

! + 1 , f '

n

g

lib o v olná

Poznámka 6.15

spojitost parciální derivace

existuje totální diferenciál

existuje derivace ve všech smìrech

existuje parciální derivace

spojitost

V 6.3

V 6.2

Definice 6.13 (P ar ciální deriv a ce vy¹¹ích øádù. ) F ( ~ x ) : R

p

! R

@

k

F

@ x

i

1

@ x

i

2

: : : @ x

i

k

;

kde i

1

; i

2

; : : : ; i

k

2 f 1 ; : : : ; p g .

In tuitivnì: k = 1 : : : ji¾ známe:

@

1

F

@ x

i

=

@ F

@ x

k + 1:

@

k +1

F

@ x

i

1

@ x

i

2

: : : @ x

i

k +1

:=

@

@ x

i

1

�

@

k

F

@ x

i

2

: : : @ x

i

k +1

�

Poznámka 6.16 Zkracujeme:

@

2

F

@ x

1

@ x

1

=

@

2

F

@ x

2

1

: : : význam

@

@ x

1

�

@ F

@ x

1

�

.

Vìt a 6.6 (Vìt a o zámìnnosti p ar ciálních deriv a cí. ) Nec h » F ( ~ x ) : R

2

! R ,

nec h »

@

2

F

@ x

1

@ x

2

a

@

2

F

@ x

2

@ x

1

jsou sp o jité v b o dì ~x

0

2 R

2

. P otom

@

2

F

@ x

1

@ x

2

( x

0

) =

@

2

F

@ x

2

@ x

1

( x

0

) :

Dùkaz vìty 6.6 ~x

0

= ( x

0

; y

0

), zv olme h; k > 0.

( � )

1

hk

[ F ( x

+

h; y

0

+ k ) � F ( x

0

+ h; y

0

) � ( F ( x

0

; y

0

+ k ) � F ( x

0

; y

0

))].



KAPITOLA 6. FUNK CE VÍCE PR OMÌNNÝCH 75

De�n uji: ' ( x ) = F ( x; y

0

+ k ) � F ( x; y

0

), pak ( � )

1

hk

( ' ( x

0

+ h ) � ' ( x

0

)) =

1

hk

� '

0

( � ) � h

Langrangeo v a vìt a: 9 � 2 ( x

0

; x

0

+ h ) =

1

k

'

0

( � ) = (�) =

1

k

(

@

@ x

1

F ( � ; y

0

+ h ) �

@

@ x

1

F ( � ; y

0

)) = ( �� )

(�) : '

0

( x ) =

@

@ x

1

F ( x; y

0

+ k ) �

@

@ x

1

F ( x; y

0

)

nec hám � p evné: oznaè  ( y ) =

@ F

@ x

1

( � ; y ). ( �� ) =

1

k

(  ( y

0

+ k ) �  ( y

0

)) = ( | ? • )

( | ): Lagrangeo v a v ìta: 9 � 2 ( y

0

; y

0

+ k )

( | ? • ) =  

0

(0) =

@

2

F

@ x

2

@ x

1

( � ; �) = ( � ).

x

0

< � < x

0

+ h

y

0

< � < y

0

+ k

P o¹lu h; k ! 0, napø. h = k =

1

n

) ( n; 0) ! (0 ; 0)

sp o jitost ( � )

( � ) =

1

hk

[ F ( x

0

+ h; y

0

+ k ) � F ( x

;

y

0

+ k ) � ( F ( x

0

+ h; y

0

) � F ( x

0

; y

0

))] = ( • )

' ( y ) = F ( x

0

+ h; y ) � F ( x

0

; y )

 

0

( y ) =

@ F

@ x

2

( x

0

+ h; y ) �

@ F

@ x

2

( x

0

; y )

9 � 2 ( y

0

; y

0

+ h )

( • ) =

1

hk

( ' ( y

0

+ k ) � ' ( y

0

)) =

1

h

'

0

(�) =

1

h

(

@ F

@ x

2

( x

0

+ h; �) �

@ F

@ x

2

( x

0

; �)) = (#)

9 � 2 ( x

0

; x

0

+ h )

(#) =

@

2

F

@ x

1

@ x

2

( � ; �)

!

@

2

F

@ x

1

@ x

2

( ~x

0

).

pro ( h; k ) ! (0 ; 0)

�

Poznámka 6.17 V ìta 6.6 platí i za slab¹íc h pøedp okladù.

Poznámka 6.18 Bo dy , kde

@

2

F

@ x

1

@ x

2

6=

@

2

F

@ x

2

@ x

1

existují, ale jsou vzácné. Viz Pøíklady 9, cv.

7.

Poznámka 6.19 Dùsledek Vìty 6.6

F ( ~ x ) má v b o dì ~x

0

2 R

p

sp o jité v¹ec hn y parciální deriv ace do øádu k v èetnì, p otom

@

k

F

@ x

i

1

: : : @ x

i

k

( ~x

0

) =

@

k

F

@ x

j

1

: : : @ x

j

k

( ~x

0

) ;

je-li ( i

1

; : : : ; i

k

) je lib o v olná p erm utace ( j

1

; : : : ; j

k

).

Dùkaz: BÚNO:

( i

1

; i

2

; : : : ; i

s

; i

s +1

; : : : ; i

k

)

( i

1

; i

2

; : : : ; i

s +1

; i

s

; : : : ; i

k

) = ( j

1

; : : : ; j

k

)

(v ìta 6.6 )

Ka¾dá p erm utace se dá slo¾it z transp ozic.
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Definice 6.14 (Diferenciál 2. øádu. ) Nec h »

~

F ( ~ x ) : R

p

! R . Nec h » ~x

0

2 R

p

.

Nec h » existuje D F ( ~x

0

). Diferenciálem 2. øádu funk ce

~

F ( ~ x ) v b o dì ~x

0

nazvu bilineární

zobrazení M : R

p

! R , splò ující

F ( ~x

0

+

~

h ) = F ( ~x

0

) + D F ( ~x

0

;

~

h ) + M (

~

h ;

~

h ) + o ( jj

~

h jj

2

)

pro

~

h = ( h

1

; : : : ; h

p

) !

~

0.

Úmluv a zna èení 6.1

M = D

2

F ( ~x

0

)

M (

~

h;

~

h ) = D

2

F ( ~x

0

;

~

h;

~

h ) ;

kde ~x

0

je p evn ý b o d a

~

h;

~

h jsou promìnné

Definice 6.15 (Hesso v a ma tice. ) Nec h » F ( ~ x ) : R

p

! R .

H F ( x

0

) =

�

@

2

F

@ x

i

@ x

j

( ~x

0

)

�

i =1 ;::: ;p ; j =1 ;::: ;p

:

Vìt a 6.7 (Vzt ah D

2

F a H F . ) Nec h » F ( ~ x ) : R

p

! R má v b o dì ~x

0

2 R

p

sp o jité

v¹ec hn y parciální deriv ace a¾ do øádu � 2. P ak existuje D

2

F ( ~x

0

) a je reprezen to v án

p omo cí H F ( ~x

0

) takto:

D

2

F ( ~x

0

;

~

h;

~

h ) =

1

2

[

~

h � H F ( ~x

0

) �

~

h

T

] =

p

X

i;j =1

1

2

@

2

F

@ x

i

@ x

j

( ~x

0

) h

i

h

j

;

kde

~

h = ( h

1

; : : : ; h

p

).

Dùkaz vìty 6.7 Bez dùkazu!!! :o)

�

Poznámka 6.20 V ìta 6.6 ) H F je symetric k á.

Poznámka 6.21 T a ylor pro 1 promìnnou:

F ( x

0

+ h ) = F ( x

0

) + F

0

( x

0

) � h +

1

2

F

00

( x

0

) � h

2

+ : : : + o ( h

2

) :

T a ylor pro p promìnn ýc h:

F ( ~x

0

+

~

h ) = F ( ~x

0

) + J F ( ~x

0

) �

~

h

T

+

~

h �

1

2

H F ( ~x

0

) �

~

h

T

+ : : : + o ( jj h jj

2

) :



Kapitola 7

Metric k é prostory

Pojmy v této kapitole: Metric ký prostor, metrik a, prostor se sk alárním souèi-

nem, ok olí b o du (kruho v é a prstenco v é), limita p osloupnosti, limita funk ce, sp o jitost,

otevøená mno¾ina, uza vøená mno¾ina, vnitøek, hranice, vnìj¹ek a uzá v ìr mno¾in y , p o d-

p osloupnost, hromadn ý b o d, k ompakt, omezenost, izometrie, k on v exní mno¾ina, úseè k a,

Bolzano-Cauc h y p o dmínk a, úpln ý metric ký prostor. Heineho v ìta, v ìta o vztah u limit y a

sp o jitosti, Heineho c harakterizace sp o jitosti, sp o jitost p omo cí otevøenosti, sp o jitost slo-

¾ené funk ce, uza vøenost p omo cí p osloupností, k ompakt y v R

p

, sp o jit ý obraz k ompaktu,

c harakterizace k ompaktnosti, Banac ho v a v ìta o k on trak ci.

Definice 7.1 (Metrický pr ostor. ) Nec h » X je libiv olná mno¾ina. F unk ce � :

X ! R se nazv e metrika , p okud

� (M1) � ( x; y ) � 0 8 x 2 X ; � ( x; y ) = 0 , x = y

� (M2) � ( x; y ) = � ( y ; x ) 8 x; y 2 X

� (M3) � ( x; y ) � � ( x; z ) + � ( z ; y ) (�-nero vnost)

Dv o jice ( X ; � ) se nazýv á metrický pr ostor .

Pøíklad 7.1

1. X : : : R , � ( x; y ) := j x � y j

2. X : : : mno¾ina v¹ec h stanic metra

� ( u; v ) = nejmen¹í p o èet úsekù dílèíc h u; v :

� (Muzeum, Mùstek )

| {z }

=1

� � (Muzeum, Florenc )

| {z }

=2

+ � (Florenc, Mùstek )

| {z }

=2

3. Diskrétní pr ostor X : : : lib o v olná

� ( x; y ) :=

(

0; x = y

1; x 6= y

77
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4. !!! Ka¾dý normo v an ý prostor je záro v eò metric ký: ( X ; jj � jj ) .

De�n uji � ( x; y ) := jj x � y jj .

(N1) ) (M1)

(N2) ) (M2)

� ( x; y ) = jj x � y jj = jj x � z + z � y jj � jj x � z jj + jj z � y jj := � ( x; z ) + � ( z ; y )

5. Je-li ( X ; � ) metric ký prostor,

~

X 2 X )

�

~

X ; �

�

je op ìt metric ký prostor

tj. ( R

3

; � ) : : : metric ký prostor; �

e

( ~ x; ~ y ) :=

p

P

p

i =1

( x

i

� y

i

)

2

je Eukleido vská metrika .

Obecnì: M 2 R

3

; ( M ; �

e

)

6. normo v an ý prostor: C ([0; 1]) := f f ( x ) : [0 ; 1] ! R sp o jitá g

jj f jj

1

= sup

x 2 [0 ; 1]

j f ( x ) j : : : D.CV . je to norma

� ( f ; g ) = sup

x 2 [0 ; 1]

j f ( x ) � g ( x ) j

7. R

p

: : : sk alární souèin: h ~ x ; ~ y i

| {z }

Eukleido vsk á norma

:=

P

p

i =1

x

i

y

i

, kde ~ x = ( x

1

; : : : ; x

p

) a ~ y =

( y

1

; : : : ; y

p

)

8. C ([0 ; 1]) : : : sk alární souèin: h ~ x; ~ y i := R )

R

1

0

f ( x ) g ( x )d x , kde

h ~ x; ~ y i : : : jj f jj

2

=

s

R )

Z

1

0

f

2

( x )d x

Definice 7.2 (Pr ostor se skalárním souèinem. )

( X ; h� ; �i )

je pr ostor se skalárním souèinem , p okud X je lineární v ektoro vý prostor a h� ; �i je

bilineární, p ozitivnì de�nitní, symetric k á forma na X .

Lze za v ést norm u: jj x jj :=

p

h x; x i . Pro tuto norm u platí:

� (1) jh x; y ij � jj x jj � jj y jj

� (2) jj x + y jj � jj x jj + jj y jj

Definice 7.3 (Ok olí bodu. ) Nec h » ( X ; � ) je M : x

0

2 X , " > 0. P otom de�n ujeme

kr uho vé ok olí:

U ( ~x

0

; " ) = U

( X ;� )

( ~x

0

; " ) = U

�

( x

0

; " ) := f x 2 X : � ( x; x

0

) < " g

prstenco vé ok olí:

P ( ~x

0

; " ) = P

( X ;� )

( ~x

0

; " ) = P

�

( x

0

; " ) := f x 2 X : 0 < � ( x; x

0

) < " g

neb oli

U ( x

0

; " ) � f x

0

g = P ( x

0

; " )
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Poznámka 7.1 Zahrn uje v¹ec hn y døív ìj¹í p o jm y ok olí s výjimk ou ok olí �1 v R

�

: : :

není metric ký prostor.

Poznámka 7.2 V¹ec hn y dal¹í p o jm y za v edeme p omo cí p o jm u ok olí.

Definice 7.4 (Limit a posloupnosti. ) Nec h » f x

n

g

n 2 N

� X : : : x

n

2 X 8 n 2 N ; x

2

X .

P otom x

n

!

X ( � )

x

0

pro n ! 1 , p okud

8 " > 0 9 n

0

2 N : n � n

0

) x

n

2 U ( x

0

; " )

neb o tak é

8 " > 0 9 n

0

2 N : n � n

0

) � ( x

;

x

n

) < "

Definice 7.5 (Limit a funk ce. ) Nec h » ( X ; � ) je metric ký prostora ( Y ; � ) je metric ký

prostor. Nec h » F : X ! Y , x

0

2 X , y

0

2 Y . P otom F ( x ) !

Y

y

0

pro x !

X

x

0

, p okud

8 " > 0 9 � > 0 : F ( P

X

( x

0

; � )) � U

Y

( y

0

; " ) :

Vìt a 7.1 (Heineho vìt a. ) Nec h » ( X ; � ) a ( Y ; � ) jsou metric k é prostory , F ( x ) : X ! Y ,

x

0

2 X , y

0

2 Y . P otom je ekviv alen tní

1. lim

x ! x

0

F ( x ) = y

0

2. Pro k a¾dou p osloupnost f x

n

g � X splò ující

� (a) x

n

!

X

x

0

� (b) x

n

6= x

0

8 n 2 N

platí, ¾e F ( x

n

) ! y

0

.

Dùkaz vìty 7.1

� (1) ) (2): " > 0 dáno: p o dle (1) 9 � > 0 : F ( P

X

( x

0

; � )) � U

Y

( y

0

; " ) .

Nec h » f x

n

g splò uje (2a) a (2b):

x

n

!

X

x

0

8 n

0

2 N : n > n

0

: x

n

2 U

X

( x

0

; � )

x

0

6= x

0

: : : x

n

2 P

X

( x

0

; � ) ) F ( x

n

) 2 U

Y

( y

0

; " )

F ( x

n

) !

Y

y

0

.

� (2) ) (1) dok á¾u v e tv aru : (1) ) : (2):

: (1): 9 " > 0 8 � > 0 : F ( P

X

( x

0

; � ) ) 6� U

Y

( y

0

; " )

�xuji " > 0: p olo¾ � =

1

n

: : : 9 x

n

: : : x

n

2 P

X

�

x

0

;

1

n

�

& F ( x

n

) 62 U

Y

( y

0

; " )

) x

n

6= x

0

� ( x

0

; x

n

) <

1

n

, tj. x

n

!

X

x

0

platí (2ab), ale F ( x

n

) 6! y

0

, tj. : (2).
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�

Pøíklad 7.2 f f

n

g � C ([0 ; 1])

f

n

=

8

>

<

>

:

0; x 2 [

1

n

; 1]

1; x = 0

x ; x 2 [0 ;

1

n

]

jj f

n

jj

1

= 1; tj. f

n

6!

jj�jj

1

0

jj f

n

jj

2

=

Z

1

0

f

2

( x )d x �

Z
1

n

0

1 � d x =

1

n

! 0

f ( n ) 6!

jj f

n

jj

2

0 : : : funk ce, která � 0.

Definice 7.6 (Spojitost . ) Nec h » ( X ; � ) a ( Y ; � ) jsou metric k é prostory . Nec h » F :

X ! Y , x

0

2 X . F unk ce F se nazv e spojit á v x

0

, p okud

8 " > 0 9 � > 0 : F ( U

X

( x

0

; � )) � U

Y

( F ( x

0

) ; " ) :

Vìt a 7.2 (Vzt ah limity a spojitosti. ) Nec h » ( X ; � ) a ( Y ; � ) jsou metric k é prostory ,

F ( x ) : X ! Y , x

0

2 X , y

0

2 Y . P otom je ekviv alen tní

1. F je sp o jitá v x

0

2 X

2. lim

x ! x

0

F ( x ) = F ( x

0

).

Poznámka 7.3 lim

x ! x

0

x = x

0

. V ìta 7.2 øík á:

F ( lim

x ! x

0

x

| {z }

x

0

) = lim

x ! x

0

F ( x )

sp o jitost , F lze zamìnit s op erací lim

Dùkaz vìty 7.2

� (1) ) (2) " > 0 dáno: 9 � > 0 : F ( U ( x

0

; � )) � U ( F ( x

0

) ; " )

tím spí¹e F ( P ( x

0

; � )) � U ( F ( x

0

) ; " )

tj. dok ázáno (2)

� (2) ) (1) " > 0 dáno: 9 � > 0 : F ( P ( x

0

; � )) � U ( F ( x

0

) ; " )

F ( x

0

) 2 U ( F ( x

0

) ; " )

) F ( U ( x

0

; � )) � U ( F ( x

0

) ; " ) ;

tj. (1).

�

Vìt a 7.1 ' (Heineho charakteriza ce spojitosti. ) Následující je ekviv alen tní

1. F je sp o jitá v x

0

2 X

2. 8f x

n

g � X splò ující x

n

!

X

x

0

platí F ( x

n

) !

Y

F ( x

0

).
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Dùkaz vìty 7.1 Bez dùk azu.

�

Pøíklad 7.3 Je zobrazení F : C ([0 ; 1]) ! R sp o jité? : : : zá visí na metrice!!!

f ( x ) 7! f (0), kde f ( x ) 2 C ([0 ; 1])

jj � jj

1

: : : ano

jj � jj

2

: : : ne

Úmluv a zna èení 7.1 ( X ; � ) , ( Y ; � ) , ( Z ; � ) jsou metric k é prostory .

Definice 7.7 (Otevøená mno¾ina. ) G � X se nazv e otevøená , p okud

8 x

0

2 G 9 " > 0 : U

X

( x

0

; " ) � G

Názornì: k a¾dý b o d je v G s nìjakým ok olím.

Pøíklad 7.4

1. I = ( a; b ) � R je otevøen ým: x

0

2 I :

a < x

0

< b : : : 9 " > 0

a < x

0

� " < x

0

+ " < b

U ( x

0

; " ) � I

2. ob ecnì: U

X

( x

0

; " ) je otevøená mno¾ina.

~x 2 U

X

( x

0

; " ) : : : � ( x; ~x ) = d < " , zv ol ~" > 0 tak, ¾e d + ~" < " , napø. ~" =

1

2

( " � d ) :

tvrdíme: U

X

( ~x

0

; ~" ) � U

X

( x

0

; " ) . Proto¾e: v ezm u y 2 U

X

( ~ x ; ~" ):

� ( y ; x

0

) � � ( y ; ~x )

| {z }

< ~"

+ � ( ~ x ; x

)

| {z }

= d

< ~" + d < " ) y 2 U

X

( x

0

; " )

3. triviálnì: ? ; X jsou otevøené

Poznámka 7.4 P o jem otevøenosti zá visí na X , jeho¾ je G èástí ( G � X ). Napø. M =

[0 ; 1) : : : M � R : : : není otevøená:

U

R

(0 ; " ) = ( � "; " ) 6� [0 ; 1)

ale:

M � Y = [0 ; + 1 ) s metrik ou jak o v R .

U

Y

( 0 ; " ) = f x 2 Y : j x � 0 j < " g = [0 ; " ) � M pro " � 1.

Vìt a 7.3

1. Nec h » fG

i

g

i 2I

je lib o v oln ý systém otevøen ýc h mno¾in. P otom té¾ [

i 2I

G

i

je otevøená

mno¾ina.

P ozor: I je mno¾ina, nik oli in terv al!!!

2. Nec h » fG

i

g

n

i 2I

jsou otevøené mno¾in y . P otom té¾ \

i 2I

G

i

je otevøená mno¾ina.

Dùkaz vìty 7.3
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1. x

0

2 [

i 2I

G

i

, x

0

2 G

i

0

: : :

) staèí: G

i

0

otevøená: U ( x

0

; " ) � G

i

0

pro jisté " > 0

ale G

i

0

� [

i 2I

G

i

.

2. x

n

2 \

n

i 2I

G

i

, x

0

2 G

i

8 i = ; : : : ; n .

ale: G

i

: : : otevøená mno¾ina ) 8 i 9 "

i

> 0: U ( x

0

; "

i

) � G

i

p olo¾ " = min f "

i

: i = 1 ; : : : ; n g . Zøejmì " > 0 : U ( x

0

; " ) � U ( x

0

; "

i

) 8 i ) � G

i

8 i

)� \

n

i 2I

G

i

�

Poznámka 7.5 P olo¾me G

i

= ( �

1

i

;

1

i

) � R otevøená.

\

i 2 N

G

i

= f 0 g není otevøená, tj. èást (2) neplatí pro nek oneèné prùniky .

Vìt a 7.4 (Spojitost pomocí otevøenosti. ) Nec h » F ( x ) : X ! Y je funk ce. P ak je

ekviv alen tní:

1. F ( x ) je sp o jitá v k a¾dém x

0

2 X .

2. Je-li M � Y otevøená, je F

� 1

( M ) � otevøená.

Dùkaz vìty 7.4

� (1) ) (2): M � Y je otevøená: ? je mno¾ina F

� 1

( M ) = f x 2 X : F ( x ) 2 Mg � X

je otevøená

x

0

2 F

� 1

( M ) : : : F ( x

0

) 2 M : : : otevøená ) 9 " > 0: U

Y

( F ( x

0

) ; " ) � M

U

X

( x

0

; � ) � F

� 1

( M )

� (2) ) (1): zv ol x

0

2 X lib o v olné, " > 0: ? ( 9 � > 0)[ F ( U

X

( x

0

; � )) � U

Y

( F ( x

0

) ; " ) ]

U

Y

( F ( x

0

) ; " ) je otevøená : : : F

� 1

( U

Y

( F ( x

0

) ; " ) ) � X je otevøená a obsah uje x

0

.

T edy: 9 � > 0: U

X

( x

0

; � ) � F

� 1

( U

Y

( F ( x

0

) ; " ) )

) F ( U

X

( x

0

; � ) ) � U

Y

( F ( x

0

) ; " ) .

�

Vìt a 7.5 (Spojitost slo¾ené funk ce. ) Nec h » F ( x ) : X ! Y a G ( x ) : Y ! Z jsou

sp o jité funk ce. P ak G o F : X ! Z je sp o jité.

Dùkaz vìty 7.5 Dle V ìt y 7.4 staèí: M � Z otevøená ) [ G o F ]

� 1

( M ) � X je otevøená.

[ G o F ]

� 1

( M ) = F

� 1

f G

� 1

( M )

| {z }

otevøená ze sp o jitosti G

g

| {z }

otevøená ze sp o jitosti F

�

Poznámka 7.6 f x

2

+ y

2

+ z

2

< 1 g = f ( x; y ; z ) 2 R

3

: x

2

+ y

2

+ z

2

< 1 g

Pøíklad 7.5
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1. M = f x

2

+ y

2

+ z

2

< 1 g \ f x + y + z > 0 g � R

3

je otevøená. M = F

� 1

(( �1 ; 1)) \

G

� 1

((0 ; + 1 ))

F : ( x; y ; z ) 7! x

2

+ y

2

+ z

2

G : ( x; y ; z ) 7! x + y + z

g R

3

! R sp o jité

2. X : : : diskrétní metric ký prostor: � ( x; y ) =

(

0; x = y

1; x 6= y

ok olí: x

0

2 X

U

X

( x

0

; " ) =

(

X ; " > 1

f x

0

g ; " � 1

k a¾dá G 2 X je otevøená dle V ìt y 7.4 : : : k a¾dá F : X ! Y je sp o jitá (nezá visle

na Y ; F ).

D.CV .: dok a¾te pøímo z de�nice (p omo cí ok olí)

Definice 7.8 (Uza vøená mno¾ina. ) F � X se nazv e uza vøená , prá v ì kdy¾ dopnìk

X � F je otevøená.

Pøíklad 7.6

1. I = [ a; b ] � R je uza vøená mno¾ina:

R � [ a; b ] = ( �1 ; a )

| {z }

otevøená mno¾ina

[ ( b; + 1 )

| {z }

otevøená mno¾ina

2. ? ; X jsou uza vøené

3. op ìt zá visí na þreferenèním prostoruÿ

Poznámka 7.7 Zpøesníme terminologii na otevøená (uza vøená) v X .

4. M = [0 ; 1)

: : : není uza vøená v R : : : R � M = ( �1 ; 0) [ [1 ; + 1 ) 6� U (1 ; " ) pro ¾ádné " > 0

je uza vøená v Y = [0 ; 1).

Vìt a 7.3 '

1. fF

i

g

i 2I

uza vøená ) \

i 2I

F

i

je uza vøená.

2. fF

i

g

n

i 2I

uza vøená ) [

n

i 2I

F

i

je uza vøená.

Dùkaz vìty 7.3

1. X � \

i 2I

F

i

= [

i 2I

( X � F

i

) : : : de Mor ganùv vzorec

F

i

: : : uza vøená ) X � F

i

: : : otevøená ) RHS je otevøená (V ìta 7.3 (1))

) \F

i

: : : uza vøená
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2. p o dobnì: X � [

n

i 2I

F

i

= \

n

i 2I

( X � F

i

)

�

Vìt a 7.6 (Uza vøenost pomocí posloupností. ) Nec h » A � X . P otom je ekviv a-

len tní:

1. A � X je uza vøená

2. p okud x

n

2

~

A, x

n

!

X

x

0

, tak x

0

2

~

A.

Dùkaz vìty 7.6

� (1) ) (2) : x

n

2

~

A; x

n

! x

0

2

~

A : x

0

2 ( X � A ) : : : otevøená : : : 9 " > 0 :

U ( x

0

; " ) � ( X � A ) .

tj. U ( x

0

; " ) \ A = ? . Záro v eò ale x

n

|{z}

2

~

A

! x

0

) x

n

2 U ( x

0

; " ) pro n dost v elk é )

spor.

� : (1) ) : (2):

~

A není uza vøená : : : X �

~

A není otevøená : : : 9 x

0

X �

~

A : : : 8 " > 0 :

U ( x

0

; " ) 6� X �

~

A .

tj. U ( x

0

; " ) \ A 6= ? . Za�xuji x

0

, p o èítám s " =

1

n

: : : v ezm u x

n

2

~

A, x

n

2 U

�

x

0

;

1

n

�

.

T edy x

n

nesplò ují (2) ( x

n

! x

0

; x

n

2

~

A ; ale x

6

2

~

A).

�

Definice 7.9 (Vnitøek. ) Pro A � X de�n ujeme vnitøek :

in t A = f x 2 X : 9 " > 0 : U

X

( x; " ) � Ag

Definice 7.10 (Hranice. ) Pro A � X de�n ujeme hranici :

@ A = f x 2 X : 9 " > 0 : ( U

X

( x; " ) \ A ) & ( U

X

( x; " ) \ ( X � A ) ) g

Definice 7.11 (Vnìj¹ek. ) Pro A � X de�n ujeme vnìj¹ek :

ext A = f x 2 X : 9 " > 0 : ( U

X

( x; " ) � ( X � A ) ) g

Definice 7.12 (Uzá vìr. ) Pro A � X de�n ujeme uzá vìr :

A = f x 2 X : 9 " > 0 : ( U

X

( x; " ) \ A 6= ? ) g
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dA

int A

ext A

Pøíklad 7.7

1. X = R , A : : : in terv al s kra jními b o dy a < b .

in t A = ( a; b )

@ A = f a; b g

ext A = ( �1 ; a ) [ ( b; + 1 )

A = [ a; b ]

Poznámka 7.8 Z de�nice platí:

� in t A � A � A

� A = in t A [ @ A

� ext A \ A = ?

2. X � R : : : x 2 R : : : U ( x

0

; " ) = ( x � "; x + " ) protíná Q i R �Q

in t Q = ?

@ Q = R

Q = R

ext Q = ?

3. X e diskrétní:

~

A � X je lib o v olná: x 2 X : U

�

x

0

;

1

2

�

= f x g

in t A = A

@ A = ?

A = A

ext A = X � A

Definice 7.13 (Podposloupnost . ) Nec h » f x

n

g � X je p osloupnost. P osloupnost f x

0

n

g

se nazv e podposloupnost (neb o p osloupnost vybraná z) f x

n

g , p okud existuje rostoucí

p osloupnost f k

n

g � N tak, ¾e x

0

n

= x

k

n

. Znaèíme: f x

0

n

g � f x

n

g .

Poznámka 7.9 x

n

! x

0

, f x

0

n

g � f x

n

g ) x

0

n

! x

0

Dk.: " > 0 : 9 n

0

: n � n

0

x

n

2 U ( x

0

; " ).

Klíèo v é p ozoro v ání: f k

n

g � N rostoucí: k

n

� n

n � n

0

: k

n

� n

0

: x

0

n

� x

k

n

2 U ( x

0

; " ).

Definice 7.14 (Hr omadný bod. ) Bo d x

0

2 X se nazv e hr omadný bod f x

n

g , p okud

pro k a¾dé " > 0 je M = f n 2 N : x

n

2 U ( x

0

; " ) g nek oneèná.
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Definice 7.15 (Hr omadný bod. ) Bo d x

0

2 X se nazv e hr omadný bod f x

n

g , p okud

existuje f x

0

n

g � f x

n

g tak, ¾e x

0

n

! x

0

.

Poznámka 7.10 Tvrzení: Ob ì de�nice jsou ekviv alen tní.

Dk.:

� (1) ) (2) M

n

= f k 2 N : x

k

2 U

�

x

0

;

1

n

�

g je nek oneèná. 8 n 2 N ) shora neome-

zená.

x

0

je hromadn ý b o d dle první z de�nic:

zv ol k

1

2 M

1

- lib o v olnì

k

2

2 M

2

- ab y k

2

> k

1

: : :

k

n

2 M

n

- ab y k

n

> k

n � 1

f k

n

g � N je rostoucí

x

0

n

:= x

k

n

2 U

�

x

0

;

1

n

�

, tj. x

0

n

! x

0

.

� (2) ) (1) : x

0

je hromadn ým b o dem dle druhé z de�nic:

" > 0 díno: x

0

n

= x

k

n

2 U ( x

0

; " ) pro n � n

0

.

P otom M = f n 2 N : x

n

2 U ( x

0

; " ) g � f k

n

: n � n

0

g

::: nek oneèná

i M je nek oneèná.

Poznámka 7.11 Omezená f x

n

g � R má hromadn ý b o d (v R ).

Definice 7.16 (K omp akt . ) Mno¾ina A � X se nazv e k omp aktní neb o k omp akt ,

p okud k a¾dá f x

n

g � A má hromadn ý b o d x

0

2 A .

Pøíklad 7.8

1. K.M. je v¾dy k ompaktní

2. I = [ a; b ] � R je k ompaktní. f x

n

g � [ a; b ], 9f x

0

n

g � f x

n

g : x

0

n

! x

0

; a � x

0

� b .

3. I = (0 ; 2] � R není k ompaktní: x

n

=

1

n

! 0

k a¾dá vybraná x

0

n

! 0 62 (0 ; 2]

Poznámka 7.12 Kompaktnost je vnitøní vlastnost.

(0 ; 2] � R není otevøená, ale (0 ; 2] � (0 ; 2] je otevøená

(0 ; 2] není k ompaktní � R , ani � (0 ; 2].

Poznámka 7.13 Kompaktnost je zob ecnìní k oneènosti.

Lemma 7.1 Je-li A � X k ompaktní, je A vùèi X uza vøená.

Dùkaz lemma tu 7.1 A není uza vøená ) A není k ompaktní.

A není uza vøená: V ìta 7.6 : : : 9f x

n

g � A ; x

n

! x

0

62 A .

k a¾dá vybraná f x

0

n

g � f x

n

g : x

0

n

! x

0

62 A .

) není k ompaktní

�



KAPITOLA 7. METRICKÉ PR OSTOR Y 87

Definice 7.17 (Omezenost . ) Nec h » X je normo v an ý prostor. Mno¾ina A � X se

nazv e omezená , ( 9 c > 0) ( 8 x 2 A ) [ jj x jj � c ].

Lemma 7.2 Nec h » X je normo v an ý prostor. Je-li A � X k ompakt, je omezená.

Dùkaz lemma tu 7.2 A není omezená ) A není k ompaktní.

A není omezená: ( 9 c > 0) ( 9 x 2 A ) [ jj x jj > c ].

uza vøená c = n 2 N : : : 9 x

n

: : : jj x

n

jj > n . Nec h » x

0

je hromadn ý b o d.

jj x

n

jj = jj x

0

+ ( x

n

� x

0

) jj � jj x

j

j + jj x

n

� x

0

jj

jj x

n

� x

0

jj � jj x

n

jj � jj x

0

jj > n � jj x

0

jj

> 1 pro n > jj x

0

jj + 1

�

Poznámka 7.14 V normo v aném prostoru X k ompaktní ) omezená, uza vøená.

Vìt a 7.7 (K omp akty v R

p

. ) Nec h » A � R

p

. P otom je ekviv alen tní:

1. A � X je Kompaktní

2. A je omezená a uza vøená.

Dùkaz vìty 7.7

� (1) ) (2) : : : Lemmata 7.1 a 7.2 .

� (2) ) (1) f ~x

n

g � A : : : cíl: má hromadn ý b o d. A je omezená: jj ~x

n

jj � c:

~x

n

= ( x

n

1

; x

n

2

; : : : ; x

n

p

).

j x

n

j

j � jj ~x

n

jj

2

� c

vyb eru f

~

x

0

n

g � f ~x

n

g tak, ¾e x

n

1

! x

0

1

2 R

vyb eru f

~

x

00

n

g � f

~

x

0

n

g tak, ¾e x

n

2

! x

0

2

2 R

.

.

.

p - krokù: f

^

~x

n

g : x

n

p

! x

0

p

2 R .

f

^

~x

n

g ! ~x

0

= ( x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

p

)

k on v ergence p o slo¾k ác h

A je uza vøená ) ~x

0

2 A .

�

Vìt a 7.8 (Spojitý obraz k omp aktu. ) Nec h » K � X je k ompaktní, F : X ! Y

sp o jité. P otom F ( K ) je k ompaktní.

Dùkaz vìty 7.8 f y

n

g � F ( K ), tj. 9f x

n

g � K : : : F ( x

n

) = y

n

.

K je k ompakt ) 9f x

0

n

g 2 f x

n

g ; x

0

n

! x

0

2 K :

P otom y

0

n

= F ( x

0

n

) je vybraná z f y

n

g .

Sp o jitost F : x

0

n

! x

0

) F ( x

0

n

) = y

0

n

! F ( x

0

) 2 F ( K ) :

(jestli¾e f x

n

k

g je vybraná : : : y

n

k

; y

n

k

= F ( x

n

k

))
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�

Lemma 7.3 Nec h » A � R k ompakt. P otom A obsah uje nejv ìt¹í a nejmen¹í prv ek.

Dùkaz lemma tu 7.3 A má nejmen¹í prv ek: � := inf A ; A je k ompakt ) je omezená:

� 2 R . Cíl: � 2 A .

n 2 N dáno: 9 x

n

2 A � � x

n

< � +

1

n

: : : 2. vlastnost in�ma

P ak x

n

! � , A je uza vøená: � 2 A .

�

Lemma 7.0 Tvrzení:

F : X ! R sp o jitá funk ce, K � X je k ompaktní. P ak F nab ýv á K maxima a minima.

tj. ( 9 a 2 K ) ( 8 x 2 K ) [ F ( x ) � F ( a )],

( 9 b 2 K ) ( 8 x 2 K ) [ F ( x ) � F ( b )].

Dùkaz lemma tu 7.0 V ìta 7.8 : F ( K ) � R je k ompaktní.

V ìta 7.3 : 9 � 2 F ( K ) nejv ìt¹í

staèí v olit a 2 F

� 1

( f � g ) lib o v olnì.

�

Poznámka 7.15 V ìta: I = [ a; b ] � R , f : I ! R sp o jitá, pak f nab ýv á v I maxima a

minima. Je sp eciálním pøípadem pøedc hozíc h v ìt.

Vìt a I (Charakteriza ce k omp aktnosti. ) Nec h » M � X . P ak je ekviv alen tní:

1. M je k ompaktní

2. Je-li fG

�

g

� 2A

systém otevøen ýc h p o dmno¾in, M � [

� 2A

G

�

, pak existuje k oneèn ý

p o dsystém fG

�

i

g

n

i =1

� fG

�

g

� 2A

tak, ¾e M � [

n

i =1

G

�

i

.

Dùkaz vìty I Bez dùk azu.

�

Vìt a 7.9 Nec h » 
 � R

p

je otevøená, k on v exní, nec h » F ( ~ x ) : 
 ! R je sp o jitá, par-

ciální deriv ace jsou sp o jité v 
. Nec h » 9 L > 0: jjr F ( ~ x ) jj < L 8 x 2 
. P otom F ( ~ x ) je

lipsc hitzo vsk á s k onstan tou L .

Dùkaz vìty 7.9 Zv olme ~ x ; ~ y 2 
 lib o v olnì. Dk. pøedp okládá existenci D F ( ~ x ) 8 x 2 
,

tedy té¾ na sp o jnici b o dù ~ x ; ~ y .

Z v ìt y o støední ho dnotì (V ìta 6.5 ):

9 c : F ( ~ x ) � F ( ~ y ) = r F ( ~ c ) � ( ~ x � ~ y )

j F ( ~ x ) � F ( ~ y ) j � jjr F ( ~ c ) jj

| {z }

L

�jj ~ x � ~ y jj � L � jj ~ x � ~ y jj

sp eciálnì: p = 1: f ( x ) : ( a; b ) ! R ; j f

0

( x ) j � L ) f ( x ) je lipsc hitzo vsk á s k onstan tou L .
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�

Lemma 7.4 Nec h » jj � jj

�

je lib o v olná p evná norma v R

p

. P ak existují c

1

; c

2

> 0:

c

1

jj ~ x jj

1

� jj ~ x jj

�

� c

2

jj ~ x jj

1

8 x 2 R

p

: jj ~ x jj

1

=

p

X

i =1

j x

i

j ;

kde ~ x = ( x

1

; : : : ; x

p

).

Dùkaz lemma tu 7.4 jj ~ x jj

�

� c

2

jj ~ x jj

1

~ x =

P

p

i =1

x

i

~e

i

; e

i

= (0 ; : : : ; 1

|{z}

" i

; 0 ; : : : ; 0)

jj ~ x jj

�

= jj

P

p

i =1

x

i

~e

i

jj

�

�

P

p

i =1

j x

i

jjj ~e

i

jj

�

� c

2

� jj ~ x jj

1

c

2

:= max fjj ~e

i

jj

�

; i = 1 ; : : : ; p g

c

1

jj ~ x jj

1

� jj ~ x jj

�

de�njme zobrazení ' : ( R

p

; jj � jj

1

) ! R , ~ x 7! jj ~ x jj

�

' je lipsc hitzo vsk á s L = c

2

:

j ' ( ~ x ) � ' ( ~ y ) j = jjj ~ x jj

�

� jj ~ y jj

�

j � jj ~ x � ~ y jj

�

� c

2

jj ~ x � ~ y jj

1

S = f ~ x 2 R

p

: jj ~ x jj

1

= 1 g � ( R

p

; jj � jj

1

) je k ompaktní.

je omezená a uza vøená.

 : ( R

p

; jj � jj

1

) ! R , ~ x 7! jj ~ x jj

1

je sp o jité (1-lipsc hitzo vsk á)

S =  

� 1

( f 1 g ) : : : uza vøená mno¾ina

S = R

p

� (  

� 1

( R � f 1 g ) ) uza vøená.

' nab ýv á na S minima: oznaème ho c

1

(bude > 0)

c

1

jj ~ x jj

1

� jj ~ x jj

�

8 ~ x 2 R

p

:

jj ~ x jj

1

= 1 : : : OK

~ x = 0 : : : OK

jinak ~ y =

~ x

jj ~ x jj

1

a platí ~ y 2 S

c

1

jj

x

jj ~ x jj

1

jj � jj

x

jj ~ x jj

1

jj

�

krátím, jsou to sk aláry .

�

Poznámka 7.16 Dùsledky:

� f ~x

n

g � R

p

, jj ~x

n

jj

�

! 0 , jj ~x

n

jj

1

! 0 : : : ekviv alence pøi k on v ergenci

� zac ho v ání otevøenosti (nezá visí na normì)

U

1

�

~x

0

;

"

c

2

�

� U

�

( x

0

; " )

z první nero vnosti:

jj ~ x � ~x

0

jj

1

<

"

c

2

) jj ~ x � ~x

0

jj

�

< "

U

�

( x

0

; c

1

" ) � U

1

( ~x

0

; " )

(z druhé nero vnosti)
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Definice 7.18 (Izometrie. ) ( X ; � ) ; ( Y ; � ) jsou metric k é prostory . Zobrazení F : X !

Y se nazv e izometrie , p okud � ( x; y ) = � ( F ( x ) ; F ( y )) 8 x; y 2 X .

Pøíklad 7.9 ' : R

2

! C , ( x; y ) 7! x + iy

norma:

p

x

2

+ y

2

�

p

Re

2

+ Re

2

izometrie = ztoto¾nìní metric ký prostor

Definice 7.19 (K onvexní mno¾ina. ) Nec h » X lineární v ektoro vý prostor nad R .

Mno¾ina M � X se nazv e k onvexní , p okud

( 8 x; y 2 M ) ( 8 � 2 [0 ; 1]) [ �x + (1 � � ) y

| {z }

y + � ( x � y )

2 M ]

Definice 7.20 (Úseèka. ) Mno¾ina h a ; b i = f �a + (1 � � ) b ; � 2 [0 ; 1] g nazvu úseèk ou

s kra jními b o dy a a b (sp o jnice a; b ).

Poznámka 7.17 Nelze za v ést v ob ecném metric k ém prostoru (v metric k ém prostoru

nelze sèítat a násobit èíslem).

Definice 7.21 (Bolzano-Ca uchy podmínka. ) P osloupnost f x

n

g � X se nazv e

ca uchyo vská , p okud

( 8 " > 0) ( 9 n

0

2 N ) [ m; n � n

0

) � ( x

n

; x

m

) < " ] :

Lemma 7.5 Kon v ergen tní p osloupnost je cauc h y o vsk á.

Dùkaz lemma tu 7.5 f x

n

g � X k on v ergen tní: x

n

! x

0

2 X .

" > 0 dáno:

"

2

> 0 : : : 9 n

0

; n � n

0

: � ( x

n

; x

0

) <

"

2

m; n � n

0

: � ( x

n

; x

m

) � � ( x

n

; x

0

)

| {z }

<

"

2

+ � ( x

0

; x

m

)

| {z }

<

"

2

�

Definice 7.22 (Úplný metrický pr ostor. ) Metric ký prostor se nazv e úpln ý , p okud

k a¾dá cauc h y o vsk á p osloupnost f x

n

g � X má v X limitu.

Pøíklad 7.10

1. ( R ; j � j ) je úpln ý [1. semestr]

2. ( C ; j � j ) je úpln ý [3. k apitola]

3. ( Q ; j � j ) není úpln ý: S

n

:=

P

n

k =0

1

k !

, zøejmì f S

n

g � Q a je cauc h y o vsk á ) má limitu,

ale ob ec. v R

S

n

! e 62 Q :

Poznámka 7.18 X je úpln ý: þnemá díryÿ.
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þ R je úpln ýÿ je ekviv alen tní þaxiom o suprem uÿ.

Vìt a 7.10 R

p

je úpln ý prostor.

Dùkaz vìty 7.10 P o slo¾k ác h. f x

n

g � R

p

je cauc h y o vsk á.

~

x

n

= ( x

n

1

; x

n

2

; : : : ; x

n

p

)

Klíèo v é p ozoro v ání: j x

n

i

� x

m

i

j � jj

~

x

n

�

~

x

m

jj

2

, tj. 8 i = 1 ; : : : ; p : f x

i

g

n 2 N

� R )

~

x

n

!

~

x

0

= ( x

0

1

; x

0

2

; : : : ; x

0

p

).

�

Vìt a 7.11 Nec h » X je úpln ý , M � X je uza vøen ý . P otom M je úpln ý prostor.

Dùkaz vìty 7.11 f x

n

g � M cauc h y o vsk á. Cíl: x

n

! x

0

2 M .

f x

n

g � X je cauc h y o vsk á ) (úplnost X ) ) x

n

! x

0

2 X .

x

n

2 M : : : uza vøená ) V ìta 7.6 ) x

0

2 M .

�

Poznámka 7.19 V ìta øík á: úplnost je uza vøená dìdièná vlastnost.

Poznámka 7.20 Uza vøenost je p o dstatná: viz Q � R .

Vìt a 7.12 Nec h » X je k omplaktní. P ak X je úpln ý .

Dùkaz vìty 7.12 f x

n

g � X je cauc h y o vsk á. X je k ompaktní ) 9 x

0

2 X hromadn ý

b o d. Cíl: x

n

! x

0

.

" > 0 dáno:

"

2

> 0 : : : 9 n

0

2 N : m; n � n

0

: � ( x

n

; x

m

) <

"

2

(Bolzano-Cauc h y)

9 ~n � n

0

: � ( x

~n

; x

0

)

"

2

Nec h » n � n

0

: � ( x

n

; x

0

) � � ( x

n

; x

~n

)

| {z }

<

"

2

+ � ( x

~n

; x

0

)

| {z }

<

"

2

< "

�

Vìt a 7.13 (Bana cho v a vìt a o k ontrak ci. ) Nec h » X je úpln ý prostor a nec h »

F : X ! X je k on trak ce. P otom existuje jedin ý x

0

2 X tak, ¾e F ( x

0

) = x

0

.

Poznámka 7.21 x

0

se nazýv á p evn ý b o d F .

k on trak ce: 9 a 2 (0 ; 1) : � ( F ( x ) ; F ( y )) � a � � ( x; y )

Poznámka 7.22 Bana cho v a vìt a: v¾dy existuje prá v ì 1 b o d tak, ¾e obraz na map ì

se kryje se skuteènou p olohou. a = mìøítk o map y .

Dùkaz vìty 7.13 Zv ol x

1

2 X lib o v olnì. x

n +1

:= F ( x

n

) 8 n 2 N .

Tvrdím: f x

n

g � X je cauc h y o vsk á.

� ( x

3

; y

2

) = � ( F ( x

2

) ; F ( x

1

)) � a � � ( x

3

; x

2

) � a

2

� ( x

2

; x

1

).

Induk cí: n � 2 : � ( x

n

; x

n � 1

) � a

n � a

� � ( x

2

; x

1

) ( � )

Nec h » m; n � n

0

� 2; BÚNO m � n , n

0

urèím p ozdìji.

� ( x

m

; x

n

) � � ( x

m

; x

n � 1

) + � ( x

m � 1

; x

m � 2

) + : : : + � ( x

n +1

; x

n

) =

P

m � n

k =1

� ( x

n + k

; x

n + k � 1

) �
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( � ) �

P

m � n

t =1

a

m + k � 2

� � ( x

2

; x

1

) = a

n � 2

| {z }

� a

n

0

� 2

� ( x

2

; x

1

)

| {z }

nec hám

�

m � n

X

k =1

a

k

| {z }

�

P

n

k =0

a

k

=

1

1 � a

, a 2 (0 ; 1)

� ( x

m

; x

n

) �

� ( x

2

;x

1

)

1 � a

�

1

a

2

� a

n

0

= I ( n

0

)

" > 0 dáno: zv ol n

0

2 N : I ( n

0

) < " .

f x

n

g � X Cauc h y & X úpln ý ) x

n

! x

0

2 X & x

n +1

! x

0

x

n +1

| {z }

! x

0

= F ( x

n

)

| {z }

F ( x

0

)

sp o jitost F (k on trak ce je sp o jitá)

jednoznaènost: sp orem: x

0

; y

0

: : : dv a p evné b o dy

� ( x

0

; y

0

) > 0 lze krátit

1 � a Sp or!!!

�

Poznámka 7.23

� víme: na R

p

jsou v¹ec hn y norm y ekviv alen tní

� ob ecnìji na k oneènì-dimenzionálním normo v aném prostoru jsou v¹ec hn y norm y

ekviv alen tní: top ologic ky : : : k on v ergence, uzá v ìr, úplnost, : : :

nik oliv: geometric ky: vzdálenost, nejbli¾¹í b o d.

� v prostorec h 1� dimenzionálním nejsou ob ecnì dv ì norm y ekviv alen tní (napø. co

do k on v ergence) X = C ([ a; b ]) jj f jj

1

= ( R )

R

b

a

j f ( x ) j d x

jj f jj

1

sup

x 2 [ a;b ]

j f ( x ) j

platí: jj f jj

1

� ( b � a ) jj f jj

1

k on v ergence vùèi jj � jj

1

) k o v ergen tní vùèi jj � jj

1

normì.

Ne obrá cenì!!!
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