Automaty a formalni jazyky I.

podle prednasek z roku 1991 zpracoval Josef Pojsl
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1 Pojmy jazyka a gramatiky

V této kapitole budou uvedeny zdkladni pojmy teorie automatu a formélnich jazyku a zpusob prace s nimi.

1.1 Jazyky

Definice 1.1
Libovolnd neprazdna kone¢na mnozina V je abecedou. Jeji prvky nazyvame znaky nebo symboly.

Definice 1.2

Slovo (fetézec) nad abecedou V je libovolna posloupnost kone¢né délky tvorend symboly z V. Slova zapisu-
jeme bez ¢arek, tedy posloupnost w = {a;}7,, kde a; € V, zapiSeme jako slovo w = a; - - - ap.

Délka slova w je délka w jako posloupnosti, znac¢ime |w| = n.

Prazdné slovo, tedy posloupnost délky nula, znac¢ime ¢ (v jiné literatuie také A nebo e), |e| = 0.

Symbolem V* zna¢fme mnozinu viech slov nad abecedou V, symbolem VT ozna¢ujeme mnozinu V*\ {e}.

Definice 1.3
Jazyk L nad abecedou V je libovolnd mnozina slov, L C V*.

Priklad 1.4
Necht V = {a, b} je abeceda. Jazyk L nad touto abecedou miize byt definovany takto: L = {w:w = a’b®,i >
0}. Potom slova ¢, ab, aabb pat¥i do jazyka L, ale slova b, ba nejsou z jazyka L.

Definice 1.5
Definujme operaci zretézeni: V* x V* — V* takto:

Wy = a1 ---ap

=ai-apb; b
w2:b1---bm}$w1w2 ai - anb1 m

Priklad 1.6
(i)ea=ac=a (ii) a’a? = aiti

Definice 1.7
Definujeme také operaci zietézend jazyki Ly, Ly CV*: 2V x 2V — 2V takto:

LiLy = {wyws:wy € Ly, wz € Ly}

Definice 1.8
Necht S je jazyk. Pak jazyk S* definovany S* = J;2, S' nazyvame uzdver jazyka S.

Mame tedy definovany jazyky, které vSak mohou byt nekoneéné. Budeme déle hledat nastroje, jak tyto
jazyky koneéné reprezentovat.
Za nastroje budeme pouzivat algoritmy nebo procedury. Ty mohou rozpoznavat piislusnost slova do jazyka.

algoritmus — program, ktery vzdy zastavi a pro slovo w na vstupu vrati odpovéd ano, jestlize w € L,
a odpovéd ne, jestlize w ¢ L. Rekneme, 7e tento algoritmus rozpozndvd jazyk L, ktery pak nazveme
rekurzivni jazyk.

procedura — program, ktery pro vstupni slovo w € L se zastavi a vrati odpovéd ano a pro vstup w ¢ L se
bud zastavi a vrati ne nebo se vitbec nezastavi. Rekneme, ze tato procedura éistecné rozpozndvd jazyk L,
ktery pak nazveme rekurzivné vycislitelny jazyk.



1 POJMY JAZYKA A GRAMATIKY 2

Lze také vyzadovat existenci procedury, kterd by vSechna slova jazyka generovala. Tento pozadavek je ekviva-
lentn{ s existenci rozpoznavaci procedury. Pro jazyk L tedy existuje procedura jej generujici pravé tehdy, kdyz
je L rekurzivné vycislitelny jazyk.

Jazyky pozdéji rozdélime do jistych tiid podle toho, zda a jakym zpisobem se daji mechanicky rozpoznavat,
prip. generovat. O téchto tfidach se pak budeme snazit zjistit, zda jsou uzaviené na jisté operace na jazycich.

Definice 1.9

Necht £ C 2% je t¥{da jazyki. Rekneme, 7e tato tifda je uzaviend vzhledem k n&jaké operaci, jestlize plati:
patii-li v8echny operandy (jazyky) dané operace do t¥idy jazyka L, pak do této t¥idy patii i vysledek operace
(jazyk).
Témito operacemi mohou byt vSechny mnozinové operace, protoze jazyky jsou také mnozinami. Bude-li abeceda
¥ pevnd, mizeme za takovou operaci vzit i doplnék jazyka L, tedy jazyk ¥*\ L. S védomim, Ze se pohybujeme
v universu slov ¥*, budeme nékdy znaéit doplnék jazyka L jako L. Také operaci uzavéru jazyka je mozno
testovat na uzavienost v jistych tiidach.

Definujeme dale operaci zretézeni jazykiu, o které budeme také nékdy dokazovat uzavienost jistych tiid
jazykd.

Definice 1.10
Necht U a V jsou dva jazyky. Zi'etézeni jazykia U, V znacime a definujeme takto: UV = {uv:u € UAv € V}.

1.2 Gramatiky

Definice 1.11
Gramatika je ¢tvefice G = (N, X, P, S) s nasledujicim vyznamem:

N — mnozina netermindli, které figuruji jako tzv. metasymboly
¥ — mnozina termindli; plati NNY = () a oznaéime V = N U X, V nazyvame celkovou abecedou gramatiky G

P — mnozina pravidel P C V*NV* x V*; jde tedy o dvojice slov, pficemz prvn{ z nich obsahuje alespon jeden
netermindlni symbol

S — pocatecni symbol (kofen) gramatiky G, je to netermindl (S € N)

Poznamka 1.12
Pravidla typu [a, 8] gramatiky G budeme zapisovat ve tvaru @ — 3

Definice 1.13

Budeme nyni definovat relaci odvozeni v gramatice G, coz bude relace na mnoziné slov celkové abecedy
G: =¢C V*2. Rekneme, 7e slovo y € V* se dd (v jednom kroku) odvodit (resp. derivovat) ze slova = € V*
v gramatice G = (N, X, P, S), x =¢ vy, jestliZe existuje pravidlo (¢ = 3) € P aslovay € V* a § € V* tak, ze
z=yad ay=y0G06.

Poznamka 1.14
Zavedeme nasledujici konvenci na symbolickd znaceni:

netermindly : A, B,...,Z
termindly : a,b,c,...
fetézce termindlu : u,v,w, z,y, 2
obecné tetézce : a, 3,7, ...

Definice 1.15
Pomoci relace odvozeni v jednom kroku zavedeme relaci odvozeni, =f, jako tranzitivni a reflexivni obal
relace = . Podobné netrividlni odvozent, :>g, je pouze tranzitivnim obalem relace = 4.
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Piiklad 1.16
Necht G; = ({4, S}, {a,b}, P,S), kde P = {S — aAb,aA — aaAb, A — €}, je gramatika. Pak v ni existujf
napf. tato odvozent:

aaAbb =g, aabdb
aaAbb =¢, aaaAbbb

Definice 1.17
Vsem slovim o € V* takovym, ze S = a, fikdme vétné formy gramatiky G. Je-li navic a € £*, pak slovo
a nazyvame vétou gramatiky G.
Jazyk generovany gramatikou G je mnozina vSech vét gramatiky G, znac¢ime L(G) = {w € £*: S =¢ w}.
Gramatiky G; a Ga nazyvame ekvivalentni, pokud L(G1) = L(G3).

Priklad 1.18
V gramatice GG; z ptikladu 1.16 je

S =g adb =¢ ab
S =g aAb =g, aaAbd =g, aabb

Jsou tedy aAb, aaAbb jeji vétné formy a ab a aabb jeji véty. Celkem L(G4) = {a’b’:i € N}.
Gramatika G = ({S}, {a,b},{S — aSb,S — ab},{S}) je ekvivalentni gramatice G;.

1.3 Chomského hierarchie

Nékteré specidlni jazyky lze generovat specidlnimi gramatikami, tedy gramatikami s pravidly specidlniho typu.
Tyto gramatiky nepouZivaji vSechny moznosti nabizené obecnou definici gramatiky 1.11. Je mozno se setkat
se Sirokou Skalou takovych typu gramatik, my vSak uvedeme pouze nejznaméjsi klasifikaci, kterd se nazyva
Chomského' hierarchie.

Definice 1.19

1. Gramatiku, kterd odpovida obecné definici 1.11 bez dalsich omezeni, nazveme gramatika typu 0. Jazyk
generovany touto gramatikou nazveme jazyk typu 0.

2. Gramatiku G nazveme gramatika typu 1 (kontextovd, CS?), kdy% pro vSechna jeji pravidla a — 3 plati:
|| < |B]- Ekvivalentn{ definice: vSechna pravidla jsou tvaru a; Aas — a1 fBas, kde ay,a2 € V*, B € VT a
A je netermindl.

Jazyk generovany takovou gramatikou se nazyva jazyk typu 1 (kontextovy, CS).

3. Gramatiku G nazveme gramatika typu 2 (bezkontextovd, CF?®), kdy7 vSechna jeji pravidla jsou tvaru
A — 3, kde A je netermindl a 3 € V.
Jazyk generovany takovou gramatikou se nazyva jazyk typu 2 (bezkontextovy, CF).

4. Gramatiku G nazveme gramatika typu 3 (reguldrni, levolinedrni), kdyZ vSechna jeji pravidla jsou tvaru
A = 3, kde A je neterminél a 3 € V't je fetézec tvaru a nebo aB.

Jazyk generovany takovou gramatikou nazyvame jozyk typu 3 (reguldrni).

Priklad 1.20
Gramatika G5

Gs: S—alb|---]z
S —aA|bA|---|zA
A—=0|1|---19]a|b|---]2z]0A|1A]---|94

LCteme [Gomského]
2angl. context sensitive
3angl. context free
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je regularni a generuje stejny jazyk jako G4

G4: S — L
S — SL|SN
L—-alb| ]z
N—-0|1]---]9

Lemma 1.21

Necht G je kontextovd (resp. bezkonetxtovd, reguldrni) gramatika. Pak existuje kontextova (resp. bezkon-
textovd, reguldrni) gramatika G, takovd, ze L(G) = L(G1) a pocateéni neterminél gramatiky G se nevyskytuje
na zadné pravé strané pravidla Gy.

Diikaz: Z puvodn{ gramatiky G = (N, X, P, S) sestrojime gramatiku G takto: Zvolime neterminél S; neobsazZeny
v G, pak Gy = (NU{51},%, P, S1), kde P, = PU{S; = a: (S = a) € P}. (Nemiizeme zavést pouze pravidlo
S; — S, protoze by poruSovalo regularitu.) ]

Poznamka 1.22
Je-li L jazyk CS (resp. CF, reg.), pak také LU {e} a L\ {e} jsou jazyky CS (resp. CF, reg.).

Definice 1.23
Gramatika G je rekurzivni, pokud existuje algoritmus, ktery pro kazdé slovo w uréuje, zda w € L(G).

Véta 1.24
Je-li gramatika G kontextova, pak je rekurzivni.

Diikaz: (Hezky proveden v [HopUll|—véta 9.7 na strané 227.) P¥isludny algoritmus nejprve testuje, zda je vstupn{
slovo w prazdné (w = €). Vime, %e € € L(G), pravé kdyz (S — ¢) je pravidlo G (pro pocateéni netermindl S).
Necht je tedy w € . Ozna¢ime délku slova w jako n (Jjw| = n > 1). Budeme konstruovat mnoziny 7,?
obsahujici v8echny vétné formy gramatiky G kratsi nebo stejné délky jako n, které se daji odvodit nejvyse v m
krocich. Tedy
T" ={a:a e (NUS)*AS =2 anla| <nAm' <m}.

Takové mnoziny budeme konstruovat induktivné. Ziejmé T3 = {S} a

I =T) U{a:AB €T _:8 =g aAl|al <n},
protoze gramatika G je kontextova a jakmile je dosazeno v odvozeni jisté délky slova, vysledna véta uz nemiuze
byt kratsi.

Ziejmé plati, Ze pokud S =% a a |a| < n, pak existuje m takové, ze a € T)%.

Vime, ze T} _; C T. Déale, hodnota T} je funkei pouze T} _; a mnoziny pravidel P gramatiky G: T} =
f(@r_,, P). P je pfi induktivni konstrukci vzhledem k m konstantni. Stane-li se tedy jednou, ze T, = T}

m—1»
pak jiz pro véechna m"” > m plati: T, = T _; a algoritmus tedy mize skoncit. To v8ak nékdy jisté nastane,
protoze slov délky nejvyse n tvofenych z koneéné abecedy N U X je konecny pocet. a

Priklad 1.25
Necht gramatika G (kontextovd) je zadéna nasledujicimi pravidly:
G: (i) S — aSBC
ii) S = aBC
) CB — BC
v) aB — ab
) bB — bb
) bC — be
) ¢C = cc

Pokusime se zjistit, zda slovo w = abca je vétou gramatiky G. Budeme tedy konstruovat mnoziny Ti‘w‘ =T
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T = ()

T = {S,aSBC,aBC}

Ty = {S,aSBC,aBC,abC}

Ty = {S,aSBC,aBC,abC, abc}
T} = {S,aSBC,aBC,abC, abc}

Vidime, ze Ty = T4, tedy algoritmus konéi. Slovo w se v mnozinich neobjevilo, proto dostdvdme spravny
vysledek, ze abca = w ¢ L(G) = {a™b"c™:n € N}.

2 Konec¢né automaty

V této kapitole zavedeme formdalni vypocetni prost¥edek zvany konecny automat (KA). Uvedeme dva druhy
KA: deterministické a nedeterministické. Pozdé&ji ukizeme souvislot mezi kone¢nymi automaty a jazyky typu 3
(reguldrni).

2.1 Deterministické KA
Deterministicky KA (zvany téz zkrdcené pouze KA) definujeme ndsledovné:

Definice 2.1
Konecnyj automat M nad abecedou X je pétice (K, X, 6, qo, F'), kde jednotlivé komponenty maji tento vyznam:

K — kone¢na neprazdnd mnozina stavi

¥ — kone¢na neprazdnd mnozina symboli; abeceda
0 — pfechodovd funkce; 6: K x ¥ — K

go € K — pocatecni stav

F C K — mnoZina koncovijch stavi

Sémantiku kone¢nych automati 1ze definovat dvéma zpusoby. Prvni z nich pouziva tzv. zobecnénou precho-
dovou funkci, a druhy tzv. konfigurace automatu.

Definice 2.2 .
7 prechodové funkce ¢ 1ze induktivné zkonstruovat zobecnénou piechodovou funkei §: K x ¥* — K.
d(q,a) = 6(q, a) a€X
d(q,za) = 6(8(q,z),a) a€XzreXt

Misto 6 lze také psat pouze 0. Na symbolech se totiz funkce § i ) rovnaji, a u slov del§ich nez 1 symbol pujde
automaticky o zobecnéni 4.

Definice 2.3 SEMANTIKA KA T.

Rekneme, Ze kone¢ny automat M = (K, 3,6, qo, F) akceptuje (tozpozndvd, prijimd) slovo w, jestlize existuje
koncovy stav p € F takovy, Ze d(qo, w) = p.

Dale T (M) bude znaceni pro jazyk akceptovany automatem M, tedy

T(M) ={w € £*: M akceptuje w}. (1)

Definice 2.4

Konfiguraci automatu M nazveme libovolnou dvojici [q, z], kde ¢ € K je stav a x € * je slovo.

Relaci F na mnoziné konfiguraci automatu M (krok vgpoctu) definujeme takto: [q, ax] & [p, ], pokud é(q, a) =
.
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Definice 2.5 SEMANTIKA KA TII.

Rekneme, 7e koneény automat M = (K, ¥, 6, qo, F) akceptuje (rozpozndvd, prijimd) slovo w, jestlize existuje
koncovy stav p € F takovy, Ze [qo, w] F* [p,€].

Jazyk akceptovany automatem M jiz definujeme stejné jako v definici 2.3.

Definice 2.6
Dva kone¢né automaty M a N nazveme ekvivalentni, jestlize T (M) = T(N).

Poznamka 2.7
Funkce § miize byt (a také ¢asto byva) parcidlni.

Konecéné automaty lze reprezentovat néolika riznymi zpisoby.

1. pétice uvedend v definici 2.1

2. tabulka pfechodové funkce d se specifikaci pocatecniho a koncovych stavi
3. stavovy diagram

4. vypocetni strom

Tyto reprezentace bude nejlépe ukazat na prikladé.

Piiklad 2.8
Necht je dédn koneény automat

M = ({q07 q1,42, q3}7 {07 1}767 q0, {qO})

Ptechodovou funkci § specifikuje nasledujici tabulka:

0 1

<l g | &2 Q1
q1 | 43 Qo

q2 | o g3

a3 | @1 92

Sipka smérem k gp znamend, Ze jde o pocatecni stav, a Sipka smérem od gy znamend, Ze je to zarovei jediny
koncovy stav.
Nésleduje ukazka stavového diagramu a vypocetniho stromu pro tento automat.

q;yq()\m
QOy \E(IS (IS(B/ N‘QO
N

Ve vypocetnim stromu se snazime zachytit vSechny mozné posloupnosti stavi. kazda vétev dava pravé jedno
odvozeni, a pokud kon¢i, sestavime odectenim symboli na této vétvi slovo pifjimané automatem. Vypocetni
strom byva casto nekonecny. V jeho kofeni je pocatecni stav, v listech mohou byt pouze koncové stavy.

Stavovy diagram dostaneme z vypocetniho stromu tak, ze vSechny vyskyty téhoz stavu sjednotime do jedi-
ného uzlu. Dostavame tak graf, ve kterém na pocateéni stav ukazuje sipka zvenku a koncové stavy jsou oznaceny
dvojitym krouzkem.

Budeme se nyni zabyvat problémem vztahu automatu a jeho jazyka. Jazyky akceptované kone¢nymi auto-
maty jsou totiz specidlnf; nelze napf. sestrojit KA rozpoznévajici jazyk {0"1™:n > 0}.
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Definice 2.9

Necht R je relace ekvivalence. Rekneme o nf, 7e je zprava invariantni (pravd kongruence), jestlize pro kazdou
trojici z,y, z plati: je-li z Ry, pak také xz R yz.

Index ekvivalence je pocet t¥id odpovidajiciho rozkladu.

Priklad 2.10
Definujeme relaci R na slovech abecedy ¥ pro néjaky koneény automat M = (K, X, 0, q, F) takto: z Ry,
pokud 6(go, ) = §(qo,y). Tato relace je zprava invariantni.

Véta 2.11 NERODOVA
Nasledujici tii tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Jazyk L C ¥* je rozpoznavan néjakym konecnym automatem.
2. Jazyk L je sjednocenim nékterych tiid vytvorenych zprava invariantni ekvivalenci s koneénym indexem.

3. Necht R je relace na slovech ze ¥* definovand: = Ry, pokud pro v8echna slova r € ¥* plati: (zr € L &
yr € L). Pak R m4 kone¢ny index.

Dikaz: 1 = 2: (viz také [Chytil], véta 2.18 na strané 57) Necht L je rozpozndvany konenym automatem
M = (K,X%,6, qo, F). Definujeme relaci R’ jako v pifedchézejicim pitkladé, tedy = Ry, pokud 6(qo,z) = 0(qo,y)-
Tato relace je zprava invariantni. Index R’ je koneCny, protoze muze byt nejvyse roven pocCtu stavi automatu
M. Potom jazyk L je sjednocenim téch tiid ekvivalence podle R’, které odpovidaji koncovym staviim automatu
M.

2 = 3: Dokdzeme, 7e relace R’ splhujici podminku ¢asti 2 véty je zjemnéni relace R z Casti 3 véty. Musime
tedy ukazat, ze pokud z R’ y, pak také x R y:

ProtoZe R’ je zprava invariantni, pak pro kazdé slovo r € ¥* plati: zr R yr, a tedy 6(qo, zr) = 6(qo, yr). Je-li
tedy xr € L, pak F 3 6(qo,zr) = §(qo,yr) € F, a proto i yr € L. Analogicky dokdZzeme opak. Celkem z R y.

Je tedy R’ zjemnéni R . Z toho plyne, Zze ponévadz R’ ma konecny index, ma také R konecny index.

3 = 1: Z relace R zkonstruujeme konecny automat, ktery bude rozpoznévat jazyk L. Nejprve si vSak ovéiime,
7e relace R je zprava invariantni:

Je-li Ry, pak pro v8echna slova w,r € ¥* plati: (zwr € L & ywr € L), a tedy zw R yw.

Necht konecny automat M' = (K',%,d, ¢, F') je dan takto:

K' =¥*/R — mnozina stavi odpovidd t¥iddm rozkladu podle relace R, [z] € K’ oznaluje t¥idu obsahujici
prvek z
¢y = [e] — pocatecni stav je t¥ida obsahujici prazdné slovo

F' ={[z]:x € L} — mnozina koncovych stavi je mnozina v8ech t¥id, které obsahuji slova jazyka L

0'([x],a) = [xa] — z t¥{dy [z] a se symbolem a na vstupu se dostaneme do t¥idy [za]; zde je potfeba prava
invariance relace R, aby hodnota prechodové funkce 8’ byla ddna jednoznac¢né

Z pravidla pro funkci 6’ odvodime induktivné, 7e 6'(g(,z) = [z]. Proto € T(M') pravé tehdy, kdyz [z] € F',
a to je z definice F' ekvivalentni tomu, %e € L. Celkem T'(M') = L, a tedy automat M’ rozpoznava jazyk L.

Konecény index relace R je zde tfeba k zajisténi kone¢ného poctu stavi automatu M', coz vyzaduje definice
KA. m|

Priklad 2.12

S pomoci Nerodovy véty ukdZeme, Ze jazyk {0"1™} neni rozpoznatelny zidnym koneénym automatem.

Budeme postupovat sporem. Predpokladejme tedy, ze jazyk L je rozpoznatelny koneénym automatem M
s koneénym poctem stavi. Potom existuje zprava invariantni ekvivalence ~ s kone¢nym indexem takova, ze
jazyk L je sjednocenim jistych t¥id rozkladu podle ~.

Necht rozklad {0,1}*/ ~ m4 ng tiid. Uvazme slova Qmo+110 gro+iql gro+ly2 grotlino Tgch je celkem
no + 1, proto dvé riznd slova z nich vybrané patif do jedné t¥idy. Necht jsou to 070t11% a 070*+117 pro i < j.

Tedy plati:
0n0+1 11, ~ 0n0+1 1]



2 KONECNE AUTOMATY 8

Protoze ~ je zprava invariantni, je také

0n0+1 1i1n07i+1 ~ 0n0+1 1] 1n07i+1’

tedy
0no+1 1o+l 0n0+1 1notlti—i

Na levé strané je slovo z jazyka L, na druhé strané slovo, které do L nepatii. Jazyk L tedy nemuze byt
sjednocenim t¥id rozkladu podle relace ~, coZ je spor.

Lemma 2.13 PUMPING LEMMA
Necht L je jazyk rozpoznatelny koneénym automatem. Pak existuje ¢islo p takové, ze kazdé slovo w € L,
pro néZ |w| > p, se da rozlozit takto: w = zyz a |y| < p, pfi¢emZ v8echna slova w; = xy*z jsou také z jazyka L.

Diikaz: Necht M = (K, X,0,qo,F) je automat, ktery rozpoznava jazyk L. Oznalime p = |K| a ukdZeme, Ze
spliiuje vlastnost pozadovanou ve znéni véty.

Necht w je libovolné slovo jazyka L takové, ze |w| > p. Vime, ze (go,w) F* (gr,€) je posloupnost |w]
konfiguraci a g¢ € F. Podle Dirichletova principu musi tedy toto odvozeni slova w projit nékterym stavem
alespoil dvakrét (necht je to napf. q). Tedy plati:

(90, w = 2y2) F* (q,92) F* (¢,2) F* (g5,2). (2)

Ziejmé také (q,y'2) F1 (q,2), a tedy
(g0, wi = zy'2) F* (0,y°2) F* (0, 2) F* (a5,9)- (3)
O

Kazdy jazyk L je jisté rozpoznatelny vice riznymi automaty. My budeme pro dany jazyk hledat jakysi kano-
nicky automat, ktery nazveme minimalnim automatem. Nakonec najdeme algoritmus, ktery z daného automatu
vytvoii minimalni automat rozeznavajici stejny jazyk, jako automat pivodni.

Definice 2.14
Automat s nejmensim poctem stavii, ktery rozpozndva dany jazyk L, se nazyva minimdlni automat pro L.

Definice 2.15
Necht M = (K,X%,0,q0,F) je koneény automat. Jeho stav ¢ nazveme nedosazitelny pravé tehdy, kdyz
neexistuje z € ¥* takové, ze d(q,z) = q.

Véta 2.16
Minimdln{ automat pro L je ddn jednozna¢né az na izomorfismus a je to automat M' z dikazu Neronovy
véty (2.11).

Diikaz: Kazdy automat M = (K, X,4, qo, F') definuje odpovidajici relaci R’ z bodu 2 Neronovy véty, kterd je
zjemnénim relace R z bodu 3 této véty. Automat M’ m4 stejny pocet stavi jako ekvivalence R t¥id rozkladu,
a automat M ma4 tolik stavi jako ekvivalence R’ t¥id rozkladu. Protoze je R’ zjemnénim R, plati: |K'| < |K]|.

Plati-li rovnost, je tfeba najit izomorfismus na stavech obou automati. Kazdému stavu ¢ € K pritadime
stav ¢' € K' takto: Jestlize je stav ¢ nedosazitelny, lze jej tiplné odstranit a automat proto nebyl miniméalni.
Tedy existuje x € £* takové, ze 6(qo, ) = ¢. Potom stav ¢ ztotoznime se stavem 6'(g, z) = [z]. Takové pfifazeni
je korektni. Vezmeme-li totiz dvé riznd slova z,y takova, ze d(qo,z) = 6(qo,y) = ¢, pak z definice relace R’
pfimo plyne, ze x R’ y. R’ je v8ak dle Neronovy véty zjemnénim R, tedy také x Ry. Potom &'(q), z) = 6'(q5, v),
a obraz stavu ¢ je dan jednoznac¢né bez ohledu na vybér slova z.

Nynf jiz lze snadno ovérit, ze takové zobrazeni stavi je izomorfismus. a

Zname tedy automat, ktery je pro dany jazyk minimalni. Nasim pozadavkem je vSak algoritmus, ktery
pro dany automat vrati jeho minimalni podobu. Z pfedchozich ivah plyne, Ze minimalni automat nem4 zadné
nedosazitelné stavy. Nasledujici algoritmus je odstranuje.

Algoritmus 2.1 ELIMINACE NEDOSAZITELNYCH STAVU KA
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Vstup: Automat M = (K,%,6,qo, F)
Vystup: Automat M’ bez nedosazitelnych stavi; T'(M) = T (M')

1. 7:=0
2. s;:={qo}
3. repeat

3.1. si11:=8S; U{q:Tp € S;,a € X:6(p,a) = q}
32.1:=1+1

4. until S; = S;_1
5. M':= M/S; (M' dostaneme z M tak, Ze vezmeme v ivahu pouze stavy S;)
Je-li n pocet stavi automatu M, pak algoritmus skon¢i nejpozdéji pii ¢ = n.

Odstranénim nedosazitelnych stavi vSak jesté nedostaneme minimalni automat. Mohou se totiz vyskytnout
rizné stavy automatu, které se chovaji stejné, a mohou tedy byt sjednoceny do jediného stavu.

Definice 2.17
Necht M = (K, X%,6,qo, F) je koneény automat. Jeho stavy p a ¢ nazveme ekvivalentni, jestlize pro kazdé
slovo w € ¥* plati: 6(p,w) € F & 6(q,w) € F.

Definice 2.18
Necht M = (K,X,6,q0, F) je konetny automat. Definujeme posloupnost relaci na jeho stavech 2,’,1,,___
takto:

pgq, pokudp€e F < g€ F
P~q, pokud pl:}q AVa € X:6(p, a)l:}&(q,a)

Lemma 2.19
Necht M = (K, %, 0, qo, F') je koneény automat. Pak plati nésledujici tvrzeni:

(i) Kazda z relaci L je ekvivalence na K. (Déle budeme znacit rozklad K/i, jako R;)
(ii) Pro kazdé i € N je R;;1 zjemnéni R;
(iii) Pro kazdé i € Nplati: Je-li R; = R;;1, pak pro kazdé pfirozené t > 1 je R; = R4+
(iv) Oznacime n = |K| pocet stavii automatu M. Pak existuje k < n — 1 takové, ze Ry, = Rg41
(v) Pro kazdé k takové, 7e Ry = Ryy1, plati: & =~.
Diikaz:

(i),(ii) P¥{mo z definice.

(iii) Vime, ze R; = R;y1, a tedy L = &' 7 definice ‘X' plyne, Ze pith & piq AVa € 2:4(p, a)id(q,a).
Protoze ~ = ‘%', je nynf p'A'g A Va € :6(p,a)'~'6(q, a). To viak podle definice znamen4, %e p'~q. Je

dv i i+2 gy 2

tedy p~q & p~g, tedy ~ = ~.

Predchozi poznatek mizeme induktivné aplikovat na jakékoli ¢ + ¢, kde ¢ > 1.
(iv) Oznalime ¢; index ekvivalence L. Predpokladejme, 7e Ry,..., Ry jsou navzijem ruzné a Ry = Rjpi1 je

prvni vyskyt rovnosti sousedi v fadé R;. Protoze R;;1 je zjemnénim R;, plati vztah: 1 < ¢p < ¢1-++ <
cr <n.Protok+1<mn, tedy kK <n—1.
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(v) Definice relace L se da interpretovat takto: priq, jestlize pro kazdé slovo x o délce nejvyse ¢ plati, ze
d(p,z) € F & 0(q,z) € F.

Necht R; = Ryi1. Podle bodu (iii) je Ry = Rgs: pro kazdé ¢t > 1. Vezmeme-li tedy jakoukoli horni

hranici d pro délku slova, potom p~q je ekvivalentni s tim, Ze pro viechna slova z o délce nejvyse d plati:
d(p,z) € F & 6(q,z) € F. Tato vlastnost je tedy splnéna pro v8echna slova z, coZ je ekvivalentni definici

relace ~. Je tedy p~gq, pravé kdyz p ~ ¢, tedy ~ =~.

O Pravé dokidzané lemma napovida,
jak lze ziskat rozklad na stavech automatu podle relace ~. Budeme konstruovat relace ~ (resp. odpovidajici
rozklady) tak dlouho, dokud se bude nasledujici relace (resp. rozklad) lisit od pfedchozi. Vysledek je relace ~,
resp. odpovidajici rozklad, jehoz tfidy mohou byt stavy automatu ekvivalentniho pivodnimu.

Algoritmus 2.2 ELIMINACE VYSKYTU EKVIVALENTNICH STAVU KA
Vstup: Automat M = (K,%,6,qo, F)
Vystup: Rozklad K/ ~ stavi na vzajemné ekvivalentni
1.4:=0
2. Ry:={F,K\ F}
3. repeat
3.1. spo¢ti R;+1 z R; podle definice (2.18)
32.i:=i+1
4. until R; = R;_1

K automatu M ziskdme minimdln{ automat rozpoznavajici stejny jazyk tak, ze s pomoci algoritmu 2.1 odstra-
nime nedosazitelné stavy, a pak vytvorime rozklad na mnoziné stavi s pomoci algoritmu 2.2.

2.2 Nedeterministické KA

Nedeterministické KA (zkrdcené NKA, deterministicky KA bude ddle DKA) poskytuji volbu pfi pfechodu stavi.
Oborem hodnot prechodové funkce nebudou nyni pouhé stavy automatu, ale vSechny podmnoziny mnoziny
stavil.

Definice 2.20

Nedeterministicky konecny automat M nad abecedou ¥ je pétice (K, X, d, qo, F'), kde jednotlivé komponenty
maji tento vyznam:

K — kone¢na neprazdnd mnozina stavi

¥ — kone¢na neprazdnd mnozina symboli; abeceda
§ — prechodovd funkce; 6: K x ¥ — 2K

go € K — podatecni stav

F C K — mnoZina koncovijch stavi

Definice 2.21

Konfiguraci automatu M nazveme libovolnou dvojici [¢,z], kde ¢ € K je stav a z € £* je slovo (Z4dnd
zména).

Relaci F na mnoziné konfiguraci automatu M (krok vipoctu) definujeme takto: [¢q,az] - [p,z], pokud p €
d(q,a).

Automat akceptuje slovo w € £*, pokud (go,w) F (gr,€) a ¢f € F (24dnd zména).
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Poznamka 2.22
Prechodovou funkci § muzeme opét rozsitit na definiéni obor K x ¥* takto:

d(g;¢) = {q}
6(qaxa) = Uped(q,w) 6(1)7 a)

U nedeterministickych KA provadime navic rozsifeni na defini¢ni obor 2K x ¥*: §(P,z) = Upep o(p, ).

Definice 2.23
Rekneme, 7e automat M akceptuje slovo w, pokud §(qo, w) N F # 0.

Pokusime se najit vztah mezi deterministickymi a nedeterministickymi KA.
Véta 2.24
Necht L je jazyk rozpoznavany néjakym NKA. Pak existuje DKA, ktery rozpoznava jazyk L.

Diikaz: Sestrojime DKA M' = (K',%,8,q,,F') z NKA M tak, %e stavy automatu M' ztotoZnime se v8emi
podmnozinami stavii automatu M. Tedy K' = 2K. Pocate¢ni stav g} bude odpovidat mnoziné {go}, a koncové
stavy F' budou vSechny podmnoziny K, které obsahuji alespoti jeden koncovy stav: F' = {P:P C KAPNK #

0}.

Pro zavedeni funkce prechodové §' pouzijeme rozsifeni § na defini¢ni obor 2K x . Potom bude §'(Q,a) = P
jediné tehdy, kdyz 6(Q,a) = P

Dokazeme nyni indukef vzhledem k délce slova z, 7e

d'(g0,7) = Q & 0(q0,7) = Q (4)

=0, tedy = = . Potom trividlné 6'({go},¢) = {a0}, a d(qo,€) = {qo}-
indukcnd krok: Predpokladejme, Ze vyraz (4) plati pro vSechna slova |z| < [. Zfejmé plati pro vSechny symboly

a € X:

8 (qh, wa) = 8 (8 (¢4, ), a).
Podle predpokladu je §'(gg, z) = Q, pravé kdyz d(qo, ) = Q. Z definice funkce 0’ vime, 7e §'(Q,a) = P, pravé
kdyz §(Q, a) = P. Celkem dostavame, Ze ¢'(qf, xa) = P nastane pravé tehdy, kdyz d(qo, za) = P.

Z vyse uvedeného jiz pifmo plyne, ze 6'(¢},x) € F' je ekvivalentni s d(qo, ) N F # () pro kazdé slovo z, a
tedy oba automaty pfijimaji stejny jazyk. m|
Piiklad 2.25

Nedeterministicky kone¢ny automat M = ({qo,q1},{0,1},6, g0, {¢1}) ma ndsledujici pfechodovou funkci a

diagram:
0 1
=9 | {e0a} A{an}
A | A {0, 01} ’

Vytvorlme k nému odpovidajici deterministicky automat M' = (K',{0,1},0',{qo}, F'), kde mnoZina stavi je
= {0,{q0}, {e1}, {90, 01 }} a kone¢né stavy jsou F' = {{q}, {qo,ql}} Prechodova funkce d' je pak déna
nésledujl’cf tabulkou a diagramem:

0 1
] ] ] !Ov 1!

{QO} {QO, lh} {fh}

[y

{(h} {(IO,Q1}
{0, 01} | {oo, a1} {0, 01}

T
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2.3 Rozhodnutelné problémy z oblasti KA

Existuje algoritmus, ktery zjisti, zda jsou dva KA ekvivalentni. Sta¢i je totiz pfevést do minimélnich tvari a
zjistit, zda jsou izomorfni.

D4 se také snadno zjisti, zda mnozina slov prijimanych koneénym automatem je prazdna nebo neprazdna,
kone¢nd nebo nekoneéné. P¥imo z Pumping lemmatu (2.13) se totiz daji odvodit nésledujici dvé lemmata:

Véta 2.26
Mnozina slov akceptovanych KA s n stavy je

(i) Neprazdna < KA akceptuje slovo délky mensi nez n
(ii) Nekone¢énd < KA akceptuje slovo délky I: n <1 < 2n

Diikaz:
(i) ,<“ zfejmé
»=“ KA A mé n stavi a akceptuje néjaké slovo. Vezméme nejkratsi slovo w akceptované automatem.
Predpoklddejme spor, tj. |[w| > n. Z Pumping Lemma plyne, Ze w = wiwaws, kde we # € A wijws € L(A),
ale |wiws| < |wiwews|, coZ je spor s tim, Ze w je nejkratsi.
(ii) ,<=“ Jestlize |w| > n, pak z Pumping Lemma w = wjwows,ws # €, oviem i wjwiws € L(A)

»= Predp., Ze A rozpoznava nekone¢né mnoho slov a z nich zadné neni délky mezi n a 2n — 1.

|w| > 2nw = wiwawsws # € A |wa| < nwiws € L(A)n < |wiws| < |wiwaws|

3 Regularni gramatiky a jazyky

3.1 Konec¢né automaty a regularni gramatiky

V této casti ukidzeme, ze jazyky akceptované koneénymi automaty jsou pravé regularni jazyky, tedy odpovidaji
regularnim gramatikam.
Véta 3.1

Necht G = (N, X, P, S) je reguldrni gramatika. Pak existuje koneény automat M takovy, ze T (M) = L(G).
Diikaz: Necht M = (K, X, 0, qo, F). Sestrojime nedeterministicky KA M, ktery bude p¥ijimat pravé jazyk L(G).
Stavy K automatu M ztotoznime s netermindly gramatiky G, a pridame navic jeden stav, ktery neodpovida

Zaddnému netermindlu v G: K = NU{A}, kde A ¢ N. Po¢atecni stav gy bude odpovidat startovnimu neterminélu
S gramatiky. Koncové stavy F' automatu zaddme timto predpisem:

P {S, A}, pokud (S = ¢) € P
h {A} ,pokud (S —¢e)¢gP
Prechodovou funkci § zvolime takto:

A€ d6(B,a),pokud (B —a) € P
d(B,a) =< C €é(B,a),pokud (B — aC) € P
0(A, %) =0,
Nyni dokdzeme, ze T (M) = L(G).
L(G) CT(M): Necht z € L(G) je neprazdné slovo, tedy ¢ = ajaz---a, pron > 1. Slovo z je tedy vétou
gramatiky G, proto S =7 z. Protoze G je reguldrni, musi odvozeni probéhnout takto:

S =g aidi =g aiads =g > a1 -apn_1An_1 g ai---ay

Odvodime z toho nasledujici vlastnosti automatu M:
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(S — (llAl) eP = A € (5(5, al)
(A1 — CLQAQ) eEP = Aye€ 6(141,&2)

(An,1 — an) eP = Ac 6(An,1,an)
Mizeme tedy dostat tuto posloupnost vypocetnich kroki v nasem automatu:
(S,a1--an) F (Ar,az-ap) b - F (An1,a,) F (4,¢)

Celkem z =ay ---a, € T(M).

T(M) C L(G): dikaz lze provést zcela analogicky pro = # €.

Pro dplnost musime uvést jesté p¥ipad prazdného slova. Je-lie € L(G), pak S € F ae € T(M). Je-li naopak
e € T(M), pak musi byt S € F, a tedy (S — ¢) € P. O

Véta 3.2
Necht M = (K,X%,6,qo, F) je konecny automat. Pak existuje reguldrni gramatika G = (N, X, P, S) takova,
7e L(G) =T(M).

Diikaz: Bez tijmy na obecnosti lze predpokladat, ze M je deterministicky. Zvolime gramatiku G tak, ze jeji
netermindly budou odpovidat stavim automatu (N = K), abecedy budou shodné, a startovni neterminél bude
odpovidat pofateénimu stavu automatu (S = ¢o). Pravidla P budeme potom konstruovat takto:

je-li (B,a) =C, pak (B —aC)eP
je-li6(B,a)=CaCeF, pak (B—a)eP

Diikaz shodnosti jazyka L(G) a T'(M) lze vést zcela analogicky dikazu piedchozi véty. m|

3.2 Vlastnosti regularnich jazyka

V této ¢asti ovéfime, ze tfida regularnich jazyki, kterou budeme déle znacit L3, je uzaviend na vSechny obvyklé
operace.

Véta 3.3
Ttida regularnich jazyki L3 je uzaviena vzhledem k operaci sjednoceni.

Diikaz: Necht Ly a Lo jsou dva regularni jazyky. Chceme dokazat, ze jazyk L U Lo je také regularni.

Necht jazyk L; je generovany gramatikou Gi a jazyk Lo gramatikou Gs. Oznalime G; = (N;,%;, P;, S;)
pro ¢ = 1,2. Pfedpoklddejme, ze N7 N Ny = § (jinak lze neterminély jedné z gramatik p¥ejmenovat). Zvolime
netermindl S & Ny U N» a definujeme gramatiku G = (N; U N2 U {S},%; U Xo, P, S). Mnozinu pravidel P pak
sestrojime takto: P = {S = a: (S1 = a) € P,V (S2 = a) € P} U Py U P». Nyni je ziejmé, ze (S =g «) pravé
tehdy, kdyz (S1 =@, @) nebo (S2 =¢, a). Gramatika G, kterd je jisté reguldrni, rozeznava jazyk L; U L,. Tento
jazyk je proto také regularni. a

Véta 3.4
Trida regularnich jazyki L3 je uzaviend vzhledem k operaci doplihku.

Diikaz: Necht Ly je reguldrni jazyk nad abecedou ¥;. Chceme dokizat, Ze také jazyk ¥* \ L, kde £, C X, je
regularni.

Necht M; = (K1,%1,01,q1, F1) je automat, ktery rozpozndva jazyk L, pfi¢emz prechodovéd funkce d; je
totalni. Je-li ¥ = ¥y, pak automat M; = (K1,%,01,q1, K1 \ F1) zfejmé rozpoznava jazyk ¥* \ L.

Je-li ¥ D X4, je tieba vytvofit novy stav g ¢ K. Funkci 6, roz$iifme na &, pro tento stav tak, ze 0, (g, *) = q.
Déle piechodovou funkci §; musime rozsifit z abecedy ¥; na abecedu ¥, a to tak, ze pro viechna a € ¥\ ¥ bude
01 (*,a) = q. Ve viech ostatnich piipadech bude §; = §;. Automat M; nynf zavedeme jako (K;U{q}, ¥, 01, q1, K1U
{g}\ F1). Z¥ejm& viechna slova z € X} pifjima automat M; pravé tehdy, kdyz je nep¥ijimd automat M;. Slova
y € ¥*\ U7 jsou piijfmana viechna. Automat M, tedy piijima pravé jazyk ¥* \ L. a

Disledek 3.5
Trida regularnich jazyka L3 je uzaviena vzhledem k operaci priniku.
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Diikaz: Mé&jme dva regularni jazyky L; a Ls. S pomoci de Morganova pravidla L; N Ly = L; U Ly a pfedchozich
dvou vét je zfejmé vidét, ze jejich prinik je také regularni jazyk. O

Poznamka 3.6

Toto je alternativni diikkaz uzavienosti reguldrnich jazykt na operaci priniku. Z automati M; a M,, kde
M; = (K;, %, 0;,q;, F;), rozeznavajicich jazyky Ly, resp. La, sestrojime automat M, ktery bude rozezndvat jazyk
Ly N Ls.

Necht M = (K x K3,%,4,[q1,¢], F1 x Fy). Pfechodovou funkeci ¢ tohoto automatu definujeme takto:

d([p1,p2], a) = [r1,r2), pokud d;(pi,a) =r; proi =1,2

Poznamka 3.7
Trida regularnich jazyku L3 s ¢asteénym usporddanim C a operacemi U, N a  tvoii Booleovu algebru
s nejmensim prvkem ) a nejvétsim prvkem X*.

Véta 3.8
Ttida regularnich jazyka L3 je uzaviena vzhledem k operaci zfetézeni.

Diikaz: Necht Ly a Lo jsou dva regularni jazyky. Chceme dokizat, ze jazyk Li Ly je také regularni.

Necht jazyk L; je rozpoznavany automatem M a jazyk Lo automatem Ms. Oznadime M; = (K;, X, d;, qi, F;)
pro i = 1,2. Zkonstruujeme nyni automat M = (K; U K»,X,6,q, F). Pfechodovou funkci § zavedeme podle
pravidel:

{01(g,0)} pro g € Ky \ Fy
6(g,a) = {d1(g,a),02(g2,a)}  prog€ Fy
{02(q,a)} pro q € K,

Mnozina koncovych stavi F' bude rovna

F= F1UF2 pI‘O€€L2
T\ B proe & Ly

Automat M pak zfejmé bude rozpoznavat pravé jazyk L; Lo, ktery je proto regularni. O

Véta 3.9
Trida regularnich jazyki L3 je uzaviena vzhledem k operaci uzavéru.

Diikaz: Necht L je regularni jazyk. Chceme ukazat, ze také L* je regularni jazyk.
Necht M = (K, X, 4, qo, F) je koneény automat, ktery rozpoznava jazyk L. Necht M' = (KU{q;,}, X, ', ¢y, FU
{qgp}) je automat, kde ¢}, ¢ K je novy stav a pfechodova funkce §’ nabyva téchto hodnot:

1 _ {5(q07 a)a (Io} pro 5(Q07 a) € F
Map,0) = { {6(q0.0)} jinak
' _ {0(¢,a),q0} prod(q,a) € F '
d (Cba) = { {5((],&)} jinak pro q # qq
Automat M’ nyni rozpozndva jazyk L*, ktery je proto reguldrni. m|

Véta 3.10
Vsechny konecné jazyky lze rozeznat koneénym automatem.

Diikaz: Mnozinu @) rozpozndme koneénym automatem M = ({g0}, X, 4, g0, D), kde d(go, *) = qo-

Mnozinu {e} koneénym automatem M = ({qo,p}, %, 9, qo,{q0}), kde d(qo, *) = p a §(p, *) = p.

Mnozinu {z}, kde © = ay---a, je neprazdné slovo rozpoznadme koneénym automatem M = ({g;:i =
07 s 7n}7 27 67 qo, {qn})7 kde 5(qi*17ai) = g;-.

Protoze kazdou konec¢nou mnozinu mizeme slozit jako sjednoceni kone¢né mnoha jednoprvkovych mnozin,
miuzeme kone¢némnohokrat aplikovat vétu 3.3 o uzavienosti regularnich jazyki na sjednoceni. a

Tvrzeni 3.11
(KLEENE-ho véta) T¥{da jazyka L3 je nejmens{ tiida jazyki, kterd obsahuje v8echny koneéné mnoziny a je
uzaviena vzhledem ke sjednoceni, zietézeni a uzdvéru.
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3.3 Regularni vyrazy

V této ¢asti uvedeme regularni vyrazy (RV) a pfechodové grafy (PG), které, jak ukdzeme, jsou dalsi alternativn{
reprezentaci reguldrnich jazyki.

Definice 3.12
Ttida requldrnich vyrazi nad abecedou ¥ je definovana induktivné takto:

1. € a ) jsou reguldrn{ vyrazy nad ¥
2. kazdé pismeno a € ¥ je regularni vyraz nad X
3. jsou-li Ry, Ry reguldrni vyrazy nad ¥, pak také (R; + Rs), (R; - Rs), (R1)* jsou reguldrni vyrazy nad ¥
Definice 3.13 _
Kazdy regularni vyraz R nad ¥ popisuje jistou mnozinu slov R nad X:
1. jelli R=c¢, pak R = {e}
jeli R =0, pak R = ()
2. je-li R = a, pak R = {a}
3. je-li R = (R, + R»), pak R = R; UR,
je-li R = (R; - R»), pak R = R R»
jelli R = (R,)*, pak R = R,
Priklad 3.14

Méjme abecedu ¥ = {a,b}. Toto jsou pfiklady reguldrnich vyrazi: Ry = ba*, R, = a*ba*ba*, Ry = (a + b)*.
Jejich odpovidajici jazyky jsou:

R1 = {ba*}
R, = {w € ¥*:w obsahuje pravé dvé b},
Ry = ¥*.

Definice 3.15 L
Dva regulérnf vyrazy R; a Rs nazveme ekvivalentn?, pokud popisujf stejné mnoziny (R; = Ra).

Definice 3.16
Reguldrni mnoZiny nad abecedou ¥ definujeme induktivné takto:

1. kazd4 konefnd mnozina slov nad X (vCetné& () je reguldrni mnozina nad ¥

2. jestlize U, V jsou reguldrni mnoziny nad X, pak také U UV, UV, U* jsou regularni mnoziny nad X

Poznamka 3.17
Z vys$e uvedenych definic je zfejmé, Ze mnozina je regularni, pravé kdyz muze byt popsina regularnim
vyrazem.

Definice 3.18

Prechodovy graf T nad abecedou ¥ je orientovany multigraf, jehoz kazdd hrana je oznacena navéstim, které
je slovem nad ¥. Oby¢ejné je jeden z uzlii oznacen jako vstupni uzel (O nebo O) a nékteré uzly jako koncové
uzdy (O nebo @). Pro slovo w € ©* nazveme w-cestou z uzlu i do uzlu j v T cestu z i do j takovou, Ze
zretézenim vSech naveésti na hranach po cesté ziskame slovo w.

Rekneme, 7e slovo w € ¥* je akceptovdno prechodovim grafem T, jestlize existuje w-cesta z pocateéniho
do nékterého z koncovych uzli grafu T. Slovo € je navic akceptovano v piipadé, ze pocatecni uzel je zaroven
koncovym.

Mnozinu vSech slov akceptovanych piechodovym grafem T' nazveme jazyk akceptovany prechodovym grafem
T a oznacime T
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Véta 3.19 KLEENE-HO o
(i) Ke kazdému prechodovému grafu T nad ¥ existuje reguldrn{ vyraz R nad ¥ takovy, ze R =T a naopak.
(ii) Ke kaZzdému regularnimu vyrazu R nad ¥ existuje kone¢ny automat M s abecedou ¥ takovy, ze T'(M) =
Ra naopak.

Diikaz: (1) Oznadime x pocéateéni uzel grafu T a vytvofime novy koncovy uzel y tak, Ze z kazdého pivodniho
koncového uzlu vede do y hrana oznacend €. V tomto novém grafu budiz y jediny koncovy uzel. Budeme déle
konstruovat tzv. zobecnény prechodovy graf, jehoz hrany jsou oznacCeny regularnimi vyrazy. Nejprve vylou¢ime
nasobné hrany. Jestlize z uzlu u vede do v n hran oznacenych a4, ..., a,, nahradime je jedinou hranou oznacenou
a1+ - o

o+ -+ a,

aq
0“
Qp

Déle se budeme postupné zbavovat vSech uzli na cesté z x do y. Necht mezi uzly u a v lezi uzel w. Hrana z u
do w je oznacena «, hrana z w do v je oznacena 3. Uzel w ma n ,,smycek” oznacenych 1, ...,v,:

ﬁ% a(n + -+ )8
o oToNe g
Os

Uzel w odstranime spolu se vSemi zminénymi hranami, a misto toho zavedeme hranu z u do v, oznacenou
a(y1 + -+ n)B (pokud takovd hrana uz existuje, pfiddme k nf tento vyraz jako dalsi sé¢itanec).

Timto zpusobem dostaneme zobecnény prechodovy graf, ktery bude mit pouze uzly = a y s jedinou hranou
mezi nimi. Ta bude oznacena regularnim vyrazem, ktery akceptuje stejny jazyk jako puvodni graf.

Naopak, mame-li dan regularni vyraz R, zkonstruujeme odpovidajici prechodovy graf induktivné vzhledem

ke konstrukci R podle téchto pravidel:

0 o

R=¢ R=10 R=a

()=
€
R = (R1 + RQ) R = (Rl 'R2) R = (Rl)*

Vysledny prechodovy graf bude ziejmé akceptovat ten jazyk, ktery popisuje pavodni regularni vyraz.

(ii) Vezmeme v tvahu reguldrni vyraz R. Budeme z ného konstruovat konecny automat, a to opét indukef
vzhledem ke konstrukei R.

Je-li R =0, R = € nebo R = a, pak odpovidajici jazyky jsou (), resp. {e}, {a}. Automaty, které rozeznavaji
tyto mnoziny, jsou uvedeny v dikazu véty 3.10. o

Je-li R = (Ry + R»), hleddme automat, ktery rozpoznava jazyk R; U Rs. Protoze podle indukéniho pfed-
pokladu mame automaty pro mnoziny E i E;, sestrojime z nich automat M podobné jako v poznadmce 3.6.
Nahradime vSak mnoZinu koncovych stavi F; x F5 mnozinou F; X Q2 U @1 X Fy, aby automat M rozeznéval
sjednoceni obou piuvodnich jazykt misto priniku.
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Je-li R = (R - Ry), hleddme automat, ktery rozpoznavé jazyk RyRs. Podle indukéntho predpokladu opét
zname automaty pro jazyky E i ]’%\;, proto mizeme hledany automat sestrojit stejné, jako v dikazu véty 3.8.

Je-li R = (RY), zndme uz automat pro Ry a hleddme automat pro jazyk (Ri)*. Ten lze vytvofit tak jako
v dikazu véty 3.9. a

4 Zasobnikové automaty

V predchozim jsme uvedli konecéné automaty a dokazali, ze akceptuji pravé regularni jazyky. V této kapitole
bude definovan jiny formalni vypocetni prostiedek, zdsobnikovy automat. UkdZeme o ném, ze méa vétsi vypocetni
silu nez kone¢ny automat, protoze bude umét rozpoznavat bezkontextové jazyky.

4.1 Zasobnikovy automat a jeho rozsifeni

Zasobnikovy automat je vlastné kone¢ny automat obohaceny o potencialné nekonecny zasobnik.

Definice 4.1
Zisobnikovy automat (ZA) nad abecedou ¥ je systém M = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F'), kde jednotlivé komponenty
maji nasledujici vyznam:

) — kone¢na neprazdnd mnozina stavi
Y — wstupni abeceda
I' — zdsobnikovd abeceda; mnoZina symboli, které se mohou objevit v zasobniku

0 — prechodovd funkce; 6:Q x (XU {e}) x I' = do mnoZiny vSech koneénych podmnozin ¢ x I'*
qo € Q — pocitecni stav
Zg e — dno zdsobniku

F C (Q — mnoZina koncovyjch stavi

Definice 4.2
Konfiguraci ZA je libovolna trojice (¢, z,a) € @ x ¥* x I'™*.
Krok vypoctu ZA definujeme jako bindrni relaci - na mnoZiné konfiguraci takto: jsou-li q,¢' € @ stavy,
a € ¥ U {e} vstupni symbol, Z € T zdsobnikovy symbol, «, 8 € T'* zdsobnikova slova a w € ¥* vstupni slovo,
pak
(g, a, ZB) F (¢',w,a), pokud (¢',a) € 8(q, 0, Z).

Jinymi slovy, je-li (¢', «) prvkem d(q, a, Z), znamend to, %e ve stavu ¢ s vrcholem zasobniku Z miuze ZA precist
symbol a a vrchol zdsobniku Z nahradit slovem «, pfi¢em? stav se zméni na q'.

Znatime F* reflexivnf a tranzitivni uzavér relace , - pouze tranzitivni uzavér. Navic H* znamen4 slozen{
k relaci F.

Rekneme, 7e ZA rozpozndvd slovo w koncovym stavem, pokud (qo,w, Zo) F* (qy,€,a), kde qf € F je koncovy
stav. ZA rozezndvd slovo w prdzdngm zdsobnikem, pokud (qo,w, Zy) F* (g,¢,¢€), kde ¢ je libovolny stav.

Znacime T'(M) jazyk akceptovany koncoviym stavem ZA, tedy mnozinu v8ech slov rozpoznavanych koncovym
stavem. Déale znac¢ime N (M) jazyk akceptovany prizdngm zdsobnikem ZA, tedy mnoZinu vSech slov rozpozné-
vanych prazdnym zasobnikem.

Piiklad 4.3
Podle pfikladu 2.12 neexistuje koneény automat, ktery by rozezndval jazyk {0"1™:n > 1}. Najdeme vSak
zasobnikovy automat, ktery tento jazyk akceptuje.
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Necht M = ({q0,q1},{0,1},{Zo,0}, 8, qo, Zo,0) je zdsobnikovy automat. Piechodovou funkci § definujeme
takto:

6(90,0,Z0) = {(q0,020)}
6(90,0,0) = {(q0,00)}
6(90,1,0) = {(q1,¢)}
6(¢1,1,0) = {(q1,¢)}
§q,6,20) = A{qu,e}

Je vidét, ze ve stavu g muze byt na vstupu 0, kterd se vzdy prida do zasobniku. P¥i prvnim vyskytu symbolu 1
se stav zméni na ¢;, a jedna 0 je ze zadsobniku odebrana. Odebrani 0 ze zasobniku provadi i stav g; pri prichodu
1 na vstupu, a jiny symbol uz nemize pfijit. Automat tedy akceptuje prazdnym zasobnikem posloupnost nul a
po nich jednicek, jichZ je stejny pocet. Proto N(M) = L.

Véta 4.4
Jazyk L je rozpoznatelny koncovym stavem néjakého ZA pravé tehdy, kdyz je rozpoznatelny prazdnym
zasobnikem néjakého ZA.

Diikaz: =: Necht L = T(M,), kde M, = (Q,X,T,4,qo, Zo, F). Zkonstruujeme ZA My = (Q U {¢-,¢,}, =, T U
{Z§Y, 8,46, Z4, 0). Prechodova funkce §' pfitom nabyva hodnot podle téchto pravidel:

8"(q0,¢, Zo) = {(90, Z0Zp) }
(p,7) € 0'(q,0a, Z), pokud (p,v) € 0(q,a, Z)
(ge,¢) € 8'(q,2,2) pro véechna g € F a Z e TU{Z}}
0'(qz,8,7) = {(ge,€)} pro vSechna Z € T U {Z]}

Porovname-li vypocetni kroky v pavodnim automatu M; a novém M, dojdeme k nasledujici ekvivalenci:

(q[)awaZO) l_an (qf7€7Y1 Y;“)

(q(l)awaz(l)) '_Mz (qO,w,ZOZ(I)) l_nMg (qfasayl o YnZ(I)) l_thl (qsaeag)a

kde gy € F je koncovy stav puvodniho automatu M. Je tedy ziejmé, ze N(Ms) = T'(M,).
<: Necht automat Ms = (Q, %, T, 4, qo, Zo, D) je zdsobnikovy automat, ktery rozeznéva jazyk L prazdnym z4-
sobnikem. Zkonstruujeme ZA M, = (QU{qq,qr}, X, TU{Zy},0', 90, Zy, {qs}). Prechodovou funkei ¢’ definujeme
takto:
8" (q0,¢, Zo) = {(q0, ZoZp)}
(p,7) € 0'(q 0, Z), pokud (p,7) € 6(¢q, a, Z)
0'(q,¢,Zo) = ({ay.¢})

7 téchto vztahiu lze odvodit podobnou ekvivalenci jako vyse pfi diikazu obraceni véty:

(q[)awaZO) l_nM2 (q,e,{;‘)

(q(l)awaz(l)) |_M1 (q():w:ZOZ(I)) l_an (q,E,Z(’)) I_Ml (qfasag)a
7 CehoZ plyne, 7ze T (My) = N(My). m|

Definice 4.5

Rozsireny zdsobnikovy automnat je systém M = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F'), ve kterém vSechny symboly maji tentyz
vyznam jako v zdsobnikovém automatu, az na pfechodovou funkci 4, jejimz defini¢nim oborem je @ x (X U{e}) x
I'*. (Rozsifeny zasobnikovy automat se tedy rozhoduje na zdkladé fetézce na vrcholu zasobniku misto jediného
symbolu.)

Véta 4.6
Necht L je jazyk rozeznavany koncovym stavem rozSiteného zasobnikového automatu M. Potom existuje
(obyCejny) zésobnikovy automat M, ktery rozpoznévéa koncovym stavem jazyk L.
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Diikaz: Precizné provedeny dikaz je zdlouhavy a technicky naro¢ny. Uvedeme pouze princip, tedy popiSeme,
jak z automatu M lze sestrojit automat M;, aby byla véta splnéna.
Necht M = (@, X%,T,0,q0,Zo, F) a T(M) = L. Budeme konstruovat automat

My = (Q1,%,T1,01, ¢, 21, F1),

kde Z; ¢ T a ¢; ¢ Q. Zvolime nejprve &islo m jako maximdlni délku slova «, pro které je §(q, a,a) # (). Jinymi
slovy, m je nejvétsi pocet znaku, které mize automat M odebrat z vrcholu zasobniku v jednom kroku.

Stavy automatu M; budou odpovidat dvojicim [q, ], kde ¢ € @ je stav piavodniho automatu a « je zdsob-
nikové slovo automatu M; délky nejvyse m: Q1 = {[¢,a]: ¢ € Q,a € T'},0 < |a| < m}. Zasobnikova abeceda I'y
je pouze rozsifenim I' o symbol Z;: T'y = T U {Z;}. ¢g—pocatecni stav automatu M;—bude odpovidat dvojici
[90, ZoZ{™*]. Mnozina koncovych stavii automatu bude rovna: F; = {[q,a]:[¢,a] € Q1,q € F}. Jde tedy o ty
stavy z @1, které vznikly z koncového stavu automatu M.

Ptechodovou funkci §; definujeme takto:

1. Nejprve uvedeme prechody 1, které vzniknou z prechodi ptivodnf funkce 8. Necht tedy 0(q, a, X1 - -+ Xi)
obsahuje prvek (r,Y] - --Y;). Budeme rozliovat dvé moznosti:

(a) I > k: pro v8echny zdsobnikové symboly Z € T’y a v8echna zasobnikova slova a délky m — k klademe:
mnoZina 01 ([q, X; - - - Xk, a, Z) obsahuje prvek ([r, 8],72), kde By =Y - - - Y, pfi¢emz slovo 8 ma
délku pravé m.

(b) 1 < k: pro vSechny zdsobnikové symboly Z € T'; a vSechna zdsobnikova slova « délky m — k klademe:
mnozina 1 ([¢, X1 - - - X, a, Z) obsahuje prvek ([r,Y; ---ViaZ],¢).

2. Musime umét doplnit ,zadsobnikovou komponentu“ novych stavi na délku m, aby mohly byt provadény
pfechody podle pfedchoziho bodu. Definujeme tedy pro kazdy stav ¢ € @ puvodniho automatu, pro
kazdy zasobnikovy symbol Z € I'; a kazdé zasobnikové slovo o délky ostie mensi nez m tento prechod:

61([(],0&],6,Z) = {([q,aZ],E)}.

Takto definovany automat M; spliiuje podminku véty. m|

4.2 Stromy odvozeni pro CFG

V priisti ¢asti odhalime vztah bezkontextovych gramatik a zasobnikovych automati. Stromy odvozeni bezkon-
textovych gramatik jsou péknou ilustraci tohoto vztahu, proto je uvedeme na tomto misté.

Definice 4.7
Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika. Strom T nazveme strom odvozeni (derivacni strom) pro
G, jestlize

e kazdy uzel je oznacen navéstim—symbolem z N UX
e nivésti kofene je S
e ma-li uzel u ndvésti A a méa-li alespon jednoho naslednika, pak A je netermindl
e jsou-li uzly uq,...,u; po fadé nasledniky uzlu v s navéstimi v poradi Ay,..., Ar a naveésti uzlu u je A,
pak A — Ay --- Ay, je pravidlem gramatiky G
Priklad 4.8
Necht G je gramatika:

S = aAS]a
A — SbA|SS|a

Potom nésledujici strom je deriva¢nim stromem pro G:
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Viimnéme si, ze kdyz sefadime listy tohoto stromu, dostaneme slovo aabaa, které je vétou gramatiky G.

Definice 4.9
Viysledkem derivacniho stromu nazveme tetéz vznikly zfetézenim jeho lista zleva doprava.

Véta 4.10
Necht G = (N, %, P, S) je bezkontextova gramatika. Pak pro kazdé slovo ¢ # a € ¥* plati: S =* « pravé
tehdy, kdyz existuje deriva¢ni strom pro G s vysledkem a.

Diikaz: <: indukci vzhledem k poctu nelistovych uzli ve stromu. Necht tedy « je vysledkem stromu.

1. Necht existuje ve stromu 7T jediny nelistovy uzel. Musi to byt kofen s n nésledniky Aq,..., A,. Potom
a=A;---A,, apodle definice deriva¢niho stromu je S — A; --- A,,. Celkem (S — «) € P.

2. Predpokladejme, ze pro vSechny stromy s méné nez k uzly tvrzeni plati. Mé&jme nyni strom T s k uzly, jehoz
vysledkem je a. Oznac¢ime néasledniky kofene jako Ay,..., A,,. Opét podle definice deriva¢niho stromu musi
byt S — A; --- A, pravidlem gramatiky G. Pro kazdy symbol A; mohou nastat tyto moznosti:

(a) A; je nelist: Pak A; je netermindl a mus{ byt kofenem podstromu s méné nez k uzly a vysledkem «;.
Podle induk¢éniho predpokladu plati: A =* «;.

(b) A; je list: Polozime nyni o; = A; a plati: A; = «;.

Protoze ziejmé plati « = a3 - - - a,, a odvodili jsme, Ze pro kazdé i je A; =* «;, existuje v gramatice G
nasledujici odvozeni:

A=A A =2 qdsy - A= =2 o ra = a
tedy celkem A =* a.

= dukaz lze vést analogicky. a

4.3 Zasobnikové automaty a bezkontextové gramatiky

Ukazeme nyni, ze mexi bezkontextovymi gramatikami a zasobnikovymi automaty existuje stejny vztah jako
mezi reguldrnimi gramatikami a konecnymi automaty.

Lemma 4.11 O SYNTAKTICKE ANALYZE SHORA DOLU
Necht G = (N, X, P, S) je libovolna bezkontextova gramatika. Pak existuje zasobnikovy automat R takovy,
7e N(R) = L(QG).

Diikaz: Necht automat R = ({¢}, %, NUZX,4,5,0). Pfechodovou funkci § zavedeme takto: je-li A — « pravidlo
gramatiky G, pak §(q,e, A) 3 (q, ). Navic, pro kazdy vstupni symbol a € ¥ je d(q,a,a) = {(g,¢)}.
Dokézeme nyni, ze N(R) = L(G). Chceme tedy odvodit tuto ekvivalenci:

S="w& (qw, )k (g,6,¢) (5)

=: indukei vzhledem k poétu odvozeni v gramatice G. Aby se dala indukce pouZit, budeme vztah (5)
dokazovat pro vSechny netermindly, a ne jen pro S.
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Indukci vzhledem k m dokazujeme, Ze pro kazdé m existuje n tak, ze
pokud A =™ w, pak (q,w, A) F" (¢,¢,¢). (6)

m = 1: Necht w = a; - - - a. Protoze A = w, musf existovat pravidlo A — w v gramatice G. Potom podle
pravidel pro pfechodovou funkeci ¢ dostavame: (g, e, A) 3 (q,w). Je tedy v automatu R mozZny tento vypocet:

(qaal"'akaA) = (qaal"'akaal"'ak) l_k (q,&‘,&‘).

indukcnt krok: Predpokladejme, Zze vztah (6) plati pro v8echna I < m. Mé&jme nyni odvozeni A =" w. Mus{
tedy existovat pravidlo A — z; - - - 2, které je v odvozeni A =" w pouzito jako prvni. Symboly z; mohou byt
termindly i neterminély. Je-li z;; termindln{ symbol, pak polozime w; = x;. V tomto pfipadé plati: (¢, w;, z;) F
(¢,¢,¢). Je-li z; netermindlni symbol, pak existuje odvozeni z; =™ w;, kde w; € X* je soudasti slova w. Celkem
dostavame, ze x1 - - T, = wy - - wg = w. Vime v8ak, ze my +- - -+my < m, proto na vSechny odvozeni z; =™
w; 1ze pouZit indukéni pfedpoklad. Existuje tedy vypocet v R: (g, w;,z;) F™ (g,¢,¢). Kromé toho vime, Ze A —

.-z, je pravidlo v G, proto d(q,e,A) 3 (q,z1 - - - zx). Tedy (q,w, A) F (q,wy - - - wg, z1 - - - ). Ukdzali jsme,

e (¢, w;,x;) F (g,e,¢) pro kazdé z;, at uZ je termindlem nebo netermindlem. Proto (q,w; - - - wg,z1 - - - x) F*

(g,€,€).

<: opét indukci vzhledem k po¢tu odvozeni v gramatice G. Pomuzeme si podobné, jako v predchozim dikazu
obracené implikace.

Indukci vzhledem k n dokazujeme, Ze pro kazdé n existuje m tak, ze

pokud (q,w, A) F" (q,¢,¢), pak A =™ w. (7)

n = 1: Musi byt w = ¢, a tedy A — ¢ je pravidlem gramatiky G

indukcnt krok: Predpoklddejme, Ze vztah (7) plati pro kazdé I < n. M&jme nyni vypocet (¢, w, A) F" (¢, ¢,¢).
Vezméme jeho prvni krok: (¢, w, A) F (q,w,x1 -+ x). Musi tedy byt A — 1 -+ -z pravidlem gramatiky G.
Rozlozme déle slovo w na ¢asti wy - --wy tak, Zze (q,w;,z;) F (q,&,¢). Bude tak bud z; = w; termindl, tedy
x; =0 w;, nebo z; =™ w; podle indukéniho predpokladu. Celkem dostdvame odvozeni

A=z xp =™ wizs - xp = > W WE = WL

Priklad 4.12
Uvazujme gramatiku G se startovnim netermindlem E a s nasledujicimi pravidly:

E —- E+T|T
T —- TxF|F
F = i|(E)
Podle predchozi véty se pokusime sestrojit automat R, ktery bude rozezndvat jazyk L(G) prazdnym zdsobnikem.

Necht tedy R = ({¢q},%,T,4,S,0). V naem pifpadé je vstupn{ abeceda rovna ¥ = {+, %, 1, (, )} a zdsobnikova
abeceda I' = {E, T, F} U X. Funkce § bude nabyvat téchto hodnot:

6(g,e,B) = {(¢. E+T),(q,T)}
6(q,e,T) = {(q,TF),(q, F)}
6(q,e, F) = {(g,1),(q,(E))}
0(q,a,a) = {(g,e)} proa € ¥

Obréazek 1 ukazuje, jak lze provést odvozeni slova w = i +i*i v automatu R. Tomuto postupu se fika syntaktickd
analjza shora doli. V konfiguracich je vynechdn stav ¢, protoze je vzdy stejny.

Lemma 4.13 O SYNTAKTICKE ANALYZE ZDOLA NAHORU
Necht G = (N, X%, P, S) je libovolna bezkontextovd gramatika. Pak existuje rozsifeny zasobnikovy automat
R takovy, 7e T(R) = L(G).
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(t+ixi, F)
FGi+ixi,E+T) C) T
Fi4ixi,T+T) (i)
F(i4ixi, F+T) C)
F(i4ixi,i+T) C)

F(+ixi,+T)

F(i%i,T)

(i %i,T % F) (1)
(ixi, F % F) (5
b (i xiyi % F) C)
- (xi, +F)

- (i, F)

- (i,4) (i)

G

Obrazek 1: Piiklad syntaktické analyzy shora dola
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Diikaz: Sestrojime rozsiteny zasobnikovy automat R = ({g,7}, £, EUNU{$},0,q,8, {r}), kde $ je novy symbol,
ktery neni ani netermindl ani termindl gramatiky G. Pfechodovou funkci automatu G nynf zvolime takto:

d(q,a,e) = {(¢g,a)} pro viechna a € ¥
0(g,e,a) > (g, A) pro A — « pravidlo G
4(q,e,85) = {(r,e)}

Dokazme nyni, 7e L(G) = T(R).
C: Budeme dokazovat implikaci

(S =" ady =") = ((¢,7y,%) " (¢,y,5a4))
indukci vzhledem k n.
1. n = 0: trivialné

2. indukcéni krok: Necht tvrzeni plati pro viechna k < n. Potom ady = afr ="' zy. Rozlisime dva
piipady:

(a) af € ¥*: Mus{ byt af = z, a tedy (q,zy,8$) F* (¢,y,%a8) F (q,y,8aA) diky definici pfechodové
funkce 4.

(b) af & ¥*: Oznalme af = vBr, kde B je nepravéjsi netermindl slova a3. Protoze plati
S =* yBry =" xy,

miuZzeme pouZit indukén{ pfedpoklad: (¢, zy,$) F* (¢, ry, $vB). Podle pravidla pro funkci § déle plati:

(¢,y,89Br) F (q,y,5aA4).
~—

=af

Celkem dostavame L(G) C T(R).
D: Budeme nyni dokazovat tuto implikaci:

((q,2zy,8) F" (q,y,5aA)) = (ady =" zy)
Dukaz povedeme opét indukei vzhledem k n.
1. n = 0: trividlné

2. indukéni krok: Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna k < mn. V konfiguraci (¢,y,$aA) je vrchol
zdsobniku netermindl A, tedy posledni krok musel byt redukei (pouZit{ pravidla A — ) a ne ¢tenim.

(a.2y,8) K" (¢.9,8a8) - (¢,y, 8aA)
Podle indukéniho pfedpokladu je afy =* zy. Celkem tedy ady = afy =* zy.

Abychom mohli pouzit indukce, dokazovali jsme silngjsi tvrzeni pro vSechny netermindly. Jeho specidlnim
pifipadem je ekvivalence

((g;w,3) F (¢,¢,89)) & (5§ =" w)

Priklad 4.14
Vezméme stejnou gramatiku G jako v piikladu 4.12. Pokusime se k ni podle predchazejici véty sestrojit
rozsifeny zasobnikovy automat, ktery bude rozeznédvat jazyk L(G) koncovym stavem.
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($,i + i %1)
- ($i, +i i)
F (SF, +i % i)
(ST, +i i)
- (SE, +i i)
F ($E+,i %)
- (S$E + i, *i)
 ($E + F, xi)
 ($E + T, *i)
F ($E + T, i)
F(SE+T xi,e)
F(E+TxF,e)

- ($E +T,e)

F($E,¢)

= (re,€)
Obrazek 2: Priklad syntaktické analyzy zdola nahoru

Necht tedy R = ({q,r}, X, X UN U {$},4,¢,8,{r}). V nasem piipadé je opét abeceda ¥ = {+,x,1,(,)},
mnoZina netermindli rovna N = {E, T, F'}. Pro pfechodovou funkci dostdvame tato pravidla:

0(q,a,e) = {(g,a)} proa € X

6(¢,e, E+T) = {(¢,B)}
6(g,e,T) = {(¢,E)}
6(q,6,T+F) = {(qg,7)}
6(g,e, F) = {(g, 1)}
6(g,e,1) = {(g,F)}
6(g,e,(E)) = {(g,F)}
6(g;e,8E) = {(r,e)}

Obréazek 2 demonstruje odvozeni slova w = i + i * i v automatu R. Takovému odvozeni se fika syntaktickd
analjza zdola nahoru. V konfiguracich je az na posledni vynechéan stav, protoze je stale q.

Poznamka 4.15

Syntakticka analyza zdola nahoru uvedena v predchazejici vété je nedeterministicka, jako ostatné zasobnikové
automaty jako takové. Mohou nastat dva typy situaci, ve kterych ma automat vice moznosti postupu; ika se
jim konflikty:

e konflikt ¢tenixredukce: Na vrcholu zdsobniku je slovo a a v puvodni gramatice byla dvé pravidla: A — «
a B — af. Automat tedy nevi, zda mé redukovat podle prvniho pravidla nebo &ist dél.
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e konflikt redukcexredukce: Na vrcholu zasobniku je slovo ya a v puvodni gramatice byla tato pravidla:
A = aa C — ya. Automat nevi, zda méa redukovat podle prvniho nebo podle druhého pravidla.

Lemma 4.16
Necht L je jazyk rozeznivany prazdnym zasobnikem automatu M. Pak M je bezkontextovy jazyk.
Diikaz: viz [Chytil], véta 4.50 na strané 109. Ke zkousce nebyl vyzadovan. O

Disledek 4.17
Pro libovolny jazyk L jsou nasledujici tii tvrzeni ekvivalentni.

1. L je bezkontextovy jazyk, tedy existuje bezkontextovd gramatika G tak, ze L(G) = L.

2. Existuje zasobnikovy automat M, ktery rozpozndvé jazyk L koncovym stavem, tedy T (M) = L.

w

. Existuje zdsobnikovy automat M. ktery rozpoznava jazyk L prazdnym zdsobnikem. tedy N (M) = L.

vy

. Existuje rozsifeny zdsobnikovy automat M. ktery rozpozndva jazyk L prazdnym zdsobnikem. tedy N (M) =
L.

N

5 Bezkontextové gramatiky a jazyky

Definice 5.1

Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika a nechf ap = a; = --- = a, je odvozeni v G. Rekneme,
Ze toto odvozeni je nejlevéjsi (resp. nejpravéjsi), jestlize kazdé «; = x; A;8; (vesp. a; = BiA;x;), kde z; € ¥* je
slovo slozené pouze z termindli, A; € N je netermindl a 8; € (N U X)* je libovolné slovo, a a;11 vznikne z «;
nahrazenim A; slovem ~ pii pouZit{ pravidla A; — . Nékdy také ¥kdme levd (resp. pravd) derivace.

Jestlize je tedy ag = -+ - = a, levd (resp. pravd) derivace, pak vSechna «; nazyvame levd (resp. pravd) véind

forma.

Poznamka 5.2

Necht w € L(G) je slovo pro néjakou bezkontextovou gramatiku G. Potom pocet riznych deriva¢nich stromi
s vysledkem w je roven poc¢tu ruznych levych derivaci S =* w slova w a to je rovno poc¢tu ruznych pravych
derivaci slova w.

Protoze pojmy levé a pravé derivace jsou ziejmé dualni, budeme brat dale v ivahu pouze levé derivace.

5.1 Transformace CFG

Bezkontextové gramatiky hraji dilezitou roli v syntaktické analyze. Préaci s obecnou bezkontextovou gramatikou
lze nékdy usnadnit tak, Ze zavedeme na chovani gramatik dalsi podminky, kterych lze po jistych transformacich
dosdhnout u kazdé bezkontextové gramatiky. Témito podminkami a transformacemi se zabyva tato ¢ést.

Definice 5.3

Necht G = (N, %, P, S) je bezkontextova gramatika. Rekneme, Ze slovo w € L(G) je v gramatice G viceznacné
(nejednoznacné), jestlize existuji dvé rizné levd odvozen{ slova w v G.

Jestlize existuje alesponi jedno vicezna¢né slovo w € L(G), pak o gramatice G Fekneme také, Ze je viceznacnd.

Bezkontextovy jazyk L nazveme viceznacng, jestlize je generovan pouze viceznatnymi bezkontextovymi gra-
matikami.

Obycejné je velmi komplikované dokazat, ze jazyk je viceznac¢ny. Musi se totiz dokazat o kazdé gramatice, kterad
jazyk generuje, ze je viceznacCna.

Priklad 5.4

Piikladem jazyka, o kterém se to dokdzat podafilo, je L = {a’bicF:i = jVv j = k}. Jedna ¢4st gramatiky pro
L musi generovat slova, pro kterd ¢ = 7, a druhd slova s j = k. Ukazuje se vSak, ze slova jazyka L, pro které je
i = j =k, mus{ mit vzdy dvé rizné levé derivace, a to v kazdé ze zminénych casti gramatiky jednu.
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Priklad 5.5
Zde je priklad nejednoznacné gramatiky generujici vyrazy s operacemi + a *:

E—-E+E|ExE|(E)]|:
Tato gramatika je viceznacnd, protoze v ni existuji tato dvé odvozeni slova ¢ + ¢ + i:

EFE=sFE+E=E+E+E=si+E+E=si+i+E=i+i+10
EFE=FE+E=it+E=>i+E+E=i+i+E=>i+i1+1

Nejednoznacnost 1ze v8ak v tomto pripadé napravit. Gramatika

E — E+T|E«T|T
T = (B)|i

generuje stejny jazyk a je pritom jednoznacna.

Definice 5.6

26

Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika. Rekneme, ze symbol X € (NUX) je nepouZitelnsj, pokud

neexistuje odvozeni S =* uXv =* uwv, kde w € ¥*.

Poznamka 5.7
Nepouzitelnost mize byt dvou druhii:

1. Neexistuje odvozeni S =* uXwv. Tomuto problému se ki dostupnost symbolu a zvazuje se u termindlu i

u netermindld.

2. Pro neterminal X se ovéfuje, zda 1ze z tohoto neterminalu odvodit terminalni slovo. Pokud X = S, jde o

problém, zda jazyk L(G) je prazdny ¢i nikoli.

Tento problém lze pro obecny netermindl X rozhodnout. MizZeme totiz induktivné konstruovat mnozinu
,bouzitelnych® netermindla tak, Ze v prvnim kroku v ni budou pouze netermindly, z nichz lze pomoc{
néjakého pravidla pfimo odvodit terminalni slovo. V dalsich krocich pridame ty netermindly, z nichz lze
odvodit slovo slozené 7 terminali a téch netermindli, které byly ptridany v predchozich krocich. Nasledujici

algoritmus je formalnim zdpisem tohoto postupu.

Algoritmus 5.1 TEST, zDA JAZYK GENEROVANY CFG JE NEPRAZDNY
Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup: ano, pokud L(G) je neprdzdnd mnozina, jinak ne

1. No:=0

2.1:=0

3. repeat

3.1. Niy1 =N, U{A: (A —>a) e PANa e (N;UX)*}
32.i:=i+1

4. until N; = N;_4
5. if S € N; then return ano

6. else return ne
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Véta 5.8
Algoritmus 5.1 je spravny a vzdy skondi.

Diikaz: =: Budeme dokazovat implikaci
A € N; = (existuje w € ¥*: A =" w) (8)
indukei vzhledem k .
1. 4 = 0: trividlné

2. indukéni krok: Predpoklddejme, Ze (8) plati pro i. Necht A € N;y1. Potom bud A € N;, a tedy podle
induké¢éniho predpokladu existuje odvozeni pozadovanych vlastnosti, nebo existuje pravidlo A — « takové,
ze a = X1 -+ Xy, kde bud’ X je netermindl z mnoziny NNV;, nebo termindlnf fetézec. V piipadé termindlniho
fetézce ziejmé X; =% X; a oznacime z; = X;. Pokud je X; € N;, potom podle indukéniho piedpokladu
X; =" xj, kde z; je termindln{ fetézec. Je tedy mozno v gramatice G' derivovat

A= X X =" Xe - X =" 2", €87

<: Budeme se snazit ukazat, Ze
(A="we X*) = existuje i: A € N, (9)
a to indukef vzhledem k délce odvozeni A =* w (oznaéime n).
1. A= w, pak musi byt A — w pravidlo v G, a tedy A € N;.

2. indukénd krok: Necht vztah (9) plati pro v8echna | < n. Jestlize A =" w, miZzeme tuto derivaci rozepsat
na
A=X - Xp="taxp =w,

kde X; =" z;. Vime, Ze ) n; < n, mizeme proto pouzit indukéni pfedpoklad na vSechny netermindly
z X;. Kazdy z nich je tedy jisté obsazen v mnoziné N;,. Vezmeme nynf i = max;—;...;i; + 1. Potom
v8echny netermindly z X; se objevi v mnoziné N;_;. Protoze A — X; - - X}, je pravidlo, v némz na pravé
strané vystupuje slovo tvofené abecedou (N;—; U X), pati{ netermindl A do mnoziny N;.

Algoritmus 5.1 je tedy spravny. Zbyvéa ukazat, ze se zastavi. Pfedpokladejme, Ze se nezastavi. To se mize
stat jediné v pripadé, ze generuje nekonec¢nou fadu mnozin N;, pro néz N; # N;_1. Protoze vsak N;_; C N;, je
ziejmé N;_1 C N;. VSechny mnoziny N; jsou navic vybrany z mnoziny netermindli N. Celkem dostdvame fadu

NoCN,C---CN; C---CN.
To je vSak spor s tim, Ze mnozina N je konecné. O
Diisledek 5.9

Pro kazdou bezkontextovou gramatiku je rozhodnutelné, zda jazyk, ktery generuje, je prazdny ¢i nikoli.

Definice 5.10
Necht G = (N, %, P, S). Rekneme, 7e symbol X € (N UY) je nedosazitelnyj v G, jestlize neexistuje derivace
S =*aXp.

Nésledujici algoritmus odstranuje nedosazitelné symboly bezkontextové gramatiky tak, ze induktivné konstruuje
mnozinu dosazitelnych. Jakmile uz neni co pridat, algoritmus kon¢i.

Algoritmus 5.2 ODSTRANENI NEDOSAZITELNYCH SYMBOLU CFG
Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup: bezkontextovd gramatika G' = (N', ¥, P’ S) bez nedosazitelnych symboli takovd, ze L(G') = L(QG)
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1. VO = {S}
2.4:=0
3. repeat

3.1. Vi1 =V, U{X:3A 5 aXBANAEV,_1}
32.1:=1+1

until V; =V,_;
N :=NnNV;
=NV

N ook

P':=PNN'x (N'UY)

I pro algoritmus 5.2 by se dala formulovat a dokazat véta o spravnosti a skonceni. Spravnost je vsak zfejma a
skonceni plyne opét z toho, ze konstruujeme ostie rostouci podmnoziny kone¢né mnoziny N U X.
Oba posledni algoritmy se daji spojit v jeden, ktery bude umét odstranit nepouzitelné symboly obou typi.

Algoritmus 5.3 ODSTRANENI NEPOUZITELNYCH SYMBOLU CFG

Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup: bezkontextovd gramatika G1 = (N1, X4, P1,S) bez nepouZitelnych symboli takovd, ze L(G1) = L(G)

1. S pouzitim algoritmu 5.1 odstranime nepouzitelné symboly druhého druhu, tedy ty neterminaly, z nichz
se neda derivovat termindlni slovo, a dale

2. s pomoci algoritmu 5.2 odstranime nepouzitelné symboly prvniho druhu, tedy ty nedosazitelné.

Definice 5.11
Rekneme, ze bezkontextova gramatika G'= (N, X, P, S) je bez e-pravidel, jestlize neobsahuje zddné pravidlo
A — € nebo obsahuje jediné e-pravidlo S — ¢, pficemz S se nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla.

Algoritmus 5.4 ODSTRANENI e-PRAVIDEL CFG

Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup bezkontextovd gramatika G' = (N', X, P’, S’) bez e-pravidel takova, ze L(G') = L(G)
1. Ny :={A:(A —¢) e P}
2.1:=1
3. repeat
3.1. Njj1:=N;U{B:(B— A) e PANA € N;}
32.i:=1+1
4. until N; = N,

5. Mnozina N; nyni obsahuje netermindly, ze kterych je mozno odvodit €. Mnozinu novych pravidel P’ nyni
zkonstruujeme takto:

Necht A — agBiai -+ - Broy, je pravidlo z P, pfi¢emz vSechny netermindly B; patif do N; a slova a;; naopak
neobsahuji zddny neterminal z N;. Potom do P’ vlozime v8echna mo7nd pravidla A — agria; - TR
takovd, ze x; = € nebo z; = B;. Pravidla A — ¢ se v P' neobjevi.



5 BEZKONTEXTOVE GRAMATIKY A JAZYKY 29

6. Je-li S € N;, pak pfiddme novy netermindl S’ (N' = NU{S'} pro S’ ¢ N) a pravidla ' - ¢ | S do P'".
V opaéném piipadé polozime N' =N a S’ = S.

Priklad 5.12
Necht gramatika G = ({S}, {a, b}, P, S) obsahuje nasledujici pravidla:
S — aSbS | bSaS | e
S pomoci pfedchoziho algoritmu dostaneme gramatiku G' = ({S’, S}, {a, b}, P, S") s pravidly:

S = €]|S
S — aSbS |abS|aSh|ab
S — bSaS|baS |bSa|ba

Definice 5.13
Pravidlo A — B, kde A, B jsou neterminaly, nazveme jednoduché pravidlo.

Algoritmus 5.5 ODSTRANENT JEDNODUCHYCH PRAVIDEL CFG

Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S) bez e-pravidel

Vystup: bezkontextovd gramatika G' = (N, X, P, S) bez jednoduchych pravidel takovd, ze L(G') = L(G)
1. Pro kazdy netermindl A € N zkonstruujeme mnozinu N4 C N téch netermindla B, pro které A =* B.

2. Do P’ vlozime v8echna nejednoduchd pravidla z P. S kazdym takovym pravidlem (B — «) € P vloZzime
do P’ navic pravidla A — «a pro v8echny neterminaly A takové, Ze mnozina N4 obsahuje prvek B.

Definice 5.14
Bezkontextova gramatika G se nazyva necyklickd, pokud v ni neexistuje odvozeni tvaru A = A, kde 4 je
neterminal.

Definice 5.15
Bezkontextova gramatika G se nazyva wlastni, pokud je necyklickd, bez e-pravidel a nemd nepouzitelné
symboly.

Disledek 5.16
Pro kazdou bezkontextovou gramatiku G existuje vlastni bezkontextovd gramatika G' takovd, ze L(G') =

L(G).

5.2 Normalni formy CFG

Vlastnosti CFG a pfislusné transformace z predchozi ¢asti, spolu s nékterymi dalsimi, se kombinuji do tzv.
normdlnich forem bezkontextovych gramatik.

Definice 5.17

Bezkontextovd, gramatika G = (N,X, P,S) je v Chomského' normdini formé (CNF), pokud vsechna jejf
pravidla jsou tvaru X — Y Z nebo X — a, kde X,Y, Z jsou netermindly a a je termindlni symbol, a muze
pripadné obsahovat pravidlo § — €.

Ukazeme, 7e kazdou bezkontextovou gramatiku lze pievést do Chomského normalni formy pii zachovani gene-
rovaného jazyka. Uvedeme nejprve prislusny algoritmus.

Algoritmus 5.6 TRANSFORMACE CFG Do CNF

4Cteme opdt [Eomského]
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Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S) bez jednoduchych pravidel
Vystup: bezkontextovd gramatika G' = (N', %, P',S) v CNF takovd, ze L(G') = L(G)
1. P:=p; N':=N
2. Vloz do P’ v8echna pravidla tvaru A -+ a, A— BC,S - ¢z P
3. for vSechna pravidla (A — X; --- Xi) € P, kde X; € (N UZX) jsou symboly a k > 2 do

31. N :=NU{X{,..., X _,, (Xo--- Xp), ..., (Xp—1 Xk)}
3.2. Vloz do P' pravidla

(Xo- - Xp) — XL(X3--X3)

(X1 Xg) — Xp1 X,
kde (X; -+ X}) jsou nové netermindly, a

¢ novy netermindl, pokud X; € ¥

3.3. Pro vS8echny nové netermindly X/, kdy X; musi byt termindlni symbol, vloz do P’ nova pravidla

Algoritmus se evidentné zastavi, protoze provadime cykly pouze pres prvky mnoziny pravidel P, kterd je konec¢na,
a také vSechny ostatni kroky jsou konecné.

Véta 5.18
Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje gramatika G' v Chomského normdlni formé takova, Ze
L(G") = L.

Diikaz: Necht L = L(G) pro néjakou bezkontextovou gramatiku. Bez ijmy na obecnosti miZzeme predpokladat,
Ze G nemé e-pravidla ani jednoduchd pravidla (lze odstranit algoritmy 5.4 a 5.5). Posleme tuto gramatiku na
vstup pfedchoziho algoritmu 5.6 a dostaneme tak gramatiku G'. Ta je zfejmé v Chomského normélni forms.
Musime jesté dokdzat, ze L(G') = L(G).

Uvedeme tzv. lemma o substituci, které lze s vyhodou uplatnit pri dikazu.

Lemma 5.19 O susstiTUCI CFG
Necht G = (N, %, P, S) je bezkontextova gramatika a A — aBg jeji pravidlo. Vezmeme v8echna B-pravidla
7z P: B— ||y a vytvofime novou mnozinu pravidel

P'=(P\{A—= aBB}U{A = ayf,...,av0})
a sestavime novou gramatiku G' = (N, X, P',S). Potom L(G') = L(G).

Diikaz: ziejmy. m|
pokracovani dikazu véty 5.18: Aplikujeme predchozi lemma o substituci na vSechny nové zavedené netermi-
naly a dostaneme pivodni gramatiku. m|

Priklad 5.20
Necht gramatika G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) méa nésledujici pravidla:
S — aAB|BA
A - BBB]|a
B — AS|b|bB

S pomocf algoritmu 5.6 sestrojime gramatiku G' = ({S, 4, B,d',b', (AB),(BB)},{a,b}, P',S), kterd ma tato
pravidla:
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S =+ BA A—a B — AS

S — a'(AB) A— B(BBY B-—b

a —=a (BB) - BB B = VB
(AB) - AB b= b

Poznamka 5.21

31

Kazdy deriva¢ni strom utvoreny podle gramatiky v Chomského normalni formé ma tyto dvé vlastnosti:

1. z kazdého vnitfniho uzlu vychézeji dvé nebo jedna hrana

2. z uzlu vychézi jedind hrana praveé tehdy, kdyz tato hrana vchazi do listu.

Tyto vlastnosti casto umoziuji zjednodusovat tvrzeni tykajici se bezkontextovych jazyki.

Definice 5.22

Bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S) je v Greibachové normdlni formé (GNF'), pokud je bez e-pravidel a
v8echna pravidla maji tvar A — a«, kde A je neterminél, a termindl a o (pfipadné prazdny) fetézec neterminéla.

Definice 5.23

Netermindl A bezkontextové gramatiky G se nazyva rekurzivni, pokud existuje odvozeni A =T aAB3 pro

néjaké o, 8 € (NUX)*. Je-li a = ¢ (resp. 8 = ¢), pak A se nazyva levorekurzivni (resp. pravorekurzivni).

Lemma 5.24 ODSTRANENI BEZPROSTREDNI LEVE REKURZE
Necht
A= Aoy |- | Aam | Bi] -] Bn

(10)

jsou vSechna A-pravidla gramatiky G = (N, X, P, S). Zkonstruujeme gramatiku G' = (N U{A'}, ¥, P',S), kde

A’ je novy netermindl a P’ vznikne z P nahrazenim vSech A-pravidel témito pravidly:

A = Bl | Bul BA" | -] BrA
A 5 o] am A ap A

Pak L(G') = L(G).
Diikaz: nabiledni.
Priklad 5.25

Podle predchoziho lemmatu lze prevést bezprostfedné levorekurzivni gramatiku
E - E+T|T
T - TxF|F

do tvaru bez levé rekurze:
E—-T|TE E — +T|+TFE
T— F|FT" T — xF|«FT'
F —i|(E)

Algoritmus 5.7 ELIMINACE LEVE REKURZE CFG

Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S)

Vystup: bezkontextovd gramatika G' = (N', X, P', S) bez levé rekurze takovd, ze L(G') = L(QG)

1. Zvolime libovolné uspofadani mnoZiny netermindli a oznac¢ime N = {4;,...,A,}

2. fori:=1ton do
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2.1. forj:=1toi—14do
2.1.1. V8echna pravidla 4; — Ajo nahradime pravidly 4; — fia | --- | Bre, kde A5 = B | -+ | B
jsou vSechna momentalné platnd A;-pravidla
2.1.2. Provedeme eliminaci bezprostiedni levé rekurze podle lemmatu 5.24.

Véta 5.26
Predchozi algoritmus odstranéni levé rekurze je spravny.

Diikaz: Ekvivalence gramatik plyne z lemmatu o substituci 5.19 a lemmatu o odstranéni bezprostiedni levé
rekurze 5.24.

Zbyva ukizat, ze G' skute¢né nenf levorekurzivni (tedy neobsahuje netermindl, ktery by byl levorekurzivni).
Z4dny neterminél viak neni bezprostfedné levorekurzivni. Déle, pokud A, — Aja, potom musi byt k < I.
Dokazeme indukci vzhledem ke k:

1. k= 1: Ay neni (jako v8echny ostatni neterminély) bezprostfedné levorekurzivni, proto musi byt 1 < [ pro
pravidlo A1 — Aja.

2. indukcni krok: Necht Ay — A« je pravidlo pavodni gramatiky G. Jestlize k < [, je vSe v poradku. Bylo-li
k > 1, je toto pravidlo nahrazeno pravidly Ay — fia | --- | Bma, kde 3; jsou pravé strany vSech novych
A;-pravidel. Na A; lze pouzit indukéni pfedpoklad, tedy slova 3; neobsahuji na prvnim misté neterminal
men3{ nebo roven /. Necht tedy obsahuje nékteré 3; netermindl A, na prvnim misté. Protoze I < r,
pak bud A, bude je$té nahrazeno svymi pravymi stranami (pokud r < k) nebo bude odstranéno jako
bezprostiedni levd rekurze (pokud r = k) nebo je v pofddku (pokud r > k).

Kdyby se dalo v G’ odvodit Ar =* Apa, muselo by odvozeni postupovat Ay = A,, = A, a1 - =
Ap._jas—1 = Ay ag, kde A, = A a as = a. Je tedy 19,71, ..., rs ostfe rostouci posloupnost, ve které prvni a
posledni prvek jsou si rovny, coz je spor. O

Poznamka 5.27

Necht G = (N,X, P, S) je bezkontextovd nelevorekurzivni gramatika. Potom existuje uspofddéni (N, <)
takové, ze pokud A — Ba je pravidlo, pak A < B. Piislugnou relaci R lze definovat takto: AR B, pokud A = B
nebo A =1 Ba. Uspotadani lze pak libovolné ziiplnit.

Algoritmus 5.8 TRANSFORMACE CFG Do GNF

Vstup: nelevorekurzivni bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup: bezkontextova gramatika G' = (N', X, P, S) v Greibachové normdlni formé takovd, ze L(G') = L(G)
1. Zvolime néjaké usporddani < s vlastnosti podle pfedchozi pozndmky a ozna¢ime N = {A4;,..., A}
Aoy < A;
2. fori:=ntoldo

2.1. forj:=ntoi+1do

2.1.1. Vsechna pravidla 4; — Aja nahradime pravidly 4; — Bia | -+ | Bre, kde 4; = B | -+ | B
jsou vSechna Aj-pravidla
2.2. Vgechna pravidla 4; - aX; --- X,,, nahradime A; = aX{---X,,, kde X/ = X; pro X; € N a X] je
novy netermindl pro X; € ¥, pficemz pfidame pravidlo X; — Xj.

Véta 5.28
Ptedchozi algoritmus transformace do Greibachové normalni formy pracuje spravné.

Driikaz: Sestupnou indukef 1ze ukazat, ze vSechna A;-pravidla vysledné gramatiky maji na prvnim misté pravé
strany termindl.
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1. ¢ = n: Pokud A, — Apa v puavodni gramatice, bylo by n < k. To vSak neni moZné, protoze A, je
maximéln{ netermindl. Je tedy na prvnim misté pravé strany vSech A,-pravidel terminél.

2. indukcni krok: Necht A; — Apa bylo pravidlo puvodni gramatiky G. Potom muselo byt i < k, a tedy toto
pravidlo je v pribéhu algoritmu nahrazeno pravidly A; — Sia | -+ | Bma, kde 3; jsou pravé strany vech
Ap-pravidel. Na né mizeme uzit indukénf piedpoklad, tedy na prvnim misté vSech 3; je terminal. Proto
i na prvni misté vSech pravych stran A;-pravidel je terminal.

Vsechny termindly X; uvnitf pravych stran pravidel byly nahrazeny netermindly, proto vSechna tato pravidla
spliiuji podminku GNF. Také nové zavedend pravidla X; — X; jsou v potradku. a

Priklad 5.29
Vyslednou gramatiku z pifkladu 5.25 pfevedeme do GNF. Nejprve uspofdddme netermindly: £ < E' < T <
T' < F. Po uplatnéni pfedchoziho algoritmu dostaneme gramatiku

F — i|(E)

T'" — «FT'|xF

T — i|(B)|iT]|E)T

E' — +4TE'|+T

E — i|(E) |iT"|(E)'T"|iE"| (E)'E"|iT'E"| (E)'T'E’
) =)

Disledek 5.30
Ke kazdé bezkontextové gramatice existuje k ni ekvivalentni gramatika, kterd je v Greibachové normaln{
forme.

Diikaz: Algoritmus 5.7 odstran{ z libovolné bezkontextové gramatiky levou rekurzi. Vyslednou gramatiku po-
Sleme na vstup algoritmu 5.8, ktery ji prevede do Greibachové normalni formy. a

Definice 5.31

Rekneme, 7e gramatika G je v redukované Greibachové normdini formé, pokud neobsahuje e-pravidla a
vSechna pravidla maji tvar A — aa, kde a je termindl a « je bud prazdné slovo, nebo sloZené z jednoho ¢i dvou
netermindli (o = € nebo @ = B nebo a = BC).

5.3 Uzavérové vlastnosti CFL

Véta 5.32 PUMPING LEMMA PRO CFL NEBOLI ,,uvwzy‘‘ TEOREM

Necht L je bezkontextovy jazyk. Potom existuji pfirozend ¢isla p, ¢ takova, ze pro kazdé slovo z € L jazyka
L plati: pokud |z| > p, pak slovo z lze zapsat ve tvaru z = wvwzy, kde |vwz| < ¢, alespoii jedno ze slov v,z je
riizné od prazdného slova e a vSechna slova uv'wz'y patif do jazyka L pro kazdé pfirozené i > 0.

Diikaz: Necht G = (N, X, P, S) je gramatika v Chomského normdln{ formé, kterd generuje jazyk L. Takova
gramatika podle véty 5.18 vzdy existuje. Nechf k je pocet neterminalii této gramatiky. Polozime p = 2F~1 a
g =2*.

V dal$im vyuzijeme vlastnosti deriva¢nich stromu piisluSnych gramatikdm v Chomského norméalni formé,
které byly zminény v pozndmce 5.21. Vnitini uzly takového stromu maji vzdy dva syny, kromé uzla bezpro-
stfedné predchézejicich listy stromu. Jestlize takovy strom nemé zadnou cestu delsi nez j, pak terminalni fetézec
odvozeny na jeho zdkladé ma délku nejvyse 291, Strom, z jehoz kazdého uzlu vychazeji pravé dvé hrany a jehoz
kazd4 cesta mé délku pravé j, ma 27 listi. U studovanych deriva¢nich stromi k tomu p¥istupuje navic okolnost,
7e hrana vedouci do libovolného listu odpovida pravidlu typu A — a. Je tedy pocet listi roven poctu uzli, které
jim bezprostfedné piredchézeji. Téch je, jak jiz bylo uvedeno, nejvyse 2/~ '. I list@ je proto nejvyse 271,

Jestlize je tedy slovo z € L delsi nez p, existuje v libovolném deriva¢nim stromu piislusném k néjaké derivaci
z cesta délky vétsi nez k. Zvolime nyni pevné jeden takovy pevny derivaéni strom T a oznac¢me v ném C' jeho
nejdelsi cestu. Protoze ta ma délku vétsi nez k, vyskytuje se na ni jeden netermindl alespon dvakrat. Oznacime
tento netermindl A a vybereme na cesté C uzly uy,u2,us téchto vliastnost{ (viz obrazek 3):
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A@ul

A@u2

Obrazek 3: Vybér uzli uy, us,us v derivaénim stromu z gramatiky v CNF

1. Oba uzly uy,us odpovidaji netermindlu A
2. Uzel uq lezi bliz kofenu stromu nez us

3. usg je list

4. Cesta z u; do uz ma délku nejvyse k + 1

Uzel uy urcuje ve stromu 7" podstrom 77, ktery ma kofen praveé u;, podobné us urcuje podstrom 75, pficemz
T, je podstromem T}. Strom T} odpovidé levé derivaci néjakého slova z;, které méa délku nejvyse 2. To z toho
davodu, Ze kazda cesta v 17 mé délku nejvyse k + 1. Kdyby totiz existovala v T} cesta delsi nez k + 1, dala by
spoleéné s cestou z kofene stromu T' do u; cestu delsi nez C, coZ je spor s maximalitou cesty C. Proto |z1| < q.
Strom T je podstromem T} a urcuje derivaci néjakého slova, které oznacime w. Slovo z; se pak da slozit takto:
z1 = vwz pro néjaka slova v, z. Pravidlo odpovidajici hrandm vychézejicim z uzlu vy musi byt tvaru A — BC.
Protoze jen po jedné ze dvou hran, které vedou z uzlu u;, muze pokracovat cesta C, d4 se z druhé vétve odvodit
neprazdné slovo ve stromu 7'. Proto je alespon jedno ze slov v,z neprazdné. Celkem jsme ukazali, ze

A =5 vAx =5 vwe, (13)
kde |Jvwz| < q a vz # €. Z toho ovSem plyne, Ze také

A=t vAz =% wAre =% - =5 v AT =% viwr! (14)

Kromé toho 4 =% w = v®wz®. Celé slovo z se zfejmé d4 zapsat jako z = uvwzy a viechny komponenty maji

pozadované vlastnosti. O
Pravé dokazanou vétu lze pouzit pro diukaz, ze néjaky jazyk neni bezkontextovy, jak ukazuje nasledujici
priklad.

Priklad 5.33

Ukézeme, ze jazyk L = {a™b™c":n > 0} neni bezkontextovy.

Predpokladejme naopak, ze L bezkontextovy je. Tedy existuji ¢isla p,q s vlastnostmi uvedenymi v pred-
chézejicim Pumping lemmatu. Zvolme é&fslo & > £. Potom slovo w; = akfbkck je mozno psat ve tvaru wvwzy,
kde vz # ¢ a kazdé w; = uv'wx'z lezi v L. ProtoZze ve vSech slovech v L se symboly a, b, ¢ vyskytuji vyhradné
v abecednim poradku, muze kazdé ze slov v,z obsahovat pouze stejné symboly. Ve slovech w; tedy s rostoucim
1 roste pocet nejvyse dvou symboli, zatimco tfetiho symbolu zustava stale stejné mnozstvi. To ale neni v jazyce
L mozné.

Tvrzeni 5.34

E3C[,2C£1
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Diikaz: Tvrzeni 1ika, ze L3 je vlastni podtiidou Lo a Lo je vlastni podtiidou £1. Jinymi slovy, existuje bezkon-
textovy jazyk, ktery neni regularni, a existuje kontextovy jazyk, ktery neni bezkontextovy.

V piikladu 2.12 je uveden dikaz, Ze jazyk {0™1™} neni rozpoznatelny Zaddnym koneénym automatem, a
neni proto regularni. Piiklad 4.3 ukazuje, Ze je tento jazyk rozpoznatelny zasobnikovym automatem, a je proto
bezkontextovy.

Podle predchoziho piikladu neni {a"b™c"} bezkontextovy jazyk. UkdZeme vSak, Ze je kontextovy. Je totiz
generovan nasledujici kontextovou gramatikou:

Xo — XoZ; Xo—» X123 X —»a;
X - aX11h Y172, - Y125 YiZ5 - YZ;
YZ3 - YZ iy - iy, 1Yo - YYs
YYQ — YY1 ZZ1 — Z2Z1 Z2Z1 — ZQZ
ZoZl — ZhWZ4 Y —»b Z = c
kde Xy je poc¢atecni symbol. m|

Véta 5.35
Existuje algoritmus, podle kterého lze ke kazdé bezkontextové gramatice G sestrojit ¢isla m,n takova, ze
L(G) je nekonetny pravé tehdy, kdy7 existuje slovo z € L(G) takové, 7e m < |z| < n.

Diikaz: Budeme opét predpokladat, ze gramatika G je v Chomského norméalni formé, coz mizeme podle véty
5.18. K této gramatice existuji podle ,uvwzy“ teorému cisla p,q piislusnych vlastnosti. Polozme m = p a
n=p+gq.

Jestlize nyni L(G) obsahuje slovo z takové, 7Ze m < |z| < n, lze je psit ve tvaru z = uvway, kde vz # € a
wviwazly lezi v L(G) pro kazdé i. To ale znamen4, ze jazyk L(G) je nekone¢ny.

Je-li naopak jazyk L(G) nekoneény, obsahuje nekoneéné mnoho slov délky vét$i nez p. Z mnoziny téchto
slov vybereme slovo z miniméln{ délky. Kdyby |z| > p + ¢, aplikujeme na né opét ,uvwzy“ teorém a mizeme
je psat ve tvaru z = uvwzy, kde opét v nebo z je neprdzdné a |vwz| < ¢ a pfitom wviwzly € L(G) pro kazdé
i, tedy i pro i = 0. Z toho dostdvime vwy € L(G), ale |uwy| < |uvwzy| a |[uvwy| > (p+ q) — ¢ = p, coZ je spor
s minimalitou vybéru slova z. a

Uvédomme si, ze pravé dokdzana véta umoziuje najit algoritmus, ktery pro kazdou bezkontextovou grama-
tiku rozhodne, zda generuje konecny nebo nekonecny jazyk. Je k tomu ovSem jesté tfeba najit algoritmus, ktery
by pro libovolné slovo w a bezkontextovou gramatiku rozhodoval, zda w € L(G). Pak staéi otestovat vSechna
slova délky mezi p a p + ¢q. Existence tohoto algoritmu je dokdzana obecnéji pro kontextové gramatiky ve vété
7.5.

Véta 5.36
Trida bezkontextovych jazyki Lo neni uzaviena na operaci priniku.

Diikaz: Jazyky L; = {a"b"c¢™:n,m > 1} a Ly = {a™b"c™: m,n > 1} jsou bezkontextové. Jazyk L; je napiiklad
generovan gramatikou

S = 5C
Sl — aSlb | ab
C — Ccle.

Obdobné lze zkonstruovat bezkontextovou gramatiku generujici jazyk Lo. AvSak jazyk
{a"b"c":n > 1} = L1 N Ly
neni podle piikladu 5.33 bezkontextovy. a

Véta 5.37
Trida bezkontextovych jazyka L5 je uzaviena na operaci sjednoceni.

Diikaz: Necht Ly a Lo jsou jazyky generované bezkontextovymi gramatikami G; = (N1,%1,P;,51) a Gy =
(N3, Bs, P», S5). Predpokladejme, ze Ny N Ny = (), ¢ehoz lze vzdy dosdhnout vhodnym piejmenovanim netermi-
nala. Jazyk Ly U L» je pak generovan bezkontextovou gramatikou

G = (N1 UNQU{S},ElUEQ,Pl UPQU{S—>51,S—>SQ},S).



5 BEZKONTEXTOVE GRAMATIKY A JAZYKY 36

Derivace v gramatice G totiz budou vzdy probihat tak, Ze nejprve se vybere bud S — S; nebo S — S,. Pak uz
bude jisté odvozovani pokracovat pouze podle Gy, resp. Ga. a

Véta 5.38
Trida bezkontextovych jazyka Lo neni uzaviena na operaci dopliiku.

Diikaz: Plyne bezprostfedné z de Morganovych pravidel a pfedchozich dvou vét. Je totiz L; N Ly = Ly U Ly.
Kdyby byla tiida L5 uzaviena na doplnék, protoze je uzaviena na sjednoceni, musela by také byt uzaviena na
prinik. To vSak neni pravda. O

Véta 5.39
Trida bezkontextovych jazyka Lo je uzaviena na operaci priniku s regularnim jazykem.

Diikaz: Chceme dokédzat, Ze pokud L € L, je bezkontextovy jazyk a R € L3 je regularni jazyk, pak LN R € L,
je bezkontextovy.

Necht M = (Q1,%,T,61,q01,Z0,F1) je zdsobnikovy automat takovy, Ze T (M) = L. Necht dédle A =
(Q2,%, 62, qoz, F») je konecny automat takovy, ze T'(A) = R.

Sestrojime zasobnikovy automat M' = (Q, X, T, 4, qo, Zo, F), pFicemZ stavy automatu M’ odpovidaji kartéz-
skému soucinu stavi M a A: Q = Q1 X @2, koncové stavy jsou koncové stavy obou automati: F = F| x Fy
a polédtecni stav je ddn pociteénimi stavy obou automatii: go = [go1, qo2]. Pfechodovd funkce ¢ je ddna takto:
d([p, q], a, Z) obsahuje prvek ([r,s],7y), pravé kdyZz 01(p,a,Z) obsahuje (r,7) a d2(g,a) = s. Potom ziejmé
T(M')=LNR. O

Véta 5.40
Ttida bezkontextovych jazyka L, je uzaviend na iteraci i na uzaver.

Diikaz: Chceme ukizat, ze pokud je jazyk L € Lo, pak také L}, L*, LT € L.

Vezméme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S), kterd generuje jazyk L. Potom gramatika G; =
(NU{S'},Z,PU{S" — S'},5") generuje zfejmé jazyk L. Gramatika G, = (NU{S'},Z,PU{S’' — SS'},5")
generuje jazyk Lt a gramatika G, = (N U{S'}, %, PU{S" — 85,8 — ¢},5') generuje jazyk L*. Ve viech
piipadech je S’ novy neterminél neobsazeny v N. a

Véta 5.41
Ttida bezkontextovych jazyku Lo je uzaviend na operaci zietézeni.

Diikaz: Necht Ly je bezkontextovy jazyk generovany gramatikou G; = (N1, X1, P, S1) a Ly bud bezkontextovy
jazyk generovany gramatikou G = (Na, Xo, P, S2). Zkonstruujeme gramatiku

G = (N1 U NQ U {S’},El U EQ,PI U PQ U {Sl — 5152},5”),

kterad ze zfejmych divodu generuje jazyk Li Lo a zstava pritom bezkontextova. O

Priklad 5.42
Jazyk
L={a™bma™b™ . ..a™b™:m; > 0,n > 0}

je bezkontextovy podle predchozi véty proto, Ze je zfetézenim bezkontextovych jazyka Ly Ls--- L,, kde L; =
{a™ib™i:m; > 0}.

Piejdeme nyni blize ke vztahu bezkontextovych a regularnich jazyki. Jak znamo, reguldrni jazyky jsou
podtiidou bezkontextovych jazyki. Pokusime se objevit, ¢im se vyznacuji bezkontextové jazyky, které nejsou
regularni.

Definice 5.43

(téZ obristani) O bezkontextové gramatice G = (N, X, P, S) fekneme, Ze mé vlastnost sebevloZent, jestlize
existuje netermindl A € N a slova u,v € (N UX)* tak, ze A =71 uAv.

Bezkontextovy jazyk L mé vlastnost sebevioZent, jestlize kazda gramatika, kterd ho generuje, ma vlastnost
sebevlozeni.
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Véta 5.44
Bezkontextovy jazyk ma vlastnost sebevlozeni pravé tehdy, kdyz neni regularni

Diikaz: =: Je-li jazyk reguldrni, pak ho lze generovat reguldrni gramatikou. Zadna reguldrni gramatika viak
vlastnost sebevlozeni nemd, proto ani zddny reguldrn{ jazyk nema vlastnost sebevlozeni.

<: Nechf naopak je jazyk L generovany néjakou bezkontextovou gramatikou, kterd nemé vlastnost sebevlo-
zeni. Tuto gramatiku miZzeme transformovat do Greibachové normélni formy. Pii procedurich s tim spojenych
nemuzeme vlastnost sebevlozeni pridat, pokud v gramatice pfedtim nebyla obsazena. Ozna¢me nyni n pocet
netermindla transformované gramatiky a d maximalni délku pravé strany pravidla. Ukazeme, Ze pti libovolné
levé derivaci podle G se v zadném fetézci nemize vyskytovat vice nez nd netermindli.

Predpokliadejme, Ze je to naopak mozné. Tzn. existuje fetézec a, pro ktery S =* «a je leva derivace a «
obsahuje vice nez nd neterminali. Uvédomme si, ze leva derivace podle gramatiky v Greibachové normaln{
formé zarucuje, ze Tetézec a se da rozepsat jako a = zf, kde x € ¥* je termindlni fetézec a B € N™* je
netermindlni fetézec.

Protoze pti kazdém kroku derivace ptibude ve slové a nejvys d — 1 novych netermindli, ma ve stromu
popisujicim levou derivaci @ cesta od kofene k tomu listu, ktery je nejlevéjsim netermindlem «, délku vétsi nez
n. Dokonce i vrcholii, ze kterych vychazeji alesponi tii hrany, je na této cesté vice nez n. To znamend, ze alespon
dva z téchto vrcholi musi byt ohodnoceny tymZ netermindlem A. Z toho vS8ak odvodime, Ze existuje derivace
A =* uAwv, kde u i v jsou neprizdné Fetézce, coz je spor.

V kazdém kroku levé derivace se v fetézci a vyskytuje nejvyse nd netermindli, které navic tvori souvisly fetéz
na pravém kraji slova a. Miizeme proto simulovat vSechny levé derivace v této gramatice jinou gramatikou, ve
které budou vSechny nd-tice pivodnich netermindli figurovat coby neterminély. Formélné gramatiku zapiseme
takto: G' = (N', X, P', S"), kde mnozina netermindlia N' je tvofena témito prvky: N' = {(a):a € N*A|a| < nd}.
Startovni{ netermindl bude S’ = (S) a pravidla P’ vytvoiime takto: pro kazdé pravidlo z P tvaru A — ba, kde
a € N* (gramatika je v Greibachové normdlni formé), a pro kazdé slovo 8 € N* takové, 7e |af| < n, bude
P’ obsahovat pravidlo (43) — b(afB). Pak ziejmé L(G') = L(G), a pfitom je G' reguldrni gramatika. Proto je
jazyk L regulérni. O

Priklad 5.45
Jazyk generovany gramatikou
S —aSb|aS|Shb|e,

tedy {a*b*}, je reguldrni, pfestoze vySe uvedend gramatika m4 vlastnost sebevlozeni. Existuje totiz jind grama-
tika generujici tento jazyk, kterd vlastnost sebevlozeni nema.

6 Deterministické ZA a CFL

Uvedeme nyni kratce problematiku deterministickych zasobnikovych automati a deterministickych bezkontex-
tovych jazykua. Jde o velmi dulezitou tfidu jazyku, kterd méa své uplatnéni pii syntaktické analyze. Nékteré jeji

specialni pripady a vlastnosti jsou obsahem druhé casti této prednasky, ktera se zabyva vyhradné syntaktickou
analyzou.

6.1 Deterministické ZA

Definice 6.1

Zisobnikovy automat M = (Q,X%,T,6, qo, Zo, F) nazveme deterministicky (DZA), jestlize plati:

Je-li 6(q,e,7) # 0, tedy neprdzdnd mnozina, je pro kazdy termindlni symbol §(g,a, Z) = 0, tedy prazdné.
Déle, libovolnd mnoZina, kterd je vysledkem funkce d v jakémkoli bodé definiéniho oboru, ma nejvyse 1 prvek.

Poznamka 6.2

Analogicky obyc¢ejnému zasobnikovému automatu lze definovat u deterministického ZA akceptovani slov
koncovym stavem i prazdnym zasobnikem. U DZA vSak nejsou jazyky akceptované koncovym stavem, pravé
kdyz jsou akceptovany prazdnym zasobnikem.
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Priklad 6.3

Jazyk L = {w € {a,b}*:w obsahuje stejny pocet symbolii a jako b} je rozpoznatelny DZA koncovym sta-
vem, ale neni rozpoznatelny prazdnym zasobnikem Zzadného DZA.

Sestrojime nejprve DZA, ktery pfijima jazyk L koncovym stavem. Necht

M = ({p,q},{a,b},{2, A, A", B, B'},6,p, Z, {p})

a prechodovou funkei definujeme takto:

é(p,a,2) = (¢, A'Z)

6(p,b,Z) = (¢,B'Z)

6(g,a,B) = (q,¢) 6(q,b,A) = (g,¢)
6(¢,a,B") = (p, ) 6(q,b,A") = (p,e)
6(g,a,A) = (¢, AA)  d(¢,b,B) = (¢,BB)
6(g,a,A") = (¢, AA")  0(q,b,B') = (¢,BB’)

M je ztejmé deterministicky zasobnikovy automat a béhem vypoctu vede evidenci o rozdilu poc¢tu symboli a
a symboli b, které doposud precetl. Jestlize prevladd symbol a o n vyskyti, pak zadsobnik obsahuje pocatecni
symbol, nad nim A’ a nad nim n — 1 symboli A. Podobné je tomu u b. Carkované symboly signalizuji, Ze pocet
vyskytu se lisi o jednicku, takze vzdy v okamziku, kdy se bilance vyrovnava, mize automat pfejit do stavu p.

Muzeme také dokazat, Zze jazyk L neni rozpoznatelny zadnym deterministickym zasobnikovym automatem
prazdnym zasobnikem. Deterministicky zasobnikovy automat totiz konc¢i vypocet vzdy ve chvili, kdy je prazdny
zasobnik, a nemize v tomto pripadé pokracovat ve vypoctu. Kdyby néjaky automat rozpoznéaval jazyk L prazd-
nym zasobnikem, musel by mit prazdny zasobnik po pfecteni slova abba. AvSak slovo abbaba je také slovem
jazyka L, ale automat jej nemiuze rozpoznat, protoze po precteni abba nemuze pokracovat ve vypoctu.

Véta 6.4

Ke kazdému deterministickému zdsobnikovému automatu M; existuje deterministicky zasobnikovy automat
M2 takovy, 7e N(Ml) = T(MQ)

Existuje regularni jazyk, ktery neni rozpoznatelny deterministickym zasobnikovym automatem prazdnym
zésobnikem.

Diikaz: Automat M, dostaneme z M; stejnym zptusobem, jako tomu bylo v nedeterministickém pripadé—viz
dikaz véty 4.4.
Piiklad takového reguldrniho jazyka je {a,aa}, coZ lze zdivodnit stejné jako v pfedchozim piikladu. O

Definice 6.5
Jazyk L nazveme bezprefizovy, pokud existuje deterministicky zasobnikovy automat, ktery ho rozeznava
prazdnym zasobnikem.

Véta 6.6
Je-li Lsubseteq¥*detCFL, pak L{$} je bezkontextovy pro § ¢ ¥.

Definice 6.7
Jazyk L nazveme deterministicky bezkontextouvy, pokud existuje deterministicky zasobnikovy automat, ktery
ho rozeznava koncovym stavem.

Disledek 6.8
Ttida bezprefixovych jazyku je vlastni podtfidou deterministickych bezkontextovych jazyki, které jsou pod-
tfidou (zatim nevime, zda vlastni) bezkontextovych jazyk.

Diikaz: Protipitklad L = w € a,b"|#a = #bveslovw. a
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6.2 Uzavérové vlastnosti deterministickych CFL

Véta 6.9
Ttida deterministickych bezkontextovych jazyki je uzaviena na operaci priniku s regularnim jazykem.

Diikaz: Potiebujeme dokazat, ze pokud je L deterministicky bezkontextovy jazyk a R reguldrni, pak L N R
je také deterministicky bezkontextovy jazyk. Dikaz lze vést obdobné jako v piipadé nedeterministickém, tedy
zkonstruujeme zdsobnikovy automat M' ze zdsobnikového automatu M a kone¢ného automatu A takovych,
7¢e T(M) = L a T(A) = R. Konstrukce probéhne stejné jako v dikazu véty 5.39. Automaty M i R byly
deterministické, proto také automat M’ bude deterministicky a bude rozeznavat jazyk L N R. |

Véta 6.10
Ttida deterministickych bezkontextovych jazyki neni uzaviena vzhledem k operaci priniku.

Diikaz: Za usvédcujici priklad mohou slouzit stejné jazyky, které jsme pouzili v dikazu véty 5.36. Jde o jazyky
Ly = {a"b"c™:n,m > 1} a Lo = {a™b"c": m,n > 1}, které jsou deterministické bezkontextové. Jejich prinik
{a™b™c™:n > 1} v8ak nenf ani bezkontextovy, natoz pak deterministicky bezkontextovy. O

Véta 6.11
Deterministické bezkontextové jazyky jsou uzavieny na operaci dopliku.

Diikaz: Necht M = (Q,%,T',6,q0, Zo, F) je deterministicky ZA a T(M) = L. Chceme ziskat deterministicky
ZA, ktery rozeznava doplnék jazyka L. K tomu vSak nestaéi pouze zménit automat M tak, Ze se nahradi cilova
mnozina F mnoZinou @ \ F. Tento zpiisob jsme bez problému pouZili u koneénych automati—viz dikaz véty
3.4. Zde narazime na potize:

(1) M nemusi béhem vypoctu nad uréitym vstupnim slovem nikdy dojit aZz na konec slova, a to bud

(1a) proto, ze se dostane do situace, kdy dalsi krok nen{ definovén, tj. kdyZz se zcela vyprézdni zasobnik,
nebo

(1b) proto, Ze se dostane do cyklu, pfi kterém automat p¥epracovava obsah zasobniku, ale dél4 jen e-kroky,
tj. nepozaduje dalsi vstupni symbol.

Jestlize se automat nedostane na konec slova, slovo neni pfijato. Pfi pouhém prohozeni pfijimajicich a
nepiijimajicich stavi se nové vznikly automat opét nedostane na konec slova a toto slovo opét nebude
prijato.

(2) Po zpracovani urc¢itého slova miZze automat udélat nékolik e-kroki, pfi kterych se dostane do koncovych
i nekoncovych stavi. V tom pfipadé je slovo pfijato pivodnim i transformovanym automatem.

Musime tedy prekonat obé obtize. K prekonani prvni z nich si pomizeme nasledujicim lemmatem.

Lemma 6.12 O POKRACUJICIM AUTOMATU
Ke kazdému deterministickému zasobnikovému automatu M existuje deterministicky zasobnikovy automat
M' takovy, ze T(M') = T(M) a M' vzdy projde celé vstupni slovo.

Diikaz: Nejprve pozménime automat M tak, ze do zdsobnikové abecedy pfiddme novy symbol Z;, ktery bude
pocatecni. Na pocatku vypoc¢tu bude tento symbol vlozen na dno zasobniku. Potom nechdme na dno polozit
pocatecni symbol pivodniho automatu a automat se chova stejné jako piivodn{ automat M. Jestlize se pivodni
automat M zastavil proto, ze jeho zasobnik byl prazdny, novy automat bude mit stile jesté symbol Z; na dné
zasobniku. Vytvotfime tedy novy stav K, do kterého nechdme automat piejit v piipadé, ze zbyde na dné pouze
Zy. V tomto stavu bude automat zustavat, v zdsobniku bude neustale pouze symbol Z; a automat bude takto
¢ist libovolny symbol vstupu. Dostane se tak do stavu K (nékdy nazyvany mrivy stav), kdy celé vstupni slovo je
prectené, a tedy toto slovo ziistava zcela spravné neprijato ani novym automatem, protoze K neni stav koncovy.
Nenastane tedy situace popsand v bodé (1a).

Zbyva vyftesit pripad (1b), tj. piipad nekone¢né posloupnosti e-kroku. Takové situace je mozno rozdélit
na dva druhy: (i) zdsobnik béhem nekoneéné posloupnosti e-kroki neomezené roste, nebo (ii) zdsobnik nikdy
nepiekroc¢i urc¢itou maximdalni délku. Prozkoumame tedy oba druhy situaci.
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Pfipad (i): Necht se tedy automat dostane do nekone¢ného cyklu, ve kterém vykonava pouze e-kroky, a
nechf b&hem tohoto cyklu délka zdsobniku preroste viechny meze. Oznacime: s = |@Q| pocet stavi, t = |T'| poCet
zasobnikovych symboli a

= :(5 Z - ! _]-
r percgfizxer“ﬂ (P&, Z)=",7)}

maximaln{ poc¢et symboli, o néz se béhem jednoho e-kroku muze zvétsit zasobnik. UkaZzeme nasledujici tvrzeni:
Zasobnik neomezené poroste a bude nadale vykonavat pouze e-kroky, pravé kdyz se béhem néjaké neprerusované
posloupnosti e-kroki zvétsi o vice nez rst symbolii.

=: Jestlize roste zasobnik nade vSechny meze, pak pochopitelné piekroci i ¢islo rst.

< Pokud obréacené béhem néjaké nepretrzité posloupnosti e-kroku se zasobnik zvétsi o vice nez rst symbold,
pak z této posloupnosti lze vybrat vice nez st konfiguraci takovych, ze pfi prechodu od jedné k nasledujici
zasobnik nikdy neklesne zpét na tdroven poctu symboli, kterou mél v prvni zminéné konfiguraci. Mezi vybranymi
vice nez st konfiguracemi existuji alespon dvé, které se shoduji vnitinim stavem i vrchnim symbolem zasobniku.
Oznacime tyto konfigurace k; a ko. ProtoZe tyto konfigurace jsou vlastné identické a automat je deterministicky,
bude se po dosazeni konfigurace k2 chovat stejné, jako kdyby pokracoval z k;. Automat tedy bude stéle cyklicky
vykonavat pouze e-kroky, a jeho zasobnik pfitom poroste nade vSechny meze.

Staci proto modifikovat automat M tak, ze do kone¢né paméti se zabuduje ¢itac, ktery muze nabyvat hodnot
mezi 0 a rst. Tento ¢itac se vynuluje vzdy po precteni nového vstupniho symbolu, zvétsi ¢i zmensi se po provedeni
e-kroku o hodnotu, o kterou se zmeénila velikost zasobniku, a misto zapornych ¢isel nabyva stale hodnoty 0.
Jestlize by mél tento ¢ita¢ presdhnout hodnotu rst, prejde do mrtvého stavu, ve kterém piecte zbylé vstupni
symboly a slovo nepfijme. Takto modifikovany automat se nedostane do nekonec¢ného e-cyklu (1b), p¥ipad (i)
zasobniku rostouctho nade vSsechny meze.

Pfipad (i1): Necht M vykondvé posloupnost e-krokii, p¥i které vyska zdsobniku nepfesdhne uréitou hranici.
Podle toho, co jsme dokazali, nikdy béhem této posloupnosti nevzroste zdsobnik o vice nez rst symboli. Jestlize
vsak automat vykondva nepfetrzitou posloupnost e-kroki, pii které zasobnik nikdy neklesne pod urcitou hranici
h a nikdy nad tuto hranici nevzroste o vice nez rst symboli, potom nejpozdéji za

S(t + l)rst

takti se dostane do cyklu. Béhem té doby se totiz musi dostat alesponn do dvou konfiguraci shodujicich se ve
vnitfnim stavu automatu a v obsahu zasobniku nad hranici h.

Potiz typu (1b) (ii) lze proto obejit dalsi modifikaci automatu M, kterd spo¢ivéa v zafazeni nového koneéného
¢itace, ktery miize nabyvat hodnot od 0 po s(t + 1)"*t. Tento &ita¢ nazveme pro rozliseni citac2. Citac2 se
vynuluje, kdykoli se prvotni ¢ita¢ vynuluje nebo klesne na hodnotu 0. Po dobu, kdy prvotni ¢ita¢ nabyva
nenulové hodnoty, se hodnota ¢itace2 v kazdém taktu zvétsi o 1.

Takto modifikovany automat opét simuluje automat M. Pouze v pfipadé, Ze néktery z ¢itacu ,, pretece”,
piejde automat do mrtvého stavu, ve kterém piecte cely zbytek slova, aniz by ho pfijal. Citace lze implementovat
tak, Zze stavy @ nahradime kartézskym souéinem @ x [0, max], kde [0, max] je piislusny interval pfirozenych
¢isel, ve kterém se pohybuji hodnoty ¢itace. Prechodovou funkei pak lze upravit tak, ze zaznamenava do druhé
komponenty stavu (¢itace) piislugné hodnoty podle pravidel, kterd jsme pro ¢itade uvedli.

Popsany automat je hledanym automatem M’. Tim je dokdzdno lemma 6.12 o pokracujicim automatu. O

dokondceni dikazu véty 6.11: Zbyva odstranit obtiz (2), pii které automat prechédzi po precteni celého vstup-
niho slova pomoci e-krokii mezi koncovymi i nekoncovymi stavy. Pfedpoklddejme, ze automat M ma jiz odstra-
nénu kompletné obtiz (1) podle pfedchoziho lemmatu. Vytvoifme automat M = (Q,%,T,6, T, Zo, F) takovy,
7e T(M) = ¥* \ L. Definujeme stavy Q = Q x {p,n, f}, koncové stavy F = Q x {f} a pocatecn{ stav

q_o:{ [90,p], pokud go € F
[90,7], pokud go & F

Automat M simuluje vypocet automatu M, pFicem?z prvnf slozka vzdy odpovida stavim M. Pf¥itom automat
M uchovavs informaci o tom, zda od posledntho pie¢teni vstupniho symbolu proel automat A koncovym
stavem ¢i nikoli. Pokud prosel, je druha slozka stavu rovna p, jestlize neprosel, je tato slozka rovna n. Teprve
v okamziku, kdy M nemiize uéinit daldf e-krok, provede M jeden e-krok navic. Pfi tomto kroku nezméni prvn{
slozku svého stavu, pouze miuzZe pripadné zménit druhou slozku svého stavu na f. Tuto zménu muZe provést
pouze u staviu, jejichz druhd slozka je n. Formalné,
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1. necht §(q,a,Z) = (¢',v) je pFechod automatu M. Potom pro stavy typu f a p plati

3l flo 2) =8(gha.2) = { (0707 Do S T

2. necht 6(q,e,7Z) = (¢',7) je pfechod automatu M. Potom pro stavy v8ech typu plati

olg.ple, Z2) = ([d'.p),7)
Y _ ([ Ia ]7 )7 okud IGF
anlez) = { {007 b g el

0([q, f,6,Z) je definovano libovolné

3. necht §(q,e,Z) = 0 v automatu M. Potom zavedeme
(la,n),e, 2) = (4, f], 2).

M tedy vstoupi po pfecteni n symboli do koncového stavu pravé tehdy, kdyz zjisti, Ze se M nedostal do
koncového stavu ani pfi ¢teni n-tého symbolu ani v zddném dalsim e-kroku. M proto skutecné piijima jazyk
¥*\ L, a pfitom je deterministicky. a

Disledek 6.13

Vime, ze tfida bezkontextovych jazyki neni uzaviend na doplnék, ale deterministické bezkontextové jazyky
jsou uzaviené na doplnék. Z toho vyvozujeme, ze deterministické bezkontextové jazyky jsou vlastni podtiidou
bezkontextovych jazyki.

Priklad 6.14

Jazyk L = {a'bict:i # jV j # kVi # k} je bezkontextovy jazyk, ktery vsak neni deterministicky.
Bezkontextovou gramatiku generujici L lze sestrojit snadno. Kdyby vSak byl L deterministicky, musel by také
byt L deterministicky a tfm spfSe bezkontextovy. Protoze bezkontextové jazyky jsou uzaviené na prinik s
regularnimy jazyky, byl by v tom piipadé také jazyk L N {a*b*c*} bezkontextovy. Jde viak o jazyk {a"b"c"},
o kterém jiz vime, ze bezkontextovy neni.

Disledek 6.15
Ttida deterministickych bezkontextovych jazykii neni uzaviena na operaci sjednoceni.

Diikaz: Kdyby byla uzaviena na sjednoceni, byla by na zdkladé véty 6.11 a de Morganovych vzorci uzaviena i
na prinik, coz neni, jak vime z véty 6.10. a

7 Kontextové jazyky

V prvni kapitole byla uvedena Chomského hiearchie jazyki. U kontextovych jazyki jsou uvedeny dvé definice
s poznamkou, ze jsou ekvivalentni. Gramatiky definované témito dvéma definicemi se jisté nekryji, ale generuji
stejné jazyky.

Definice 7.1
Gramatikdm, jejichz v8echna pravidla jsou tvaru a — 8, kde |a| < |8], budeme fikat monotdnni.
Gramatiky, jejichZ vSechna pravidla jsou tvaru a; Aas — ayBas, budeme nazyvat kontextové.

Z definice je ziejmé vidét, ze vSechny kontextové gramatiky jsou také monotonni. Nésledujici véta uvadi, ze
naopak ke kazdé monoténni gramatice existuje kontextovy ekvivalent.

Véta 7.2
Ke kazdé monoténni gramatice existuje s ni ekvivalentni kontextova gramatika.
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Diikaz: Vezméme monoténni gramatiku G. Vytvofime z ni gramatiku, jejiz pravidla budou bud obsahovat
neprazdné netermindlni fetézce na obou stranach, nebo jediny netermindl na levé strané a jediny terminal a
pripadné e na strané pravé. Takové gramatice se ki separovand.

Vezméme tedy kazdé pravidlo @ — 3, které dané podminky nespliiuje. Je-li 3 # €, pak vyskyt terminalu z na
obou stranach pravidla nahradime novym netermindlem z a pridame pravidla T — x pro prislusné terminalni
symboly. Pokud 8 = &, provedeme tutéz operaci s levou stranou « pravidla a £ na pravé strané nahradime
specialnim netermindlem . Pfidame pak dalsi pravidlo € — e. Tato gramatika je ekvivalentni puavodni, je
separovand a navic ji zustala zachovina monoténnost.

Vezméme nyni kazdé pravidlo monoténni separované gramatiky A; ---A,, — By --- B, pro m < n, které
nemé tvar pozadovany po kontextové gramatice. Odstranime je tedy a nahradime pravidly

A1A2"'Am — 01A2Am
C1A2A3 .. Am — C102A3 .. Am

Cyl e CmflAm
Cp--- C'm—lc'mB)m—i-l -+ By

1

Cl ot CmflcmBm+1 e Bn
Cr-- Cm—leBm+1 -+ By

1

CiBy---B, — Bi1By--- By,

kde C, . ..C)y, jsou nové pridané netermindly, v zadnych jinych pravidlech se nevyskytujici. Vyslednd gramatika,
je kontextova pii zachovani generovaného jazyka. m|

Poznamka 7.3
I pro kontextové jazyky byl nalezen vypocetni formalismus, ktery odpovida pravé jim. Jmenuje se linedrni
omezeny automat (LBA).® Jazyky pfijimané LBA jsou pravé kontextové.

Definice 7.4
LBA je systém M = (Q,X%,T,0,qo, £, 8, F), kde vSechny symboly maji stejny vyznam jako u detTS, ale £
a $ jsou koncové znacky. Pracuje jako nedet.TS, ktery nemize za £ a pied $.

Kontextové jazyky jsou podtiidou tiidy vSech rekurzivnich mnozin. Existuje totiz algoritmus, s pomoci
kterého lze ovéfit, zda dané slovo do jazyka generovaného néjakou kontextovou gramatikou patii ¢i nikoli. U
jazyki typu O to jiz neni mozné.

Véta 7.5
Existuje algoritmus, ktery pro kaZdou monoténni gramatiku G a libovolné slovo w rozhoduje, zda w € L(G).

Diikaz: Necht G = (N, %, P,S) je monoténni gramatika. Pro libovolna dvé slova u,v 1ze po kone¢né mnoha
krocich ovérit, zda u =g v. Stadi totiz vyzkouset vSechny mozné aplikace pravidel z P na u.

Pro libovolné slovo w € ¥* existuje jen koneéné mnoho slov wy,...,w, € (N U X)* kterd maji délku
mensi nebo rovnu slovu w: |w;| < |w|. Protoze G je monoténni, musi se kazda derivace w v této gramatice
skladat vyhradné ze slov vybranych z wi,...,w,. Z téchto slov lze utvorit jen konec¢né mnoho posloupnosti
bez opakovani prvki, a o kazdé z nich lze ovérit, zda je derivaci slova w se zacatkem v S. Na posloupnosti bez
opakovani se muZzeme omezit proto, Ze v minimdalnich derivacich k opakovani nedochazi.

Stadi tedy prohledat vSechny posloupnosti bez opakovani vytvotrené ze slov wy, . .., w,. Pokud néktera z nich
je derivaci slova w, potom w € L(G), jinak w ¢ L(G). a
Véta 7.6

Existuje rekurzivni jazyk, ktery neni kontextovy. (Kontextové jazyky jsou vlastni podtiidou rekurzivnich
mnozin.)

5Nebyl na prednagkich detailnd rozebirdn a nenf ani soudasti statnicovych otdzek.
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Diikaz: Zkonstruujeme dany jazyk tzv. Cantorovou diagondlni metodou. Princip konstrukce se opird o fakt, ze
vSech slov libovolné abecedy ¥* je spo¢etné mnoho, stejné jako vSech moznych kontextovych gramatik. Muzeme
tedy usporadat slova ¥* do nekonec¢né posloupnosti z1,...,2;,... a vSechny kontextové gramatiky usporadame
také do posloupnosti Gy,...,G;, ... Pro kazdou gramatiku G; existuje podle predchozi véty algoritmus, ktery
rozhoduje o p¥islusnosti libovolného slova do jazyka této gramatiky. Definujeme nyni jazyk L = {z;: z; & L(G;)}.
Jde tedy o mnozinu takovych slov z;, kterd nejsou akceptovana gramatikou G;.

Miuzeme jisté sestrojit algoritmus, ktery rozhodne, zda libovolné slovo w patii do jazyka L. Staci totiz najit
index 7 slova w = x; a podle pfedchozi véty zjistit, zda x; € L(G;). AvSak jazyk L neni generovdn zadnou
kontextovou gramatikou, protoze od jazyka kazdé kontextové gramatiky G; se lis{ v akceptovani slova z;. a

8 Turingovy stroje

wiv s

Uvedeme nyni vypocetni formalismus zvany Turingiv stroj. Je to nejsilnéjsi vypocetni mechanismus, jaky zname.
A. Church napf. tvrdi, ze libovony proces, ktery lze intuitivné nazvat algoritmem, se da realizovat na Turingové
stroji (tzv. Churchova teze). Turingtiv stroj mé svoji zdkladni podobu a déle nékolik modifikaci.

8.1 Zakladni model TS

Turingiv stroj je systém sestavajici se z koneénéstavové fidici jednotky, kterd miize pouzivat pamét ve formé
pdsky rozdélené na policka. V kazdém policku muze byt zapsadn symbol z jisté kone¢né abecedy, nebo poli¢ko
muze byt prazdné. Paska je alespon v jednom sméru nekonec¢nd. Turinguv stroj se mize v kazdém vypocetnim
kroku posunout po pasce o jedno policko doprava nebo doleva a pfitom ménit obsah policka, na kterém se
pravé nachézi, a vnitini stav jednotky. Zmény obsahu poli¢ek i pohyb po péasce zavisi jednak na obsahu ¢teného
policka, jednak na vnitfnim stavu fidici jednotky.

Definice 8.1
Turingiv stroj (TS) je systém T = (Q, X, T, B, 0, qo, F') s ndsledujicim vyznamem jednotlivych komponent:

() — mnozina stavi
Y, — wstupni abeceda
I' — pdskovd abeceda

B € I' — interpretujeme jako prizdny symbol, tedy Ze na daném policku pasky neni zadny symbol; dédle pred-
pokladdme, 7e ¥ CT'\ {B}

d — (parcidlni) pfechodovd funkce; §:Q xT' — Q x (I'\ {B}) x {L, R}
qo — pocdtecni stav (go € Q)
F — mnozina koncovijch stavi (F € Q)

Piechodovou funkci interpretujeme tak, ze pokud d(¢,z) = (¢',z',d), potom ve stavu ¢ a se symbolem x na
aktudlnim poli¢ku prejde Turingiv stroj do stavu ¢', pFepiSe aktuédlni policko symbolem z’ a posune se doleva,
pokud d = L, nebo doprava, pokud d = R.

Definice 8.2

Konfiguraci Turingova stroje T' = (Q, X, T, B, 6, qo, F') budeme nazyvat kazdou trojici (g, , ) takovou, Ze
q € Q jestav, a € (I'\ {B})* je slovo na pésce a i € N je pofadi symbolu ve slové a, které pravé TS cte.
Pozadujeme, aby 1 < i < |a| + 1.
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Definice 8.3
Na mnoziné konfiguraci Turingova stroje 1" definujeme relaci - vypocetniho kroku takto:

(g, Ay -+ Ap,i) F (p, Ay - Ay AAyq - n,z—l—l) pokud d(q,4;) =(p,A,R) prol<i<n
(g, Ay - Apyi) F (p, Ay - - A1 AA 4 - —1) pokud d(q,4;)=({p, A, L) pro2<i<n
(¢, A1 - Ap,n+ 1) F (p, Ay --- A, A n+2) pokud 4(q,B) = (p,A,R) pron>1
(¢, A1 Ap,n+1)F(p, Ay - ApA,n) pokud 6(q,B) = (p,A,L) pron > 2

Relace F*, resp. 1, jsou tranzitivnim a reflexivni, resp. reflexivnim, uzdvérem relace I-.
Pociteéni konfiguraci je kazdé konfigurace (go,w, 1), kde w € ¥* je vstupni slovo. Koncovou konfiguraci je
kazda konfigurace (g, a,i), kde ¢ € F' je koncovy stav.
Rekneme, 7e Turingiv stroj 7' prijimd slovo w, jestlize (go,w, 1) F* K pro né&jakou koncovou konfiguraci K.
Oznacujeme mnozinové
piijima(T) = {w:w € ¥*, (qo,w, 1) F* (¢, i), q € F'}.

Rekneme, 7e TS zamitd slovo w, pokud (go,w,1) F* K pro néjakou nekoncovou konfiguraci K a neexistuje
konfigurace K' takova, ze K + K'. Mnozinovy zéapis:

zamita(T) = {w:w € ¥*, (qo,w, 1) F* (¢, ,4),q € F,-3K": (q,a,i) - K'}
Rekneme, ze TS cykli na slové w, pokud ho nepfijima ani nezamita:
cykli(T) = %\ (pfijima(T) U zamita(T))

Jazyk rozpozndvany (piijimany) Turingovym strojem 7' je mnoZina slov, které pfijima; zna¢ime také L(T) =
prijima(T). Pokud cykli(T) = 0, fekneme, ze Turingiiv stroj T' rozhodugje jazyk L(T).

Véta 8.4 TURINGOVA
Problém zastaveni Turingova stroje je nerozhodnutelny.

Diikaz: Je tieba si uvédomit, ze rozhodnutelnost v nasem smyslu znamena existenci Turingova stroje fesictho
dany problém.

Predpokliadejme nejprve, ze existuje Turingiv stroj A, ktery umi rozhodovat, zda dany Turingiv stroj se
zastavi pro dané slovo. Je t¥eba zakdédovat Turingovy stroje do n&jaké podoby ¢itelné strojem A. Pro Turinguv
stroj M oznac¢ime tento kéd d(M).

Ze stroje A nyni zkonstruujeme Turingtv stroj B timto zptisobem. Necht vstupem stroje B je pouze za-
kédovany Turinguv stroj d(M). Pak stroj B uvnitf simuluje préci stroje A tak, ze mu posle sviij vstup d(M)
zdvojeny. Jestlize stroj A tento vstup akceptuje (to je pravé tehdy, kdyz Turingiv stroj M necykli pro vstup
d(M)), necht stroj B se zacykli. KdyZ naopak A zamitne tento vstup (tedy M cykli pro vstup d(M)), necht stroj
B necykli a skonéf (nezélezi, zda p¥ijetim nebo zamitnutim). Turingiv stroj B lze jisté sestrojit za pfedpokladu
existence stroje A.

Zkusme si nyni predstavit, jak zareaguje stroj B na vstup d(B). Jestlize B necykl{ pro vstup d(B), pak A
reaguje na vstup sloZeny z dvojnésobného d(B) pfijetim. Potom se ale B zacykli. Naopak, pokud B cykli pro
vstup d(B), A zamitne vstup d(B)d(B), a proto se B nezacykli. Dostdvame tak spor. a

8.2 Nékteré modifikace zdkladniho modelu TS

Modifikace Turingova stroje se daji rozdélit na jeho rozsifeni a zuzeni. V prvnim piipadé tedy davame stroji
vice moznosti a variant vypoctu, ve druhém jsou tyto moznosti omezovany.

Rozsiteni Turingova stroje. Uvedeme Turingiv stroj s oboustranné nekone¢nou paskou, k-paskovy Turin-
guv stroj, Turingiiv stroj s dvourozmérnou paskou a nedeterministicky Turingiv stroj.

Definice 8.5

Turingiv stroj s oboustrané nekonecnou paskou se lisi od zakladniho modelu tim, Ze posledni slozka ¢ konfi-
guraci (¢, o,7) muZe nabyvat hodnot z oboru celych ¢isel. Pfechodova funkce se této situaci pfizpiusobi tak, Ze
na levém kraji slova a se chova stejné jako na pravém kraji, tedy muze se timto smérem také rozsifovat.
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Véta 8.6
Libovolny vypocet kazdého Turingova stroje s oboustrané nekonec¢nou paskou lze simulovat na zakladnim
modelu Turingova stroje.

Diikaz: Za paskovou abecedu vezmeme misto T' mnozinu IV = T' x (T U{0}), kde 0 ¢ T'. Z oboustran& nekoneéné
pasky

Ay Ay 0 Ay Ay A A A,
sestavime jednostrané nekonec¢nou pasku s abecedou I':
A, A, - - A,
W A, --- A, B

Definice 8.7
k-pdskovy Turingiv stroj je Turingiv stroj, ktery je schopen ¢&ist k riznych pasek na riznych mistech, tedy
ma celkem k tzv. ¢tecich hlav. VSechny tyto pasky jsou jednostrané nekonecné.

Véta 8.8
Libovolny vypocet k-paskového Turingova stroje lze simulovat zdkladnim modelem Turingova stroje.

Diikaz: Simulujeme tzv. Sirokou péskou

B - X
A o Ay
B .. .. X
A oo o Ay

Specidlni symboly B’ a X majf ten vyznam, 7e na kazdé pasce v misté, na niZ se nachézi hlava, je symbol X a
na ostatnich mistech této pasky je symbol B’. O

Poznamka 8.9
Existuje také rozsiteni Turingova stroje na dvourozmérnou pasku. I tento model se d& simulovat zdkladnim
modelem Turingova stroje.

Definice 8.10
Nedeterministicky Turingiv stroj se od zakladniho modelu lisi svou pfechodovou funkci. Jeji obor hodnot je
mnozina vSech podmnozin @ x (I'\ {B}) x {L, R}.

Véta 8.11
Libovolny vypocet kazdého nedeterministického Turongova stroje se dé simulovat zakladnim modelem Tu-
ringova stroje.

Diikaz: PouZijeme t¥i pasky, které se podle predchoziho daji simulovat zdkladnim modelem: (1) pro vstupni
slovo, (2) pro prohleddvani vypocetniho stromu do $itky a (3) pracovni. O

Je tedy vidét, ze kromé ,syntaktického cukru“ jsme zddnym rozsifenim Turingova stroje nedosdhli vétsich
vypocetnich moznosti.
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Zuzeni Turingova stroje. Existuje tzv. konecny stroj se zdsobnikem, ktery se nemuze pohybovat po péasce
libovolné jako Turingav stroj. Vezmeme-li vSak takovy konecny stroj se dvéma zasobniky, lze jim simulovat
Turingtv stroj tak, ze jeden zasobnik pouzijeme na ¢ast pasky od hlavy véetné vpravo a druhy zasobnik na ¢ast
pasky od ¢teci hlavy vlevo. PouZiva se také tzv. konecng stroj s frontou, u néhoz vsak muze dojit k zacykleni.

Definice 8.12
Pocitadlo je stroj, ktery v kazdé chvili nabyva hodnoty z mnoziny pfirozenych ¢isel a rozeznava symboly inc
pro zvysSeni hodnoty o 1 a dec pro snizeni hodnoty o 1.

Lemma 8.13
Kazdy zdsobnik lze (realizovat) simulovat pomoci dvou pocitadel.

Diikaz: Necht T je zasobnikova abeceda. Oznaéime k = |T'| + 1 a oéislujeme v8echny zdsobnikové symboly takto:
I'={z,z29,...,2r-1}. Potom zdsobnik

m

| Zil Zi

s vrcholem na m-tém misté budeme reprezentovat ¢islem
. . 1. —1-
G =k% + ki -+ BT

Operaci j mod k zjistime, co je na vrcholu zasobniku, operaci j div k tento vrchol odstranime a konecné operaci
kj + r pfidame prvek z, na vrchol zasobniku. Pravé kvili nasoben{ je nutno pfidat druhé pocitadlo. O

Disledek 8.14
Turinguv stroj 1ze simulovat kone¢nym strojem se ¢tyfmi pocitadly.

Lemma 8.15
Ctyfi pocitadla lze simulovat s pomoci dvou pocitadel.

Diikaz: Stav (i, , k,1) ¢tyf pocitadel pfevedeme na stav 2¢375F7! jednoho poéitadla. Kviili operacim nasobeni a
déleni je vSak potteba dvou pocitadel. O

Poznamka 8.16

Casto je tfeba kédovat konfigurace Turingova stroje do slov. Jestlize mnoziny stavii Q a paskové abecedy T
jsou disjunktni, lze konfiguraci (g, a, i) kédovat do slova a;qas, kde ayas = a a |ay| = i — 1. Tedy prvni symbol
slova as je pravé na pozici ¢teci hlavy.

9 Turingovy stroje a jazyky typu 0
Ukéazeme, ze Turingovy stroje rozpoznavaji praveé jayzky typu 0.

Véta 9.1
Kazdy jazyk rozpoznatelny Turingovym strojem je typu 0.

Diikaz: Necht T = (Q,%,T,b,0,qo, F') je Turingiiv stroj. Sestrojime gramatiku G = (N, X, P, S) takovou, Ze
L(G) = L(T).

K abecedé T' sestrojfme nejprve abecedu dvojnikii [ = {F:z € T'}. Gramatiku G pak definujeme takto:
N =QUT U{S, A, B,C} pro nové netermindly S, A, B, C' neobsazené v mnoziné stavii () ani paskové abecedé
I' Turingova stroje, a mnozinu pravidel sestrojime takto:

AqoB

xAT  pro vSechna z € T\ {b}
B

bB | b

VIR
R
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I { 7 jestlize §(q,z) = (¢',2', R)
Tqy — x'yq  jestlize §(¢q,x) = (¢',2', L)
— (C pro vSechna g € F
Ca — C provsechnaa €T
— C provsechnaa el
C — ¢

II1

Levé strany pravidel IT a ITI neobsahuji zZAdny ze symbolu S, A, B a tyto symboly ani nemohou vzniknout aplikac{
pravidel téchto dvou skupin. Jestlize tedy v néjaké derivaci je pouzito nejprve pravidlo ze skupiny II nebo III
pred pravidlem ze skupiny I, mize byt toto poradi obraceno, aniz by se zménilo derivované slovo. Budeme tedy
dale predpokladat, Ze derivace podle skupiny I predchazeji derivacim podle II i III. Po prvnf aplikaci pravidla
ze skupiny III pak jiz neni moZné pouzit pravidlo ze skupiny I. UkdZeme nyni, ze L(G) = L(T).

C: Necht S =* w je odvozen{ slova w. Aplikaci pravidel ze skupiny I vznikne slovo tvaru wb whqb’, kde
wf = w, - -wy, pokud w = w; -+ - w,. Pravidla typu II simuluji vypo¢et Turingova stroje na slové w. Je viak
simulovan jako zrcadlovy obraz vypoc¢tu na dvojnicich pavodnich symboli. K pravidlam typu IIT se muze prejit
pouze v piipadé. kdyZ se v simulovaném vypoétu dostane stroj do koncového stavu, tedy pro w € L(T). V tom
pripadé se ve slové objevi symbol C, celkem je vétnd forma ve tvaru wuCv. Symbol C' zlikviduje postupné
vSechny symboly slov 7 i ¥ a nakonec sdm spaché sebevrazdu. Tak vznikne terminéln{ fetézec w.

D: Pokud obracené w € L(T'), potom pravidly typu I lze derivovat slovo wEZEREJ, kde 7 a 7 jsou dostatecné
velkd ¢isla, aby na tseku pasky b/wb’ probéhl cely vypocet stroje T nad w. Potom pravidla II nasimuluji
tento vypocet, opét zrcadlové obraceny na dvojnicich symbola. Jakmile se vypocet dostane do koncového stavu,
pravidla IIT zrusi vSechny symboly az na w. a

Véta 9.2
Kazdy jazyk typu O je rozpoznatelny Turingovym strojem.

Diikaz: Detailni dikaz tohoto tvrzeni je technicky naroc¢ny. Bude proto uvedena pouze hlavni idea, ktera je
pomérné jednoducha.
Pro danou gramatiku G = (N, X, P, S) lze kazdou derivaci

S=>gw Dgwr =g =g wy, =w € X

zakodovat jako slovo #S#HwyF#Hws# - - #w,#. Kazdou derivaci podle G lze proto ztotoznit s jistym slovem
v abecedé N UX U {#}.

Je mozné sestrojit Turingiv stroj 73 takovy, ze prijima prave slova typu #u#v#, kde u =¢ v je jeden krok
odvozeni podle G. Tento stroj modifikujeme na stroj T» tak, ze T» pfijima praveé ta slova v abecedé NUXU{#},
ktera jsou derivacemi podle G. Kone¢né sestrojime Turinguv stroj T, ktery, kdyZ dostane na pasce vstupni slovo
w, generuje nalevo od néj postupné slova v abecedé NUXU{#}, pocinaje nejkratsimi. Pokazdé, kdyZ vygeneruje
néjaké slovo, zkontroluje jeho vnitin{ ¢ast odpovidajici stroji T, zda se jednd o derivaci podle G. a

Disledek 9.3
Jazyk je typu O pravé tehdy, kdyz je rozpoznatelny Turingovym strojem.

10 Rozhodnutelnost v teorii jazyki

Piithodnéjsi nazav pro tuto kapitolu by byl ,Nerozhodnutelnost. .. “, protoze tu budeme u vétSiny problému
dokazovat. Budeme si pomahat redukci tzv. Postova korespondenéniho problému, ktery uvedeme nejprve.

10.1 Postiv korespondenéni problém

Definice 10.1

Postovym korespondenénim problémem (PKP) budeme nazyvat kaZzdou dvojici (A4, B), kde A a B jsou
dvé konec¢né posloupnosti slov abecedy ¥ se stejnym mnozstvim prvkid. Budeme znadit A = {uy,...,u,} a
B ={vy,...,v,}.
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Rekneme, 7e posloupnost r ¢isel 1 <y, ...,i, < n je fesenim PKP (A, B), pokud plati:

Wiy Uiy ** * Wiy, = Vi Vi =~V (15)

g

Priklad 10.2
Necht abeceda ¥ = {0,1} a m&me Postiiv korespondenéni problém ({1,10111,10},{111,10,0}). Ten m&
feSenf 2113:

us u1l U1 us
SN AN
UUTUIU3 = 10111 1 1 10
V2U1V1V3 = 10 111 111 0
e N N

Priklad 10.3

Postiv korespondenén{ problém ({10,011,101},{101,11,011}) nem4 FeSeni. Pokud by je totiz mél, muselo
by zacinat prvni dvojici 10,101, aby se shodoval prvni symbol. Potom je nutno pouzit tfeti dvojice, abychom
dostali slova 10101,101011. Ze stejného divodu jako v minulém kroku, musime nyni pouzit tfeti dvojici atd.
Nikdy takto nedostaneme shodné slova.

Jsme tedy schopni v nékterych konkrétnich pifipadech rozhodnout, zd4d ma dany PKP feseni. Jak ovSem uvidime,
nelze napsat proceduru, kterd by obecné rozhodovala, zda ma dany PKP viibec feseni.

Definice 10.4

Rekneme, 7e PKP (4, B), kde A = {u1,...,up} a B = {v1,...,v,}, m4 inicializované vesent, pokud pro
néjaké 1 <iy,...,is <n plati:
(16)

UL Uiy Ui, = VLG U

s

Inicializované feseni je tedy takové feseni i1,...,%,, ze i; = 1.

Priklad 10.5
PKP z piikladu 10.2 nem4 inicializované feseni.

Lemma 10.6
Kdyby existoval algoritmus, ktery by pro libovolny PKP rozhodoval, zda ma teSeni, pak by také existoval
algoritmus, ktery by pro libovolny PKP rozhodoval, zda m4 inicializované feseni.

Diikaz: Predpokladejme existenci algoritmu A, ktery pro libovolny PKP rozhodne, zda ma feSeni.

Necht (4, B) je ngjaky PKP, A = {uy,...,ux} a B = {v1,...,v;}. Definujeme novy PKP (C, D) takto: Necht
$ a ¢ jsou nové pridané symboly. Zavedeme funkce hz, a hr na slovech pfedpisem: hy,(a) = ¢a a hr(a) = a¢
pro kazdy symbol a a na slova se obé funkce homomorfné rozsiti. Polozme

z1 = phr(ur) y1 = hr(vr)
Tit+1 = hR(ui) Yi+1 = hL(’Ui) pro 1 S i S k
Thy2 = $ Yht2 = @8

a pak C = {wl,...,$k+2} aD= {yl,...,yk+2}.

Neni té7ké ovefit, ze (C, D) mé fefeni pravé tehdy, kdyZz (A, B) mé inicializované feSeni. Vice k tomu viz
nasledujici priklad.

Za predpokladu existence algoritmu .4 by bylo moZno pro libovolné (A4, B) rozhodnout existenci inicializova-
ného FeSeni tak, Ze bychom nejprve provedli pfislusnou transformaci na (C, D) a pomoci algoritmu A rozhodli,
zda mé (C, D) feSeni. O

Piiklad 10.7
Mg&jme PKP (A, B) zadany takto:
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A B

1| 10111 10
10 0

3 1 111

Potom PKP (A, B) mé inicializované feSeni pravé tehdy, kdyZ (C, D) mé feSeni, kde (C, D) je dén:

c D
1 [¢1g00141p16  H140
2 | 1604141dle  @l¢0
3 1¢0¢ $0
4 1o @lolel
5 $ 0%

Jde pravé o transformaci z dikazu pfedchoziho lemmatu. Inicializovanému feSeni 1332 (A, B) odpovid4 feSeni
14435 (C, D). Obecné, je-li 1,i4,...,is inicializované feSeni (A, B), pak 1, (i1 + 1),...,(is + 1),n + 2 je feSeni
(C, D). Toto TeSenf je sice také vzdy inicializované, ale (C, D) jiné ¥eSeni nemd, proto (A4, B) m4 inicializované
feSend, pravé kdyz (C, D) méa vibec feSeni.

Véta 10.8
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolny PKP rozhodoval, zda m4 inicializované feSeni.

Diikaz: Jeho celé znéni je uvedeno v [Chytil], véta 8.20 na strané 153. Hlavni mySlenka spo¢ivd v tom, Ze
prfevedeme né&jaky Turingiv stroj na PKP. Tento PKP bude mit inicializované feseni prave tehdy, kdyz piislusny
stroj M bude pfijimat slovo w. Kdyby existoval algoritmus, ktery by rozhodoval, zda PKP m4 inicializované
feSeni, bylo by jej mozno v tomto pfipadé pouzit na rozhodnuti o problému zastaveni Turingova stroje. To vSak
neni mozné, proto dany algoritmus neexistuje. |

Dusledek 10.9
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolny PKP rozhodoval, zda mé feSeni.

10.2 Nerozhodnutelné problémy z teorie jazykt

Uvedeme nyni nékolik problémi z oblasti teorie jazyki, které jsou algoritmicky nerozhodnutelné. VyuZzijeme
k tomu prevazné toho, ze problém existence feseni PKP je nerozhodnutelny, a to s pomoci vhodnych redukei
PKP na dané problémy z teorie jazykii.

Véta 10.10

Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolné dvé bezkontextové gramatiky G; a G2 rozhodoval, zda L(G1)N
L(GQ) = (.
Diikaz: Predpokladejme, ze takovy algoritmus existuje. UkdZeme, ze bychom s pomoci ného mohli rozhodovat
néjaky PKP.

Necht (A, B) je libovolny PKP, A = uy,...,u, a B = vy,...,0,. Zvolme symboly ay,...,a,, které se
nevyskytuji v zddném wu; ani v;. Déle sestrojme bezkontextové gramatiky

Ga: S —>wuiSa;|ua; 1<i<n
Gp: S —wvSa;|via; 1<i<n

Potom ziejmé (A, B) mé feSeni, praveé kdyz L(G ) N L(Gg) # 0. O
V kapitole 5 je uveden pomérné jednoduchy algoritmus 5.1, ktery rozhoduje, zda jazyk generovany bezkon-
textovou gramatikou je prazdny ¢i nikoli. Z tohoto hlediska je prekvapujici tvrzeni nasledujici véty.

Véta 10.11
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G = (N, ¥, P, S) rozhodoval, zda
L(G) =X~



10 ROZHODNUTELNOST V TEORII JAZYKU 50

Diikaz: Necht (A, B) je néjaky PKP, A = uy,...,up a B = vy,...,v,. Sestrojime gramatiky G4 a Gp stejng,
jako v dikazu predchozi véty, tedy

Ga: S —wu;Sa;|ua; 1<i<n
Gp: S —wv;Sa;|via; 1<i<n.

ProtoZe jsme symboly aq, ..., a, volili tak, Ze se nevyskytuji v Zddném wu; ani v;, jsou jazyky L(G4) a L(Gp)
deterministické. Potom podle véty 6.11 jsou také L(G4) a L(Gg) deterministické bezkontextové jazyky a podle
véty 5.37 je jazyk L(G4) U L(Gp) bezkontextovy.

ProtoZe dikazy v8ech zminénych vét jsou konstruktivni, l1ze od (A, B) prejit uniformnim zpisobem ke gra-
matice Gap takové, ze L(Gap) = L(Ga) U L(Gg). Podle dikazu piedchoz{ véty ma (A, B) YeSeni, pravé
kdyz L(Ga) N L(Gg) # 0. To je ekvivalentni s tim, 7e L(G4)NL(Gg) = ¥*. Aviak L(GA)NL(Gg) =
L(GA)UL(Gp) = L(G ap). Celkem plati, ze (A, B) mé Fefeni pravé tehdy, kdyz L(Gap) = X*. Kdybychom
tedy dany fakt o gramatice G 4 p uméli algoritmicky rozhodnout, umime tak rozhodnout i PKP (A, B), coz, jak
vime, neni mozné. O

Poznamka 10.12

Predchozi véta muze slouzit jako ovéreni, Ze bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na operaci dopliku.
Kdyby totiz byly, vzali bychom bezkontextovou gramatiku G’ generujici doplnék jazyka L(G), a tu bychom
poslali na vstup algoritmu 5.1. Z¥ejmé& by tak L(G) = X*, pravé kdyz L(G') = 0. Dostali bychom tfmto
zpusobem algoritmus rozhodujici, zda L(G) = £*.

Véta 10.13

Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G a reguldrni jazyk R rozhodoval,
zda L(G) = R ani zda L(G) D R.
Diikaz: Tvrzeni je piimym disledkem predchézejici véty, protoze mnozina ¥* je regularni jazyk. O

Véta 10.14
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolné bezkontextové gramatiky Gy a G2 rozhodoval, zda L(G1) =
L(GQ) ani zda L(Gl) g L(GQ)

Diikaz: Z existence takového algoritmu by vyplynula moZnost rozhodovat, zda L(G) = R, resp. zda L(G) D R
7z predchozi véty. a

Véta 10.15
Necht G; a G» jsou libovolné bezkontextové gramatiky. Pro zadny z nésledujicich problémi neexistuje
rozhodujici algoritmus.

1. Je L(G1) N L(G>) bezkontextovy jazyk?

2. Je L(G1) bezkontextovy jazyk?
3. Je L(G1) regularni jazyk?

Diikaz: K diikazu této véty jsou potieba nékteré znalosti z teorie abstraktnich t¥id jazyki, proto jej vynechame.
Je vSak uveden v [Chytil], véta 8.26 na strané 157. m|

Véta 10.16
Neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdou bezkontextovou gramatiku rozhodoval, zda je viceznacna.

Diikaz: Budiz (A, B) libovolny PKP, A = uy,...,u, a B = vy,...,v,. Definujeme bezkontextovou gramatiku
G:

S — Sl | SQ

S = wiSia; | uia; prol<i<n

Sy = v;S2a; | via; prol<i<n

Ziejmé L(G) = L(G4) U L(Gp) pro gramatiky G4 a Gp pouzivané v dikazu véty 10.10. Je v8ak zfejmé, ze G
je vicezna¢nd, praveé kdyz L(G4) N L(Gg) # 0, tj. pravé kdyZ (A, B) mé feSeni. m|
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