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1 POJMY JAZYKA A GRAMATIKY 11 Pojmy jazyka a gramatikyV této kapitole budou uvedeny základní pojmy teorie automat· a formálních jazyk· a zp·sob práce s nimi.1.1 JazykyDe�nice 1.1Libovolná neprázdná kone£ná mnoºina V je abecedou. Její prvky nazýváme znaky nebo symboly.De�nice 1.2Slovo (°et¥zec) nad abecedou V je libovolná posloupnost kone£né délky tvo°ená symboly z V . Slova zapisu-jeme bez £árek, tedy posloupnost w = faigni=1, kde ai 2 V , zapí²eme jako slovo w = a1 � � � an.Délka slova w je délka w jako posloupnosti, zna£íme jwj = n.Prázdné slovo, tedy posloupnost délky nula, zna£íme " (v jiné literatu°e také � nebo e), j"j = 0.Symbolem V � zna£íme mnoºinu v²ech slov nad abecedou V , symbolem V + ozna£ujeme mnoºinu V � n f"g.De�nice 1.3Jazyk L nad abecedou V je libovolná mnoºina slov, L � V �.P°íklad 1.4Nech´ V = fa; bg je abeceda. Jazyk L nad touto abecedou m·ºe být de�novaný takto: L = fw:w = aibi; i �0g. Potom slova "; ab; aabb pat°í do jazyka L, ale slova b; ba nejsou z jazyka L.De�nice 1.5De�nujme operaci z°et¥zení: V � � V � �! V � takto:w1 = a1 � � �anw2 = b1 � � � bm �) w1w2 = a1 � � � anb1 � � � bmP°íklad 1.6(i) "a = a" = a (ii) aiaj = ai+jDe�nice 1.7De�nujeme také operaci z°et¥zení jazyk· L1; L2 � V �: 2V � � 2V � �! 2V � takto:L1L2 = fw1w2:w1 2 L1; w2 2 L2gDe�nice 1.8Nech´ S je jazyk. Pak jazyk S� de�novaný S� = S1i=0 Si nazýváme uzáv¥r jazyka S.Máme tedy de�novány jazyky, které v²ak mohou být nekone£né. Budeme dále hledat nástroje, jak tytojazyky kone£n¥ reprezentovat.Za nástroje budeme pouºívat algoritmy nebo procedury. Ty mohou rozpoznávat p°íslu²nost slova do jazyka.algoritmus � program, který vºdy zastaví a pro slovo w na vstupu vrátí odpov¥¤ ano, jestliºe w 2 L,a odpov¥¤ ne, jestliºe w 62 L. �ekneme, ºe tento algoritmus rozpoznává jazyk L, který pak nazvemerekurzivní jazyk.procedura � program, který pro vstupní slovo w 2 L se zastaví a vrátí odpov¥¤ ano a pro vstup w 62 L sebu¤ zastaví a vrátí ne nebo se v·bec nezastaví. �ekneme, ºe tato procedura £áste£n¥ rozpoznává jazyk L,který pak nazveme rekurzivn¥ vy£íslitelný jazyk.



1 POJMY JAZYKA A GRAMATIKY 2Lze také vyºadovat existenci procedury, která by v²echna slova jazyka generovala. Tento poºadavek je ekviva-lentní s existencí rozpoznávací procedury. Pro jazyk L tedy existuje procedura jej generující práv¥ tehdy, kdyºje L rekurzivn¥ vy£íslitelný jazyk.Jazyky pozd¥ji rozd¥líme do jistých t°íd podle toho, zda a jakým zp·sobem se dají mechanicky rozpoznávat,p°íp. generovat. O t¥chto t°ídách se pak budeme snaºit zjistit, zda jsou uzav°ené na jisté operace na jazycích.De�nice 1.9Nech´ L � 2�� je t°ída jazyk·. �ekneme, ºe tato t°ída je uzav°ená vzhledem k n¥jaké operaci, jestliºe platí:pat°í-li v²echny operandy (jazyky) dané operace do t°ídy jazyk· L, pak do této t°ídy pat°í i výsledek operace(jazyk).T¥mito operacemi mohou být v²echny mnoºinové operace, protoºe jazyky jsou také mnoºinami. Bude-li abeceda� pevná, m·ºeme za takovou operaci vzít i dopln¥k jazyka L, tedy jazyk �� nL. S v¥domím, ºe se pohybujemev universu slov ��, budeme n¥kdy zna£it dopln¥k jazyka L jako L. Také operaci uzáv¥ru jazyka je moºnotestovat na uzav°enost v jistých t°ídách.De�nujeme dále operaci z°et¥zení jazyk·, o které budeme také n¥kdy dokazovat uzav°enost jistých t°ídjazyk·.De�nice 1.10Nech´ U a V jsou dva jazyky. Z°et¥zení jazyk· U , V zna£íme a de�nujeme takto: UV = fuv:u 2 U^v 2 V g.1.2 GramatikyDe�nice 1.11Gramatika je £tve°ice G = (N;�; P; S) s následujícím významem:N � mnoºina neterminál·, které �gurují jako tzv. metasymboly� � mnoºina terminál·; platí N \� = ; a ozna£íme V = N [�, V nazýváme celkovou abecedou gramatiky GP � mnoºina pravidel P � V �NV ��V �; jde tedy o dvojice slov, p°i£emº první z nich obsahuje alespo¬ jedenneterminální symbolS � po£áte£ní symbol (ko°en) gramatiky G, je to neterminál (S 2 N)Poznámka 1.12Pravidla typu [�; �] gramatiky G budeme zapisovat ve tvaru �! �De�nice 1.13Budeme nyní de�novat relaci odvození v gramatice G, coº bude relace na mnoºin¥ slov celkové abecedyG: )G� V �2. �ekneme, ºe slovo y 2 V � se dá (v jednom kroku) odvodit (resp. derivovat) ze slova x 2 V �v gramatice G = (N;�; P; S), x )G y, jestliºe existuje pravidlo (� ! �) 2 P a slova 
 2 V � a � 2 V � tak, ºex = 
�� a y = 
��.Poznámka 1.14Zavedeme následující konvenci na symbolická zna£ení:neterminály : A;B; : : : ; Zterminály : a; b; c; : : :°et¥zce terminál· : u; v; w; x; y; zobecné °et¥zce : �; �; 
; : : :De�nice 1.15Pomocí relace odvození v jednom kroku zavedeme relaci odvození, )�G, jako tranzitivní a re�exivní obalrelace )G. Podobn¥ netriviální odvození, )+G, je pouze tranzitivním obalem relace )G.



1 POJMY JAZYKA A GRAMATIKY 3P°íklad 1.16Nech´ G1 = (fA;Sg; fa; bg; P; S), kde P = fS ! aAb; aA ! aaAb;A ! "g, je gramatika. Pak v ní existujínap°. tato odvození: aaAbb )G1 aabbaaAbb )G1 aaaAbbbDe�nice 1.17V²em slov·m � 2 V � takovým, ºe S )�G �, °íkáme v¥tné formy gramatiky G. Je-li navíc � 2 ��, pak slovo� nazýváme v¥tou gramatiky G.Jazyk generovaný gramatikou G je mnoºina v²ech v¥t gramatiky G, zna£íme L(G) = fw 2 ��:S )�G wg.Gramatiky G1 a G2 nazýváme ekvivalentní, pokud L(G1) = L(G2).P°íklad 1.18V gramatice G1 z p°íkladu 1.16 jeS )G1 aAb )G1 abS )G1 aAb )G1 aaAbb )G1 aabbJsou tedy aAb, aaAbb její v¥tné formy a ab a aabb její v¥ty. Celkem L(G1) = faibi: i 2 Ng.Gramatika G2 = (fSg; fa; bg; fS! aSb; S ! abg; fSg) je ekvivalentní gramatice G1.1.3 Chomského hierarchieN¥které speciální jazyky lze generovat speciálními gramatikami, tedy gramatikami s pravidly speciálního typu.Tyto gramatiky nepouºívají v²echny moºnosti nabízené obecnou de�nicí gramatiky 1.11. Je moºno se setkatse ²irokou ²kálou takových typ· gramatik, my v²ak uvedeme pouze nejznám¥j²í klasi�kaci, která se nazýváChomského1 hierarchie.De�nice 1.191. Gramatiku, která odpovídá obecné de�nici 1.11 bez dal²ích omezení, nazveme gramatika typu 0. Jazykgenerovaný touto gramatikou nazveme jazyk typu 0.2. Gramatiku G nazveme gramatika typu 1 (kontextová, CS 2), kdyº pro v²echna její pravidla � ! � platí:j�j � j�j. Ekvivalentní de�nice: v²echna pravidla jsou tvaru �1A�2 ! �1��2, kde �1; �2 2 V �, � 2 V + aA je neterminál.Jazyk generovaný takovou gramatikou se nazývá jazyk typu 1 (kontextový, CS).3. Gramatiku G nazveme gramatika typu 2 (bezkontextová, CF 3), kdyº v²echna její pravidla jsou tvaruA! �, kde A je neterminál a � 2 V +.Jazyk generovaný takovou gramatikou se nazývá jazyk typu 2 (bezkontextový, CF).4. Gramatiku G nazveme gramatika typu 3 (regulární, levolineární), kdyº v²echna její pravidla jsou tvaruA! �, kde A je neterminál a � 2 V + je °et¥zec tvaru a nebo aB.Jazyk generovaný takovou gramatikou nazýváme jazyk typu 3 (regulární).P°íklad 1.20Gramatika G3 G3: S ! a j b j � � � j zS ! aA j bA j � � � j zAA ! 0 j 1 j � � � j 9 j a j b j � � � j z j 0A j 1A j � � � j 9A1�teme [£omského]2angl. context sensitive3angl. context free



1 POJMY JAZYKA A GRAMATIKY 4je regulární a generuje stejný jazyk jako G4G4: S ! LS ! SL j SNL ! a j b j � � � j zN ! 0 j 1 j � � � j 9Lemma 1.21Nech´ G je kontextová (resp. bezkonetxtová, regulární) gramatika. Pak existuje kontextová (resp. bezkon-textová, regulární) gramatika G1 taková, ºe L(G) = L(G1) a po£áte£ní neterminál gramatiky G1 se nevyskytujena ºádné pravé stran¥ pravidla G1.D·kaz: Z p·vodní gramatikyG = (N;�; P; S) sestrojíme gramatikuG1 takto: Zvolíme neterminál S1 neobsaºenýv G, pak G1 = (N [ fS1g;�; P1; S1), kde P1 = P [ fS1 ! �: (S ! �) 2 Pg. (Nem·ºeme zavést pouze pravidloS1 ! S, protoºe by poru²ovalo regularitu.) 2Poznámka 1.22Je-li L jazyk CS (resp. CF, reg.), pak také L [ f"g a L n f"g jsou jazyky CS (resp. CF, reg.).De�nice 1.23Gramatika G je rekurzivní, pokud existuje algoritmus, který pro kaºdé slovo w ur£uje, zda w 2 L(G).V¥ta 1.24Je-li gramatika G kontextová, pak je rekurzivní.D·kaz: (Hezky proveden v [HopUll]�v¥ta 9.7 na stran¥ 227.) P°íslu²ný algoritmus nejprve testuje, zda je vstupníslovo w prázdné (w = "). Víme, ºe " 2 L(G), práv¥ kdyº (S ! ") je pravidlo G (pro po£áte£ní neterminál S).Nech´ je tedy w 2 �+. Ozna£íme délku slova w jako n (jwj = n � 1). Budeme konstruovat mnoºiny Tnmobsahující v²echny v¥tné formy gramatiky G krat²í nebo stejné délky jako n, které se dají odvodit nejvý²e v mkrocích. Tedy Tnm = f�:� 2 (N [�)� ^ S )m0G � ^ j�j � n ^m0 � mg:Takové mnoºiny budeme konstruovat induktivn¥. Z°ejm¥ Tn0 = fSg aTnm = Tnm�1 [ f�: 9� 2 Tnm�1:� )G � ^ j�j � ng;protoºe gramatika G je kontextová a jakmile je dosaºeno v odvození jisté délky slova, výsledná v¥ta uº nem·ºebýt krat²í.Z°ejm¥ platí, ºe pokud S )�G � a j�j � n, pak existuje m takové, ºe � 2 Tnm.Víme, ºe Tnm�1 � Tnm. Dále, hodnota Tnm je funkcí pouze Tnm�1 a mnoºiny pravidel P gramatiky G: Tnm =f(Tnm�1; P ). P je p°i induktivní konstrukci vzhledem k m konstantní. Stane-li se tedy jednou, ºe Tnm = Tnm�1,pak jiº pro v²echna m00 � m platí: Tnm00 = Tnm�1 a algoritmus tedy m·ºe skon£it. To v²ak n¥kdy jist¥ nastane,protoºe slov délky nejvý²e n tvo°ených z kone£né abecedy N [ � je kone£ný po£et. 2P°íklad 1.25Nech´ gramatika G (kontextová) je zadána následujícími pravidly:G: (i) S ! aSBC(ii) S ! aBC(iii) CB ! BC(iv) aB ! ab(v) bB ! bb(vi) bC ! bc(vii) cC ! ccPokusíme se zjistit, zda slovo w = abca je v¥tou gramatiky G. Budeme tedy konstruovat mnoºiny T jwji = T 4i :



2 KONE�NÉ AUTOMATY 5T 40 = fSgT 41 = fS; aSBC; aBCgT 42 = fS; aSBC; aBC; abCgT 43 = fS; aSBC; aBC; abC; abcgT 44 = fS; aSBC; aBC; abC; abcgVidíme, ºe T 43 = T 44 , tedy algoritmus kon£í. Slovo w se v mnoºinách neobjevilo, proto dostáváme správnývýsledek, ºe abca = w 62 L(G) = fanbncn:n 2 Ng.2 Kone£né automatyV této kapitole zavedeme formální výpo£etní prost°edek zvaný kone£ný automat (KA). Uvedeme dva druhyKA: deterministické a nedeterministické. Pozd¥ji ukáºeme souvislot mezi kone£nými automaty a jazyky typu 3(regulární).2.1 Deterministické KADeterministický KA (zvaný téº zkrácen¥ pouze KA) de�nujeme následovn¥:De�nice 2.1Kone£ný automat M nad abecedou� je p¥tice (K;�; �; q0; F ), kde jednotlivé komponenty mají tento význam:K � kone£ná neprázdná mnoºina stav·� � kone£ná neprázdná mnoºina symbol·; abeceda� � p°echodová funkce; �:K ��! Kq0 2 K � po£áte£ní stavF � K � mnoºina koncových stav·Sémantiku kone£ných automat· lze de�novat dv¥ma zp·soby. První z nich pouºívá tzv. zobecn¥nou p°echo-dovou funkci, a druhý tzv. kon�gurace automatu.De�nice 2.2Z p°echodové funkce � lze induktivn¥ zkonstruovat zobecn¥nou p°echodovou funkci �̂:K ��� ! K.�̂(q; a) = �(q; a) a 2 ��̂(q; xa) = �(�̂(q; x); a) a 2 � x 2 �+Místo �̂ lze také psát pouze �. Na symbolech se totiº funkce � i �̂ rovnají, a u slov del²ích neº 1 symbol p·jdeautomaticky o zobecn¥ní �.De�nice 2.3 Sémantika KA I.�ekneme, ºe kone£ný automatM = (K;�; �; q0; F ) akceptuje (rozpoznává, p°íjímá) slovo w, jestliºe existujekoncový stav p 2 F takový, ºe �(q0; w) = p.Dále T (M) bude zna£ení pro jazyk akceptovaný automatem M , tedyT (M) = fw 2 ��:M akceptuje wg: (1)De�nice 2.4Kon�gurací automatu M nazveme libovolnou dvojici [q; x], kde q 2 K je stav a x 2 �� je slovo.Relaci ` na mnoºin¥ kon�gurací automatuM (krok výpo£tu) de�nujeme takto: [q; ax] ` [p; x], pokud �(q; a) =p.



2 KONE�NÉ AUTOMATY 6De�nice 2.5 Sémantika KA II.�ekneme, ºe kone£ný automatM = (K;�; �; q0; F ) akceptuje (rozpoznává, p°íjímá) slovo w, jestliºe existujekoncový stav p 2 F takový, ºe [q0; w] `� [p; "].Jazyk akceptovaný automatem M jiº de�nujeme stejn¥ jako v de�nici 2.3.De�nice 2.6Dva kone£né automaty M a N nazveme ekvivalentní, jestliºe T (M) = T (N).Poznámka 2.7Funkce � m·ºe být (a také £asto bývá) parciální.Kone£né automaty lze reprezentovat n¥olika r·znými zp·soby.1. p¥tice uvedená v de�nici 2.12. tabulka p°echodové funkce � se speci�kací po£áte£ního a koncových stav·3. stavový diagram4. výpo£etní stromTyto reprezentace bude nejlépe ukázat na p°íklad¥.P°íklad 2.8Nech´ je dán kone£ný automat M = (fq0; q1; q2; q3g; f0; 1g; �; q0; fq0g):P°echodovou funkci � speci�kuje následující tabulka: 0 1$ q0 q2 q1q1 q3 q0q2 q0 q3q3 q1 q2�ipka sm¥rem k q0 znamená, ºe jde o po£áte£ní stav, a ²ipka sm¥rem od q0 znamená, ºe je to zárove¬ jedinýkoncový stav.Následuje ukázka stavového diagramu a výpo£etního stromu pro tento automat.q0q2 q1 q0q3q3q0 q1 q2 .........
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Ve výpo£etním stromu se snaºíme zachytit v²echny moºné posloupnosti stav·. kaºdá v¥tev dává práv¥ jednoodvození, a pokud kon£í, sestavíme ode£tením symbol· na této v¥tvi slovo p°íjimané automatem. Výpo£etnístrom bývá £asto nekone£ný. V jeho ko°eni je po£áte£ní stav, v listech mohou být pouze koncové stavy.Stavový diagram dostaneme z výpo£etního stromu tak, ºe v²echny výskyty téhoº stavu sjednotíme do jedi-ného uzlu. Dostáváme tak graf, ve kterém na po£áte£ní stav ukazuje ²ipka zvenku a koncové stavy jsou ozna£enydvojitým krouºkem.Budeme se nyní zabývat problémem vztahu automatu a jeho jazyka. Jazyky akceptované kone£nými auto-maty jsou totiº speciální; nelze nap°. sestrojit KA rozpoznávající jazyk f0n1n:n � 0g.



2 KONE�NÉ AUTOMATY 7De�nice 2.9Nech´ r je relace ekvivalence. �ekneme o ní, ºe je zprava invariantní (pravá kongruence), jestliºe pro kaºdoutrojici x; y; z platí: je-li x r y, pak také xz r yz.Index ekvivalence je po£et t°íd odpovídajícího rozkladu.P°íklad 2.10De�nujeme relaci r na slovech abecedy � pro n¥jaký kone£ný automat M = (K;�; �; q0; F ) takto: x r y,pokud �(q0; x) = �(q0; y). Tato relace je zprava invariantní.V¥ta 2.11 NerodovaNásledující t°i tvrzení jsou ekvivalentní:1. Jazyk L � �� je rozpoznáván n¥jakým kone£ným automatem.2. Jazyk L je sjednocením n¥kterých t°íd vytvo°ených zprava invariantní ekvivalencí s kone£ným indexem.3. Nech´ r je relace na slovech ze �� de�novaná: x r y, pokud pro v²echna slova r 2 �� platí: (xr 2 L ,yr 2 L). Pak r má kone£ný index.D·kaz: 1 ) 2: (viz také [Chytil], v¥ta 2.18 na stran¥ 57) Nech´ L je rozpoznávaný kone£ným automatemM = (K;�; �; q0; F ). De�nujeme relaci r' jako v p°edcházejícím p°íklad¥, tedy xr' y, pokud �(q0; x) = �(q0; y).Tato relace je zprava invariantní. Index r' je kone£ný, protoºe m·ºe být nejvý²e roven po£tu stav· automatuM . Potom jazyk L je sjednocením t¥ch t°íd ekvivalence podle r' , které odpovídají koncovým stav·m automatuM .2) 3: Dokáºeme, ºe relace r' spl¬ující podmínku £ásti 2 v¥ty je zjemn¥ní relace r z £ásti 3 v¥ty. Musímetedy ukázat, ºe pokud x r' y, pak také x r y:Protoºe r' je zprava invariantní, pak pro kaºdé slovo r 2 �� platí: xr r'yr, a tedy �(q0; xr) = �(q0; yr). Je-litedy xr 2 L, pak F 3 �(q0; xr) = �(q0; yr) 2 F , a proto i yr 2 L. Analogicky dokáºeme opak. Celkem x r y.Je tedy r' zjemn¥ní r . Z toho plyne, ºe pon¥vadº r' má kone£ný index, má také r kone£ný index.3) 1: Z relace r zkonstruujeme kone£ný automat, který bude rozpoznávat jazyk L. Nejprve si v²ak ov¥°íme,ºe relace r je zprava invariantní:Je-li x r y, pak pro v²echna slova w; r 2 �� platí: (xwr 2 L, ywr 2 L), a tedy xw r yw.Nech´ kone£ný automat M 0 = (K 0;�; �0; q00; F 0) je dán takto:K 0 = ��= r � mnoºina stav· odpovídá t°ídám rozkladu podle relace r , [x] 2 K 0 ozna£uje t°ídu obsahujícíprvek xq00 = ["] � po£áte£ní stav je t°ída obsahující prázdné slovoF 0 = f[x]:x 2 Lg � mnoºina koncových stav· je mnoºina v²ech t°íd, které obsahují slova jazyka L�0([x]; a) = [xa] � z t°ídy [x] a se symbolem a na vstupu se dostaneme do t°ídy [xa]; zde je pot°eba praváinvariance relace r , aby hodnota p°echodové funkce �0 byla dána jednozna£n¥Z pravidla pro funkci �0 odvodíme induktivn¥, ºe �0(q00; x) = [x]. Proto x 2 T (M 0) práv¥ tehdy, kdyº [x] 2 F 0,a to je z de�nice F 0 ekvivalentní tomu, ºe x 2 L. Celkem T (M 0) = L, a tedy automat M 0 rozpoznává jazyk L.Kone£ný index relace r je zde t°eba k zaji²t¥ní kone£ného po£tu stav· automatu M 0, coº vyºaduje de�niceKA. 2P°íklad 2.12S pomocí Nerodovy v¥ty ukáºeme, ºe jazyk f0n1ng není rozpoznatelný ºádným kone£ným automatem.Budeme postupovat sporem. P°edpokládejme tedy, ºe jazyk L je rozpoznatelný kone£ným automatem Ms kone£ným po£tem stav·. Potom existuje zprava invariantní ekvivalence � s kone£ným indexem taková, ºejazyk L je sjednocením jistých t°íd rozkladu podle �.Nech´ rozklad f0; 1g�= � má n0 t°íd. Uvaºme slova 0n0+110; 0n0+111; 0n0+112; : : : ; 0n0+11n0 . T¥ch je celkemn0 + 1, proto dv¥ r·zná slova z nich vybraná pat°í do jedné t°ídy. Nech´ jsou to 0n0+11i a 0n0+11j pro i < j.Tedy platí: 0n0+11i � 0n0+11j :



2 KONE�NÉ AUTOMATY 8Protoºe � je zprava invariantní, je také0n0+11i1n0�i+1 � 0n0+11j1n0�i+1;tedy 0n0+11n0+1 � 0n0+11n0+1+j�i:Na levé stran¥ je slovo z jazyka L, na druhé stran¥ slovo, které do L nepat°í. Jazyk L tedy nem·ºe býtsjednocením t°íd rozkladu podle relace �, coº je spor.Lemma 2.13 Pumping lemmaNech´ L je jazyk rozpoznatelný kone£ným automatem. Pak existuje £íslo p takové, ºe kaºdé slovo w 2 L,pro n¥º jwj � p, se dá rozloºit takto: w = xyz a jyj � p, p°i£emº v²echna slova wi = xyiz jsou také z jazyka L.D·kaz: Nech´ M = (K;�; �; q0; F ) je automat, který rozpoznává jazyk L. Ozna£íme p = jKj a ukáºeme, ºespl¬uje vlastnost poºadovanou ve zn¥ní v¥ty.Nech´ w je libovolné slovo jazyka L takové, ºe jwj � p. Víme, ºe (q0; w) `� (qf ; ") je posloupnost jwjkon�gurací a qf 2 F . Podle Dirichletova principu musí tedy toto odvození slova w projít n¥kterým stavemalespo¬ dvakrát (nech´ je to nap°. q). Tedy platí:(q0; w = xyz) `� (q; yz) `+ (q; z) `� (qf ; "): (2)Z°ejm¥ také (q; yiz) `+ (q; z), a tedy(q0; wi = xyiz) `� (q; yiz) `+ (q; z) `� (qf ; "): (3)2Kaºdý jazyk L je jist¥ rozpoznatelný více r·znými automaty. My budeme pro daný jazyk hledat jakýsi kano-nický automat, který nazveme minimálním automatem. Nakonec najdeme algoritmus, který z daného automatuvytvo°í minimální automat rozeznávající stejný jazyk, jako automat p·vodní.De�nice 2.14Automat s nejmen²ím po£tem stav·, který rozpoznává daný jazyk L, se nazývá minimální automat pro L.De�nice 2.15Nech´ M = (K;�; �; q0; F ) je kone£ný automat. Jeho stav q nazveme nedosaºitelný práv¥ tehdy, kdyºneexistuje x 2 �� takové, ºe �(q; x) = q.V¥ta 2.16Minimální automat pro L je dán jednozna£n¥ aº na izomor�smus a je to automat M 0 z d·kazu Neronovyv¥ty (2.11).D·kaz: Kaºdý automat M = (K;�; �; q0; F ) de�nuje odpovídající relaci r' z bodu 2 Neronovy v¥ty, která jezjemn¥ním relace r z bodu 3 této v¥ty. Automat M 0 má stejný po£et stav· jako ekvivalence r t°íd rozkladu,a automat M má tolik stav· jako ekvivalence r' t°íd rozkladu. Protoºe je r' zjemn¥ním r , platí: jK 0j � jKj.Platí-li rovnost, je t°eba najít izomor�smus na stavech obou automat·. Kaºdému stavu q 2 K p°i°adímestav q0 2 K 0 takto: Jestliºe je stav q nedosaºitelný, lze jej úpln¥ odstranit a automat proto nebyl minimální.Tedy existuje x 2 �� takové, ºe �(q0; x) = q. Potom stav q ztotoºníme se stavem �0(q00; x) = [x]. Takové p°i°azeníje korektní. Vezmeme-li totiº dv¥ r·zná slova x; y taková, ºe �(q0; x) = �(q0; y) = q, pak z de�nice relace r'p°ímo plyne, ºe x r' y. r' je v²ak dle Neronovy v¥ty zjemn¥ním r , tedy také x r y. Potom �0(q00; x) = �0(q00; y),a obraz stavu q je dán jednozna£n¥ bez ohledu na výb¥r slova x.Nyní jiº lze snadno ov¥°it, ºe takové zobrazení stav· je izomor�smus. 2Známe tedy automat, který je pro daný jazyk minimální. Na²ím poºadavkem je v²ak algoritmus, kterýpro daný automat vrátí jeho minimální podobu. Z p°edchozích úvah plyne, ºe minimální automat nemá ºádnénedosaºitelné stavy. Následující algoritmus je odstra¬uje.Algoritmus 2.1 Eliminace nedosaºitelných stav· KA



2 KONE�NÉ AUTOMATY 9Vstup: Automat M = (K;�; �; q0; F )Výstup: Automat M 0 bez nedosaºitelných stav·; T (M) = T (M 0)1. i := 02. si := fq0g3. repeat3.1. si+1 := Si [ fq: 9p 2 Si; a 2 �: �(p; a) = qg3.2. i := i+ 14. until Si = Si�15. M 0 := M=Si (M 0 dostaneme z M tak, ºe vezmeme v úvahu pouze stavy Si)Je-li n po£et stav· automatu M , pak algoritmus skon£í nejpozd¥ji p°i i = n.Odstran¥ním nedosaºitelných stav· v²ak je²t¥ nedostaneme minimální automat. Mohou se totiº vyskytnoutr·zné stavy automatu, které se chovají stejn¥, a mohou tedy být sjednoceny do jediného stavu.De�nice 2.17Nech´ M = (K;�; �; q0; F ) je kone£ný automat. Jeho stavy p a q nazveme ekvivalentní, jestliºe pro kaºdéslovo w 2 �� platí: �(p; w) 2 F , �(q; w) 2 F .De�nice 2.18Nech´ M = (K;�; �; q0; F ) je kone£ný automat. De�nujeme posloupnost relací na jeho stavech 0�; 1�; : : :takto: p 0�q, pokud p 2 F , q 2 FP i�q, pokud pi�1� q ^ 8a 2 �: �(p; a)i�1� �(q; a)Lemma 2.19Nech´ M = (K;�; �; q0; F ) je kone£ný automat. Pak platí následující tvrzení:(i) Kaºdá z relací i� je ekvivalence na K. (Dále budeme zna£it rozklad K= i� jako Ri)(ii) Pro kaºdé i 2 N je Ri+1 zjemn¥ní Ri(iii) Pro kaºdé i 2 Nplatí: Je-li Ri = Ri+1, pak pro kaºdé p°irozené t � 1 je Ri = Ri+t(iv) Ozna£íme n = jKj po£et stav· automatu M . Pak existuje k � n� 1 takové, ºe Rk = Rk+1(v) Pro kaºdé k takové, ºe Rk = Rk+1, platí: k� =�.D·kaz:(i),(ii) P°ímo z de�nice.(iii) Víme, ºe Ri = Ri+1, a tedy i� = i+1� . Z de�nice i+1� plyne, ºe pi+1� q , p i�q ^ 8a 2 �: �(p; a) i��(q; a).Protoºe i� = i+1� , je nyní pi+1� q ^ 8a 2 �: �(p; a)i+1� �(q; a). To v²ak podle de�nice znamená, ºe pi+2� q. Jetedy pi+1� q , pi+2� q, tedy i+1� = i+2� .P°edchozí poznatek m·ºeme induktivn¥ aplikovat na jakékoli i+ t, kde t � 1.(iv) Ozna£íme ci index ekvivalence i�. P°edpokládejme, ºe R0; : : : ; Rk jsou navzájem r·zné a Rk = Rk+1 jeprvní výskyt rovnosti soused· v °ad¥ Ri. Protoºe Ri+1 je zjemn¥ním Ri, platí vztah: 1 < c0 < c1 � � � <ck � n. Proto k + 1 � n, tedy k � n� 1.



2 KONE�NÉ AUTOMATY 10(v) De�nice relace i� se dá interpretovat takto: p i�q, jestliºe pro kaºdé slovo x o délce nejvý²e i platí, ºe�(p; x) 2 F , �(q; x) 2 F .Nech´ Rk = Rk+1. Podle bodu (iii) je Rk = Rk+t pro kaºdé t � 1. Vezmeme-li tedy jakoukoli horníhranici d pro délku slova, potom p i�q je ekvivalentní s tím, ºe pro v²echna slova x o délce nejvý²e d platí:�(p; x) 2 F , �(q; x) 2 F . Tato vlastnost je tedy spln¥na pro v²echna slova x, coº je ekvivalentní de�nicirelace �. Je tedy p i�q, práv¥ kdyº p � q, tedy i� =�. 2 Práv¥ dokázané lemma napovídá,jak lze získat rozklad na stavech automatu podle relace �. Budeme konstruovat relace i� (resp. odpovídajícírozklady) tak dlouho, dokud se bude následující relace (resp. rozklad) li²it od p°edchozí. Výsledek je relace �,resp. odpovídající rozklad, jehoº t°ídy mohou být stavy automatu ekvivalentního p·vodnímu.Algoritmus 2.2 Eliminace výskyt· ekvivalentních stav· KAVstup: Automat M = (K;�; �; q0; F )Výstup: Rozklad K= � stav· na vzájemn¥ ekvivalentní1. i := 02. R0 := fF;K n Fg3. repeat3.1. spo£ti Ri+1 z Ri podle de�nice (2.18)3.2. i := i+ 14. until Ri = Ri�1K automatu M získáme minimální automat rozpoznávající stejný jazyk tak, ºe s pomocí algoritmu 2.1 odstra-níme nedosaºitelné stavy, a pak vytvo°íme rozklad na mnoºin¥ stav· s pomocí algoritmu 2.2.2.2 Nedeterministické KANedeterministické KA (zkrácen¥ NKA, deterministický KA bude dále DKA) poskytují volbu p°i p°echodu stav·.Oborem hodnot p°echodové funkce nebudou nyní pouhé stavy automatu, ale v²echny podmnoºiny mnoºinystav·.De�nice 2.20Nedeterministický kone£ný automat M nad abecedou � je p¥tice (K;�; �; q0; F ), kde jednotlivé komponentymají tento význam:K � kone£ná neprázdná mnoºina stav·� � kone£ná neprázdná mnoºina symbol·; abeceda� � p°echodová funkce; �:K ��! 2Kq0 2 K � po£áte£ní stavF � K � mnoºina koncových stav·De�nice 2.21Kon�gurací automatu M nazveme libovolnou dvojici [q; x], kde q 2 K je stav a x 2 �� je slovo (ºádnázm¥na).Relaci ` na mnoºin¥ kon�gurací automatu M (krok výpo£tu) de�nujeme takto: [q; ax] ` [p; x], pokud p 2�(q; a).Automat akceptuje slovo w 2 ��, pokud (q0; w) ` (qf ; ") a qf 2 F (ºádná zm¥na).



2 KONE�NÉ AUTOMATY 11Poznámka 2.22P°echodovou funkci � m·ºeme op¥t roz²í°it na de�ni£ní obor K ��� takto:�(q; ") = fqg�(q; xa) = Sp2�(q;x) �(p; a)U nedeterministických KA provádíme navíc roz²í°ení na de�ni£ní obor 2K ���: �(P; x) = Sp2P �(p; x).De�nice 2.23�ekneme, ºe automat M akceptuje slovo w, pokud �(q0; w) \ F 6= ;.Pokusíme se najít vztah mezi deterministickými a nedeterministickými KA.V¥ta 2.24Nech´ L je jazyk rozpoznávaný n¥jakým NKA. Pak existuje DKA, který rozpoznává jazyk L.D·kaz: Sestrojíme DKA M 0 = (K 0;�; �0; q00; F 0) z NKA M tak, ºe stavy automatu M 0 ztotoºníme se v²emipodmnoºinami stav· automatu M . Tedy K 0 = 2K . Po£áte£ní stav q00 bude odpovídat mnoºin¥ fq0g, a koncovéstavy F 0 budou v²echny podmnoºiny K, které obsahují alespo¬ jeden koncový stav: F 0 = fP :P � K ^P \K 6=;g. Pro zavedení funkce p°echodové �0 pouºijeme roz²í°ení � na de�ni£ní obor 2K ��. Potom bude �0(Q; a) = Pjedin¥ tehdy, kdyº �(Q; a) = P .Dokáºeme nyní indukcí vzhledem k délce slova x, ºe�0(q00; x) = Q, �(q0; x) = Q (4)Nech´ jxj = 0, tedy x = ". Potom triviáln¥ �0(fq0g; ") = fq0g, a �(q0; ") = fq0g.induk£ní krok: P°edpokládejme, ºe výraz (4) platí pro v²echna slova jxj � l. Z°ejm¥ platí pro v²echny symbolya 2 �: �0(q00; xa) = �0(�0(q00; x); a):Podle p°edpokladu je �0(q00; x) = Q, práv¥ kdyº �(q0; x) = Q. Z de�nice funkce �0 víme, ºe �0(Q; a) = P , práv¥kdyº �(Q; a) = P . Celkem dostáváme, ºe �0(q00; xa) = P nastane práv¥ tehdy, kdyº �(q0; xa) = P .Z vý²e uvedeného jiº p°ímo plyne, ºe �0(q00; x) 2 F 0 je ekvivalentní s �(q0; x) \ F 6= ; pro kaºdé slovo x, atedy oba automaty p°ijímají stejný jazyk. 2P°íklad 2.25Nedeterministický kone£ný automat M = (fq0; q1g; f0; 1g; �; q0; fq1g) má následující p°echodovou funkci adiagram: 0 1! q0 fq0; q1g fq1g q1 fq0; q1g ���� ��������- -��� ��? ?q0 q10; 110 1
Vytvo°íme k n¥mu odpovídající deterministický automat M 0 = (K 0; f0; 1g; �0; fq0g; F 0), kde mnoºina stav· jeK 0 = f;; fq0g; fq1g; fq0; q1gg a kone£né stavy jsou F 0 = ffq1g; fq0; q1gg. P°echodová funkce �0 je pak dánanásledující tabulkou a diagramem:0 1; ; ;! fq0g fq0; q1g fq1g fq1g fq0; q1g fq0; q1g fq0; q1g fq0; q1g &%'$"!# &%'$ &%

'$
&%'$"!# 6 -HHHHHHHj ������������

6fq0g ; fq1gfq0; q1g?
0; 10; 1 1 10



3 REGULÁRNÍ GRAMATIKY A JAZYKY 122.3 Rozhodnutelné problémy z oblasti KAExistuje algoritmus, který zjistí, zda jsou dva KA ekvivalentní. Sta£í je totiº p°evést do minimálních tvar· azjistit, zda jsou izomorfní.Dá se také snadno zjisti, zda mnoºina slov p°íjimaných kone£ným automatem je prázdná nebo neprázdná,kone£ná nebo nekone£ná. P°ímo z Pumping lemmatu (2.13) se totiº dají odvodit následující dv¥ lemmata:V¥ta 2.26Mnoºina slov akceptovaných KA s n stavy je(i) Neprázdná , KA akceptuje slovo délky men²í neº n(ii) Nekone£ná , KA akceptuje slovo délky l: n � l < 2nD·kaz:(i) �(� z°ejmé�)� KA A má n stav· a akceptuje n¥jaké slovo. Vezm¥me nejkrat²í slovo w akceptované automatem.P°edpokládejme spor, tj. jwj � n. Z Pumping Lemma plyne, ºe ! = !1!2!3, kde !2 6= " ^ !1!3 2 L(A),ale j!1!2j < j!1!2!3j, coº je spor s tím, ºe ! je nejkrat²í.(ii) �(� Jestliºe j!j � n, pak z Pumping Lemma ! = !1!2!3; !3 6= ", ov²em i !1!i2!3 2 L(A)�)� P°edp., ºe A rozpoznává nekone£n¥ mnoho slov a z nich ºádné není délky mezi n a 2n� 1.j!j � 2n! = !1!2!3!2 6= " ^ j!2j � n!1!3 2 L(A)n � j!1!3j < j!1!2!3j 23 Regulární gramatiky a jazyky3.1 Kone£né automaty a regulární gramatikyV této £ásti ukáºeme, ºe jazyky akceptované kone£nými automaty jsou práv¥ regulární jazyky, tedy odpovídajíregulárním gramatikám.V¥ta 3.1Nech´ G = (N;�; P; S) je regulární gramatika. Pak existuje kone£ný automat M takový, ºe T (M) = L(G).D·kaz: Nech´ M = (K;�; �; q0; F ). Sestrojíme nedeterministický KA M , který bude p°ijímat práv¥ jazyk L(G).Stavy K automatu M ztotoºníme s neterminály gramatiky G, a p°idáme navíc jeden stav, který neodpovídáºádnému neterminálu v G:K = N[fAg, kde A 62 N . Po£áte£ní stav q0 bude odpovídat startovnímu netermináluS gramatiky. Koncové stavy F automatu zadáme tímto p°edpisem:F = � fS;Ag ; pokud (S ! ") 2 PfAg ; pokud (S ! ") 62 PP°echodovou funkci � zvolíme takto:�(B; a) =8<: A 2 �(B; a) ; pokud (B ! a) 2 PC 2 �(B; a) ; pokud (B ! aC) 2 P�(A; �) = ; ;Nyní dokáºeme, ºe T (M) = L(G).L(G) � T (M): Nech´ x 2 L(G) je neprázdné slovo, tedy x = a1a2 � � � an pro n � 1. Slovo x je tedy v¥tougramatiky G, proto S )�G x. Protoºe G je regulární, musí odvození prob¥hnout takto:S )G a1A1 )G a1a2A2 )G � � � )G a1 � � � an�1An�1 )G a1 � � � anOdvodíme z toho následující vlastnosti automatu M :



3 REGULÁRNÍ GRAMATIKY A JAZYKY 13(S ! a1A1) 2 P ) A1 2 �(S; a1)(A1 ! a2A2) 2 P ) A2 2 �(A1; a2)... ... ...(An�1 ! an) 2 P ) A 2 �(An�1; an)M·ºeme tedy dostat tuto posloupnost výpo£etních krok· v na²em automatu:(S; a1 � � � an) ` (A1; a2 � � �an) ` � � � ` (An�1; an) ` (A; ")Celkem x = a1 � � �an 2 T (M).T (M) � L(G): d·kaz lze provést zcela analogicky pro x 6= ".Pro úplnost musíme uvést je²t¥ p°ípad prázdného slova. Je-li " 2 L(G), pak S 2 F a " 2 T (M). Je-li naopak" 2 T (M), pak musí být S 2 F , a tedy (S ! ") 2 P . 2V¥ta 3.2Nech´ M = (K;�; �; q0; F ) je kone£ný automat. Pak existuje regulární gramatika G = (N;�; P; S) taková,ºe L(G) = T (M).D·kaz: Bez újmy na obecnosti lze p°edpokládat, ºe M je deterministický. Zvolíme gramatiku G tak, ºe jejíneterminály budou odpovídat stav·m automatu (N = K), abecedy budou shodné, a startovní neterminál budeodpovídat po£áte£nímu stavu automatu (S = q0). Pravidla P budeme potom konstruovat takto:je-li �(B; a) = C, pak (B ! aC) 2 Pje-li �(B; a) = C a C 2 F , pak (B ! a) 2 PD·kaz shodnosti jazyk· L(G) a T (M) lze vést zcela analogicky d·kazu p°edchozí v¥ty. 23.2 Vlastnosti regulárních jazyk·V této £ásti ov¥°íme, ºe t°ída regulárních jazyk·, kterou budeme dále zna£it L3, je uzav°ená na v²echny obvykléoperace.V¥ta 3.3T°ída regulárních jazyk· L3 je uzav°ená vzhledem k operaci sjednocení.D·kaz: Nech´ L1 a L2 jsou dva regulární jazyky. Chceme dokázat, ºe jazyk L1 [ L2 je také regulární.Nech´ jazyk L1 je generovaný gramatikou G1 a jazyk L2 gramatikou G2. Ozna£íme Gi = (Ni;�i; Pi; Si)pro i = 1; 2. P°edpokládejme, ºe N1 \ N2 = ; (jinak lze neterminály jedné z gramatik p°ejmenovat). Zvolímeneterminál S 62 N1 [N2 a de�nujeme gramatiku G = (N1 [N2 [ fSg;�1 [ �2; P; S). Mnoºinu pravidel P paksestrojíme takto: P = fS ! �: (S1 ! �) 2 P1 _ (S2 ! �) 2 P2g [ P1 [ P2. Nyní je z°ejmé, ºe (S )G �) práv¥tehdy, kdyº (S1 )G1 �) nebo (S2 )G2 �). Gramatika G, která je jist¥ regulární, rozeznává jazyk L1[L2. Tentojazyk je proto také regulární. 2V¥ta 3.4T°ída regulárních jazyk· L3 je uzav°ená vzhledem k operaci dopl¬ku.D·kaz: Nech´ L1 je regulární jazyk nad abecedou �1. Chceme dokázat, ºe také jazyk �� n L, kde �1 � �, jeregulární.Nech´ M1 = (K1;�1; �1; q1; F1) je automat, který rozpoznává jazyk L1, p°i£emº p°echodová funkce �1 jetotální. Je-li � = �1, pak automat M1 = (K1;�; �1; q1;K1 n F1) z°ejm¥ rozpoznává jazyk �� n L.Je-li � � �1, je t°eba vytvo°it nový stav q 62 K1. Funkci �1 roz²í°íme na �1 pro tento stav tak, ºe �1(q; �) = q.Dále p°echodovou funkci �1 musíme roz²í°it z abecedy �1 na abecedu �, a to tak, ºe pro v²echna a 2 �n�1 bude�1(�; a) = q. Ve v²ech ostatních p°ípadech bude �1 = �1. AutomatM1 nyní zavedeme jako (K1[fqg;�; �1; q1;K1[fqg n F1). Z°ejm¥ v²echna slova x 2 ��1 p°íjímá automat M1 práv¥ tehdy, kdyº je nep°ijímá automat M1. Slovay 2 �� n��1 jsou p°ijímána v²echna. Automat M1 tedy p°ijímá práv¥ jazyk �� n L. 2D·sledek 3.5T°ída regulárních jazyk· L3 je uzav°ena vzhledem k operaci pr·niku.



3 REGULÁRNÍ GRAMATIKY A JAZYKY 14D·kaz: M¥jme dva regulární jazyky L1 a L2. S pomocí de Morganova pravidla L1 \L2 = L1 [ L2 a p°edchozíchdvou v¥t je z°ejm¥ vid¥t, ºe jejich pr·nik je také regulární jazyk. 2Poznámka 3.6Toto je alternativní d·kaz uzav°enosti regulárních jazyk· na operaci pr·niku. Z automat· M1 a M2, kdeMi = (Ki;�; �i; qi; Fi), rozeznávajících jazyky L1, resp. L2, sestrojíme automatM , který bude rozeznávat jazykL1 \ L2.Nech´ M = (K1 �K2;�; �; [q1; q2]; F1 � F2). P°echodovou funkci � tohoto automatu de�nujeme takto:�([p1; p2]; a) = [r1; r2]; pokud �i(pi; a) = ri pro i = 1; 2Poznámka 3.7T°ída regulárních jazyk· L3 s £áste£ným uspo°ádáním � a operacemi [, \ a tvo°í Booleovu algebrus nejmen²ím prvkem ; a nejv¥t²ím prvkem ��.V¥ta 3.8T°ída regulárních jazyk· L3 je uzav°ena vzhledem k operaci z°et¥zení.D·kaz: Nech´ L1 a L2 jsou dva regulární jazyky. Chceme dokázat, ºe jazyk L1L2 je také regulární.Nech´ jazyk L1 je rozpoznávaný automatemM1 a jazyk L2 automatemM2. Ozna£ímeMi = (Ki;�; �i; qi; Fi)pro i = 1; 2. Zkonstruujeme nyní automat M = (K1 [ K2;�; �; q1; F ). P°echodovou funkci � zavedeme podlepravidel: �(q; a) = 8<: f�1(q; a)g pro q 2 K1 n F1f�1(q; a); �2(q2; a)g pro q 2 F1f�2(q; a)g pro q 2 K2Mnoºina koncových stav· F bude rovnaF = � F1 [ F2 pro " 2 L2F2 pro " 62 L2Automat M pak z°ejm¥ bude rozpoznávat práv¥ jazyk L1L2, který je proto regulární. 2V¥ta 3.9T°ída regulárních jazyk· L3 je uzav°ena vzhledem k operaci uzáv¥ru.D·kaz: Nech´ L je regulární jazyk. Chceme ukázat, ºe také L� je regulární jazyk.Nech´M = (K;�; �; q0; F ) je kone£ný automat, který rozpoznává jazyk L. Nech´M 0 = (K[fq00g;�; �0; q00; F[fq00g) je automat, kde q00 62 K je nový stav a p°echodová funkce �0 nabývá t¥chto hodnot:�0(q00; a) = � f�(q0; a); q0g pro �(q0; a) 2 Ff�(q0; a)g jinak�0(q; a) = � f�(q; a); q0g pro �(q; a) 2 Ff�(q; a)g jinak pro q 6= q00Automat M 0 nyní rozpoznává jazyk L�, který je proto regulární. 2V¥ta 3.10V²echny kone£né jazyky lze rozeznat kone£ným automatem.D·kaz: Mnoºinu ; rozpoznáme kone£ným automatem M = (fq0g;�; �; q0; ;), kde �(q0; �) = q0.Mnoºinu f"g kone£ným automatem M = (fq0; pg;�; �; q0; fq0g), kde �(q0; �) = p a �(p; �) = p.Mnoºinu fxg, kde x = a1 � � �an je neprázdné slovo rozpoznáme kone£ným automatem M = (fqi: i =0; : : : ; ng;�; �; q0; fqng), kde �(qi�1; ai) = qi.Protoºe kaºdou kone£nou mnoºinu m·ºeme sloºit jako sjednocení kone£n¥ mnoha jednoprvkových mnoºin,m·ºeme kone£n¥mnohokrát aplikovat v¥tu 3.3 o uzav°enosti regulárních jazyk· na sjednocení. 2Tvrzení 3.11(KLEENE-ho v¥ta) T°ída jazyk· L3 je nejmen²í t°ída jazyk·, která obsahuje v²echny kone£né mnoºiny a jeuzav°ena vzhledem ke sjednocení, z°et¥zení a uzáv¥ru.



3 REGULÁRNÍ GRAMATIKY A JAZYKY 153.3 Regulární výrazyV této £ásti uvedeme regulární výrazy (RV) a p°echodové grafy (PG), které, jak ukáºeme, jsou dal²í alternativníreprezentací regulárních jazyk·.De�nice 3.12T°ída regulárních výraz· nad abecedou � je de�nována induktivn¥ takto:1. " a ; jsou regulární výrazy nad �2. kaºdé písmeno a 2 � je regulární výraz nad �3. jsou-li R1, R2 regulární výrazy nad �, pak také (R1 +R2), (R1 � R2), (R1)� jsou regulární výrazy nad �De�nice 3.13Kaºdý regulární výraz R nad � popisuje jistou mnoºinu slov eR nad �:1. je-li R = ", pak eR = f"gje-li R = ;, pak eR = ;2. je-li R = a, pak eR = fag3. je-li R = (R1 +R2), pak eR = fR1 [ fR2je-li R = (R1 � R2), pak eR = fR1fR2je-li R = (R1)�, pak eR = fR1�P°íklad 3.14M¥jme abecedu � = fa; bg. Toto jsou p°íklady regulárních výraz·: R1 = ba�, R2 = a�ba�ba�, R3 = (a+ b)�.Jejich odpovídající jazyky jsou: fR1 = fba�gfR2 = fw 2 ��:w obsahuje práv¥ dv¥ bg;fR3 = ��:De�nice 3.15Dva regulární výrazy R1 a R2 nazveme ekvivalentní, pokud popisují stejné mnoºiny (fR1 = fR2).De�nice 3.16Regulární mnoºiny nad abecedou � de�nujeme induktivn¥ takto:1. kaºdá kone£ná mnoºina slov nad � (v£etn¥ ;) je regulární mnoºina nad �2. jestliºe U , V jsou regulární mnoºiny nad �, pak také U [ V , UV , U� jsou regulární mnoºiny nad �Poznámka 3.17Z vý²e uvedených de�nic je z°ejmé, ºe mnoºina je regulární, práv¥ kdyº m·ºe být popsána regulárnímvýrazem.De�nice 3.18P°echodový graf T nad abecedou � je orientovaný multigraf, jehoº kaºdá hrana je ozna£ena náv¥²tím, kteréje slovem nad �. Oby£ejn¥ je jeden z uzl· ozna£en jako vstupní uzel (&
 nebo 
�) a n¥které uzly jako koncovéuzly (
% nebo 
+). Pro slovo w 2 �� nazveme w-cestou z uzlu i do uzlu j v T cestu z i do j takovou, ºez°et¥zením v²ech náv¥²tí na hranách po cest¥ získáme slovo w.�ekneme, ºe slovo w 2 �� je akceptováno p°echodovým grafem T , jestliºe existuje w-cesta z po£áte£níhodo n¥kterého z koncových uzl· grafu T . Slovo " je navíc akceptováno v p°ípad¥, ºe po£áte£ní uzel je zárove¬koncovým.Mnoºinu v²ech slov akceptovaných p°echodovým grafem T nazveme jazyk akceptovaný p°echodovým grafemT a ozna£íme eT .



3 REGULÁRNÍ GRAMATIKY A JAZYKY 16V¥ta 3.19 Kleene-ho(i) Ke kaºdému p°echodovému grafu T nad � existuje regulární výraz R nad � takový, ºe eR = eT a naopak.(ii) Ke kaºdému regulárnímu výrazu R nad � existuje kone£ný automatM s abecedou � takový, ºe T (M) =eR a naopak.D·kaz: (i) Ozna£íme x po£áte£ní uzel grafu T a vytvo°íme nový koncový uzel y tak, ºe z kaºdého p·vodníhokoncového uzlu vede do y hrana ozna£ená ". V tomto novém grafu budiº y jediný koncový uzel. Budeme dálekonstruovat tzv. zobecn¥ný p°echodový graf, jehoº hrany jsou ozna£eny regulárními výrazy. Nejprve vylou£ímenásobné hrany. Jestliºe z uzlu u vede do v n hran ozna£ených �1; : : : ; �n, nahradíme je jedinou hranou ozna£enou�1 + � � �+ �n: ���� ����-- ���� ����-�!u v u v�1�n... �1 + � � �+ �nDále se budeme postupn¥ zbavovat v²ech uzl· na cest¥ z x do y. Nech´ mezi uzly u a v leºí uzel w. Hrana z udo w je ozna£ena �, hrana z w do v je ozna£ena �. Uzel w má n �smy£ek� ozna£ených 
1; : : : ; 
n:������������- -����?6� �
1
nu w v ���� ����-�! �(
1 + � � �+ 
n)�
Uzel w odstraníme spolu se v²emi zmín¥nými hranami, a místo toho zavedeme hranu z u do v, ozna£enou�(
1 + � � �+ 
n)� (pokud taková hrana uº existuje, p°idáme k ní tento výraz jako dal²í s£ítanec).Tímto zp·sobem dostaneme zobecn¥ný p°echodový graf, který bude mít pouze uzly x a y s jedinou hranoumezi nimi. Ta bude ozna£ena regulárním výrazem, který akceptuje stejný jazyk jako p·vodní graf.Naopak, máme-li dán regulární výraz R, zkonstruujeme odpovídající p°echodový graf induktivn¥ vzhledemke konstrukci R podle t¥chto pravidel:����@@R ���R = " ����@@RR = ; ����@@R ����- ���aR = a
����@@R ������
����������1 PPPPqPPPPq ����1 ���R1R2" """R = (R1 +R2) ����@@R ����- ���R1 R2"R = (R1 � R2) ����@@R ������� R1-� ""R = (R1)�Výsledný p°echodový graf bude z°ejm¥ akceptovat ten jazyk, který popisuje p·vodní regulární výraz.(ii) Vezmeme v úvahu regulární výraz R. Budeme z n¥ho konstruovat kone£ný automat, a to op¥t indukcívzhledem ke konstrukci R.Je-li R = ;, R = " nebo R = a, pak odpovídající jazyky jsou ;, resp. f"g, fag. Automaty, které rozeznávajítyto mnoºiny, jsou uvedeny v d·kazu v¥ty 3.10.Je-li R = (R1 + R2), hledáme automat, který rozpoznává jazyk fR1 [ fR2. Protoºe podle induk£ního p°ed-pokladu máme automaty pro mnoºiny fR1 i fR2, sestrojíme z nich automat M podobn¥ jako v poznámce 3.6.Nahradíme v²ak mnoºinu koncových stav· F1 � F2 mnoºinou F1 � Q2 [ Q1 � F2, aby automat M rozeznávalsjednocení obou p·vodních jazyk· místo pr·niku.



4 ZÁSOBNÍKOVÉ AUTOMATY 17Je-li R = (R1 � R2), hledáme automat, který rozpoznává jazyk fR1fR2. Podle induk£ního p°edpokladu op¥tznáme automaty pro jazyky fR1 i fR2, proto m·ºeme hledaný automat sestrojit stejn¥, jako v d·kazu v¥ty 3.8.Je-li R = (R�1), známe uº automat pro fR1 a hledáme automat pro jazyk (fR1)�. Ten lze vytvo°it tak jakov d·kazu v¥ty 3.9. 24 Zásobníkové automatyV p°edchozím jsme uvedli kone£né automaty a dokázali, ºe akceptují práv¥ regulární jazyky. V této kapitolebude de�nován jiný formální výpo£etní prost°edek, zásobníkový automat. Ukáºeme o n¥m, ºe má v¥t²í výpo£etnísílu neº kone£ný automat, protoºe bude um¥t rozpoznávat bezkontextové jazyky.4.1 Zásobníkový automat a jeho roz²í°eníZásobníkový automat je vlastn¥ kone£ný automat obohacený o potenciáln¥ nekone£ný zásobník.De�nice 4.1Zásobníkový automat (ZA) nad abecedou � je systémM = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ), kde jednotlivé komponentymají následující význam:Q � kone£ná neprázdná mnoºina stav·� � vstupní abeceda� � zásobníková abeceda; mnoºina symbol·, které se mohou objevit v zásobníku� � p°echodová funkce; �:Q� (� [ f"g)� �! do mnoºiny v²ech kone£ných podmnoºin Q� ��q0 2 Q � po£áte£ní stavZ0 2 � � dno zásobníkuF � Q � mnoºina koncových stav·De�nice 4.2Kon�gurací ZA je libovolná trojice (q; x; �) 2 Q��� � ��.Krok výpo£tu ZA de�nujeme jako binární relaci ` na mnoºin¥ kon�gurací takto: jsou-li q; q0 2 Q stavy,a 2 � [ f"g vstupní symbol, Z 2 � zásobníkový symbol, �; � 2 �� zásobníková slova a w 2 �� vstupní slovo,pak (q; aw; Z�) ` (q0; w; ��), pokud (q0; �) 2 �(q; a; Z):Jinými slovy, je-li (q0; �) prvkem �(q; a; Z), znamená to, ºe ve stavu q s vrcholem zásobníku Z m·ºe ZA p°e£ístsymbol a a vrchol zásobníku Z nahradit slovem �, p°i£emº stav se zm¥ní na q0.Zna£íme `� re�exivní a tranzitivní uzáv¥r relace `, `+ pouze tranzitivní uzáv¥r. Navíc `k znamená sloºeník relací `.�ekneme, ºe ZA rozpoznává slovo w koncovým stavem, pokud (q0; w; Z0) `� (qf ; "; �), kde qf 2 F je koncovýstav. ZA rozeznává slovo w prázdným zásobníkem, pokud (q0; w; Z0) `� (q; "; "), kde q je libovolný stav.Zna£íme T (M) jazyk akceptovaný koncovým stavem ZA, tedy mnoºinu v²ech slov rozpoznávaných koncovýmstavem. Dále zna£íme N(M) jazyk akceptovaný prázdným zásobníkem ZA, tedy mnoºinu v²ech slov rozpozná-vaných prázdným zásobníkem.P°íklad 4.3Podle p°íkladu 2.12 neexistuje kone£ný automat, který by rozeznával jazyk f0n1n:n � 1g. Najdeme v²akzásobníkový automat, který tento jazyk akceptuje.



4 ZÁSOBNÍKOVÉ AUTOMATY 18Nech´ M = (fq0; q1g; f0; 1g; fZ0; 0g; �; q0; Z0; ;) je zásobníkový automat. P°echodovou funkci � de�nujemetakto: �(q0; 0; Z0) = f(q0; 0Z0)g�(q0; 0; 0) = f(q0; 00)g�(q0; 1; 0) = f(q1; ")g�(q1; 1; 0) = f(q1; ")g�(q1; "; Z0) = fq1; "gJe vid¥t, ºe ve stavu q0 m·ºe být na vstupu 0, která se vºdy p°idá do zásobníku. P°i prvním výskytu symbolu 1se stav zm¥ní na q1, a jedna 0 je ze zásobníku odebrána. Odebrání 0 ze zásobníku provádí i stav q1 p°i p°íchodu1 na vstupu, a jiný symbol uº nem·ºe p°ijít. Automat tedy akceptuje prázdným zásobníkem posloupnost nul apo nich jedni£ek, jichº je stejný po£et. Proto N(M) = L.V¥ta 4.4Jazyk L je rozpoznatelný koncovým stavem n¥jakého ZA práv¥ tehdy, kdyº je rozpoznatelný prázdnýmzásobníkem n¥jakého ZA.D·kaz: ): Nech´ L = T (M1), kde M1 = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ). Zkonstruujeme ZA M2 = (Q [ fq"; q00g;�;� [fZ 00g; �0; q00; Z 00; ;). P°echodová funkce �0 p°itom nabývá hodnot podle t¥chto pravidel:�0(q00; "; Z 00) = f(q0; Z0Z 00)g(p; 
) 2 �0(q; a; Z), pokud (p; 
) 2 �(q; a; Z)(q"; ") 2 �0(q; "; Z) pro v²echna q 2 F a Z 2 � [ fZ 00g�0(q"; "; Z) = f(q"; ")g pro v²echna Z 2 � [ fZ 00gPorovnáme-li výpo£etní kroky v p·vodním automatu M1 a novém M2, dojdeme k následující ekvivalenci:(q0; w; Z0) `nM1 (qf ; "; Y1 � � �Yr)m(q00; w; Z 00) `M2 (q0; w; Z0Z 00) `nM2 (qf ; "; Y1 � � �YnZ 00) `r+1M2 (q"; "; "),kde qf 2 F je koncový stav p·vodního automatu M1. Je tedy z°ejmé, ºe N(M2) = T (M1).(: Nech´ automatM2 = (Q;�;�; �; q0; Z0; ;) je zásobníkový automat, který rozeznává jazyk L prázdným zá-sobníkem. Zkonstruujeme ZAM2 = (Q[fq00; qfg;�;�[fZ 00g; �0; q00; Z 00; fqfg). P°echodovou funkci �0 de�nujemetakto: �0(q00; "; Z 00) = f(q0; Z0Z 00)g(p; 
) 2 �0(q; a; Z), pokud (p; 
) 2 �(q; a; Z)�0(q; "; Z 00) = (fqf ; "g)Z t¥chto vztah· lze odvodit podobnou ekvivalenci jako vý²e p°i d·kazu obrácení v¥ty:(q0; w; Z0) `nM2 (q; "; ")m(q00; w; Z 00) `M1 (q0; w; Z0Z 00) `nM1 (q; "; Z 00) `M1 (qf ; "; "),z £ehoº plyne, ºe T (M1) = N(M2). 2De�nice 4.5Roz²í°ený zásobníkový automat je systémM = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ), ve kterém v²echny symboly mají tentýºvýznam jako v zásobníkovém automatu, aº na p°echodovou funkci �, jejímº de�ni£ním oborem je Q�(�[f"g)���. (Roz²í°ený zásobníkový automat se tedy rozhoduje na základ¥ °et¥zce na vrcholu zásobníku místo jedinéhosymbolu.)V¥ta 4.6Nech´ L je jazyk rozeznávaný koncovým stavem roz²í°eného zásobníkového automatu M . Potom existuje(oby£ejný) zásobníkový automat M1, který rozpoznává koncovým stavem jazyk L.



4 ZÁSOBNÍKOVÉ AUTOMATY 19D·kaz: Precizn¥ provedený d·kaz je zdlouhavý a technicky náro£ný. Uvedeme pouze princip, tedy popí²eme,jak z automatu M lze sestrojit automat M1, aby byla v¥ta spln¥na.Nech´ M = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ) a T (M) = L. Budeme konstruovat automatM1 = (Q1;�;�1; �1; q1; Z1; F1);kde Z1 62 � a q1 62 Q. Zvolíme nejprve £íslo m jako maximální délku slova �, pro které je �(q; a; �) 6= ;. Jinýmislovy, m je nejv¥t²í po£et znak·, které m·ºe automat M odebrat z vrcholu zásobníku v jednom kroku.Stavy automatu M1 budou odpovídat dvojicím [q; �], kde q 2 Q je stav p·vodního automatu a � je zásob-níkové slovo automatu M1 délky nejvý²e m: Q1 = f[q; �]: q 2 Q;� 2 ��1; 0 � j�j � mg. Zásobníková abeceda �1je pouze roz²í°ením � o symbol Z1: �1 = � [ fZ1g. q1�po£áte£ní stav automatu M1�bude odpovídat dvojici[q0; Z0Zm�11 ]. Mnoºina koncových stav· automatu bude rovna: F1 = f[q; �]: [q; �] 2 Q1; q 2 Fg. Jde tedy o tystavy z Q1, které vznikly z koncového stavu automatu M .P°echodovou funkci �1 de�nujeme takto:1. Nejprve uvedeme p°echody �1, které vzniknou z p°echod· p·vodní funkce �. Nech´ tedy �(q; a;X1 � � �Xk)obsahuje prvek (r; Y1 � � �Yl). Budeme rozli²ovat dv¥ moºnosti:(a) l � k: pro v²echny zásobníkové symboly Z 2 �1 a v²echna zásobníková slova � délky m� k klademe:mnoºina �1([q;X1 � � �Xk�]; a; Z) obsahuje prvek ([r; �]; 
Z), kde �
 = Y1 � � �Yl�, p°i£emº slovo � mádélku práv¥ m.(b) l < k: pro v²echny zásobníkové symboly Z 2 �1 a v²echna zásobníková slova � délky m� k klademe:mnoºina �1([q;X1 � � �Xk�]; a; Z) obsahuje prvek ([r; Y1 � � �Yl�Z]; ").2. Musíme um¥t doplnit �zásobníkovou komponentu� nových stav· na délku m, aby mohly být provád¥nyp°echody podle p°edchozího bodu. De�nujeme tedy pro kaºdý stav q 2 Q p·vodního automatu, prokaºdý zásobníkový symbol Z 2 �1 a kaºdé zásobníkové slovo � délky ost°e men²í neº m tento p°echod:�1([q; �]; "; Z) = f([q; �Z]; ")g.Takto de�novaný automat M1 spl¬uje podmínku v¥ty. 24.2 Stromy odvození pro CFGV p°í²tí £ásti odhalíme vztah bezkontextových gramatik a zásobníkových automat·. Stromy odvození bezkon-textových gramatik jsou p¥knou ilustrací tohoto vztahu, proto je uvedeme na tomto míst¥.De�nice 4.7Nech´ G = (N;�; P; S) je bezkontextová gramatika. Strom T nazveme strom odvození (deriva£ní strom) proG, jestliºe� kaºdý uzel je ozna£en náv¥²tím�symbolem z N [ �� náv¥²tí ko°ene je S� má-li uzel u náv¥²tí A a má-li alespo¬ jednoho následníka, pak A je neterminál� jsou-li uzly u1; : : : ; uk po °ad¥ následníky uzlu u s náv¥²tími v po°adí A1; : : : ; Ak a náv¥²tí uzlu u je A,pak A! A1 � � �Ak je pravidlem gramatiky GP°íklad 4.8Nech´ G je gramatika: S ! aAS j aA ! SbA j SS j aPotom následující strom je deriva£ním stromem pro G:



4 ZÁSOBNÍKOVÉ AUTOMATY 20Sa A SS b A aa aV²ímn¥me si, ºe kdyº se°adíme listy tohoto stromu, dostaneme slovo aabaa, které je v¥tou gramatiky G.De�nice 4.9Výsledkem deriva£ního stromu nazveme °et¥z vzniklý z°et¥zením jeho list· zleva doprava.V¥ta 4.10Nech´ G = (N;�; P; S) je bezkontextová gramatika. Pak pro kaºdé slovo " 6= � 2 �� platí: S )� � práv¥tehdy, kdyº existuje deriva£ní strom pro G s výsledkem �.D·kaz: (: indukcí vzhledem k po£tu nelistových uzl· ve stromu. Nech´ tedy � je výsledkem stromu.1. Nech´ existuje ve stromu T jediný nelistový uzel. Musí to být ko°en s n následníky A1; : : : ; An. Potom� = A1 � � �An, a podle de�nice deriva£ního stromu je S ! A1 � � �An. Celkem (S ! �) 2 P .2. P°edpokládejme, ºe pro v²echny stromy s mén¥ neº k uzly tvrzení platí. M¥jme nyní strom T s k uzly, jehoºvýsledkem je �. Ozna£íme následníky ko°ene jako A1; : : : ; An. Op¥t podle de�nice deriva£ního stromu musíbýt S ! A1 � � �An pravidlem gramatiky G. Pro kaºdý symbol Ai mohou nastat tyto moºnosti:(a) Ai je nelist: Pak Ai je neterminál a musí být ko°enem podstromu s mén¥ neº k uzly a výsledkem �i.Podle induk£ního p°edpokladu platí: A)� �i.(b) Ai je list: Poloºíme nyní �i = Ai a platí: Ai )0 �i.Protoºe z°ejm¥ platí � = �1 � � ��n a odvodili jsme, ºe pro kaºdé i je Ai )� �i, existuje v gramatice Gnásledující odvození: A) A1 � � �An )� �1A2 � � �An )� � � � )� �1 � � ��n = �;tedy celkem A)� �.): d·kaz lze vést analogicky. 24.3 Zásobníkové automaty a bezkontextové gramatikyUkáºeme nyní, ºe mexi bezkontextovými gramatikami a zásobníkovými automaty existuje stejný vztah jakomezi regulárními gramatikami a kone£nými automaty.Lemma 4.11 O syntaktické analýze shora dol·Nech´ G = (N;�; P; S) je libovolná bezkontextová gramatika. Pak existuje zásobníkový automat R takový,ºe N(R) = L(G).D·kaz: Nech´ automat R = (fqg;�; N [ �; �; S; ;). P°echodovou funkci � zavedeme takto: je-li A! � pravidlogramatiky G, pak �(q; "; A) 3 (q; �). Navíc, pro kaºdý vstupní symbol a 2 � je �(q; a; a) = f(q; ")g.Dokáºeme nyní, ºe N(R) = L(G). Chceme tedy odvodit tuto ekvivalenci:S )� w , (q; w; S) `� (q; "; ") (5)): indukcí vzhledem k po£tu odvození v gramatice G. Aby se dala indukce pouºít, budeme vztah (5)dokazovat pro v²echny neterminály, a ne jen pro S.



4 ZÁSOBNÍKOVÉ AUTOMATY 21Indukcí vzhledem k m dokazujeme, ºe pro kaºdé m existuje n tak, ºepokud A)m w; pak (q; w;A) `n (q; "; "): (6)m = 1: Nech´ w = a1 � � � ak. Protoºe A )1 w, musí existovat pravidlo A ! w v gramatice G. Potom podlepravidel pro p°echodovou funkci � dostáváme: �(q; "; A) 3 (q; w). Je tedy v automatu R moºný tento výpo£et:(q; a1 � � �ak; A) ` (q; a1 � � �ak; a1 � � � ak) `k (q; "; "):induk£ní krok: P°edpokládejme, ºe vztah (6) platí pro v²echna l < m. M¥jme nyní odvození A)m w. Musítedy existovat pravidlo A! x1 � � �xk , které je v odvození A)m w pouºito jako první. Symboly xi mohou býtterminály i neterminály. Je-li xi terminální symbol, pak poloºíme wi = xi. V tomto p°ípad¥ platí: (q; wi; xi) `(q; "; "). Je-li xi neterminální symbol, pak existuje odvození xi )mi wi, kde wi 2 �� je sou£ástí slova w. Celkemdostáváme, ºe x1 � � �xk )� w1 � � �wk = w. Víme v²ak, ºe m1+ � � �+mk < m, proto na v²echny odvození xi )miwi lze pouºít induk£ní p°edpoklad. Existuje tedy výpo£et v R: (q; wi; xi) `ni (q; "; "). Krom¥ toho víme, ºe A!x1 � � �xk je pravidlo v G, proto �(q; "; A) 3 (q; x1 � � �xk). Tedy (q; w;A) ` (q; w1 � � �wk; x1 � � �xk). Ukázali jsme,ºe (q; wi; xi) ` (q; "; ") pro kaºdé xi, a´ uº je terminálem nebo neterminálem. Proto (q; w1 � � �wk; x1 � � �xk) `�(q; "; ").(: op¥t indukcí vzhledem k po£tu odvození v gramaticeG. Pom·ºeme si podobn¥, jako v p°edchozím d·kazuobrácené implikace.Indukcí vzhledem k n dokazujeme, ºe pro kaºdé n existuje m tak, ºepokud (q; w;A) `n (q; "; "); pak A)m w: (7)n = 1: Musí být w = ", a tedy A! " je pravidlem gramatiky Ginduk£ní krok: P°edpokládejme, ºe vztah (7) platí pro kaºdé l < n. M¥jme nyní výpo£et (q; w;A) `n (q; "; ").Vezm¥me jeho první krok: (q; w;A) ` (q; w; x1 � � �xk). Musí tedy být A ! x1 � � �xk pravidlem gramatiky G.Rozloºme dále slovo w na £ásti w1 � � �wk tak, ºe (q; wi; xi) ` (q; "; "). Bude tak bu¤ xi = wi terminál, tedyxi )0 wi, nebo xi )ni wi podle induk£ního p°edpokladu. Celkem dostáváme odvozeníA) x1 � � �xk )n1 w1x2 � � �xk ) � � � ) w1 � � �wk = w: 2P°íklad 4.12Uvaºujme gramatiku G se startovním neterminálem E a s následujícími pravidly:E ! E + T j TT ! T � F j FF ! i j (E)Podle p°edchozí v¥ty se pokusíme sestrojit automat R, který bude rozeznávat jazyk L(G) prázdným zásobníkem.Nech´ tedy R = (fqg;�;�; �; S; ;). V na²em p°ípad¥ je vstupní abeceda rovna � = f+; �; i; (; )g a zásobníkováabeceda � = fE; T; Fg [�. Funkce � bude nabývat t¥chto hodnot:�(q; "; E) = f(q; E + T ); (q; T )g�(q; "; T ) = f(q; T � F ); (q; F )g�(q; "; F ) = f(q; i); (q; (E))g�(q; a; a) = f(q; ")g pro a 2 �Obrázek 1 ukazuje, jak lze provést odvození slova w = i+i�i v automatu R. Tomuto postupu se °íká syntaktickáanalýza shora dol·. V kon�guracích je vynechán stav q, protoºe je vºdy stejný.Lemma 4.13 O syntaktické analýze zdola nahoruNech´ G = (N;�; P; S) je libovolná bezkontextová gramatika. Pak existuje roz²í°ený zásobníkový automatR takový, ºe T (R) = L(G).
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(i+ i � i; E)` (i+ i � i; E + T )` (i+ i � i; T + T )` (i+ i � i; F + T )` (i+ i � i; i+ T )` (+i � i;+T )` (i � i; T )` (i � i; T � F )` (i � i; F � F )` (i � i; i � F )` (�i; �F )` (i; F )` (i; i)` ("; ")Obrázek 1: P°íklad syntaktické analýzy shora dol·



4 ZÁSOBNÍKOVÉ AUTOMATY 23D·kaz: Sestrojíme roz²í°ený zásobníkový automat R = (fq; rg;�;�[N [f$g; �; q; $; frg), kde $ je nový symbol,který není ani neterminál ani terminál gramatiky G. P°echodovou funkci automatu G nyní zvolíme takto:�(q; a; ") = f(q; a)g pro v²echna a 2 ��(q; "; �) 3 (q; A) pro A! � pravidlo G�(q; "; $S) = f(r; ")gDokaºme nyní, ºe L(G) = T (R).�: Budeme dokazovat implikaci(S )� �Ay )n)) ((q; xy; $) `� (q; y; $�A))indukcí vzhledem k n.1. n = 0: triviáln¥2. induk£ní krok: Nech´ tvrzení platí pro v²echna k < n. Potom �Ay ) ��r )n�1 xy. Rozli²íme dvap°ípady:(a) �� 2 ��: Musí být �� = x, a tedy (q; xy; $) `� (q; y; $��) ` (q; y; $�A) díky de�nici p°echodovéfunkce �.(b) �� 62 ��: Ozna£me �� = 
Br, kde B je neprav¥j²í neterminál slova ��. Protoºe platíS )� 
Bry )n�1 xy;m·ºeme pouºít induk£ní p°edpoklad: (q; xy; $) `� (q; ry; $
B). Podle pravidla pro funkci � dále platí:(q; y; $ 
Br|{z}=�� ) ` (q; y; $�A):Celkem dostáváme L(G) � T (R).�: Budeme nyní dokazovat tuto implikaci:((q; xy; $) `n (q; y; $�A))) (�Ay )� xy)D·kaz povedeme op¥t indukcí vzhledem k n.1. n = 0: triviáln¥2. induk£ní krok: P°edpokládejme, ºe tvrzení platí pro v²echna k < n. V kon�guraci (q; y; $�A) je vrcholzásobníku neterminál A, tedy poslední krok musel být redukcí (pouºití pravidla A! �) a ne £tením.(q; xy; $) `n�1 (q; y; $��) ` (q; y; $�A)Podle induk£ního p°edpokladu je ��y )� xy. Celkem tedy �Ay ) ��y )� xy.Abychom mohli pouºít indukce, dokazovali jsme siln¥j²í tvrzení pro v²echny neterminály. Jeho speciálnímp°ípadem je ekvivalence ((q; w; $) ` (q; "; $S)), (S )� w) 2P°íklad 4.14Vezm¥me stejnou gramatiku G jako v p°íkladu 4.12. Pokusíme se k ní podle p°edcházející v¥ty sestrojitroz²í°ený zásobníkový automat, který bude rozeznávat jazyk L(G) koncovým stavem.
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i($; i+ i � i)` ($i;+i � i)` ($F;+i � i)` ($T;+i � i)` ($E;+i � i)` ($E+; i � i)` ($E + i; �i)` ($E + F; �i)` ($E + T; �i)` ($E + T�; i)` ($E + T � i; ")` (E + T � F; ")` ($E + T; ")` ($E; ")` (r; "; ")Obrázek 2: P°íklad syntaktické analýzy zdola nahoruNech´ tedy R = (fq; rg;�;� [ N [ f$g; �; q; $; frg). V na²em p°ípad¥ je op¥t abeceda � = f+; �; i; (; )g,mnoºina neterminál· rovna N = fE; T; Fg. Pro p°echodovou funkci dostáváme tato pravidla:�(q; a; ") = f(q; a)g pro a 2 ��(q; "; E + T ) = f(q; E)g�(q; "; T ) = f(q; E)g�(q; "; T � F ) = f(q; T )g�(q; "; F ) = f(q; T )g�(q; "; i) = f(q; F )g�(q; "; (E)) = f(q; F )g�(q; "; $E) = f(r; ")gObrázek 2 demonstruje odvození slova w = i + i � i v automatu R. Takovému odvození se °íká syntaktickáanalýza zdola nahoru. V kon�guracích je aº na poslední vynechán stav, protoºe je stále q.Poznámka 4.15Syntaktická analýza zdola nahoru uvedená v p°edcházející v¥t¥ je nedeterministická, jako ostatn¥ zásobníkovéautomaty jako takové. Mohou nastat dva typy situací, ve kterých má automat více moºností postupu; °íká sejim kon�ikty:� kon�ikt £tení�redukce: Na vrcholu zásobníku je slovo � a v p·vodní gramatice byla dv¥ pravidla: A! �a B ! ��. Automat tedy neví, zda má redukovat podle prvního pravidla nebo £íst dál.



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 25� kon�ikt redukce�redukce: Na vrcholu zásobníku je slovo 
� a v p·vodní gramatice byla tato pravidla:A! � a C ! 
�. Automat neví, zda má redukovat podle prvního nebo podle druhého pravidla.Lemma 4.16Nech´ L je jazyk rozeznávaný prázdným zásobníkem automatu M . Pak M je bezkontextový jazyk.D·kaz: viz [Chytil], v¥ta 4.50 na stran¥ 109. Ke zkou²ce nebyl vyºadován. 2D·sledek 4.17Pro libovolný jazyk L jsou následující t°i tvrzení ekvivalentní.1. L je bezkontextový jazyk, tedy existuje bezkontextová gramatika G tak, ºe L(G) = L.2. Existuje zásobníkový automat M , který rozpoznává jazyk L koncovým stavem, tedy T (M) = L.3. Existuje zásobníkový automat M . který rozpoznává jazyk L prázdným zásobníkem. tedy N(M) = L.4. Existuje roz²í°ený zásobníkový automatM . který rozpoznává jazyk L prázdným zásobníkem. tedyN(M) =L.5 Bezkontextové gramatiky a jazykyDe�nice 5.1Nech´ G = (N;�; P; S) je bezkontextová gramatika a nech´ �0 ) �1 ) � � � ) �n je odvození v G. �ekneme,ºe toto odvození je nejlev¥j²í (resp. nejprav¥j²í ), jestliºe kaºdé �i = xiAi�i (resp. �i = �iAixi), kde xi 2 �� jeslovo sloºené pouze z terminál·, Ai 2 N je neterminál a �i 2 (N [ �)� je libovolné slovo, a �i+1 vznikne z �inahrazením Ai slovem 
 p°i pouºití pravidla Ai ! 
. N¥kdy také °íkáme levá (resp. pravá) derivace.Jestliºe je tedy �0 ) � � � ) �n levá (resp. pravá) derivace, pak v²echna �i nazýváme levá (resp. pravá) v¥tnáforma.Poznámka 5.2Nech´ w 2 L(G) je slovo pro n¥jakou bezkontextovou gramatiku G. Potom po£et r·zných deriva£ních strom·s výsledkem w je roven po£tu r·zných levých derivací S )� w slova w a to je rovno po£tu r·zných pravýchderivací slova w.Protoºe pojmy levé a pravé derivace jsou z°ejm¥ duální, budeme brát dále v úvahu pouze levé derivace.5.1 Transformace CFGBezkontextové gramatiky hrají d·leºitou roli v syntaktické analýze. Práci s obecnou bezkontextovou gramatikoulze n¥kdy usnadnit tak, ºe zavedeme na chování gramatik dal²í podmínky, kterých lze po jistých transformacíchdosáhnout u kaºdé bezkontextové gramatiky. T¥mito podmínkami a transformacemi se zabývá tato £ást.De�nice 5.3Nech´ G = (N;�; P; S) je bezkontextová gramatika. �ekneme, ºe slovo w 2 L(G) je v gramaticeG vícezna£né(nejednozna£né), jestliºe existují dv¥ r·zná levá odvození slova w v G.Jestliºe existuje alespo¬ jedno vícezna£né slovo w 2 L(G), pak o gramatice G °ekneme také, ºe je vícezna£ná.Bezkontextový jazyk L nazveme vícezna£ný, jestliºe je generován pouze vícezna£nými bezkontextovými gra-matikami.Oby£ejn¥ je velmi komplikované dokázat, ºe jazyk je vícezna£ný. Musí se totiº dokázat o kaºdé gramatice, kterájazyk generuje, ºe je vícezna£ná.P°íklad 5.4P°íkladem jazyka, o kterém se to dokázat poda°ilo, je L = faibjck: i = j _ j = kg. Jedna £ást gramatiky proL musí generovat slova, pro která i = j, a druhá slova s j = k. Ukazuje se v²ak, ºe slova jazyka L, pro které jei = j = k, musí mít vºdy dv¥ r·zné levé derivace, a to v kaºdé ze zmín¥ných £ástí gramatiky jednu.



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 26P°íklad 5.5Zde je p°íklad nejednozna£né gramatiky generující výrazy s operacemi + a �:E ! E +E j E �E j (E) j iTato gramatika je vícezna£ná, protoºe v ní existují tato dv¥ odvození slova i+ i+ i:E ) E +E ) E +E +E ) i+E +E ) i+ i+E ) i+ i+ iE ) E + E ) i+E ) i+E +E ) i+ i+E ) i+ i+ iNejednozna£nost lze v²ak v tomto p°ípad¥ napravit. GramatikaE ! E + T j E � T j TT ! (E) j igeneruje stejný jazyk a je p°itom jednozna£ná.De�nice 5.6Nech´ G = (N;�; P; S) je bezkontextová gramatika. �ekneme, ºe symbol X 2 (N[�) je nepouºitelný, pokudneexistuje odvození S )� uXv )� uwv, kde w 2 ��.Poznámka 5.7Nepouºitelnost m·ºe být dvou druh·:1. Neexistuje odvození S )� uXv. Tomuto problému se °íká dostupnost symbolu a zvaºuje se u terminál· iu neterminál·.2. Pro neterminál X se ov¥°uje, zda lze z tohoto neterminálu odvodit terminální slovo. Pokud X = S, jde oproblém, zda jazyk L(G) je prázdný £i nikoli.Tento problém lze pro obecný neterminál X rozhodnout. M·ºeme totiº induktivn¥ konstruovat mnoºinu�pouºitelných� neterminál· tak, ºe v prvním kroku v ní budou pouze neterminály, z nichº lze pomocín¥jakého pravidla p°ímo odvodit terminální slovo. V dal²ích krocích p°idáme ty neterminály, z nichº lzeodvodit slovo sloºené z terminál· a t¥ch neterminál·, které byly p°idány v p°edchozích krocích. Následujícíalgoritmus je formálním zápisem tohoto postupu.Algoritmus 5.1 Test, zda jazyk generovaný CFG je neprázdnýVstup: bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S)Výstup: ano, pokud L(G) je neprázdná mnoºina, jinak ne1. N0 := ;2. i := 03. repeat3.1. Ni+1 := Ni [ fA: (A! �) 2 P ^ � 2 (Ni [ �)�g3.2. i := i+ 14. until Ni = Ni�15. if S 2 Ni then return ano6. else return ne



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 27V¥ta 5.8Algoritmus 5.1 je správný a vºdy skon£í.D·kaz: ): Budeme dokazovat implikaciA 2 Ni ) (existuje w 2 ��:A)� w) (8)indukcí vzhledem k i.1. i = 0: triviáln¥2. induk£ní krok: P°edpokládejme, ºe (8) platí pro i. Nech´ A 2 Ni+1. Potom bu¤ A 2 Ni, a tedy podleinduk£ního p°edpokladu existuje odvození poºadovaných vlastností, nebo existuje pravidlo A! � takové,ºe � = X1 � � �Xk, kde bu¤ Xj je neterminál z mnoºinyNi, nebo terminální °et¥zec. V p°ípad¥ terminálního°et¥zce z°ejm¥ Xj )0 Xj a ozna£íme xj = Xj . Pokud je Xj 2 Ni, potom podle induk£ního p°edpokladuXj )� xj , kde xj je terminální °et¥zec. Je tedy moºno v gramatice G derivovatA) X1 � � �Xk )� x1X2 � � �Xk )� � � � )� x1 � � �xk 2 ��(: Budeme se snaºit ukázat, ºe (A)� w 2 ��)) existuje i:A 2 Ni; (9)a to indukcí vzhledem k délce odvození A)� w (ozna£íme n).1. A) w, pak musí být A! w pravidlo v G, a tedy A 2 N1.2. induk£ní krok: Nech´ vztah (9) platí pro v²echna l < n. Jestliºe A )n w, m·ºeme tuto derivaci rozepsatna A) X1 � � �Xk )n�1 x1 � � �xk = w;kde Xj )nj xj . Víme, ºe Pnj < n, m·ºeme proto pouºít induk£ní p°edpoklad na v²echny neterminályz Xj . Kaºdý z nich je tedy jist¥ obsaºen v mnoºin¥ Nij . Vezmeme nyní i = maxj=1���k ij + 1. Potomv²echny neterminály z Xj se objeví v mnoºin¥ Ni�1. Protoºe A! X1 � � �Xk je pravidlo, v n¥mº na pravéstran¥ vystupuje slovo tvo°ené abecedou (Ni�1 [�), pat°í neterminál A do mnoºiny Ni.Algoritmus 5.1 je tedy správný. Zbývá ukázat, ºe se zastaví. P°edpokládejme, ºe se nezastaví. To se m·ºestát jedin¥ v p°ípad¥, ºe generuje nekone£nou °adu mnoºin Ni, pro n¥º Ni 6= Ni�1. Protoºe v²ak Ni�1 � Ni, jez°ejm¥ Ni�1 � Ni. V²echny mnoºiny Ni jsou navíc vybrány z mnoºiny neterminál· N . Celkem dostáváme °aduN0 � N1 � � � � � Ni � � � � � N:To je v²ak spor s tím, ºe mnoºina N je kone£ná. 2D·sledek 5.9Pro kaºdou bezkontextovou gramatiku je rozhodnutelné, zda jazyk, který generuje, je prázdný £i nikoli.De�nice 5.10Nech´ G = (N;�; P; S). �ekneme, ºe symbol X 2 (N [ �) je nedosaºitelný v G, jestliºe neexistuje derivaceS )� �X�.Následující algoritmus odstra¬uje nedosaºitelné symboly bezkontextové gramatiky tak, ºe induktivn¥ konstruujemnoºinu dosaºitelných. Jakmile uº není co p°idat, algoritmus kon£í.Algoritmus 5.2 Odstran¥ní nedosaºitelných symbol· CFGVstup: bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S)Výstup: bezkontextová gramatika G0 = (N 0;�0; P 0; S) bez nedosaºitelných symbol· taková, ºe L(G0) = L(G)



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 281. V0 := fSg2. i := 03. repeat3.1. Vi+1 := Vi [ fX : 9A! �X� ^A 2 Vi�1g3.2. i := i+ 14. until Vi = Vi�15. N 0 := N \ Vi6. �0 := � \ Vi7. P 0 := P \N 0 � (N 0 [ �0)I pro algoritmus 5.2 by se dala formulovat a dokázat v¥ta o správnosti a skon£ení. Správnost je v²ak z°ejmá askon£ení plyne op¥t z toho, ºe konstruujeme ost°e rostoucí podmnoºiny kone£né mnoºiny N [ �.Oba poslední algoritmy se dají spojit v jeden, který bude um¥t odstranit nepouºitelné symboly obou typ·.Algoritmus 5.3 Odstran¥ní nepouºitelných symbol· CFGVstup: bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S)Výstup: bezkontextová gramatika G1 = (N1;�1; P1; S) bez nepouºitelných symbol· taková, ºe L(G1) = L(G)1. S pouºitím algoritmu 5.1 odstraníme nepouºitelné symboly druhého druhu, tedy ty neterminály, z nichºse nedá derivovat terminální slovo, a dále2. s pomocí algoritmu 5.2 odstraníme nepouºitelné symboly prvního druhu, tedy ty nedosaºitelné.De�nice 5.11�ekneme, ºe bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S) je bez "-pravidel, jestliºe neobsahuje ºádné pravidloA! " nebo obsahuje jediné "-pravidlo S ! ", p°i£emº S se nevyskytuje na pravé stran¥ ºádného pravidla.Algoritmus 5.4 Odstran¥ní "-pravidel CFGVstup: bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S)Výstup bezkontextová gramatika G0 = (N 0;�; P 0; S0) bez "-pravidel taková, ºe L(G0) = L(G)1. N1 := fA: (A! ") 2 Pg2. i := 13. repeat3.1. Ni+1 := Ni [ fB: (B ! A) 2 P ^ A 2 Nig3.2. i := i+ 14. until Ni = Ni�15. Mnoºina Ni nyní obsahuje neterminály, ze kterých je moºno odvodit ". Mnoºinu nových pravidel P 0 nynízkonstruujeme takto:Nech´ A! �0B1�1 � � �Bk�k je pravidlo z P , p°i£emº v²echny neterminályBj pat°í doNi a slova �j naopakneobsahují ºádný neterminál z Ni. Potom do P 0 vloºíme v²echna moºná pravidla A ! �0x1�1 � � �xk�ktaková, ºe xj = " nebo xj = Bj . Pravidla A! " se v P 0 neobjeví.



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 296. Je-li S 2 Ni, pak p°idáme nový neterminál S0 (N 0 = N [ fS0g pro S0 62 N) a pravidla S0 ! " j S do P 0.V opa£ném p°ípad¥ poloºíme N 0 = N a S0 = S.P°íklad 5.12Nech´ gramatika G = (fSg; fa; bg; P; S) obsahuje následující pravidla:S ! aSbS j bSaS j "S pomocí p°edchozího algoritmu dostaneme gramatiku G0 = (fS0; Sg; fa; bg; P 0; S0) s pravidly:S0 ! " j SS ! aSbS j abS j aSb j abS ! bSaS j baS j bSa j baDe�nice 5.13Pravidlo A! B, kde A;B jsou neterminály, nazveme jednoduché pravidlo.Algoritmus 5.5 Odstran¥ní jednoduchých pravidel CFGVstup: bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S) bez "-pravidelVýstup: bezkontextová gramatika G0 = (N;�; P 0; S) bez jednoduchých pravidel taková, ºe L(G0) = L(G)1. Pro kaºdý neterminál A 2 N zkonstruujeme mnoºinu NA � N t¥ch neterminál· B, pro které A)� B.2. Do P 0 vloºíme v²echna nejednoduchá pravidla z P . S kaºdým takovým pravidlem (B ! �) 2 P vloºímedo P 0 navíc pravidla A! � pro v²echny neterminály A takové, ºe mnoºina NA obsahuje prvek B.De�nice 5.14Bezkontextová gramatika G se nazývá necyklická, pokud v ní neexistuje odvození tvaru A )+ A, kde A jeneterminál.De�nice 5.15Bezkontextová gramatika G se nazývá vlastní, pokud je necyklická, bez "-pravidel a nemá nepouºitelnésymboly.D·sledek 5.16Pro kaºdou bezkontextovou gramatiku G existuje vlastní bezkontextová gramatika G0 taková, ºe L(G0) =L(G).5.2 Normální formy CFGVlastnosti CFG a p°íslu²né transformace z p°edchozí £ásti, spolu s n¥kterými dal²ími, se kombinují do tzv.normálních forem bezkontextových gramatik.De�nice 5.17Bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S) je v Chomského4 normální form¥ (CNF), pokud v²echna jejípravidla jsou tvaru X ! Y Z nebo X ! a, kde X;Y; Z jsou neterminály a a je terminální symbol, a m·ºep°ípadn¥ obsahovat pravidlo S ! ".Ukáºeme, ºe kaºdou bezkontextovou gramatiku lze p°evést do Chomského normální formy p°i zachování gene-rovaného jazyka. Uvedeme nejprve p°íslu²ný algoritmus.Algoritmus 5.6 Transformace CFG do CNF4�teme op¥t [£omského]



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 30Vstup: bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S) bez jednoduchých pravidelVýstup: bezkontextová gramatika G0 = (N 0;�; P 0; S) v CNF taková, ºe L(G0) = L(G)1. P := ;; N 0 := N2. Vloº do P 0 v²echna pravidla tvaru A! a, A! BC, S ! " z P3. for v²echna pravidla (A! X1 � � �Xk) 2 P , kde Xi 2 (N [ �) jsou symboly a k > 2 do3.1. N 0 := N 0 [ fX 01; : : : ; X 0k�2; hX2 � � �Xki; : : : ; hXk�1Xkig3.2. Vloº do P 0 pravidla A ! X 01hX2 � � �XkihX2 � � �Xki ! X 02hX3 � � �Xki...hXk�1Xki ! Xk�1Xk;kde hXi � � �Xki jsou nové neterminály, aX 0i = � Xi; pokud Xi 2 Nnový neterminál, pokud Xi 2 �3.3. Pro v²echny nové neterminály X 0i , kdy Xi musí být terminální symbol, vloº do P 0 nová pravidlaX 0i ! Xi.Algoritmus se evidentn¥ zastaví, protoºe provádíme cykly pouze p°es prvky mnoºiny pravidel P , která je kone£ná,a také v²echny ostatní kroky jsou kone£né.V¥ta 5.18Ke kaºdému bezkontextovému jazyku L existuje gramatika G0 v Chomského normální form¥ taková, ºeL(G0) = L.D·kaz: Nech´ L = L(G) pro n¥jakou bezkontextovou gramatiku. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat,ºe G nemá "-pravidla ani jednoduchá pravidla (lze odstranit algoritmy 5.4 a 5.5). Po²leme tuto gramatiku navstup p°edchozího algoritmu 5.6 a dostaneme tak gramatiku G0. Ta je z°ejm¥ v Chomského normální form¥.Musíme je²t¥ dokázat, ºe L(G0) = L(G).Uvedeme tzv. lemma o substituci, které lze s výhodou uplatnit p°i d·kazu.Lemma 5.19 O substituci CFGNech´ G = (N;�; P; S) je bezkontextová gramatika a A! �B� její pravidlo. Vezmeme v²echna B-pravidlaz P : B ! 
1 j � � � j 
n a vytvo°íme novou mnoºinu pravidelP 0 = (P n fA! �B�g [ fA! �
1�; : : : ; �
n�g)a sestavíme novou gramatiku G0 = (N;�; P 0; S). Potom L(G0) = L(G).D·kaz: z°ejmý. 2pokra£ování d·kazu v¥ty 5.18: Aplikujeme p°edchozí lemma o substituci na v²echny nov¥ zavedené netermi-nály a dostaneme p·vodní gramatiku. 2P°íklad 5.20Nech´ gramatika G = (fS;A;Bg; fa; bg; P; S) má následující pravidla:S ! aAB j BAA ! BBB j aB ! AS j b j bBS pomocí algoritmu 5.6 sestrojíme gramatiku G0 = (fS;A;B; a0; b0; hABi; hBBig; fa; bg; P 0; S), která má tatopravidla:



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 31S ! BA A ! a B ! ASS ! a0hABi A ! BhBBi B ! ba0 ! a hBBi ! BB B ! b0BhABi ! AB b0 ! bPoznámka 5.21Kaºdý deriva£ní strom utvo°ený podle gramatiky v Chomského normální form¥ má tyto dv¥ vlastnosti:1. z kaºdého vnit°ního uzlu vycházejí dv¥ nebo jedna hrana2. z uzlu vychází jediná hrana práv¥ tehdy, kdyº tato hrana vchází do listu.Tyto vlastnosti £asto umoº¬ují zjednodu²ovat tvrzení týkající se bezkontextových jazyk·.De�nice 5.22Bezkontextová gramatikaG = (N;�; P; S) je vGreibachové normální form¥ (GNF), pokud je bez "-pravidel av²echna pravidla mají tvar A! a�, kde A je neterminál, a terminál a � (p°ípadn¥ prázdný) °et¥zec neterminál·.De�nice 5.23Neterminál A bezkontextové gramatiky G se nazývá rekurzivní, pokud existuje odvození A )+ �A� pron¥jaké �; � 2 (N [ �)�. Je-li � = " (resp. � = "), pak A se nazývá levorekurzivní (resp. pravorekurzivní ).Lemma 5.24 Odstran¥ní bezprost°ední levé rekurzeNech´ A! A�1 j � � � j A�m j �1 j � � � j �n (10)jsou v²echna A-pravidla gramatiky G = (N;�; P; S). Zkonstruujeme gramatiku G0 = (N [ fA0g;�; P 0; S), kdeA0 je nový neterminál a P 0 vznikne z P nahrazením v²ech A-pravidel t¥mito pravidly:A ! �1 j � � � j �n j �1A0 j � � � j �nA0 (11)A0 ! �1 j � � � j �m j �1A0 j � � � j �mA0 (12)Pak L(G0) = L(G).D·kaz: nabíledni. 2P°íklad 5.25Podle p°edchozího lemmatu lze p°evést bezprost°edn¥ levorekurzivní gramatikuE ! E + T j TT ! T � F j FF ! i j (E)do tvaru bez levé rekurze: E ! T j TE0 E0 ! +T j +TE0T ! F j FT 0 T 0 ! �F j �FT 0F ! i j (E)Algoritmus 5.7 Eliminace levé rekurze CFGVstup: bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S)Výstup: bezkontextová gramatika G0 = (N 0;�; P 0; S) bez levé rekurze taková, ºe L(G0) = L(G)1. Zvolíme libovolné uspo°ádání mnoºiny neterminál· a ozna£íme N = fA1; : : : ; Ang2. for i := 1 to n do



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 322.1. for j := 1 to i� 1 do2.1.1. V²echna pravidla Ai ! Aj� nahradíme pravidly Ai ! �1� j � � � j �k�, kde Aj ! �1 j � � � j �kjsou v²echna momentáln¥ platná Aj-pravidla2.1.2. Provedeme eliminaci bezprost°ední levé rekurze podle lemmatu 5.24.V¥ta 5.26P°edchozí algoritmus odstran¥ní levé rekurze je správný.D·kaz: Ekvivalence gramatik plyne z lemmatu o substituci 5.19 a lemmatu o odstran¥ní bezprost°ední levérekurze 5.24.Zbývá ukázat, ºe G0 skute£n¥ není levorekurzivní (tedy neobsahuje neterminál, který by byl levorekurzivní).�ádný neterminál v²ak není bezprost°edn¥ levorekurzivní. Dále, pokud Ak ! Al�, potom musí být k < l.Dokáºeme indukcí vzhledem ke k:1. k = 1: A1 není (jako v²echny ostatní neterminály) bezprost°edn¥ levorekurzivní, proto musí být 1 < l propravidlo A1 ! Al�.2. induk£ní krok: Nech´ Ak ! Al� je pravidlo p·vodní gramatiky G. Jestliºe k < l, je v²e v po°ádku. Bylo-lik > l, je toto pravidlo nahrazeno pravidly Ak ! �1� j � � � j �m�, kde �j jsou pravé strany v²ech novýchAl-pravidel. Na Al lze pouºít induk£ní p°edpoklad, tedy slova �j neobsahují na prvním míst¥ neterminálmen²í nebo roven l. Nech´ tedy obsahuje n¥které �j neterminál Ar na prvním míst¥. Protoºe l < r,pak bu¤ Ar bude je²t¥ nahrazeno svými pravými stranami (pokud r < k) nebo bude odstran¥no jakobezprost°ední levá rekurze (pokud r = k) nebo je v po°ádku (pokud r > k).Kdyby se dalo v G0 odvodit Ak )� Ak�, muselo by odvození postupovat Ak = Ar0 ) Ar1�1 � � � )Ars�1�s�1 ) Ars�s, kde Ars = Ak a �s = �. Je tedy r0; r1; : : : ; rs ost°e rostoucí posloupnost, ve které první aposlední prvek jsou si rovny, coº je spor. 2Poznámka 5.27Nech´ G = (N;�; P; S) je bezkontextová nelevorekurzivní gramatika. Potom existuje uspo°ádání (N;�)takové, ºe pokud A! B� je pravidlo, pak A < B. P°íslu²nou relaci r lze de�novat takto: ArB, pokud A = Bnebo A)+ B�. Uspo°ádání lze pak libovoln¥ zúplnit.Algoritmus 5.8 Transformace CFG do GNFVstup: nelevorekurzivní bezkontextová gramatika G = (N;�; P; S)Výstup: bezkontextová gramatika G0 = (N 0;�; P 0; S) v Greibachové normální form¥ taková, ºe L(G0) = L(G)1. Zvolíme n¥jaké uspo°ádání � s vlastností podle p°edchozí poznámky a ozna£íme N = fA1; : : : ; Ang;Ai�1 < Ai.2. for i := n to 1 do2.1. for j := n to i+ 1 do2.1.1. V²echna pravidla Ai ! Aj� nahradíme pravidly Ai ! �1� j � � � j �k�, kde Aj ! �1 j � � � j �kjsou v²echna Aj-pravidla2.2. V²echna pravidla Ai ! aX1 � � �Xm nahradíme Ai ! aX 01 � � �X 0m, kde X 0l = Xl pro Xl 2 N a X 0l jenový neterminál pro Xl 2 �, p°i£emº p°idáme pravidlo X 0l ! Xl.V¥ta 5.28P°edchozí algoritmus transformace do Greibachové normální formy pracuje správn¥.D·kaz: Sestupnou indukcí lze ukázat, ºe v²echna Ai-pravidla výsledné gramatiky mají na prvním míst¥ pravéstrany terminál.



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 331. i = n: Pokud An ! Ak� v p·vodní gramatice, bylo by n < k. To v²ak není moºné, protoºe An jemaximální neterminál. Je tedy na prvním míst¥ pravé strany v²ech An-pravidel terminál.2. induk£ní krok: Nech´ Ai ! Ak� bylo pravidlo p·vodní gramatiky G. Potom muselo být i < k, a tedy totopravidlo je v pr·b¥hu algoritmu nahrazeno pravidly Ai ! �1� j � � � j �m�, kde �j jsou pravé strany v²echAk-pravidel. Na n¥ m·ºeme uºít induk£ní p°edpoklad, tedy na prvním míst¥ v²ech �j je terminál. Protoi na první míst¥ v²ech pravých stran Ai-pravidel je terminál.V²echny terminály Xl uvnit° pravých stran pravidel byly nahrazeny neterminály, proto v²echna tato pravidlaspl¬ují podmínku GNF. Také nov¥ zavedená pravidla X 0l ! Xl jsou v po°ádku. 2P°íklad 5.29Výslednou gramatiku z p°íkladu 5.25 p°evedeme do GNF. Nejprve uspo°ádáme neterminály: E < E0 < T <T 0 < F . Po uplatn¥ní p°edchozího algoritmu dostaneme gramatikuF ! i j (E)0T 0 ! �FT 0 j �FT ! i j (E)0 j iT 0 j (E)0T 0E0 ! +TE0 j +TE ! i j (E)0 j iT 0 j (E)0T 0 j iE0 j (E)0E0 j iT 0E0 j (E)0T 0E0)0 ! )D·sledek 5.30Ke kaºdé bezkontextové gramatice existuje k ní ekvivalentní gramatika, která je v Greibachové normálníform¥.D·kaz: Algoritmus 5.7 odstraní z libovolné bezkontextové gramatiky levou rekurzi. Výslednou gramatiku po-²leme na vstup algoritmu 5.8, který ji p°evede do Greibachové normální formy. 2De�nice 5.31�ekneme, ºe gramatika G je v redukované Greibachové normální form¥, pokud neobsahuje "-pravidla av²echna pravidla mají tvar A! a�, kde a je terminál a � je bu¤ prázdné slovo, nebo sloºené z jednoho £i dvouneterminál· (� = " nebo � = B nebo � = BC).5.3 Uzáv¥rové vlastnosti CFLV¥ta 5.32 Pumping lemma pro CFL neboli ''uvwxy`` teorémNech´ L je bezkontextový jazyk. Potom existují p°irozená £ísla p; q taková, ºe pro kaºdé slovo z 2 L jazykaL platí: pokud jzj > p, pak slovo z lze zapsat ve tvaru z = uvwxy, kde jvwxj � q, alespo¬ jedno ze slov v; x jer·zné od prázdného slova " a v²echna slova uviwxiy pat°í do jazyka L pro kaºdé p°irozené i � 0.D·kaz: Nech´ G = (N;�; P; S) je gramatika v Chomského normální form¥, která generuje jazyk L. Takovágramatika podle v¥ty 5.18 vºdy existuje. Nech´ k je po£et neterminál· této gramatiky. Poloºíme p = 2k�1 aq = 2k.V dal²ím vyuºijeme vlastnosti deriva£ních strom· p°íslu²ných gramatikám v Chomského normální form¥,které byly zmín¥ny v poznámce 5.21. Vnit°ní uzly takového stromu mají vºdy dva syny, krom¥ uzl· bezpro-st°edn¥ p°edcházejících listy stromu. Jestliºe takový strom nemá ºádnou cestu del²í neº j, pak terminální °et¥zecodvozený na jeho základ¥ má délku nejvý²e 2j�1. Strom, z jehoº kaºdého uzlu vycházejí práv¥ dv¥ hrany a jehoºkaºdá cesta má délku práv¥ j, má 2j list·. U studovaných deriva£ních strom· k tomu p°istupuje navíc okolnost,ºe hrana vedoucí do libovolného listu odpovídá pravidlu typu A! a. Je tedy po£et list· roven po£tu uzl·, kteréjim bezprost°edn¥ p°edcházejí. T¥ch je, jak jiº bylo uvedeno, nejvý²e 2j�1. I list· je proto nejvý²e 2j�1.Jestliºe je tedy slovo z 2 L del²í neº p, existuje v libovolném deriva£ním stromu p°íslu²ném k n¥jaké derivaciz cesta délky v¥t²í neº k. Zvolíme nyní pevn¥ jeden takový pevný deriva£ní strom T a ozna£me v n¥m C jehonejdel²í cestu. Protoºe ta má délku v¥t²í neº k, vyskytuje se na ní jeden neterminál alespo¬ dvakrát. Ozna£ímetento neterminál A a vybereme na cest¥ C uzly u1; u2; u3 t¥chto vlastností (viz obrázek 3):
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Obrázek 3: Výb¥r uzl· u1; u2; u3 v deriva£ním stromu z gramatiky v CNF1. Oba uzly u1; u2 odpovídají neterminálu A2. Uzel u1 leºí blíº ko°enu stromu neº u23. u3 je list4. Cesta z u1 do u3 má délku nejvý²e k + 1Uzel u1 ur£uje ve stromu T podstrom T1, který má ko°en práv¥ u1, podobn¥ u2 ur£uje podstrom T2, p°i£emºT2 je podstromem T1. Strom T1 odpovídá levé derivaci n¥jakého slova z1, které má délku nejvý²e 2k. To z tohod·vodu, ºe kaºdá cesta v T1 má délku nejvý²e k + 1. Kdyby totiº existovala v T1 cesta del²í neº k + 1, dala byspole£n¥ s cestou z ko°ene stromu T do u1 cestu del²í neº C, coº je spor s maximalitou cesty C. Proto jz1j � q.Strom T2 je podstromem T1 a ur£uje derivaci n¥jakého slova, které ozna£íme w. Slovo z1 se pak dá sloºit takto:z1 = vwx pro n¥jaká slova v; x. Pravidlo odpovídající hranám vycházejícím z uzlu u1 musí být tvaru A! BC.Protoºe jen po jedné ze dvou hran, které vedou z uzlu u1, m·ºe pokra£ovat cesta C, dá se z druhé v¥tve odvoditneprázdné slovo ve stromu T . Proto je alespo¬ jedno ze slov v; x neprázdné. Celkem jsme ukázali, ºeA)�G vAx)�G vwx; (13)kde jvwxj � q a vx 6= ". Z toho ov²em plyne, ºe takéA)�G vAx)�G vvAxx )�G � � � )�G viAxi )�G viwxi (14)Krom¥ toho A )�G w = v0wx0. Celé slovo z se z°ejm¥ dá zapsat jako z = uvwxy a v²echny komponenty majípoºadované vlastnosti. 2Práv¥ dokázanou v¥tu lze pouºít pro d·kaz, ºe n¥jaký jazyk není bezkontextový, jak ukazuje následujícíp°íklad.P°íklad 5.33Ukáºeme, ºe jazyk L = fanbncn:n � 0g není bezkontextový.P°edpokládejme naopak, ºe L bezkontextový je. Tedy existují £ísla p; q s vlastnostmi uvedenými v p°ed-cházejícím Pumping lemmatu. Zvolme £íslo k > p3 . Potom slovo w1 = akbkck je moºno psát ve tvaru uvwxy,kde vx 6= " a kaºdé wi = uviwxiz leºí v L. Protoºe ve v²ech slovech v L se symboly a; b; c vyskytují výhradn¥v abecedním po°ádku, m·ºe kaºdé ze slov v; x obsahovat pouze stejné symboly. Ve slovech wi tedy s rostoucími roste po£et nejvý²e dvou symbol·, zatímco t°etího symbolu z·stává stále stejné mnoºství. To ale není v jazyceL moºné.Tvrzení 5.34 L3 � L2 � L1



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 35D·kaz: Tvrzení °íká, ºe L3 je vlastní podt°ídou L2 a L2 je vlastní podt°ídou L1. Jinými slovy, existuje bezkon-textový jazyk, který není regulární, a existuje kontextový jazyk, který není bezkontextový.V p°íkladu 2.12 je uveden d·kaz, ºe jazyk f0n1ng není rozpoznatelný ºádným kone£ným automatem, anení proto regulární. P°íklad 4.3 ukazuje, ºe je tento jazyk rozpoznatelný zásobníkovým automatem, a je protobezkontextový.Podle p°edchozího p°íkladu není fanbncng bezkontextový jazyk. Ukáºeme v²ak, ºe je kontextový. Je totiºgenerován následující kontextovou gramatikou:X0 ! X0Z1 X0 ! X1Z1 X1 ! aY1X1 ! aX1Y1 Y1Z1 ! Y1Z3 Y1Z3 ! Y Z3Y Z3 ! Y Z Y1Y ! Y1Y2 Y1Y2 ! Y Y2Y Y2 ! Y Y1 ZZ1 ! Z2Z1 Z2Z1 ! Z2ZZ2Z ! Z1Z Y ! b Z ! ckde X0 je po£áte£ní symbol. 2V¥ta 5.35Existuje algoritmus, podle kterého lze ke kaºdé bezkontextové gramatice G sestrojit £ísla m;n taková, ºeL(G) je nekone£ný práv¥ tehdy, kdyº existuje slovo z 2 L(G) takové, ºe m < jzj � n.D·kaz: Budeme op¥t p°edpokládat, ºe gramatika G je v Chomského normální form¥, coº m·ºeme podle v¥ty5.18. K této gramatice existují podle �uvwxy� teorému £ísla p; q p°íslu²ných vlastností. Poloºme m = p an = p+ q.Jestliºe nyní L(G) obsahuje slovo z takové, ºe m < jzj � n, lze je psát ve tvaru z = uvwxy, kde vx 6= " auviwxiy leºí v L(G) pro kaºdé i. To ale znamená, ºe jazyk L(G) je nekone£ný.Je-li naopak jazyk L(G) nekone£ný, obsahuje nekone£n¥ mnoho slov délky v¥t²í neº p. Z mnoºiny t¥chtoslov vybereme slovo z minimální délky. Kdyby jzj > p+ q, aplikujeme na n¥ op¥t �uvwxy� teorém a m·ºemeje psát ve tvaru z = uvwxy, kde op¥t v nebo x je neprázdné a jvwxj � q a p°itom uviwxiy 2 L(G) pro kaºdéi, tedy i pro i = 0. Z toho dostáváme uwy 2 L(G), ale juwyj < juvwxyj a juwyj > (p+ q)� q = p, coº je spors minimalitou výb¥ru slova z. 2Uv¥domme si, ºe práv¥ dokázaná v¥ta umoº¬uje najít algoritmus, který pro kaºdou bezkontextovou grama-tiku rozhodne, zda generuje kone£ný nebo nekone£ný jazyk. Je k tomu ov²em je²t¥ t°eba najít algoritmus, kterýby pro libovolné slovo w a bezkontextovou gramatiku rozhodoval, zda w 2 L(G). Pak sta£í otestovat v²echnaslova délky mezi p a p+ q. Existence tohoto algoritmu je dokázána obecn¥ji pro kontextové gramatiky ve v¥t¥7.5.V¥ta 5.36T°ída bezkontextových jazyk· L2 není uzav°ena na operaci pr·niku.D·kaz: Jazyky L1 = fanbncm:n;m � 1g a L2 = fambncn:m;n � 1g jsou bezkontextové. Jazyk L1 je nap°íkladgenerován gramatikou S ! S1CS1 ! aS1b j abC ! Cc j c:Obdobn¥ lze zkonstruovat bezkontextovou gramatiku generující jazyk L2. Av²ak jazykfanbncn:n � 1g = L1 \ L2není podle p°íkladu 5.33 bezkontextový. 2V¥ta 5.37T°ída bezkontextových jazyk· L2 je uzav°ena na operaci sjednocení.D·kaz: Nech´ L1 a L2 jsou jazyky generované bezkontextovými gramatikami G1 = (N1;�1; P1; S1) a G2 =(N2;�2; P2; S2). P°edpokládejme, ºe N1 \N2 = ;, £ehoº lze vºdy dosáhnout vhodným p°ejmenováním netermi-nál·. Jazyk L1 [ L2 je pak generován bezkontextovou gramatikouG = (N1 [N2 [ fSg;�1 [�2; P1 [ P2 [ fS ! S1; S ! S2g; S):



5 BEZKONTEXTOVÉ GRAMATIKY A JAZYKY 36Derivace v gramatice G totiº budou vºdy probíhat tak, ºe nejprve se vybere bu¤ S ! S1 nebo S ! S2. Pak uºbude jist¥ odvozování pokra£ovat pouze podle G1, resp. G2. 2V¥ta 5.38T°ída bezkontextových jazyk· L2 není uzav°ena na operaci dopl¬ku.D·kaz: Plyne bezprost°edn¥ z de Morganových pravidel a p°edchozích dvou v¥t. Je totiº L1 \ L2 = L1 [ L2.Kdyby byla t°ída L2 uzav°ena na dopln¥k, protoºe je uzav°ena na sjednocení, musela by také být uzav°ena napr·nik. To v²ak není pravda. 2V¥ta 5.39T°ída bezkontextových jazyk· L2 je uzav°ená na operaci pr·niku s regulárním jazykem.D·kaz: Chceme dokázat, ºe pokud L 2 L2 je bezkontextový jazyk a R 2 L3 je regulární jazyk, pak L \ R 2 L2je bezkontextový.Nech´ M = (Q1;�;�; �1; q01; Z0; F1) je zásobníkový automat takový, ºe T (M) = L. Nech´ dále A =(Q2;�; �2; q02; F2) je kone£ný automat takový, ºe T (A) = R.Sestrojíme zásobníkový automat M 0 = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ), p°i£emº stavy automatu M 0 odpovídají kartéz-skému sou£inu stav· M a A: Q = Q1 � Q2, koncové stavy jsou koncové stavy obou automat·: F = F1 � F2a po£áte£ní stav je dán po£áte£ními stavy obou automat·: q0 = [q01; q02]. P°echodová funkce � je dána takto:�([p; q]; a; Z) obsahuje prvek ([r; s]; 
), práv¥ kdyº �1(p; a; Z) obsahuje (r; 
) a �2(q; a) = s. Potom z°ejm¥T (M 0) = L \R. 2V¥ta 5.40T°ída bezkontextových jazyk· L2 je uzav°ená na iteraci i na uzáv¥r.D·kaz: Chceme ukázat, ºe pokud je jazyk L 2 L2, pak také Li; L�; L+ 2 L2.Vezm¥me bezkontextovou gramatiku G = (N;�; P; S), která generuje jazyk L. Potom gramatika Gi =(N [ fS0g;�; P [ fS0 ! Sig; S0) generuje z°ejm¥ jazyk Li. Gramatika G+ = (N [ fS0g;�; P [ fS0 ! SS0g; S0)generuje jazyk L+ a gramatika G� = (N [ fS0g;�; P [ fS0 ! SS0; S0 ! "g; S0) generuje jazyk L�. Ve v²echp°ípadech je S0 nový neterminál neobsaºený v N . 2V¥ta 5.41T°ída bezkontextových jazyk· L2 je uzav°ená na operaci z°et¥zení.D·kaz: Nech´ L1 je bezkontextový jazyk generovaný gramatikou G1 = (N1;�1; P1; S1) a L2 bu¤ bezkontextovýjazyk generovaný gramatikou G2 = (N2;�2; P2; S2). Zkonstruujeme gramatikuG = (N1 [N2 [ fS0g;�1 [ �2; P1 [ P2 [ fS0 ! S1S2g; S0);která ze z°ejmých d·vod· generuje jazyk L1L2 a z·stává p°itom bezkontextová. 2P°íklad 5.42Jazyk L = fam1bm1am2bm2 � � � amnbmn :mi � 0; n � 0gje bezkontextový podle p°edchozí v¥ty proto, ºe je z°et¥zením bezkontextových jazyk· L1L2 � � �Ln, kde Li =famibmi :mi � 0g.P°ejdeme nyní blíºe ke vztahu bezkontextových a regulárních jazyk·. Jak známo, regulární jazyky jsoupodt°ídou bezkontextových jazyk·. Pokusíme se objevit, £ím se vyzna£ují bezkontextové jazyky, které nejsouregulární.De�nice 5.43(téº obr·stání) O bezkontextové gramatice G = (N;�; P; S) °ekneme, ºe má vlastnost sebevloºení, jestliºeexistuje neterminál A 2 N a slova u; v 2 (N [ �)+ tak, ºe A)+ uAv.Bezkontextový jazyk L má vlastnost sebevloºení, jestliºe kaºdá gramatika, která ho generuje, má vlastnostsebevloºení.



6 DETERMINISTICKÉ ZA A CFL 37V¥ta 5.44Bezkontextový jazyk má vlastnost sebevloºení práv¥ tehdy, kdyº není regulárníD·kaz: ): Je-li jazyk regulární, pak ho lze generovat regulární gramatikou. �ádná regulární gramatika v²akvlastnost sebevloºení nemá, proto ani ºádný regulární jazyk nemá vlastnost sebevloºení.(: Nech´ naopak je jazyk L generovaný n¥jakou bezkontextovou gramatikou, která nemá vlastnost sebevlo-ºení. Tuto gramatiku m·ºeme transformovat do Greibachové normální formy. P°i procedurách s tím spojenýchnem·ºeme vlastnost sebevloºení p°idat, pokud v gramatice p°edtím nebyla obsaºena. Ozna£me nyní n po£etneterminál· transformované gramatiky a d maximální délku pravé strany pravidla. Ukáºeme, ºe p°i libovolnélevé derivaci podle G se v ºádném °et¥zci nem·ºe vyskytovat více neº nd neterminál·.P°edpokládejme, ºe je to naopak moºné. Tzn. existuje °et¥zec �, pro který S )� � je levá derivace a �obsahuje více neº nd neterminál·. Uv¥domme si, ºe levá derivace podle gramatiky v Greibachové normálníform¥ zaru£uje, ºe °et¥zec � se dá rozepsat jako � = x�, kde x 2 �� je terminální °et¥zec a � 2 N� jeneterminální °et¥zec.Protoºe p°i kaºdém kroku derivace p°ibude ve slov¥ � nejvý² d � 1 nových neterminál·, má ve stromupopisujícím levou derivaci � cesta od ko°ene k tomu listu, který je nejlev¥j²ím neterminálem �, délku v¥t²í neºn. Dokonce i vrchol·, ze kterých vycházejí alespo¬ t°i hrany, je na této cest¥ více neº n. To znamená, ºe alespo¬dva z t¥chto vrchol· musí být ohodnoceny týmº neterminálem A. Z toho v²ak odvodíme, ºe existuje derivaceA)� uAv, kde u i v jsou neprázdné °et¥zce, coº je spor.V kaºdém kroku levé derivace se v °et¥zci � vyskytuje nejvý²e nd neterminál·, které navíc tvo°í souvislý °et¥zna pravém kraji slova �. M·ºeme proto simulovat v²echny levé derivace v této gramatice jinou gramatikou, vekteré budou v²echny nd-tice p·vodních neterminál· �gurovat coby neterminály. Formáln¥ gramatiku zapí²emetakto: G0 = (N 0;�; P 0; S0), kde mnoºina neterminál·N 0 je tvo°ena t¥mito prvky:N 0 = f(�):� 2 N�^j�j � ndg.Startovní neterminál bude S0 = (S) a pravidla P 0 vytvo°íme takto: pro kaºdé pravidlo z P tvaru A ! b�, kde� 2 N� (gramatika je v Greibachové normální form¥), a pro kaºdé slovo � 2 N� takové, ºe j��j � n, budeP 0 obsahovat pravidlo (A�) ! b(��). Pak z°ejm¥ L(G0) = L(G), a p°itom je G0 regulární gramatika. Proto jejazyk L regulární. 2P°íklad 5.45Jazyk generovaný gramatikou S ! aSb j aS j Sb j ";tedy fa�b�g, je regulární, p°estoºe vý²e uvedená gramatika má vlastnost sebevloºení. Existuje totiº jiná grama-tika generující tento jazyk, která vlastnost sebevloºení nemá.6 Deterministické ZA a CFLUvedeme nyní krátce problematiku deterministických zásobníkových automat· a deterministických bezkontex-tových jazyk·. Jde o velmi d·leºitou t°ídu jazyk·, která má své uplatn¥ní p°i syntaktické analýze. N¥které jejíspeciální p°ípady a vlastnosti jsou obsahem druhé £ásti této p°edná²ky, která se zabývá výhradn¥ syntaktickouanalýzou.6.1 Deterministické ZADe�nice 6.1Zásobníkový automat M = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ) nazveme deterministický (DZA), jestliºe platí:Je-li �(q; "; Z) 6= ;, tedy neprázdná mnoºina, je pro kaºdý terminální symbol �(q; a; Z) = ;, tedy prázdné.Dále, libovolná mnoºina, která je výsledkem funkce � v jakémkoli bod¥ de�ni£ního oboru, má nejvý²e 1 prvek.Poznámka 6.2Analogicky oby£ejnému zásobníkovému automatu lze de�novat u deterministického ZA akceptování slovkoncovým stavem i prázdným zásobníkem. U DZA v²ak nejsou jazyky akceptované koncovým stavem, práv¥kdyº jsou akceptovány prázdným zásobníkem.



6 DETERMINISTICKÉ ZA A CFL 38P°íklad 6.3Jazyk L = fw 2 fa; bg�:w obsahuje stejný po£et symbol· a jako bg je rozpoznatelný DZA koncovým sta-vem, ale není rozpoznatelný prázdným zásobníkem ºádného DZA.Sestrojíme nejprve DZA, který p°ijímá jazyk L koncovým stavem. Nech´M = (fp; qg; fa; bg; fZ;A;A0; B;B0g; �; p; Z; fpg)a p°echodovou funkci de�nujeme takto:�(p; a; Z) = (q; A0Z)�(p; b; Z) = (q; B0Z)�(q; a; B) = (q; ") �(q; b; A) = (q; ")�(q; a; B0) = (p; ") �(q; b; A0) = (p; ")�(q; a; A) = (q; AA) �(q; b; B) = (q; BB)�(q; a; A0) = (q; AA0) �(q; b; B0) = (q; BB0)M je z°ejm¥ deterministický zásobníkový automat a b¥hem výpo£tu vede evidenci o rozdílu po£tu symbol· aa symbol· b, které doposud p°e£etl. Jestliºe p°evládá symbol a o n výskyt·, pak zásobník obsahuje po£áte£nísymbol, nad ním A0 a nad ním n� 1 symbol· A. Podobn¥ je tomu u b. �árkované symboly signalizují, ºe po£etvýskyt· se li²í o jedni£ku, takºe vºdy v okamºiku, kdy se bilance vyrovnává, m·ºe automat p°ejít do stavu p.M·ºeme také dokázat, ºe jazyk L není rozpoznatelný ºádným deterministickým zásobníkovým automatemprázdným zásobníkem. Deterministický zásobníkový automat totiº kon£í výpo£et vºdy ve chvíli, kdy je prázdnýzásobník, a nem·ºe v tomto p°ípad¥ pokra£ovat ve výpo£tu. Kdyby n¥jaký automat rozpoznával jazyk L prázd-ným zásobníkem, musel by mít prázdný zásobník po p°e£tení slova abba. Av²ak slovo abbaba je také slovemjazyka L, ale automat jej nem·ºe rozpoznat, protoºe po p°e£tení abba nem·ºe pokra£ovat ve výpo£tu.V¥ta 6.4Ke kaºdému deterministickému zásobníkovému automatu M1 existuje deterministický zásobníkový automatM2 takový, ºe N(M1) = T (M2).Existuje regulární jazyk, který není rozpoznatelný deterministickým zásobníkovým automatem prázdnýmzásobníkem.D·kaz: Automat M2 dostaneme z M1 stejným zp·sobem, jako tomu bylo v nedeterministickém p°ípad¥�vizd·kaz v¥ty 4.4.P°íklad takového regulárního jazyka je fa; aag, coº lze zd·vodnit stejn¥ jako v p°edchozím p°íkladu. 2De�nice 6.5Jazyk L nazveme bezpre�xový, pokud existuje deterministický zásobníkový automat, který ho rozeznáváprázdným zásobníkem.V¥ta 6.6Je-li Lsubseteq��detCFL, pak Lf$g je bezkontextový pro $ 62 �.De�nice 6.7Jazyk L nazveme deterministický bezkontextový, pokud existuje deterministický zásobníkový automat, kterýho rozeznává koncovým stavem.D·sledek 6.8T°ída bezpre�xových jazyk· je vlastní podt°ídou deterministických bezkontextových jazyk·, které jsou pod-t°ídou (zatím nevíme, zda vlastní) bezkontextových jazyk·.D·kaz: Protip°íklad L = ! 2 a; b�j#a = #bveslovw. 2



6 DETERMINISTICKÉ ZA A CFL 396.2 Uzáv¥rové vlastnosti deterministických CFLV¥ta 6.9T°ída deterministických bezkontextových jazyk· je uzav°ena na operaci pr·niku s regulárním jazykem.D·kaz: Pot°ebujeme dokázat, ºe pokud je L deterministický bezkontextový jazyk a R regulární, pak L \ Rje také deterministický bezkontextový jazyk. D·kaz lze vést obdobn¥ jako v p°ípad¥ nedeterministickém, tedyzkonstruujeme zásobníkový automat M 0 ze zásobníkového automatu M a kone£ného automatu A takových,ºe T (M) = L a T (A) = R. Konstrukce prob¥hne stejn¥ jako v d·kazu v¥ty 5.39. Automaty M i R bylydeterministické, proto také automat M 0 bude deterministický a bude rozeznávat jazyk L \ R. 2V¥ta 6.10T°ída deterministických bezkontextových jazyk· není uzav°ena vzhledem k operaci pr·niku.D·kaz: Za usv¥d£ující p°íklad mohou slouºit stejné jazyky, které jsme pouºili v d·kazu v¥ty 5.36. Jde o jazykyL1 = fanbncm:n;m � 1g a L2 = fambncn:m;n � 1g, které jsou deterministické bezkontextové. Jejich pr·nikfanbncn:n � 1g v²ak není ani bezkontextový, natoº pak deterministický bezkontextový. 2V¥ta 6.11Deterministické bezkontextové jazyky jsou uzav°eny na operaci dopl¬ku.D·kaz: Nech´ M = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ) je deterministický ZA a T (M) = L. Chceme získat deterministickýZA, který rozeznává dopln¥k jazyka L. K tomu v²ak nesta£í pouze zm¥nit automat M tak, ºe se nahradí cílovámnoºina F mnoºinou Q n F . Tento zp·sob jsme bez problému pouºili u kone£ných automat·�viz d·kaz v¥ty3.4. Zde naráºíme na potíºe:(1) M nemusí b¥hem výpo£tu nad ur£itým vstupním slovem nikdy dojít aº na konec slova, a to bu¤(1a) proto, ºe se dostane do situace, kdy dal²í krok není de�nován, tj. kdyº se zcela vyprázdní zásobník,nebo(1b) proto, ºe se dostane do cyklu, p°i kterém automat p°epracovává obsah zásobníku, ale d¥lá jen "-kroky,tj. nepoºaduje dal²í vstupní symbol.Jestliºe se automat nedostane na konec slova, slovo není p°ijato. P°i pouhém prohození p°ijímajících anep°íjímajících stav· se nov¥ vzniklý automat op¥t nedostane na konec slova a toto slovo op¥t nebudep°ijato.(2) Po zpracování ur£itého slova m·ºe automat ud¥lat n¥kolik "-krok·, p°i kterých se dostane do koncovýchi nekoncových stav·. V tom p°ípad¥ je slovo p°ijato p·vodním i transformovaným automatem.Musíme tedy p°ekonat ob¥ obtíºe. K p°ekonání první z nich si pom·ºeme následujícím lemmatem.Lemma 6.12 O pokra£ujícím automatuKe kaºdému deterministickému zásobníkovému automatu M existuje deterministický zásobníkový automatM 0 takový, ºe T (M 0) = T (M) a M 0 vºdy projde celé vstupní slovo.D·kaz: Nejprve pozm¥níme automat M tak, ºe do zásobníkové abecedy p°idáme nový symbol Z1, který budepo£áte£ní. Na po£átku výpo£tu bude tento symbol vloºen na dno zásobníku. Potom necháme na dno poloºitpo£áte£ní symbol p·vodního automatu a automat se chová stejn¥ jako p·vodní automat M . Jestliºe se p·vodníautomat M zastavil proto, ºe jeho zásobník byl prázdný, nový automat bude mít stále je²t¥ symbol Z1 na dn¥zásobníku. Vytvo°íme tedy nový stav K, do kterého necháme automat p°ejít v p°ípad¥, ºe zbyde na dn¥ pouzeZ1. V tomto stavu bude automat z·stávat, v zásobníku bude neustále pouze symbol Z1 a automat bude takto£íst libovolný symbol vstupu. Dostane se tak do stavu K (n¥kdy nazývaný mrtvý stav), kdy celé vstupní slovo jep°e£tené, a tedy toto slovo z·stává zcela správn¥ nep°ijato ani novým automatem, protoºeK není stav koncový.Nenastane tedy situace popsaná v bod¥ (1a).Zbývá vy°e²it p°ípad (1b), tj. p°ípad nekone£né posloupnosti "-krok·. Takové situace je moºno rozd¥litna dva druhy: (i) zásobník b¥hem nekone£né posloupnosti "-krok· neomezen¥ roste, nebo (ii) zásobník nikdynep°ekro£í ur£itou maximální délku. Prozkoumáme tedy oba druhy situací.



6 DETERMINISTICKÉ ZA A CFL 40P°ípad (i): Nech´ se tedy automat dostane do nekone£ného cyklu, ve kterém vykonává pouze "-kroky, anech´ b¥hem tohoto cyklu délka zásobníku p°eroste v²echny meze. Ozna£íme: s = jQj po£et stav·, t = j�j po£etzásobníkových symbol· a r = maxp2Q;Z2�fj
j: �(p; "; Z) = (p0; 
)g � 1maximální po£et symbol·, o n¥º se b¥hem jednoho "-kroku m·ºe zv¥t²it zásobník. Ukáºeme následující tvrzení:Zásobník neomezen¥ poroste a bude nadále vykonávat pouze "-kroky, práv¥ kdyº se b¥hem n¥jaké nep°eru²ovanéposloupnosti "-krok· zv¥t²í o více neº rst symbol·.): Jestliºe roste zásobník nade v²echny meze, pak pochopiteln¥ p°ekro£í i £íslo rst.(: Pokud obrácen¥ b¥hem n¥jaké nep°etrºité posloupnosti "-krok· se zásobník zv¥t²í o více neº rst symbol·,pak z této posloupnosti lze vybrat více neº st kon�gurací takových, ºe p°i p°echodu od jedné k následujícízásobník nikdy neklesne zp¥t na úrove¬ po£tu symbol·, kterou m¥l v první zmín¥né kon�guraci. Mezi vybranýmivíce neº st kon�guracemi existují alespo¬ dv¥, které se shodují vnit°ním stavem i vrchním symbolem zásobníku.Ozna£íme tyto kon�gurace k1 a k2. Protoºe tyto kon�gurace jsou vlastn¥ identické a automat je deterministický,bude se po dosaºení kon�gurace k2 chovat stejn¥, jako kdyby pokra£oval z k1. Automat tedy bude stále cyklickyvykonávat pouze "-kroky, a jeho zásobník p°itom poroste nade v²echny meze.Sta£í proto modi�kovat automatM tak, ºe do kone£né pam¥ti se zabuduje £íta£, který m·ºe nabývat hodnotmezi 0 a rst. Tento £íta£ se vynuluje vºdy po p°e£tení nového vstupního symbolu, zv¥t²í £i zmen²í se po provedení"-kroku o hodnotu, o kterou se zm¥nila velikost zásobníku, a místo záporných £ísel nabývá stále hodnoty 0.Jestliºe by m¥l tento £íta£ p°esáhnout hodnotu rst, p°ejde do mrtvého stavu, ve kterém p°e£te zbylé vstupnísymboly a slovo nep°ijme. Takto modi�kovaný automat se nedostane do nekone£ného "-cyklu (1b), p°ípad (i)zásobníku rostoucího nade v²echny meze.P°ípad (ii): Nech´ M vykonává posloupnost "-krok·, p°i které vý²ka zásobníku nep°esáhne ur£itou hranici.Podle toho, co jsme dokázali, nikdy b¥hem této posloupnosti nevzroste zásobník o více neº rst symbol·. Jestliºev²ak automat vykonává nep°etrºitou posloupnost "-krok·, p°i které zásobník nikdy neklesne pod ur£itou hranicih a nikdy nad tuto hranici nevzroste o více neº rst symbol·, potom nejpozd¥ji zas(t+ 1)rsttakt· se dostane do cyklu. B¥hem té doby se totiº musí dostat alespo¬ do dvou kon�gurací shodujících se vevnit°ním stavu automatu a v obsahu zásobníku nad hranicí h.Potíº typu (1b) (ii) lze proto obejít dal²í modi�kací automatuM , která spo£ívá v za°azení nového kone£ného£íta£e, který m·ºe nabývat hodnot od 0 po s(t + 1)rst. Tento £íta£ nazveme pro rozli²ení £íta£2. �íta£2 sevynuluje, kdykoli se prvotní £íta£ vynuluje nebo klesne na hodnotu 0. Po dobu, kdy prvotní £íta£ nabývánenulové hodnoty, se hodnota £íta£e2 v kaºdém taktu zv¥t²í o 1.Takto modi�kovaný automat op¥t simuluje automat M . Pouze v p°ípad¥, ºe n¥který z £íta£· �p°ete£e�,p°ejde automat do mrtvého stavu, ve kterém p°e£te celý zbytek slova, aniº by ho p°ijal. �íta£e lze implementovattak, ºe stavy Q nahradíme kartézským sou£inem Q � [0;max], kde [0;max] je p°íslu²ný interval p°irozených£ísel, ve kterém se pohybují hodnoty £íta£e. P°echodovou funkci pak lze upravit tak, ºe zaznamenává do druhékomponenty stavu (£íta£e) p°íslu²né hodnoty podle pravidel, která jsme pro £íta£e uvedli.Popsaný automat je hledaným automatem M 0. Tím je dokázáno lemma 6.12 o pokra£ujícím automatu. 2dokon£ení d·kazu v¥ty 6.11: Zbývá odstranit obtíº (2), p°i které automat p°echází po p°e£tení celého vstup-ního slova pomocí "-krok· mezi koncovými i nekoncovými stavy. P°edpokládejme, ºe automatM má jiº odstra-n¥nu kompletn¥ obtíº (1) podle p°edchozího lemmatu. Vytvo°íme automat M = (Q;�;�; �; q0; Z0; F ) takový,ºe T (M) = �� n L. De�nujeme stavy Q = Q� fp; n; fg, koncové stavy F = Q� ffg a po£áte£ní stavq0 = � [q0; p]; pokud q0 2 F[q0; n]; pokud q0 62 FAutomat M simuluje výpo£et automatu M , p°i£emº první sloºka vºdy odpovídá stav·m M . P°itom automatM uchovává informaci o tom, zda od posledního p°e£tení vstupního symbolu pro²el automat M koncovýmstavem £i nikoli. Pokud pro²el, je druhá sloºka stavu rovna p, jestliºe nepro²el, je tato sloºka rovna n. Teprvev okamºiku, kdy M nem·ºe u£init dal²í "-krok, provede M jeden "-krok navíc. P°i tomto kroku nezm¥ní prvnísloºku svého stavu, pouze m·ºe p°ípadn¥ zm¥nit druhou sloºku svého stavu na f . Tuto zm¥nu m·ºe provéstpouze u stav·, jejichº druhá sloºka je n. Formáln¥,



7 KONTEXTOVÉ JAZYKY 411. nech´ �(q; a; Z) = (q0; 
) je p°echod automatu M . Potom pro stavy typu f a p platí�([q; f ]; a; Z) = �([q; p]; a; Z) = � ([q0; p]; 
); pokud q0 2 F([q0; n]; 
); pokud q0 62 F2. nech´ �(q; "; Z) = (q0; 
) je p°echod automatu M . Potom pro stavy v²ech typ· platí�([q; p]; "; Z) = ([q0; p]; 
)�([q; n]; "; Z) = � ([q0; p]; 
); pokud q0 2 F([q0; n]; 
); pokud q0 62 F�([q; f ]; "; Z) je de�nováno libovoln¥3. nech´ �(q; "; Z) = ; v automatu M . Potom zavedeme�([q; n]; "; Z) = ([q; f ]; Z):M tedy vstoupí po p°e£tení n symbol· do koncového stavu práv¥ tehdy, kdyº zjistí, ºe se M nedostal dokoncového stavu ani p°i £tení n-tého symbolu ani v ºádném dal²ím "-kroku. M proto skute£n¥ p°ijímá jazyk�� n L, a p°itom je deterministický. 2D·sledek 6.13Víme, ºe t°ída bezkontextových jazyk· není uzav°ená na dopln¥k, ale deterministické bezkontextové jazykyjsou uzav°ené na dopln¥k. Z toho vyvozujeme, ºe deterministické bezkontextové jazyky jsou vlastní podt°ídoubezkontextových jazyk·.P°íklad 6.14Jazyk L = faibjck: i 6= j _ j 6= k _ i 6= kg je bezkontextový jazyk, který v²ak není deterministický.Bezkontextovou gramatiku generující L lze sestrojit snadno. Kdyby v²ak byl L deterministický, musel by takébýt L deterministický a tím spí²e bezkontextový. Protoºe bezkontextové jazyky jsou uzav°ené na pr·nik sregulárnímy jazyky, byl by v tom p°ípad¥ také jazyk L \ fa�b�c�g bezkontextový. Jde v²ak o jazyk fanbncng,o kterém jiº víme, ºe bezkontextový není.D·sledek 6.15T°ída deterministických bezkontextových jazyk· není uzav°ena na operaci sjednocení.D·kaz: Kdyby byla uzav°ena na sjednocení, byla by na základ¥ v¥ty 6.11 a de Morganových vzorc· uzav°ena ina pr·nik, coº není, jak víme z v¥ty 6.10. 27 Kontextové jazykyV první kapitole byla uvedena Chomského hiearchie jazyk·. U kontextových jazyk· jsou uvedeny dv¥ de�nices poznámkou, ºe jsou ekvivalentní. Gramatiky de�nované t¥mito dv¥ma de�nicemi se jist¥ nekryjí, ale generujístejné jazyky.De�nice 7.1Gramatikám, jejichº v²echna pravidla jsou tvaru �! �, kde j�j � j�j, budeme °íkat monotónní.Gramatiky, jejichº v²echna pravidla jsou tvaru �1A�2 ! �1��2, budeme nazývat kontextové.Z de�nice je z°ejm¥ vid¥t, ºe v²echny kontextové gramatiky jsou také monotónní. Následující v¥ta uvádí, ºenaopak ke kaºdé monotónní gramatice existuje kontextový ekvivalent.V¥ta 7.2Ke kaºdé monotónní gramatice existuje s ní ekvivalentní kontextová gramatika.



7 KONTEXTOVÉ JAZYKY 42D·kaz: Vezm¥me monotónní gramatiku G. Vytvo°íme z ní gramatiku, jejíº pravidla budou bu¤ obsahovatneprázdné neterminální °et¥zce na obou stranách, nebo jediný neterminál na levé stran¥ a jediný terminál ap°ípadn¥ " na stran¥ pravé. Takové gramatice se °íká separovaná.Vezm¥me tedy kaºdé pravidlo �! �, které dané podmínky nespl¬uje. Je-li � 6= �, pak výskyt terminálu x naobou stranách pravidla nahradíme novým neterminálem x a p°idáme pravidla x ! x pro p°íslu²né terminálnísymboly. Pokud � = ", provedeme tutéº operaci s levou stranou � pravidla a " na pravé stran¥ nahradímespeciálním neterminálem ". P°idáme pak dal²í pravidlo " ! ". Tato gramatika je ekvivalentní p·vodní, jeseparovaná a navíc jí z·stala zachována monotónnost.Vezm¥me nyní kaºdé pravidlo monotónní separované gramatiky A1 � � �Am ! B1 � � �Bn pro m � n, kterénemá tvar poºadovaný po kontextové gramatice. Odstraníme je tedy a nahradíme pravidlyA1A2 � � �Am ! C1A2 � � �AmC1A2A3 � � �Am ! C1C2A3 � � �Am...C1 � � �Cm�1Am ! C1 � � �Cm�1CmBm+1 � � �BnC1 � � �Cm�1CmBm+1 � � �Bn ! C1 � � �Cm�1BmBm+1 � � �Bn...C1B2 � � �Bn ! B1B2 � � �Bn;kde C1; : : : Cm jsou nov¥ p°idané neterminály, v ºádných jiných pravidlech se nevyskytující. Výsledná gramatikaje kontextová p°i zachování generovaného jazyka. 2Poznámka 7.3I pro kontextové jazyky byl nalezen výpo£etní formalismus, který odpovídá práv¥ jim. Jmenuje se lineárníomezený automat (LBA).5 Jazyky p°ijímané LBA jsou práv¥ kontextové.De�nice 7.4LBA je systém M = (Q;�;�; �; q0; 6 c; $; F ), kde v²echny symboly mají stejný význam jako u detTS, ale 6 ca $ jsou koncové zna£ky. Pracuje jako nedet.TS, který nem·ºe za 6 c a p°ed $.Kontextové jazyky jsou podt°ídou t°ídy v²ech rekurzivních mnoºin. Existuje totiº algoritmus, s pomocíkterého lze ov¥°it, zda dané slovo do jazyka generovaného n¥jakou kontextovou gramatikou pat°í £i nikoli. Ujazyk· typu 0 to jiº není moºné.V¥ta 7.5Existuje algoritmus, který pro kaºdou monotónní gramatiku G a libovolné slovo w rozhoduje, zda w 2 L(G).D·kaz: Nech´ G = (N;�; P; S) je monotónní gramatika. Pro libovolná dv¥ slova u; v lze po kone£n¥ mnohakrocích ov¥°it, zda u)G v. Sta£í totiº vyzkou²et v²echny moºné aplikace pravidel z P na u.Pro libovolné slovo w 2 �� existuje jen kone£n¥ mnoho slov w1; : : : ; wn 2 (N [ �)�, která mají délkumen²í nebo rovnu slovu w: jwij � jwj. Protoºe G je monotónní, musí se kaºdá derivace w v této gramaticeskládat výhradn¥ ze slov vybraných z w1; : : : ; wn. Z t¥chto slov lze utvo°it jen kone£n¥ mnoho posloupnostíbez opakování prvk·, a o kaºdé z nich lze ov¥°it, zda je derivací slova w se za£átkem v S. Na posloupnosti bezopakování se m·ºeme omezit proto, ºe v minimálních derivacích k opakování nedochází.Sta£í tedy prohledat v²echny posloupnosti bez opakování vytvo°ené ze slov w1; : : : ; wn. Pokud n¥která z nichje derivací slova w, potom w 2 L(G), jinak w 62 L(G). 2V¥ta 7.6Existuje rekurzivní jazyk, který není kontextový. (Kontextové jazyky jsou vlastní podt°ídou rekurzivníchmnoºin.)5Nebyl na p°edná²kách detailn¥ rozebírán a není ani sou£ástí státnicových otázek.



8 TURINGOVY STROJE 43D·kaz: Zkonstruujeme daný jazyk tzv. Cantorovou diagonální metodou. Princip konstrukce se opírá o fakt, ºev²ech slov libovolné abecedy �� je spo£etn¥ mnoho, stejn¥ jako v²ech moºných kontextových gramatik. M·ºemetedy uspo°ádat slova �� do nekone£né posloupnosti x1; : : : ; xi; : : : a v²echny kontextové gramatiky uspo°ádámetaké do posloupnosti G1; : : : ; Gi; : : : Pro kaºdou gramatiku Gi existuje podle p°edchozí v¥ty algoritmus, kterýrozhoduje o p°íslu²nosti libovolného slova do jazyka této gramatiky. De�nujeme nyní jazyk L = fxi:xi 62 L(Gi)g.Jde tedy o mnoºinu takových slov xi, která nejsou akceptována gramatikou Gi.M·ºeme jist¥ sestrojit algoritmus, který rozhodne, zda libovolné slovo w pat°í do jazyka L. Sta£í totiº najítindex i slova w = xi a podle p°edchozí v¥ty zjistit, zda xi 2 L(Gi). Av²ak jazyk L není generován ºádnoukontextovou gramatikou, protoºe od jazyka kaºdé kontextové gramatiky Gi se li²í v akceptování slova xi. 28 Turingovy strojeUvedeme nyní výpo£etní formalismus zvaný Turing·v stroj. Je to nejsiln¥j²í výpo£etní mechanismus, jaký známe.A. Church nap°. tvrdí, ºe libovoný proces, který lze intuitivn¥ nazvat algoritmem, se dá realizovat na Turingov¥stroji (tzv. Churchova teze). Turing·v stroj má svoji základní podobu a dále n¥kolik modi�kací.8.1 Základní model TSTuring·v stroj je systém sestávající se z kone£n¥stavové °ídící jednotky, která m·ºe pouºívat pam¥´ ve form¥pásky rozd¥lené na polí£ka. V kaºdém polí£ku m·ºe být zapsán symbol z jisté kone£né abecedy, nebo polí£kom·ºe být prázdné. Páska je alespo¬ v jednom sm¥ru nekone£ná. Turing·v stroj se m·ºe v kaºdém výpo£etnímkroku posunout po pásce o jedno polí£ko doprava nebo doleva a p°itom m¥nit obsah polí£ka, na kterém sepráv¥ nachází, a vnit°ní stav jednotky. Zm¥ny obsahu polí£ek i pohyb po pásce závisí jednak na obsahu £tenéhopolí£ka, jednak na vnit°ním stavu °ídící jednotky.De�nice 8.1Turing·v stroj (TS) je systém T = (Q;�;�; B; �; q0; F ) s následujícím významem jednotlivých komponent:Q � mnoºina stav·� � vstupní abeceda� � pásková abecedaB 2 � � interpretujeme jako prázdný symbol, tedy ºe na daném polí£ku pásky není ºádný symbol; dále p°ed-pokládáme, ºe � � � n fBg� � (parciální) p°echodová funkce; �:Q� �! Q� (� n fBg)� fL;Rgq0 � po£áte£ní stav (q0 2 Q)F � mnoºina koncových stav· (F 2 Q)P°echodovou funkci interpretujeme tak, ºe pokud �(q; x) = (q0; x0; d), potom ve stavu q a se symbolem x naaktuálním polí£ku p°ejde Turing·v stroj do stavu q0, p°epí²e aktuální polí£ko symbolem x0 a posune se doleva,pokud d = L, nebo doprava, pokud d = R.De�nice 8.2Kon�gurací Turingova stroje T = (Q;�;�; B; �; q0; F ) budeme nazývat kaºdou trojici (q; �; i) takovou, ºeq 2 Q je stav, � 2 (� n fBg)� je slovo na pásce a i 2 N je po°adí symbolu ve slov¥ �, které práv¥ TS £te.Poºadujeme, aby 1 � i � j�j+ 1.



8 TURINGOVY STROJE 44De�nice 8.3Na mnoºin¥ kon�gurací Turingova stroje T de�nujeme relaci ` výpo£etního kroku takto:(q; A1 � � �An; i) ` (p;A1 � � �Ai�1AAi+1 � � �An; i+ 1) pokud �(q; Ai) = (p;A;R) pro 1 � i � n(q; A1 � � �An; i) ` (p;A1 � � �Ai�1AAi+1 � � �An; i� 1) pokud �(q; Ai) = (p;A; L) pro 2 � i � n(q; A1 � � �An; n+ 1) ` (p;A1 � � �AnA; n+ 2) pokud �(q; B) = (p;A;R) pro n � 1(q; A1 � � �An; n+ 1) ` (p;A1 � � �AnA; n) pokud �(q; B) = (p;A; L) pro n � 2Relace `�, resp. `+, jsou tranzitivním a re�exivní, resp. re�exivním, uzáv¥rem relace `.Po£áte£ní kon�gurací je kaºdá kon�gurace (q0; w; 1), kde w 2 �� je vstupní slovo. Koncovou kon�gurací jekaºdá kon�gurace (q; �; i), kde q 2 F je koncový stav.�ekneme, ºe Turing·v stroj T p°ijímá slovo w, jestliºe (q0; w; 1) `� K pro n¥jakou koncovou kon�guraci K.Ozna£ujeme mnoºinov¥ p°ijímá(T ) = fw:w 2 ��; (q0; w; 1) `� (q; �; i); q 2 Fg:�ekneme, ºe TS zamítá slovo w, pokud (q0; w; 1) `� K pro n¥jakou nekoncovou kon�guraci K a neexistujekon�gurace K 0 taková, ºe K ` K 0. Mnoºinový zápis:zamítá(T ) = fw:w 2 ��; (q0; w; 1) `� (q; �; i); q 62 F;:9K 0: (q; �; i) ` K 0g�ekneme, ºe TS cyklí na slov¥ w, pokud ho nep°ijímá ani nezamítá:cyklí(T ) = �� n (p°ijímá(T ) [ zamítá(T ))Jazyk rozpoznávaný (p°ijímaný) Turingovým strojem T je mnoºina slov, které p°ijímá; zna£íme také L(T ) =p°ijímá(T ). Pokud cyklí(T ) = ;, °ekneme, ºe Turing·v stroj T rozhoduje jazyk L(T ).V¥ta 8.4 TuringovaProblém zastavení Turingova stroje je nerozhodnutelný.D·kaz: Je t°eba si uv¥domit, ºe rozhodnutelnost v na²em smyslu znamená existenci Turingova stroje °e²ícíhodaný problém.P°edpokládejme nejprve, ºe existuje Turing·v stroj A, který umí rozhodovat, zda daný Turing·v stroj sezastaví pro dané slovo. Je t°eba zakódovat Turingovy stroje do n¥jaké podoby £itelné strojem A. Pro Turing·vstroj M ozna£íme tento kód d(M).Ze stroje A nyní zkonstruujeme Turing·v stroj B tímto zp·sobem. Nech´ vstupem stroje B je pouze za-kódovaný Turing·v stroj d(M). Pak stroj B uvnit° simuluje práci stroje A tak, ºe mu po²le sv·j vstup d(M)zdvojený. Jestliºe stroj A tento vstup akceptuje (to je práv¥ tehdy, kdyº Turing·v stroj M necyklí pro vstupd(M)), nech´ stroj B se zacyklí. Kdyº naopak A zamítne tento vstup (tedyM cyklí pro vstup d(M)), nech´ strojB necyklí a skon£í (nezáleºí, zda p°ijetím nebo zamítnutím). Turing·v stroj B lze jist¥ sestrojit za p°edpokladuexistence stroje A.Zkusme si nyní p°edstavit, jak zareaguje stroj B na vstup d(B). Jestliºe B necyklí pro vstup d(B), pak Areaguje na vstup sloºený z dvojnásobného d(B) p°ijetím. Potom se ale B zacyklí. Naopak, pokud B cyklí provstup d(B), A zamítne vstup d(B)d(B), a proto se B nezacyklí. Dostáváme tak spor. 28.2 N¥které modi�kace základního modelu TSModi�kace Turingova stroje se dají rozd¥lit na jeho roz²í°ení a zúºení. V prvním p°ípad¥ tedy dáváme strojivíce moºností a variant výpo£tu, ve druhém jsou tyto moºnosti omezovány.Roz²í°ení Turingova stroje. Uvedeme Turing·v stroj s oboustrann¥ nekone£nou páskou, k-páskový Turin-g·v stroj, Turing·v stroj s dvourozm¥rnou páskou a nedeterministický Turing·v stroj.De�nice 8.5Turing·v stroj s oboustran¥ nekone£nou páskou se li²í od základního modelu tím, ºe poslední sloºka i kon�-gurací (q; �; i) m·ºe nabývat hodnot z oboru celých £ísel. P°echodová funkce se této situaci p°izp·sobí tak, ºena levém kraji slova � se chová stejn¥ jako na pravém kraji, tedy m·ºe se tímto sm¥rem také roz²i°ovat.



8 TURINGOVY STROJE 45V¥ta 8.6Libovolný výpo£et kaºdého Turingova stroje s oboustran¥ nekone£nou páskou lze simulovat na základnímmodelu Turingova stroje.D·kaz: Za páskovou abecedu vezmeme místo � mnoºinu �0 = �� (�[f;g), kde ; 62 �. Z oboustran¥ nekone£népásky A�m A�m+1 � � � A�1 A0 A1 � � � An�1 Ansestavíme jednostran¥ nekone£nou pásku s abecedou �0:A0 A1 � � � � � � An; A�1 � � � A�m B 2De�nice 8.7k-páskový Turing·v stroj je Turing·v stroj, který je schopen £íst k r·zných pásek na r·zných místech, tedymá celkem k tzv. £tecích hlav. V²echny tyto pásky jsou jednostran¥ nekone£né.V¥ta 8.8Libovolný výpo£et k-páskového Turingova stroje lze simulovat základním modelem Turingova stroje.D·kaz: Simulujeme tzv. ²irokou páskou B0 � � � X � � �A11 � � � A1i � � �... ... ... ...B0 � � � � � � XAk1 � � � � � � AkjSpeciální symboly B0 a X mají ten význam, ºe na kaºdé pásce v míst¥, na níº se nachází hlava, je symbol X ana ostatních místech této pásky je symbol B0. 2Poznámka 8.9Existuje také roz²í°ení Turingova stroje na dvourozm¥rnou pásku. I tento model se dá simulovat základnímmodelem Turingova stroje.De�nice 8.10Nedeterministický Turing·v stroj se od základního modelu li²í svou p°echodovou funkcí. Její obor hodnot jemnoºina v²ech podmnoºin Q� (� n fBg)� fL;Rg.V¥ta 8.11Libovolný výpo£et kaºdého nedeterministického Turongova stroje se dá simulovat základním modelem Tu-ringova stroje.D·kaz: Pouºijeme t°i pásky, které se podle p°edchozího dají simulovat základním modelem: (1) pro vstupníslovo, (2) pro prohledávání výpo£etního stromu do ²í°ky a (3) pracovní. 2Je tedy vid¥t, ºe krom¥ �syntaktického cukru� jsme ºádným roz²í°ením Turingova stroje nedosáhli v¥t²íchvýpo£etních moºností.



9 TURINGOVY STROJE A JAZYKY TYPU 0 46Zúºení Turingova stroje. Existuje tzv. kone£ný stroj se zásobníkem, který se nem·ºe pohybovat po páscelibovoln¥ jako Turing·v stroj. Vezmeme-li v²ak takový kone£ný stroj se dv¥ma zásobníky, lze jím simulovatTuring·v stroj tak, ºe jeden zásobník pouºijeme na £ást pásky od hlavy v£etn¥ vpravo a druhý zásobník na £ástpásky od £tecí hlavy vlevo. Pouºívá se také tzv. kone£ný stroj s frontou, u n¥hoº v²ak m·ºe dojít k zacyklení.De�nice 8.12Po£ítadlo je stroj, který v kaºdé chvíli nabývá hodnoty z mnoºiny p°irozených £ísel a rozeznává symboly incpro zvý²ení hodnoty o 1 a dec pro sníºení hodnoty o 1.Lemma 8.13Kaºdý zásobník lze (realizovat) simulovat pomocí dvou po£ítadel.D·kaz: Nech´ � je zásobníková abeceda. Ozna£íme k = j�j+1 a o£íslujeme v²echny zásobníkové symboly takto:� = fz1; z2; : : : ; zk�1g. Potom zásobník #zi1 � � � zims vrcholem na m-tém míst¥ budeme reprezentovat £íslemj = k0im + k1im�1 + � � �+ km�1i1:Operací jmod k zjistíme, co je na vrcholu zásobníku, operací j div k tento vrchol odstraníme a kone£n¥ operacíkj + r p°idáme prvek zr na vrchol zásobníku. Práv¥ kv·li násobení je nutno p°idat druhé po£ítadlo. 2D·sledek 8.14Turing·v stroj lze simulovat kone£ným strojem se £ty°mi po£ítadly.Lemma 8.15�ty°i po£ítadla lze simulovat s pomocí dvou po£ítadel.D·kaz: Stav hi; j; k; li £ty° po£ítadel p°evedeme na stav 2i3j5k7l jednoho po£ítadla. Kv·li operacím násobení ad¥lení je v²ak pot°eba dvou po£ítadel. 2Poznámka 8.16�asto je t°eba kódovat kon�gurace Turingova stroje do slov. Jestliºe mnoºiny stav· Q a páskové abecedy �jsou disjunktní, lze kon�guraci (q; �; i) kódovat do slova �1q�2, kde �1�2 = � a j�1j = i�1. Tedy první symbolslova �2 je práv¥ na pozici £tecí hlavy.9 Turingovy stroje a jazyky typu 0Ukáºeme, ºe Turingovy stroje rozpoznávají práv¥ jayzky typu 0.V¥ta 9.1Kaºdý jazyk rozpoznatelný Turingovým strojem je typu 0.D·kaz: Nech´ T = (Q;�;�; b; �; q0; F ) je Turing·v stroj. Sestrojíme gramatiku G = (N;�; P; S) takovou, ºeL(G) = L(T ).K abeced¥ � sestrojíme nejprve abecedu dvojník· � = fx:x 2 �g. Gramatiku G pak de�nujeme takto:N = Q [ � [ fS;A;B;Cg pro nové neterminály S;A;B;C neobsaºené v mnoºin¥ stav· Q ani páskové abeced¥� Turingova stroje, a mnoºinu pravidel sestrojíme takto:I 8>><>>: S ! Aq0BA ! xAx pro v²echna x 2 � n fbgA ! BB ! bB j b



10 ROZHODNUTELNOST V TEORII JAZYK� 47II � xqy ! q0x0y jestliºe �(q; x) = (q0; x0; R)xqy ! x0yq0 jestliºe �(q; x) = (q0; x0; L)III 8>><>>: q ! C pro v²echna q 2 FCa ! C pro v²echna a 2 �aC ! C pro v²echna a 2 �C ! "Levé strany pravidel II a III neobsahují ºádný ze symbol· S;A;B a tyto symboly ani nemohou vzniknout aplikacípravidel t¥chto dvou skupin. Jestliºe tedy v n¥jaké derivaci je pouºito nejprve pravidlo ze skupiny II nebo IIIp°ed pravidlem ze skupiny I, m·ºe být toto po°adí obráceno, aniº by se zm¥nilo derivované slovo. Budeme tedydále p°edpokládat, ºe derivace podle skupiny I p°edcházejí derivacím podle II i III. Po první aplikaci pravidlaze skupiny III pak jiº není moºné pouºít pravidlo ze skupiny I. Ukáºeme nyní, ºe L(G) = L(T ).�: Nech´ S )� w je odvození slova w. Aplikací pravidel ze skupiny I vznikne slovo tvaru wbiwRq0bj , kdewR = wn � � �w1, pokud w = w1 � � �wn. Pravidla typu II simulují výpo£et Turingova stroje na slov¥ w. Je v²aksimulován jako zrcadlový obraz výpo£tu na dvojnících p·vodních symbol·. K pravidl·m typu III se m·ºe p°ejítpouze v p°ípad¥. kdyº se v simulovaném výpo£tu dostane stroj do koncového stavu, tedy pro w 2 L(T ). V tomp°ípad¥ se ve slov¥ objeví symbol C, celkem je v¥tná forma ve tvaru wuCv. Symbol C zlikviduje postupn¥v²echny symboly slov u i v a nakonec sám spáchá sebevraºdu. Tak vznikne terminální °et¥zec w.�: Pokud obrácen¥ w 2 L(T ), potom pravidly typu I lze derivovat slovo wbiwRbj , kde i a j jsou dostate£n¥velká £ísla, aby na úseku pásky bjwbi prob¥hl celý výpo£et stroje T nad w. Potom pravidla II nasimulujítento výpo£et, op¥t zrcadlov¥ obrácený na dvojnících symbol·. Jakmile se výpo£et dostane do koncového stavu,pravidla III zru²í v²echny symboly aº na w. 2V¥ta 9.2Kaºdý jazyk typu 0 je rozpoznatelný Turingovým strojem.D·kaz: Detailní d·kaz tohoto tvrzení je technicky náro£ný. Bude proto uvedena pouze hlavní idea, která jepom¥rn¥ jednoduchá.Pro danou gramatiku G = (N;�; P; S) lze kaºdou derivaciS )G w1 )G w2 )G � � � )G wn = w 2 ��zakódovat jako slovo #S#w1#w2# � � �#wn#. Kaºdou derivaci podle G lze proto ztotoºnit s jistým slovemv abeced¥ N [ � [ f#g.Je moºné sestrojit Turing·v stroj T1 takový, ºe p°ijímá práv¥ slova typu #u#v#, kde u)G v je jeden krokodvození podle G. Tento stroj modi�kujeme na stroj T2 tak, ºe T2 p°ijímá práv¥ ta slova v abeced¥ N [�[f#g,která jsou derivacemi podle G. Kone£n¥ sestrojíme Turing·v stroj T , který, kdyº dostane na pásce vstupní slovow, generuje nalevo od n¥j postupn¥ slova v abeced¥ N[�[f#g, po£ínaje nejkrat²ími. Pokaºdé, kdyº vygenerujen¥jaké slovo, zkontroluje jeho vnit°ní £ást odpovídající stroji T2, zda se jedná o derivaci podle G. 2D·sledek 9.3Jazyk je typu 0 práv¥ tehdy, kdyº je rozpoznatelný Turingovým strojem.10 Rozhodnutelnost v teorii jazyk·P°íhodn¥j²í názav pro tuto kapitolu by byl �Nerozhodnutelnost. . . �, protoºe tu budeme u v¥t²iny problém·dokazovat. Budeme si pomáhat redukcí tzv. Postova koresponden£ního problému, který uvedeme nejprve.10.1 Post·v koresponden£ní problémDe�nice 10.1Postovým koresponden£ním problémem (PKP) budeme nazývat kaºdou dvojici hA;Bi, kde A a B jsoudv¥ kone£né posloupnosti slov abecedy � se stejným mnoºstvím prvk·. Budeme zna£it A = fu1; : : : ; ung aB = fv1; : : : ; vng.



10 ROZHODNUTELNOST V TEORII JAZYK� 48�ekneme, ºe posloupnost r £ísel 1 � i1; : : : ; ir � n je °e²ením PKP hA;Bi, pokud platí:ui1ui2 � � �uir = vi1vi2 � � � vir (15)P°íklad 10.2Nech´ abeceda � = f0; 1g a m¥jme Post·v koresponden£ní problém hf1; 10111; 10g; f111; 10; 0gi. Ten má°e²ení 2113: u2u1u1u3 = u2z }| {10111 u1z}|{1 u1z}|{1 u3z}|{10v2v1v1v3 = 10|{z}v2 111|{z}v1 111|{z}v1 0|{z}v3P°íklad 10.3Post·v koresponden£ní problém hf10; 011; 101g; f101; 11; 011gi nemá °e²ení. Pokud by je totiº m¥l, museloby za£ínat první dvojicí 10; 101, aby se shodoval první symbol. Potom je nutno pouºít t°etí dvojice, abychomdostali slova 10101; 101011. Ze stejného d·vodu jako v minulém kroku, musíme nyní pouºít t°etí dvojici atd.Nikdy takto nedostaneme shodná slova.Jsme tedy schopni v n¥kterých konkrétních p°ípadech rozhodnout, zdá má daný PKP °e²ení. Jak ov²em uvidíme,nelze napsat proceduru, která by obecn¥ rozhodovala, zda má daný PKP v·bec °e²ení.De�nice 10.4�ekneme, ºe PKP hA;Bi, kde A = fu1; : : : ; ung a B = fv1; : : : ; vng, má inicializované °e²ení, pokud pron¥jaké 1 � i1; : : : ; is � n platí: u1ui1 � � �uis = v1vi1 � � � vis (16)Inicializované °e²ení je tedy takové °e²ení i1; : : : ; ir, ºe i1 = 1.P°íklad 10.5PKP z p°íkladu 10.2 nemá inicializované °e²ení.Lemma 10.6Kdyby existoval algoritmus, který by pro libovolný PKP rozhodoval, zda má °e²ení, pak by také existovalalgoritmus, který by pro libovolný PKP rozhodoval, zda má inicializované °e²ení.D·kaz: P°edpokládejme existenci algoritmu A, který pro libovolný PKP rozhodne, zda má °e²ení.Nech´ hA;Bi je n¥jaký PKP, A = fu1; : : : ; ukg a B = fv1; : : : ; vkg. De�nujeme nový PKP hC;Di takto: Nech´$ a � jsou nov¥ p°idané symboly. Zavedeme funkce hL a hR na slovech p°edpisem: hL(a) = �a a hR(a) = a�pro kaºdý symbol a a na slova se ob¥ funkce homomorfn¥ roz²í°í. Poloºmex1 = �hR(u1) y1 = hL(v1)xi+1 = hR(ui) yi+1 = hL(vi) pro 1 � i � kxk+2 = $ yk+2 = �$a pak C = fx1; : : : ; xk+2g a D = fy1; : : : ; yk+2g.Není t¥ºké ov¥°it, ºe hC;Di má °e²ení práv¥ tehdy, kdyº hA;Bi má inicializované °e²ení. Více k tomu viznásledující p°íklad.Za p°edpokladu existence algoritmu A by bylo moºno pro libovolné hA;Bi rozhodnout existenci inicializova-ného °e²ení tak, ºe bychom nejprve provedli p°íslu²nou transformaci na hC;Di a pomocí algoritmu A rozhodli,zda má hC;Di °e²ení. 2P°íklad 10.7M¥jme PKP hA;Bi zadaný takto:



10 ROZHODNUTELNOST V TEORII JAZYK� 49A B1 10111 102 10 03 1 111Potom PKP hA;Bi má inicializované °e²ení práv¥ tehdy, kdyº hC;Di má °e²ení, kde hC;Di je dán:C D1 �1�0�1�1�1� �1�02 1�0�1�1�1� �1�03 1�0� �04 1� �1�1�15 $ �$Jde práv¥ o transformaci z d·kazu p°edchozího lemmatu. Inicializovanému °e²ení 1332 hA;Bi odpovídá °e²ení14435 hC;Di. Obecn¥, je-li 1; i1; : : : ; is inicializované °e²ení hA;Bi, pak 1; (i1 + 1); : : : ; (is + 1); n + 2 je °e²eníhC;Di. Toto °e²ení je sice také vºdy inicializované, ale hC;Di jiné °e²ení nemá, proto hA;Bi má inicializované°e²ení, práv¥ kdyº hC;Di má v·bec °e²ení.V¥ta 10.8Neexistuje algoritmus, který by pro libovolný PKP rozhodoval, zda má inicializované °e²ení.D·kaz: Jeho celé zn¥ní je uvedeno v [Chytil], v¥ta 8.20 na stran¥ 153. Hlavní my²lenka spo£ívá v tom, ºep°evedeme n¥jaký Turing·v stroj na PKP. Tento PKP bude mít inicializované °e²ení práv¥ tehdy, kdyº p°íslu²nýstroj M bude p°ijímat slovo w. Kdyby existoval algoritmus, který by rozhodoval, zda PKP má inicializované°e²ení, bylo by jej moºno v tomto p°ípad¥ pouºít na rozhodnutí o problému zastavení Turingova stroje. To v²aknení moºné, proto daný algoritmus neexistuje. 2D·sledek 10.9Neexistuje algoritmus, který by pro libovolný PKP rozhodoval, zda má °e²ení.10.2 Nerozhodnutelné problémy z teorie jazyk·Uvedeme nyní n¥kolik problém· z oblasti teorie jazyk·, které jsou algoritmicky nerozhodnutelné. Vyuºijemek tomu p°eváºn¥ toho, ºe problém existence °e²ení PKP je nerozhodnutelný, a to s pomocí vhodných redukcíPKP na dané problémy z teorie jazyk·.V¥ta 10.10Neexistuje algoritmus, který by pro libovolné dv¥ bezkontextové gramatiky G1 a G2 rozhodoval, zda L(G1)\L(G2) = ;.D·kaz: P°edpokládejme, ºe takový algoritmus existuje. Ukáºeme, ºe bychom s pomocí n¥ho mohli rozhodovatn¥jaký PKP.Nech´ hA;Bi je libovolný PKP, A = u1; : : : ; un a B = v1; : : : ; vn. Zvolme symboly a1; : : : ; an, které senevyskytují v ºádném ui ani vi. Dále sestrojme bezkontextové gramatikyGA: S ! uiSai j uiai 1 � i � nGB : S ! viSai j viai 1 � i � nPotom z°ejm¥ hA;Bi má °e²ení, práv¥ kdyº L(GA) \ L(GB) 6= ;. 2V kapitole 5 je uveden pom¥rn¥ jednoduchý algoritmus 5.1, který rozhoduje, zda jazyk generovaný bezkon-textovou gramatikou je prázdný £i nikoli. Z tohoto hlediska je p°ekvapující tvrzení následující v¥ty.V¥ta 10.11Neexistuje algoritmus, který by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G = (N;�; P; S) rozhodoval, zdaL(G) = ��.



10 ROZHODNUTELNOST V TEORII JAZYK� 50D·kaz: Nech´ hA;Bi je n¥jaký PKP, A = u1; : : : ; un a B = v1; : : : ; vn. Sestrojíme gramatiky GA a GB stejn¥,jako v d·kazu p°edchozí v¥ty, tedy GA: S ! uiSai j uiai 1 � i � nGB : S ! viSai j viai 1 � i � n:Protoºe jsme symboly a1; : : : ; an volili tak, ºe se nevyskytují v ºádném ui ani vi, jsou jazyky L(GA) a L(GB)deterministické. Potom podle v¥ty 6.11 jsou také L(GA) a L(GB) deterministické bezkontextové jazyky a podlev¥ty 5.37 je jazyk L(GA) [ L(GB) bezkontextový.Protoºe d·kazy v²ech zmín¥ných v¥t jsou konstruktivní, lze od hA;Bi p°ejít uniformním zp·sobem ke gra-matice GAB takové, ºe L(GAB) = L(GA) [ L(GB). Podle d·kazu p°edchozí v¥ty má hA;Bi °e²ení, práv¥kdyº L(GA) \ L(GB) 6= ;. To je ekvivalentní s tím, ºe L(GA) \ L(GB) = ��. Av²ak L(GA) \ L(GB) =L(GA) [ L(GB) = L(GAB). Celkem platí, ºe hA;Bi má °e²ení práv¥ tehdy, kdyº L(GAB) = ��. Kdybychomtedy daný fakt o gramatice GAB um¥li algoritmicky rozhodnout, umíme tak rozhodnout i PKP hA;Bi, coº, jakvíme, není moºné. 2Poznámka 10.12P°edchozí v¥ta m·ºe slouºit jako ov¥°ení, ºe bezkontextové jazyky nejsou uzav°eny na operaci dopl¬ku.Kdyby totiº byly, vzali bychom bezkontextovou gramatiku G0 generující dopln¥k jazyka L(G), a tu bychomposlali na vstup algoritmu 5.1. Z°ejm¥ by tak L(G) = ��, práv¥ kdyº L(G0) = ;. Dostali bychom tímtozp·sobem algoritmus rozhodující, zda L(G) = ��.V¥ta 10.13Neexistuje algoritmus, který by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G a regulární jazyk R rozhodoval,zda L(G) = R ani zda L(G) � R.D·kaz: Tvrzení je p°ímým d·sledkem p°edcházející v¥ty, protoºe mnoºina �� je regulární jazyk. 2V¥ta 10.14Neexistuje algoritmus, který by pro libovolné bezkontextové gramatiky G1 a G2 rozhodoval, zda L(G1) =L(G2) ani zda L(G1) � L(G2).D·kaz: Z existence takového algoritmu by vyplynula moºnost rozhodovat, zda L(G) = R, resp. zda L(G) � Rz p°edchozí v¥ty. 2V¥ta 10.15Nech´ G1 a G2 jsou libovolné bezkontextové gramatiky. Pro ºádný z následujících problém· neexistujerozhodující algoritmus.1. Je L(G1) \ L(G2) bezkontextový jazyk?2. Je L(G1) bezkontextový jazyk?3. Je L(G1) regulární jazyk?D·kaz: K d·kazu této v¥ty jsou pot°eba n¥které znalosti z teorie abstraktních t°íd jazyk·, proto jej vynecháme.Je v²ak uveden v [Chytil], v¥ta 8.26 na stran¥ 157. 2V¥ta 10.16Neexistuje algoritmus, který by pro kaºdou bezkontextovou gramatiku rozhodoval, zda je vícezna£ná.D·kaz: Budiº hA;Bi libovolný PKP, A = u1; : : : ; un a B = v1; : : : ; vn. De�nujeme bezkontextovou gramatikuG: S ! S1 j S2S1 ! uiS1ai j uiai pro 1 � i � nS2 ! viS2ai j viai pro 1 � i � nZ°ejm¥ L(G) = L(GA) [ L(GB) pro gramatiky GA a GB pouºívané v d·kazu v¥ty 10.10. Je v²ak z°ejmé, ºe Gje vícezna£ná, práv¥ kdyº L(GA) \ L(GB) 6= ;, tj. práv¥ kdyº hA;Bi má °e²ení. 2
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