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1 Úv o d

V neb esk é mec hanice èasto studujeme p oh yb y relativnì malýc h tìles v radi-

álním gra vitaèním p oli osamo ceného tìlesa s mnohonásobnì v ìt¹í hmotností.

Nejv ìt¹í planeta Sluneèní sousta vy { Jupiter { má hmotnost 1 050krát men¹í ne¾

Slunce. Hmotnosti ostatníc h planet, planetek, k omet a meteorù jsou v p oro v-

nání s hmotností Slunce zcela nepatrné. Hmotnost Mìsíce je pøibli¾nì 81krát

men¹í ne¾ hmotnost Zemì. Nìkteré v elk é mìsíce ostatníc h planet ma jí sice

hmotnosti sro vnatelné s Mìsícem Zemì, ale v p oro vnání s hmotnostmi planet,

k olem kterýc h obíha jí, jsou tak é nepatrné. Umìlá k osmic k á tìlesa vyslaná do

v esmíru èlo v ìk em v tom to sro vnání pøedsta vují jen nepatrná zrnk a hmot y .

P oh yb malého tìlesa v gra vitaèním p oli osamo ceného tìlesa s mnohoná-

sobnì v ìt¹í hmotností m ù¾eme nejsnáze vy¹etøit v e vzta¾né sousta v ì, její¾ p o-

èátek le¾í v e støedu v elk ého tìlesa a souøadnico v é osy smìøují k e vzdálen ým

h v ìzdám. Pøitom dosáhneme dosti pøesn ýc h výsledkù, budeme-li tuto vzta¾-

nou sousta vu p o v a¾o v at za inerciální (co¾ v e skuteènosti není nikdy pøesnì

splnìno) a zanedbáme-li gra vitaèní p ùsob ení v¹ec h vzdálen ýc h v elkýc h tìles a

jin ýc h malýc h tìles, která se souèasnì nac házejí v ok olí.

V elk á k osmic k á tìlesa | h v ìzdy a pla-

net y | ma jí kulo vý tv ar. Gra vitaèní p ole

v ok olí tak o v ého tìlesa je stejné, jak o kdyb y

se celá jeho hmota nac házela v jeho støedu.

Je-li M hmotnost cen trálního tìlesa, m

hmotnost obíha jícího malého tìlesa a r

jeho vzdálenost o d støedu cen trálního tì-

lesa (obr. 1), p ùsobí na malé tìleso pøita¾-

liv á gra vitaèní síla o v elik osti
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Obr. 1

V prvním ro èníku støední ¹k oly jste studo v ali p oh yb v radiálním gra vitaèním

p oli, který se uskuteèòo v al p o ideální køiv ce | p o kru¾nici. Gra vitaèní síla

udìlo v ala obíha jícím u tìlesu dostøediv é zryc hlení a

d

stálé v elik osti. Z ro vnosti

F

g

= {

M m

r

2

= ma

d

= m

v

2

r

= m

4 p

2

T

2

r (2)

jste o dv o dili vztah y pro výp o èet v elik osti ryc hlosti v , dob y ob ìh u T a p olomìru
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tra jektorie r :

v =

r

{ M

r

; T =

r

4 p

2

r

3

{ M

; r =

3

r

{ M T

2

4 p

2

(3)

P o dmínk a F

d

= F

g

= k onst: neb ýv á u pøirozen ýc h ob ì¾nic Slunce èi planet

pøesnì splnìna a její splnìní u umìlýc h k osmic kýc h tìles je obtí¾né, neb o» to

vy¾aduje v elk ou pøesnost pøi udìlení ryc hlosti i pøi nasta v ení p olomìru tra jek-

torie. Proto se v ìt¹ina pøirozen ýc h i umìlýc h tìles p oh ybuje k olem cen trálního

tìlesa p o jiné p erio dic ky se opakující tra jektorii | p o elipse.

Úloh y

1. Mezináro dní k osmic k á stanice ISS se p oh ybuje v e vý¹ce 380 km nad Zemí.

Vyp o èítejte její ryc hlost a dobu ob ìh u. Zemi p o v a¾ujte za homogenní k ouli

o p olomìru R

z

= 6 370 km a hmotnosti M

z

= 6 ; 0 � 10

24

kg :

2. V jak é vý¹ce nad ro vník em se nac házejí stacionární dru¾ice , jejic h¾ doba

ob ìh u je h v ìzdn ý den

:

= 86 164 s? P olomìr ro vníku je 6 378 km.

3. Zemì se p oh ybuje ok olo Slunce p o pøibli¾nì kruho v é tra jektorii. Støední

vzdálenost Zemì o d Slunce je 1 A U

:

= 1 ; 496 � 10

11

m a jeden rok má pøibli¾nì

3 ; 156 � 10

7

s. Vyp o èítejte z tìc h to úda jù hmotnost Slunce.
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2 Geometrie elipsy

Budete-li c h tít ryc hle zobrazit elipsu, p ou¾ijte k ap esní svítiln u, její¾ sv ìteln ý

tok je omezen rotaèní ku¾elo v ou plo c hou. Svítíte-li k olmo na stìn u, je osv ìtlená

plo c ha ohranièena kru¾nicí. Naklánìním osy sv ìtelného ku¾ele dostá v áme stále

protáhlej¹í elipsy , pak v jedné p oloze parab olu a p otom následují h yp erb oly

(obr. 2).

Obr. 2
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Obr. 3

Za�xujte svítiln u v p oloze, kdy je osv ìtlená plo c ha ohranièena elipsou, ob-

kreslete si elipsu na papír a vystøihnìte ji. Pøelo¾ením se m ù¾ete pøesv ìdèit, ¾e

je symetric k á p o dle dv ou os AB a C D , které jsou na vzá jem k olmé a protína jí

se v e støedu elipsy S (obr. 3). Del¹í hlavní osa o délce 2 a sp o juje hlavní vr choly

A , B , krat¹í ve d lej¹í osa o délce 2 b sp o juje ve d lej¹í vr choly C , D . V ezmeme-li

do kru¾ítk a délku hla vní p olo osy a a z v edlej¹ího vrc holu pøetneme hla vní osu,

dostaneme ohniska elipsy F

1

, F

2

. Jejic h vzdálenost e o d støedu elipsy se nazýv á

výstø e dnost ( excentricita ) elipsy . Platí

a

2

= b

2

+ e

2

; e =

p

a

2

� b

2

: (4)

P o díl " =

e

a

se nazýv á èíselná výstø e dnost ( numerická excentricita ) elipsy .

Souèet vzdáleností kteréhok oliv b o du elipsy o d ohnisek F

1

, F

2

je ro v en délce

hla vní osy . Z toho vyc hází b o do v á k onstruk ce elipsy p o dle obr. 4. Zv olíme-li na

hla vní ose b o d X

1

a sestro jíme oblouky o p olomìrec h j AX

1

j a j B X

1

j se støedy

v ohnisk ác h elipsy , dostaneme b o d X a dal¹í tøi b o dy soumìrnì sdru¾ené k b o du

X p o dle os a støedu elipsy .

Zv olme p o èátek sousta vy souøadnic v e støedu elipsy a osy x a y v hla vní a

v edlej¹í ose elipsy . P ak pro lib o v oln ý b o d X = [ x; y ] elipsy platí

j F

1

X j + j F

2

X j =

p

( x + e )

2

+ y

2

+

p

( x � e )

2

+ y

2

= 2 a :
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Umo cnìním této ro vnosti a algebraic k ou úpra v ou dostaneme

p

( x + e )

2

+ y

2

p

( x � e )

2

+ y

2

= 2 a

2

� ( x

2

+ y

2

+ e

2

)

a dal¹ím umo cnìním a úpra v ou do jdeme k e vztah u

( a

2

� e

2

) x

2

+ a

2

y

2

= a

2

( a

2

� e

2

) ;

který m ù¾eme upra vit na r ovnici elipsy v osové poloze :

x

2

a

2

+

y

2

b

2

= 1 (5)
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Obr. 5

Oblouky elipsy v ok olí vrc holù m ù¾eme nahradit oblouky oskulaèních kru¾-

nic , jejic h¾ støedy K

1

, K

2

nalezneme jedno duc hou k onstruk cí p o dle obr. 5.

Z p o dobnosti tro júhelníkù 4 AS C � 4 H AK

1

� 4 K

2

C H urèíme p olomìry

oskulaèníc h kru¾nic %

1

a %

2

:

%

1

b

=

b

a

=

a

%

2

; %

1

=

b

2

a

; %

2

=

a

2

b

: (6)

Elipsu v oso v é p oloze m ù¾eme získ at tak é z kru¾nice o p olomìru a , jestli¾e

souøadnice y b o dù zmen¹íme v p omìru b : a (obr. 6). Za v edením excentrické

anomálie E do jdeme k par ametrickým r ovnicím elipsy v osové poloze :

x = a cos E ; y = b sin E ; E 2 h 0 ; 2 p ) : (7)
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Obr. 6

Pøi p opisu p oh ybu hmotného b o du

v radiálním gra vitaèním p oli èasto v o-

líme p o èátek souøadnico v é sousta vy v oh-

nisku a p ou¾ív áme polární souø adnice r ; ' .

Zv olíme-li p ól v ohnisku F

2

a p olární osu

F

2

B p o dle obr. 7, platí

p

(2 e + r cos ' )

2

+ ( r sin ' )

2

= 2 a � r :

Úpra v ou dostaneme

r ( a + e cos ' ) = a

2

� e

2

= b

2

;

X

2 e

o

'

F

1

O � F

2

r

A B

Obr. 7

r =

b

2

a

1 +

e

a

cos '

=

p

1 + " cos '

: (8)

P arametr p je ro v en p olomìru %

1

oskulaèní kru¾nice v hla vním vrc holu, " je

èíselná výstøednost.

Úloh y

1. Narýsujte elipsu, jestli¾e a = 5 cm ; b = 3 cm. Návod :

a) Narýsujte oso vý køí¾ a p o dle obr. 3 sestro jte ohnisk a F

1

, F

2

.

b) P o dle obr. 5 nahraïte elipsu v blízk osti vrc holù oblouky oskulaèníc h

kru¾nic.

c) Bo do v ou k onstruk cí p o dle obr. 4 naleznìte v k a¾dém kv adran tu nìk olik

b o dù elipsy v e v ìt¹í vzdálenosti o d vrc holù.
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d) Prop o jte oblouky oskulaèníc h kru¾nic pøes b o dy urèené b o do v ou k on-

struk cí p omo cí køivítk a.

2. Elipsa z pøedc házející úloh y je umístìna v oso v é p oloze. Bo d X = [3 cm ; ?]

elipsy le¾í v prvním kv adran tu.

a) Vyp o ètìte výstøednost e a èíselnou výstøednost " elipsy .

b) Urèete excen tric k ou anomálii b o du X .

3. Stejnou elipsu s tím té¾ b o dem X p opi¹te p omo cí p olárníc h souøadnic za v e-

den ýc h p o dle obr. 7.

a) Napi¹te ro vnici dané elipsy v p olárníc h souøadnicíc h.

b) Urèete souøadnice r a ' b o du X .
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3 Keplero vy zák on y

Základní p oznatky o p oh ybu planet p o eliptic kýc h tra jektoriíc h ok olo Slunce

ob jevil Johannes Kepler (1571 { 1630). F orm ulo v al tøi zák on y , které vyplyn uly

z rozb oru v elmi pøesn ýc h záznam ù o p olohác h planet, které pro v ádìl p o dlouhá

léta dánský astronom T ycho Br ahe (1546 { 1601). Oba se setk ali v Praze v e

slu¾bác h císaøe Rudolfa I I., v elk ého pøízniv ce astrologie. První a druh ý zák on

uv eøejnil Kepler r. 1609:

Planet y se p oh ybují ok olo Slunce p o elipsác h málo o dli¹n ýc h o d

kru¾nic, v jejic h¾ sp oleèném ohnisku je Slunce.

Obsah y plo c h opsan ýc h prùv o dièem planet y za jednotku èasu jsou

k onstan tní.

K nim pøidal r. 1619 tøetí zák on:

P omìr druh ýc h mo cnin ob ì¾n ýc h dob dv ou planet se ro vná p o-

mìru tøetíc h mo cnin v elkýc h p olo os jejic h tra jektorií:

T

2

1

T

2

2

=

a

3

1

a

3

2

(9)

Zp ùsob, jak Kepler dosp ìl k uv eden ým zák on ùm, si m ù¾eme v elmi zjedno-

du¹enì vysv ìtlit p o dle obr. 8, kde jsou v urèitém mìøítku zobrazen y tra jektorie

Zemì a Marsu.

tra jektorie

Marsu

tra jektorie
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s

0

1

s

0

2

s

0

3

M

1

M

2

M

3
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0

1

Obr. 8

T ra jektorie Zemì, Marsu i ostatníc h planet le¾í pøibli¾nì v té¾e ro vinì a

v¹ec hn y planet y obíha jí Slunce v tém¾e sm yslu. Zemì obíhá k olem Slunce s p e-
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rio dou T

z

= 365 ; 24 d a Mars s p erio dou T , kterou za c h víli vyp o èteme, prù-

mìrn ými úhlo vými ryc hlostmi

!

m

=

2 p

T

; !

z

=

2 p

T

z

:

Pøi p ozoro v ání Marsu z p oh ybující se Zemì nem ù¾eme pøímo urèit siderickou

(skuteènou) dobu ob ìh u Marsu T , ale snadno zjistíme synodickou dobu ob ìh u

T

s

= 779 ; 94 d, tj. prùmìrnou dobu mezi dv ìma opozicemi Marsu (ok am¾iky ,

kdy se Mars nac hází pøesnì na opaèné stranì Zemì ne¾ Slunce). P ozoro v ateli

na Zemi se p oh yb Marsu jeví, jak o b y probíhal prùmìrnou úhlo v ou ryc hlostí

!

s

=

2 p

T

s

= !

z

� !

m

=

2 p

T

z

�

2 p

T

: (10)

Z toho urèíme sideric k ou dobu ob ìh u Marsu jak o

T =

T

z

T

s

T

s

� T

z

= 687 d = 1 ; 881 r : (11)

Zobrazme nejprv e v urèitém mìøítku tra jektorii Zemì, která má témìø

pøesnì tv ar kru¾nice, a na ni p oloh y Zemì Z

1

v èase t

1

a Z

0

1

v èase t

0

1

= t

1

+ k T ,

kde k T je celistvý násob ek p erio dy Marsu. Zobrazme tak é p olopøímky s

1

a s

0

1

,

na kterýc h vidíme Mars z b o dù Z

1

a Z

0

1

v èasec h t

1

a t

0

1

. Proto¾e p oloh y Marsu

se opakují s p erio dou T , nac hází se Mars v èasec h t

1

a t

0

1

v tom té¾ b o dì M

1

,

který nalezneme jak o prùseèík p olopøímek s

1

a s

0

1

. Opak o v áním p opsané k on-

struk ce pro dal¹í dv o jice èasù t

2

; t

0

2

; t

3

; t

0

3

: : : m ù¾eme p ostupnì vymo delo v at

celou tra jektorii Marsu.

P opsan ým zp ùsob em vy¹etøil Kepler p oh yb y v¹ec h tehdy znám ýc h planet

a o dhalil vý¹e uv edené zák on y . Znal o v¹em jen p omìrné v elik osti eliptic kýc h

tra jektorií. Jejic h skuteèné rozmìry b ylo mo¾no vyp o èítat a¾ p o r. 1672, kdy

Cassini trigonometric kým mìøením urèil vzdálenost Zemì a Marsu.

Keplero vy zák on y p opisují, jak se p oh ybují planet y , ale nevysv ìtlují, pr oè

se tak p oh ybují. T en to problém vyøe¹il a¾ Isaac Newton (1642 {1727), který ob-

jevil gra vitaèní zák on, sesta vil p oh yb o v ou ro vnici hmotného b o du v radiálním

gra vitaèním p oli a jejím øe¹ením Keplero vy zák on y o dv o dil.

V ra»me se n yní k prvním dv ìma Keplero vým zák on ù. Obsah plo c h y � S

opsané prùv o dièem planet y za krátk ou dobu � t urèíme jak o obsah tro júhelník a

urèeného prùv o dièem r a v ektorem v � t , kde v je ok am¾itá ryc hlost planet y

(obr. 9). Jestli¾e oba v ektory svíra jí úhel � , platí

� S =

1

2

r v � t sin � :

P o díl
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w =

� S

� t

=

r v sin �

2

(12)

udá v á obsah plo c h y opsané prùv o dièem za jednotku èasu a nazýv áme jej plo¹ná

rychlost planet y . P o dle 2. Keplero v a zák ona je pro danou planetu k onstan tní.

P oh ybuje-li se planeta p o eliptic k é tra jektorii s délk ou hla vní p olo osy a a excen-

tricitou e , délk a prùv o dièe i úhel � se mìní. Proto se mìní i v elik ost ok am¾ité

ryc hlosti planet y . Nejv ìt¹í je ryc hlost v

p

v periheliu , kdy je vzdálenost planet y

o d Slunce r

p

= a � e , a nejmen¹í v aféliu , kdy platí r

a

= a + e . V ob ou pøípadec h

je � = 90

�

(obr. 10).

Z ro vnosti

1

2

v

p

r

p

=

1

2

v

a

r

a

plyne

v

p

v

a

=

r

a

r

p

=

a + e

a � e

: (13)

Obr. 9

S

r

v � t

�

a � e a + e

S

v

p

v

a

Obr. 10

Keplero vy zák on y platí nejen pro p oh yb planet a dal¹íc h tìles | planetek,

k omet, meteorù | ok olo Slunce, ale i pro p oh yb mìsícù a dru¾ic v blízk osti

planet, kdy o v¹em roli cen trálního tìlesa pøebírá daná planeta.

Úloh y

1. Ob ì¾ná doba Marsu je T = 1 ; 881 r a èíselná výstøednost jeho tra jektorie

" = 0 ; 093 39.

a) Urèete délky p olo os jeho tra jektorie.

b) Urèete vzdálenosti Marsu o d Slunce v p eriheliu a aféliu.

c) Urèete p omìr ryc hlostí Marsu v p eriheliu a aféliu.

2. T ra jektorie Pluta má délku v elk é p olo osy a = 39 ; 5 A U a znaènou èísel-

nou výstøednost " = 0 ; 248. T ra jektorie Neptuna má pøibli¾nì tv ar kru¾nice

o p olomìru 30 ; 1 A U. Vyp o èítejte vzdálenost Pluta o d Slunce v p eriheliu a

p oro vnejte ji s p olomìrem tra jektorie Neptuna.
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3. T ra jektorie planetky Ap ollo má délku hla vní p olo osy a = 1 ; 471 A U a èísel-

nou výstøednost " = 0 ; 560.

a) Urèete dobu ob ìh u a vzdálenosti o d Slunce v p eriheliu a aféliu.

b) Urèete v elik ost v edlej¹í p olo osy tra jektorie a do sp oleèného obrázku

v mìøítku 1 A U b= 5 cm zakreslete tra jektorii Zemì jak o kru¾nici o p o-

lomìru 1 A U a tra jektorii planetky .

(Ob ì køivky na obrázku se sice protína jí, ale ro vina skuteèné tra jektorie planetky

Ap ollo je o d ro vin y ekliptiky o dc h ýlena o 6 ; 35

�

a planetk a proto Zemi nem ù¾e

zasáhnout.)

4 Mec hanic k á energie tìlesa na eliptic k é tra-

jektorii

Pøi p oh ybu hmotného b o du p o eliptic k é tra jektorii se mìní jeho ok am¾itá ryc h-

lost i vzdálenost o d støedu cen trálního tìlesa. Mìní se tedy i jeho kinetic k á a

p otenciální energie, ale celk o v á mec hanic k á energie zùstá v á k onstan tní. Vztah

pro výp o èet kinetic k é energie známe:

E

k

=

1

2

mv

2

;

kde za v dosazujeme v elik ost ok am¾ité ryc hlosti. Vztah pro výp o èet gr avitaèní

potenciální ener gie E

pg

tìlesa o hmotnosti m v radiálním gra vitaèním p oli

tìlesa o hmotnosti M n yní o dv o díme.

Práce, kterou m usíme vyk onat, ab yc hom tìleso

o hmotnosti m p osun uli v e smìru prùv o dièe ze vzdá-

lenosti r

1

o d støedu cen trálního tìlesa do vzdálenosti

r

2

(obr. 11), je ro vna pøírùstku jeho gra vitaèní p o-

tenciální energie

M

m

r

1

r

2

Obr.11

W

12

= E

pg2

� E

pg1

= F

p

( r

2

� r

1

) ; (14)

kde F

p

je v elik ost prùmìrné síly , kterou m usíme p ùsobit:

F

1

= {

M m

r

2

1

; F

2

= {

M m

r

2

2

; F

p

=

p

F

1

F

2

= {

M m

r

1

r

2

:
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P o dosazení

E

pg2

� E

pg1

= {

M m

r

1

r

2

( r

2

� r

1

) = {

M m

r

1

� {

M m

r

2

= � {

M m

r

2

�

�

� {

M m

r

1

�

:

Pøi p opisu p oh yb ù v radiálním gra vitaèním p oli je výho dné zv olit p otenciální

energii v nek oneèné vzdálenosti za n ulo v ou. P ak je o v¹em v k oneèné vzdálenosti

záp orná a platí

E

pg

= � {

M m

r

: (15)

U¾itím vztah u (13) a zák ona zac ho v ání energie o dv o díme vztah pro výp o èet

v elik osti ok am¾ité ryc hlosti v kterémk oliv b o dì eliptic k é tra jektorie. Vyjdeme

ze sousta vy ro vnic

v

a

= v

p

a � e

a + e

(16)

1

2

mv

2

p

� {

M m

a � e

=

1

2

mv

2

a

� {

M m

a + e

(17)

1

2

mv

2

� {

M m

r

=

1

2

mv

2

p

� {

M m

a � e

(18)

Dosazením z (16) do (17) a úpra v ou dostaneme

v

p

=

s

{ M

a

a + e

a � e

(19)

a p o dosazení do (18) a pøíslu¹n ýc h úpra v ác h

v =

s

{ M

�

2

r

�

1

a

�

: (20)

P omo cí vztah u (19) m ù¾eme vyjádøit plo¹nou ryc hlost jak o

w =

1

2

r

p

v

p

=

a � e

2

s

{ M

a

a + e

a � e

=

1

2

s

{ M

a

( a

2

� e

2

) ;

w =

b

2

r

{ M

a

(21)
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Úloh y

1. Jak v elk ou práci m usejí vyk onat motory rak et y , ab y vynesly dru¾ici o hmot-

nosti 1 500 kg do vý¹ky 630 km a udìlily jí ryc hlost p otøebnou pro p oh yb

p o tra jektorii tv aru kru¾nice?

2. Urèete gra vitaèní p otenciální energii tìlesa o hmotnosti 1 kg , které se na-

c hází na p o vrc h u Zemì. Uv a¾ujte jen gra vitaèní p ole Zemì a energii p o v a-

¾ujte za n ulo v ou pro r ! 1 .

3. Jak ou p o èáteèní ryc hlost b yc hom m useli udìlit tìlesu v tìsné blízk osti Zemì,

ab y se trv ale vzdálilo z dosah u jejího gra vitaèního p ùsob ení?

4. Halley o v a k ometa prolétla nap osled ok olo Slunce r. 1986 a vrátí se op ìt

za 76 ; 1 r. V p eriheliu b yla o d Slunce vzdálena 0 ; 587 A U . Urèete ryc hlost

k omet y v p eriheliu, plo¹nou ryc hlost a obsah plo c h y omezené její tra jektorií.

5. Pøi letu k osmic k é sondy k jin ým planetám m ù-

¾eme témìø p o celou dobu letu zanedbat gra vi-

taèní p ùsob ení planet a pøihlí¾et jen k e gra vitaè-

ním u p ùsob ení Slunce. Energetic ky nejvýho dnìj¹í

je tzv. Hohmannova tr ajektorie , která se dot ýk á

tra jektorie Zemì v místì startu a tra jektorie pla-

net y v místì pøistání. T ato místa m usí le¾et na

opaèn ýc h stranác h o d Slunce. Na obr. 12 je zná-

zornìna Hohmanno v a tra jektorie pro let ze Zemì

na Jupiter.

J

Z

S

Obr. 12

a) Urèete dobu letu.

b) Urèete ryc hlost sondy p o opu¹tìní oblasti, kde pøevládá gra vitaèní p ùso-

b ení Zemì, a pøed vstup em do oblasti, kde pøevládá gra vitaèní p ùsob ení

Jupitera.

c) P oro vnejte ryc hlosti urèené v úk olu b) s ryc hlostmi Zemì a Jupitera.

T ra jektorie Zemì a Jupitera p o v a¾ujte za kru¾nice o p olomìrec h 1 A U a

5 ; 2 A U. Doba ob ìh u Jupitera je 11 ; 86 r.
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5 Výp o èet rozmìrù eliptic k é tra jektorie a dob y

ob ìh u z ok am¾itého p oh yb o v ého sta vu tì-

lesa

V ok olí pericentr a (p erihelia, p erigea, : : : ) pro-

bíhá p oh yb tìlesa jak o ro vnomìrn ý p oh yb p o

oskulaèní kru¾nici o p olomìru %

1

, zp ùsob en ý do-

støediv ou gra vitaèní silou F

g

(obr. 12). Má pøitom

plo¹nou ryc hlost

w =

v

p

r

p

2

.

Z (1), (4) a (6) plyne

F

g

=

{ M m

r

2

p

= ma

d

=

mv

2

p

%

1

=

mv

2

p

a

b

2

;

b

2

= a

v

2

p

r

2

p

{ M

= a

2

� e

2

= a

2

� ( a � r

p

)

2

= 2 ar

p

� r

2

p

:

Úpra v ou dostaneme

a =

r

2

p

2 r

p

�

v

2

p

r

2

p

{ M

=

{ M

2

�

{ M

r

p

�

v

2

p

2

�
;

b

2

=

a

{ M

v

2

p

r

2

p

=

4 w

2

2

�

{ M

r

p

�

v

2

p

2

�
:

%

1

F

g

m

v

p

r

p

M

Obr. 12

Za v eïme substituci

D =

v

2

p

2

�

{ M

r

p

.

Výraz D má jedno duc h ý fyzik ální význam, který o dhalíme jeho úpra v ou na

tv ar

D =

1

2

mv

2

p

�

{ M m

r

p

m

:

Je to celk o v á mec hanic k é energie obíha jícího tìlesa pøi jeho prùletu p ericen-

trem dìlená jeho hmotností, tedy mìrná me chanická ener gie . P o dle zák ona

zac ho v ání energie se o v¹em celk o v á mec hanic k á energie b ìhem obíhání nemìní

a m ù¾eme ji vyp o èítat z p oloh y a ok am¾ité ryc hlosti v kterémk oliv b o dì tra-

jektorie. Z o dv ození je tak é zøejmé, ¾e pøi p oh ybu p o eliptic k é tra jektorii je

14



celk o v á mec hanic k á energie obíha jícího tìlesa záporná (jinak b y vy¹lo a < 0).

T ak é plo¹ná ryc hlost w je b ìhem p oh ybu k onstan tní a m ù¾eme ji vyp o èítat

v kterémk oliv b o dì tra jektorie p o dle vztah u (12). Známe-li tedy v nìkterém

ok am¾iku vzdálenost r obíha jícího tìlesa o d cen trálního tìlesa, v elik ost ok a-

m¾ité ryc hlosti v a úhel � , který svíra jí v ektory r a v , m ù¾eme vyp o èítat délky

p olo os eliptic k é tra jektorie p omo cí vztah ù

a =

{ M

� 2 D

; b = w

r

2

� D

; kde D =

v

2

2

�

{ M

r

; w =

v r sin �

2

: (22)

Dobu ob ìh u vyp o èítáme, kdy¾ plo c h u elipsy dìlíme plo¹nou ryc hlostí:

T =

p ab

w

(23)

Dosazením ze vztah u (21) dostaneme

T =

r

4 p

2

a

3

{ M

;

T

2

a

3

=

4 p

2

{ M

; (24)

co¾ souhlasí se vztahem (3) pro výp o èet p erio dy tìlesa na kruho v é tra jektorii

a upøesò uje 3. Keplerùv zák on (9).

Poznámka : Jestli¾e D = 0, má tra jektorie tv ar parab oly s parametrem

p = 2 r

p

=

4 w

2

{ M

:

Jestli¾e D > 0, je tra jektorií v ìtev h yp erb oly , její¾ p olo osy jsou

a =

{ M

2 D

; b = w

r

2

D

:

Pøíklad 1

Meteor se p oh ybuje v e vzdálenosti 2 ; 2 A U o d Slunce ryc hlostí o v elik osti

12 ; 5 km � s

� 1

, její¾ smìr je o dc h ýlen o d smìru prùv o dièe o 55

�

. Urèete rozmìry

tra jektorie a dobu ob ìh u. Do sp oleèného obrázku nakreslete dráh u Zemì a

ok am¾itou p oloh u meteoru. P ak dokreslete tra jektorii meteoru.

15



Øe¹ení

Dosazením do vztah ù (22) a (23) p ostupnì vyp o èítáme

D = � 3 ; 25 � 10

8

J � kg

� 1

; w = 1 ; 685 � 10

15

m

2

� s

� 1

;

a = 2 ; 04 � 10

11

m = 1 ; 364 A U ; b = 1 ; 32 � 10

11

m = 0 ; 883 A U ;

T = 5 ; 03 � 10

7

s = 582 d :

Výstøednost a èíselná výstøednost tra jektorie ma jí ho dnot y

e = 1 ; 56 � 10

11

m = 1 ; 04 A U ; " = 0 ; 762 :

P omo cí vztah u (8) urèíme ok am¾it ý úhel ' , který svírá prùv o diè meteoru s p o-

lopøímk ou Slunce { p erihelium. Platí

cos ' =

p

r

� 1

"

=

b

2

ar

� 1

e

a

=

b

2

� ar

er

= � 0 ; 97109 ; ' = 166 ; 2

�

:

Pro zobrazení tra jektorií na obr. 13 b ylo p ou¾ito mìøítk o 1 A U b= 3 cm.

S

r

v

M

'

Obr. 13

Úloha

Dru¾ici Zemì b yla v e vý¹ce 200 km udìlena k olmo k prùv o dièi ryc hlost

o v elik osti 8 500 m � s

� 1

. Vyp o ètìte rozmìry její tra jektorie a dobu ob ìh u.
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6 Èaso vý prùb ìh p oh ybu p o eliptic k é tra jek-

torii. Keplero v a ro vnice

Zv olme vzta¾nou sousta vu tak, ab y p o èátek le¾el v e støedu cen trálního tìlesa,

tedy v ohnisku tra jektorie, a kladná p olo osa x ab y pro c házela p ericen trem

(obr. 14). Za dobu t o d prùc ho du p ericen trem vyplní prùv o diè tìlesa èást elipsy

omezenou oblouk em P X a úseè k ami X F a F P . T en to obrazec m ù¾eme získ at

o ddìlením tro júhelník a S F X

0

o d kruho v é výseèe S P X

0

a zmen¹ením zb ytku

v e smìru osy y v p omìru b : a . Obsah plo c h y opsané prùv o dièem za dobu t

m ù¾eme za p omo ci vztah u (21) vyjádøit p omo cí excen tric k é anomálie E b o du X

jak o

S = w t =

bt

2

s

{ M

a

=

�

a

2

E

2

�

ae sin E

2

�

b

a

=

ab

2

E �

be

2

sin E :

( E udá v áme v radiánec h.) Vynásobíme-li vztah výrazem

2

ab

; dostaneme Keple-

r ovu r ovnici

( { M )

0 ; 5

a

� 1 ; 5

t = E �

e

a

sin E ; (25)

neb oli

E � " sin E � Qt = 0 ; (26)

kde " je n umeric k á excen tricita tra jektorie a Q = ( { M )

0 ; 5

a

� 1 ; 5

:

S

x

y

v

p

F

a

b

e

E

P

X

0

S

X

Obr. 14
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Keplero v ou ro vnicí je excen tric k á anomálie urèena implicitnì a pro dané t

ji m usíme vyp o èítat nìkterou z pøibli¾n ýc h n umeric kýc h meto d (viz studijní

text [ 1 ]). Pro t 2 (0 ; T ) je výraz Qt v in terv alu (0 ; 2 p ) a tak é E je v in terv alu

(0 ; 2 p ). Známe-li E , vyp o èítáme souøadnice b o du X v èase t p omo cí vztah ù

x = a cos E � e ; y = b sin E : (27)

Pøíklad 2

Kometa Hale{Bopp (obr. 15) ob jev ená

23. 7. 1995 prolétla 1. 4. 1997 p eri-

heliem v e vzdálenosti 0 ; 9141 A U o d

Slunce. Hla vní p olo osa její tra jektorie

mìøí 187 ; 8 A U. V jak é vzdálenosti o d

Slunce se nac házela v dob ì ob jev ení a

jak ou ryc hlostí se pøitom p oh yb o v ala?

Obr. 15

���

���

Øe¹ení

Nejprv e vyp o èítáme èíselnou výstøednost a délku v edlej¹í p olosy tra jektorie.

e = a � r

p

:

= 186 ; 9 A U ; " =

e

a

= 0 ; 99513 ; b =

p

a

2

� e

2

= 18 ; 51 A U :

Od ob jev ení k omet y do prùletu p eriheliem uplyn ulo 618 d = 5 ; 34 � 10

7

s. T en to

èas a ho dnot y a = 2 ; 809 � 10

13

m, M = 1 ; 99 � 10

30

kg dosadíme do Keplero vy

ro vnice a upra víme ji na tv ar

E � 0 ; 99513 sin E � 0 ; 0041322 = 0 :

Numeric kým øe¹ením do jdeme k e k oøen u E = 0 ; 259 rad a dosazením do vztah ù

(27) dostaneme souøadnice místa, kde se k ometa nac házela v dob ì jejího ob je-

v ení.

x

:

= � 8 ; 00 � 10

11

m = � 5 ; 35 A U ; y

:

= 7 ; 09 � 10

11

m = 4 ; 74 A U :

Z toho urèíme vzdálenost k omet y o d Slunce. V elik ost ryc hlosti k omet y v místì

ob jev ení vyp o èítáme p omo cí vztah u (20).

r =

p

x

2

+ y

2

:

= 1 ; 07 � 10

12

m = 7 ; 15 A U ; v = 16 � 10

3

m � s

� 1

:

Úloha

Za jak ou dobu o d prùletu p eriheliem se bude k ometa z pøíkladu 2 nac házet

v e v edlej¹ím vrc holu tra jektorie?
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7 Mo delo v ání p oh ybu tìlesa p o eliptic k é tra-

jektorii

Mo del p oh ybu tìlesa p o eliptic k é tra jektorii m ù¾eme vytv oøit tak, ¾e pro arit-

metic k ou p osloupnost èasù f t

i

g s p o èáteèní ho dnotou 0 a zv olenou diferencí

(èaso vým krok em) h , tj. pro f t

i

g = 0 ; h; 2 h; 3 h; : : : vyp o èítáme p oloh y tìlesa

øe¹ením Keplero vy ro vnice a v e vho dném mìøítku je zobrazíme.

Pøíklad 3

Øe¹ením Keplero vy ro vnice mo delujte p oh yb dru¾ice Zemì, její¾ p erigeum

je v e vzdálenosti 6 700 km o d zemsk ého støedu a ryc hlost v p erigeu má v elik ost

9 000 m � s

� 1

. Zv olte èaso vý krok 60 s.

Øe¹ení v systém u F AMULUS

� Program výp o ètu:

- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

m=6e24 ! hmotnost Zemì

km=m*6.67e-11 ! hmotnost Zemì vynásobená gravitaèní konstantou

h=60 ! èasový krok

- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -

t=0

x=6.7e6; y=0 ! poèáteèní souøadnice dru¾ice

v=9000 ! poèáteèní rychlost

SetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.37 e6 ,6. 37 e6 ) ! vykreslení Zemì

A=x/(2-v^2*x/km) ! výpoèet parametrù trajektorie a doby obìhu

ex=A-x; ce=ex/A

B=sqrt(A^2-ex^2)

T=2*pi*A*B/v/x

Q=sqrt(km)*A^-1. 5

DISP

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

t=t+h

E0=0; E1=10; ! øe¹ení Keplerovy rovnice

LOOP ! metodou pùlení intervalu

E2=E0/2+E1/2;

f=E2-ce*sin(E2)-Q *t

IF abs(f)<1e-6 THEN E=E2; EXIT END
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IF f<0 THEN E0=E2;

ELSE E1=E2 END

END

x=A*cos(E)-ex

y=B*sin(E)

� Mo del:

������

���	
�

�
�� ��

������

Èastìji se setk á v áme s mo delo v áním p oh yb ù v gra vitaèním p oli numeric-

kými metodami , které vyc házejí p ouze z p oh yb o v é ro vnice F

g

= m a ; a ze

základníc h kinematic kýc h vztah ù � v = a � t ; � r = v � t : Chceme-li pro

aritmetic k ou p osloupnost èasù f t

i

g = 0 ; h; 2 h; 3 h; : : : urèit p osloupnost p olo-

ho výc h v ektorù f r

i

g , vyjdeme z p o èáteèní p oloh y r

0

a p o èáteèní ryc hlosti v

0

a

opak o v anì p ou¾ijeme rekuren tní vztah y

v

i +1

= v

i

+ a

i

� h ; r

i +1

= r

i

+ v

i

� h ;

kde

a

i

=

F

g i

m

= �

{ M

r

3

i

r

i

;
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Pøíklad 4

Pøedc házející pøíklad øe¹te n umeric kým mo delo v áním.

Øe¹ení v systém u F AMULUS

� Program výp o ètu:

- - - - - - promìnné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

m=6e24 ! hmotnost Zemì

km=m*6.67e-11 ! hmotnost Zemì vynásobená gravitaèní konstantou

h=60 ! èasový krok

- - - - - - - - - - - poèáteèní hodnoty - - - - - - - - - - -

t=0; x=6.7e6; y=0; vx=0; vy=9000

DISP

SetMark4(1,3); Disp4(1,0,0,6.37 e6 ,6. 37 e6 ) ! vykreslení Zemì

- - - - - - - - - - - - - - model - - - - - - - - - - - - - -

f=-km/(x^2+y^2)^ 1.5 ; ax=f*x; ay=f*y ! cyklický výpoèet

vx=vx+ax*h; vy=vy+ay*h

x=x+vx*h; y=y+vy*h

t=t+h

� Mo del:

������

���	
�

�
�� ��

������

Jedno duc há n umeric k á meto da, jak ou jsme prá v ì p ou¾ili, v ede k mo delu,

který sice dobøe vystih uje c harakter sledo v aného p oh ybu, ale je dosti nepøesn ý .
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Pøesnost výp o ètu b yc hom mohli zv ìt¹it zkrácením èaso v ého kroku, èím¾ se

o v¹em pro dlu¾uje doba výp o ètu, neb o v olb ou pøesnìj¹í n umeric k é meto dy .

P o drobnìji se mo delo v áním p oh yb ù n umeric kými meto dami zab ýv á studijní

text [ 2 ].

Úloha

Mo delujte p oh yb Halley o vy k omet y v ob dobí ok olo prùletu p eriheliem.

Zv olte èaso vý krok 1 t ýden. Do tého¾ obrázku znázornìte pro sro vnání tra-

jektorii Zemì.
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Výsledky úloh

1.1. v = 7 700 m � s

� 1

; T = 5500 s. 1.2. r = 42 230 km ; h = 35 850 km.

1.3. M = 1 ; 99 � 10

30

kg .

2.2. e = 4 cm ; " = 0 ; 8; y = 2 ; 4 cm ; E = arcsin

y

b

= 53 ; 13

�

= 0 ; 927 rad .

2.3. r =

1 ; 8 cm

1 + 0 ; 8 cos '

; x = � 1 cm ; y = 2 ; 4 cm ; r = 2 ; 6 cm ;

cos ' =

p

r

� 1

"

= � 0 ; 3846 ; ' = 112

�

= 1 ; 966 rad .

3.1. a = 1 A U �

3

s

�

T

1 r

�

2

= 1 ; 524 A U ; e = 0 ; 142 A U;

r

p

= 1 ; 3815 A U ; r

a

= 1 ; 6661 A U ;

v

p

v

a

= 1 ; 206 :

3.2. r

p

= a (1 � " ) = 29 ; 7 A U :

3.3. T = 1 ; 78 r ; r

p

= 0 ; 647 A U ; r

a

= 2 ; 295 A U; b = 1 ; 219 A U :

1 A U b= 1 cm

4.1. v =

r

{ M

R

z

+ h

= 7 560 m � s

� 1

;

W = { M m

�

1

R

z

�

1

R

z

+ h

�

+

1

2

mv

2

= 5 ; 14 � 10

10

J :

4.2. E

pg

= � 6 ; 29 � 10

7

J. 4.3. v

u

=

r

2 { M

R

z

= 11 200 m � s

� 1

:

4.4. a = 17 ; 96 A U ; v

p

=

s

{ M

�

2

r

p

�

1

a

�

= 55 � 10

3

m � s

� 1

;

w =

1

2

v

p

r

p

= 2 ; 4 � 10

15

m

2

� s

� 1

; S = w T = 5 ; 75 � 10

24

m

2

:

4.5. a =

r

z

+ r

j

2

= 3 ; 1 A U ; t =

T

2

= 2 ; 73 r ; v

p

= 38 600 m � s

� 1

;

v

a

= 7 420 m � s

� 1

; v

z

= 29 800 m � s

� 1

; v

j

= 13 100 m � s

� 1

:

5. a = 8 ; 07 � 10

6

m ; b = 7 ; 93 � 10

6

m ; T = 7 200 s :

6. t =

E � " sin E

Q

=

p

2

� 0 ; 99513

7 ; 74 � 10

� 11

s = 7 ; 44 � 10

9

s = 236 r : ( T = 2 570 r : )
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