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Pøedmluv a

T e orie kódování je in terdisciplinární teorie, která v sob ì sp o juje meto dy a p ostup y

informatiky , matematiky a sp o jo v ací tec hniky . T eorie k ó do v ání pøitom stále více a

více nac hází b ezprostøední aplik aci v praxi vliv em no výc h tec hnologic kýc h zmìn.

T o, co je na teorii k ó do v ání tak strh ující, je z jedné stran y tìsná souvislost teorie

s praxí a ze stran y druhé pak mnohostranost p ou¾ív an ýc h matematic kýc h meto d.

Úlohou teorie k ó do v ání je tv orba p ostup ù a meto d, které nám za jistí b ezp eèn ý

pøenos zprá v k om unik aèním systémem. Z dùv o dù tec hnic k é realizo v atelnosti se zprá vy

pøev edou nejprv e do øady znakù nad nìjak ou k oneènou ab ecedou (nejlép e nad k oneè-

n ým tìlesem). T ato øada znakù se pak rozlo¾í do blokù p okud mo¾no stejné délky k .

Kó do v ací zaøízení nám pak utv oøí z k a¾dého bloku délky k blok délky n ,kde n � k .

Redundance získ aná v pøípadì kdy n > k slou¾í p ozdìji k rozp oznání a pøípadné

opra v ì p okud mo¾no co nejvíce pøenoso výc h c h yb. Pøenos blokù délky n p omo cí sp o-

jo v acího systém u, které reprezen tují k ó do v ané zprá vy a které se jak o celek oznaèují

blok o v é k ó dy délky n , si lze pøedsta vit buï prostoro v ì (pøes satelit, telefonem, te-

levizí, rádiem atd.) neb o tak é v èase (CD, gramo desk a, magnetofono v á pásk a atd.).

P o díl k =n se nazýv á míra informace blok o v ého k ó du a reprezen tuje mno¾ství energie

p otøebné k pøenosu k ó do v an ýc h zprá v.

V ru¹eném sp o jo v ém k análu se mohou pøi pøenosu k ó do v an ýc h zprá v vyskytnout

c h yb y dv o jího t ypu. Nejprv e je m yslitelné, ¾e nìkteré z vysílan ýc h zprá v nedo jdou

vùb ec k pøíjemci neb o ¾e je pøíjemce ob dr¾í neúplné. Druhou mo¾ností je, ¾e se mohou

vyskytnout ro vnì¾ pøenoso v é c h yb y , tj. vyslan ý znak 0 se napø. pøijme jak o 1; v teorii

k ó do v ání se zab ýv áme zejména s druh ým pøípadem.

Pro opra vu ev en tuálnì se vyskytujícíc h se pøenoso výc h c h yb jsou rozho dující dv ì

v elièin y:

� míra opra vitelnosti c h yb, která nám udá v á v k a¾dé k ó do v ané zprá v ì p o díl opra-

viteln ýc h c h yb, a

� k omplexita dek ó deru, který má za úloh u pro pøijatou k ó do v anou zprá vu zjistit

vyslanou zprá vu.

Hla vním cílem teorie k ó do v ání je tv orba k ó du s p okud mo¾no co nejv ìt¹í mírou

informace a s co mo¾ná nejv ìt¹í mírou opra vitelnosti c h yb pøi souèasnì co mo¾ná
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nejmen¹í k omplexitì dek ó déru.

Shannono v a v ìta o k apacitì k análu nám zaruèuje existenci blok o výc h k ó dù s mírou

informace lib o v olnì blízce p o d k apacitou k análu, tzn. s mírou informace, která je

tak vysok á jak nám to p ou¾ív an ý k anál vùb ec do v olí a s lib o v olnì v elk ou mírou

opra vitelnosti c h yb. Nek onstruktivní c harakter této skuteènosti b yl zro dem teorie

k ó do v ání.

V mnoha pøípadec h je v¹ak èaso v á náro ènost pro dek ó do v ání k ó du tak v elk á, ¾e

neúplné vyu¾ití k apacit y k análu má mnohem men¹í dùle¾itost ne¾ pøíli¹ k omplik o v an ý

dek ó do v ací p ostup. Z tohoto dùv o du se v teorii k ó do v ání zk ouma jí znaènì k ó dy s

relativnì jedno duc h ým realizo v ateln ým dek ó do v acím algoritmem.

Pro urèení vlastností opra vujícíc h se c h yb daného k ó du se uk ázala dùle¾itá do-

dateèná znalost jeho struktury . Proto se v teorii k ó do v ání zk ouma jí blok o v é k ó dy

opatøené do dateènou algebraic k ou strukturou, u kterýc h lze doufat, ¾e budou mít v

praxi p ou¾itelné teoretic k é vlastnosti.

Lineární k ó dy reprezen tují jistou tøídu blok o výc h k ó dù a jsou opatøen y do dateè-

nou algebraic k ou strukturou { strukturou v ektoro v ého prostoru. P ak lineární k ó d nad

k oneèn ým tìlesem K je reprezen to v án jak o k -rozmìrn ý p o dprostor n -rozmìrného v ek-

toro v ého prostoru nad K . Strukturu lineárníc h k ó dù lze pak analyzo v at prostøedky a

meto dami lineární algebry . K nejznámìj¹ím pøíkladùm praktic k ého p ou¾ití lineárníc h

k ó dù patøí

� binární Reed-Mullero vy k ó dy { v esmírná sonda þ Marinerÿ p ou¾ila binární Reed-

Mullerùv k ó d prvního øádu délky 32 pro pøenos dato v ého materiálu foto doku-

men tace planet y Mars, a ro vnì¾

� Reed-Solomono vy k ó dy { napø. se p ou¾ív a jí pro ukládání optic ky k ó do v an ýc h

zvuk o výc h signálù na CD dv a lineární k ó dy , které b yly o dv ozen y zkrácením

Reed-Solomono v a k ó du délky 255 nad tìlesem GF(2

8

).

T en to uèební text je zalo¾en na monogra�i þ Co des and Cryptograph yÿ D. W el-

she. Záro v eò vyu¾ív á text y èeskýc h autorù jak o je napø. þ Kó do v áníÿ Jiøího Adámk a.

T ext je zpøístupnìn v¹em studen tùm (a u¾iv atelùm INTERNET u) p omo cí anon ym-

ního FTP pøístupu na p o èítaè ftp.m uni.cz. Adresáø /pub/math.m uni.cz je jeden z

diskù p o èítaèe king.math.m uni.cz. T en to adresáø obsah uje adresáøe lectures, pap ers,

soft w are. Na p o èítaèi v adresáøi lectures je zøízen adresáø pro ukládání materiálu pro

pøedná¹ky/semináøe.
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Kapitola 1

En tropie = neurèitost = nejistota

= informace

1 Nejistota

Uv a¾me následující tvrzení.

A Výsledek b ìh u mezi dv ìma si ro vn ými zá v o dníky je ménì nejist ý ne¾ výsledek

b ìh u mezi ¹esti si ro vn ými zá v o dníky .

B Výsledek rulet y je více nejist ý ne¾ vrh k ostk ou.

C Výsledek vrh u ideální k ostk ou je více nejist ý ne¾ výsledek vrh u fale¹nou k ostk ou.

Zøejmì s vý¹e uv eden ými tvrzeními lze ok am¾itì souhlasit. Obtí¾né v¹ak bude

de�no v at, co je to vlastnì nejistota. P o dív ejme se na dv ì rùzné náho dné v elièin y X

a Y . Nec h »

P ( X = 0) = p; P ( X = 1) = 1 � p;

a

P ( Y = 100) = p; P ( Y = 200) = 1 � p;

pøièm¾ 0 < p < 1 :

Zøejmì b y nám de�nice nejistot y mìla za jistit, ¾e X a Y jsou stejnì nejisté. T edy

nejistota X a tedy i Y b y mìla b ýt funk cí pouze pra vdìp o dobnosti p: T ato vlastnost

nejistot y m usí b ýt roz¹iøitelná i na náho dné promìnné, které nab ýv a jí více ne¾ dv ou

ho dnot. T edy:

Nejistota náho dné promìnné Z , která nab ýv á ho dnot y a

i

s pra vdìp o dobností

p

i

, (1 � i � n ), je funk cí pouze pra vdìp o dobností p

1

; : : : ; p

n

:

Proto znaèíme tak o v outo funk ci jak o H ( p

1

; : : : ; p

n

), pøièem¾ pøedp okládáme spl-

nìní následujícíc h pøirozen ýc h p o dmínek:
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8 KAPITOLA 1. ENTR OPIE = NEUR ÈITOST = NEJISTOT A = INF ORMA CE

(A1) H ( p

1

; : : : ; p

n

) je maximální, kdy¾ p

1

= p

2

= : : : = p

n

= 1 =n:

(A2) Pro k a¾dou p erm utaci � na f 1 ; : : : ; n g platí

H ( p

1

; : : : ; p

n

) = H ( p

� (1)

; : : : ; p

� ( n )

) :

T edy H je symetric k á funk ce svýc h argumen tù tj. její výsledek nezá visí na

p oøadí.

(A3) H ( p

1

; : : : ; p

n

) � 0 a ro vnost nastá v á prá v ì tehdy , kdy¾ p

i

= 1 pro nìjak é i:

Nejistota má tedy v¾dy nezáp ornou ho dnotu a je n ulo v á prá v ì tehdy , kdy¾ je

jak ák oliv náho da vylouèena.

(A4)

H ( p

1

; : : : ; p

n

; 0) = H ( p

1

; : : : ; p

n

) :

Nejistota vrh u ¹estib ok ou ideální k ostk ou je tatá¾ jak o nejistota vrh u sedmi-

b ok ou k ostk ou, u které je nemo¾né ab y padla 7 ale ostatní pøípady jsou si

ro vno cenné.

(A5)

H (1 =n; : : : ; 1 =n ) � H (1 =n + 1 ; : : : ; 1 =n + 1) :

Výsledek b ìh u mezi dv ìma zá v o dníky je ménì nejist ý ne¾ výsledek b ìh u mezi

více zá v o dníky .

(A6) H ( p

1

; : : : ; p

n

) je sp o jitá funk ce svýc h parametrù. Malé zmìn y na vstupu da jí

malé zmìn y na výstupu.

(A7) Jsou-li m; n 2 N , pak

H (1 =m � n; : : : ; 1 =m � n ) = H (1 =m; : : : ; 1 =m ) + H (1 =n; : : : ; 1 =n ) :

T ato p o dmínk a øík á, ¾e nejistota vrh u m � n � stranné k ostky je obsa¾ena v e

vrh u m -stranné k ostky následo v aná vrhem n -stranné k ostky , a je ro vna souètu

individuálníc h nejistot.

(A8) Nec h » p = p

1

+ : : : + p

m

a q = q

1

+ : : : + q

n

, p

i

; q

j

jsou neznámé. Jsou-li p a q

kladná èísla, p + q = 1, pak platí

H ( p

1

; :::; p

m

; q

1

; : : : ; q

n

) = H ( p; q ) + p � H ( p

1

=p; : : : ; p

m

=p ) + q � H ( q

1

=q ; : : : ; q

n

=q ) :

Pøedsta vme si, ¾e máme n + m uc hazeèù na místo v k onkurzu - z toho je m

m u¾ù a n ¾en, s pra vdìp o dobnostmí p

i

; q

j

vítìzství v k onkurzu. P ak nejistota

výsledku k onkurzu je nejistota, ¾e vyhra je m u¾ neb o ¾ena plus v á¾en ý souèet,

nejistot výhry mezi m u¾i a ¾enami.
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1. NEJISTOT A 9

Vìta 1.1 Buï H ( p

1

; : : : ; p

n

) funkce de�novaná pr o ka¾dé pøir ozené èíslo n a pr o

v¹e chny hodnoty p

1

; : : : ; p

n

tak, ¾e p

i

� 0 a

n

X

i =1

p

i

= 1 :

Pokud H splòuje axiómy (A1)-(A8), pak platí

H ( p

1

; p

2

; : : : ; p

n

) = � �

X

k

p

k

� log p

k

; (1.1)

kde � je libovolná kladná konstanta a sumuje se pø es v¹e chna k taková,¾e p

k

> 0 :

D � uk az. Nec h » H splò uje axióm y (A1)-(A8). De�n ujme

(1) g ( n ) = H (1 =n; : : : ; 1 =n ) pro n 2 N : Z (A7) pak

g ( n

k

) = g ( n ) + g ( n

k � 1

)

a tedy

(2) g ( n

k

) = k � g ( n ) : Buï dále r ; s 2 N � f 1 g ; n 2 N a m = m ( n; r ; s ) 2 N tak, ¾e

(3) r

m

� s

n

� r

m +1

; pak dle (2) a monotonie g (dle (A5)) máme

g ( r

m

) � g ( s

n

) � g ( r

m +1

) ;

tedy

m � g ( r ) � n � g ( s ) � ( m + 1) � g ( r ) :

Z (3) pak máme

m � ln ( r ) � n � ln ( s ) � ( m + 1) � ln ( r )

a tedy

�

�

�

�

�

g ( s )

g ( r )

�

ln( s )

ln ( r )

�

�

�

�

�

�

2

n

:

Proto¾e n b ylo lib o v olnou pøirozené èíslo, je

g ( s )

ln ( s )

=

g ( r )

ln( r )

= A;

kde A je nìjak á k onstan ta. T edy
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10 KAPITOLA 1. ENTR OPIE = NEUR ÈITOST = NEJISTOT A = INF ORMA CE

(5)

g ( s ) = A � ln ( s ) :

Buï 0 < p < 1 racionální, p = t=n , t; n 2 N : P olo¾me q = ( n � t ) =n: Z (A8)

pak

g ( n ) = H (

1

n

; : : : ;

1

n

) = H (

t

n

;

n � t

n

) +

t

n

� g ( t ) +

n � t

n

� g ( n � t ) :

Z (5) pak jedno duc hou úpra v ou

H (

t

n

;

n � t

n

) = A � (

t

n

) � ln

t

n

+ A � (

n � t

n

) � ln

n � t

n

:

Zejména pak

(6)

H ( p; 1 � p ) = A � p � ln p + A � (1 � p ) � ln(1 � p ) ;

a to pro k a¾dé racionální èíslo p mezi 0 a 1 : Ze sp o jitosti H platí (6) pro v¹ec hna

0 < p < 1 : Dok a¾me, ¾e pro k a¾dé N 2 N platí

(7)

H ( p

1

; : : : ; p

N

) = A �

N

X

i =1

p

i

� ln p

i

;

pøièem¾ p

i

> 0 a p

1

+ : : : + p

N

= 1 ; a to induk cí p o dle N . Z (6) víme, ¾e (7) platí

pro N = 2 : Pøedp okládejme, ¾e (7) platí pro N a uv a¾ujme H ( p

1

; : : : ; p

N +1

) :

P olo¾me p = p

1

+ : : : + p

N

; q = p

N +1

; a p ou¾ijme (A8). Máme pak

H ( p

1

; : : : ; p

N +1

) = H ( p; q ) + p � H (

p

1

p

; : : : ;

p

N

p

) + q � H (1)

= A � p � ln p + A � q � ln q + p � A �

N

X

i =1

p

i

p

ln

p

i

p

;

z induk èního pøedp okladu. Upra víme-li p oslední ro vnost na tv ar

H ( p

1

; : : : ; p

N +1

) = A � p � ln p + A � p

N +1

� ln p

N +1

+ A �

N

X

i =1

p

i

� (ln p

i

� ln p ) ;

a vzp omeneme-li si, ¾e

P

N

i =1

p

i

= p; ob dr¾íme hledanou ro vnost

H ( p

1

; : : : ; p

N +1

) = A �

N +1

X

i =1

p

i

� ln p

i

:

Na základì vý¹e uv edené v ìt y pak de�n ujeme
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2. ENTR OPIE A JEJÍ VLASTNOSTI 11

De�nice. Buï X náho dná promìnná s k oneèn ým ob orem ho dnot s o dp o vída jícími

pra vdìp o dobnostmi p

1

; p

2

; : : : ; p

n

. P ak de�n ujeme nejistotu neb oli entr opii náho dné

v elièin y X jak o

H ( X ) = �

X

k

p

k

� log

2

p

k

; (1.2)

kde suma se b ere p ouze pøes ta k , pro která je p

k

> 0 :

P oznámk a 1.2 Nadále budeme v¾dy (bez újmy na obe cnosti) pø e dpokládat, ¾e pr o

v¹e chny èleny pr avé str any (1.2) jsou pr avdìpodobnosti p

k

nenulové.

Poznámka 1.3 Podmínky (A1)-(A8) odpovídají axiomùm pr o entr opii navr¾eným

Shannonem.

Cvièení 1.4

1. Který dostih má vìt¹í entr opii: handikap, ve kter ém je se dm ¾okejù, tøi z nich

vyhr ají s pr avdìpodobností

1

6

a ètyøi z nich s pr avdìpodobností

1

8

nebo dostih, v

nìm¾ musí být vítìz pr odán za pø e dem stanovenou cenu a ve kter ém je 8 ¾okejù

s dvìma koni s pr avdìpodobností výhry

1

4

a ¹est koní s pr avdìpodobností výhry

1

12

?

2. Ovìøte, ¾e vý¹e de�novaná funkce entr opie splòuje podmínky (A1)-(A8).

2 En tropie a její vlastnosti

Øekli jsme, ¾e pro náho dnou promìnnou X s k oneèn ým ob orem ho dnot a s pra vdì-

p odobnostmi p

1

; : : : ; p

n

tak, ¾e

X

p

i

= 1 a p

i

> 0(1 � i � n ) ;

de�n ujeme en tropii X jak o

H ( X ) = �

n

X

k =1

p

k

� log

2

p

k

:

Analogic ky pak pro náho dn ý v ektor X , který nab ýv á p ouze k oneènì mnoha ho dnot

u

1

; : : : ; u

m

; de�m ujeme jeho entr opii náho dného v elktoru jak o

H ( X ) = �

m

X

k =1

p ( u

k

) � log

2

p ( u

k

) : (1.3)

Je-li napøíklad X 2-dimenzionální náho dn ý v ektor, X = ( U; V ) s

p

ij

= P ( U = a

i

; V = b

j

) ;

11



12 KAPITOLA 1. ENTR OPIE = NEUR ÈITOST = NEJISTOT A = INF ORMA CE

budeme èasto psát

H ( X ) = H ( U; V ) = �

X

p

ij

� log

2

p

ij:

Zcela ob ecnì, jsou-li X

1

; : : : ; X

m

náho dné promìnné tak, ¾e k a¾dá z nic h nab ýv á

p ouze k oneènì mnoha ho dnot, lze pak p o v a¾o v at X = ( X

1

; : : : ; X

m

) za náho dn ý

v ektor a de�no v at souhrnou en tropii X

1

; : : : ; X

m

jak o

H ( X

1

; : : : ; X

m

) = H ( X ) = �

X

( x

1

;::: ;x

m

)

p ( x

1

; : : : ; x

m

) � log

2

p ( x

1

; : : : ; x

m

) ; (1.4)

kde p ( x

1

; : : : ; x

m

) = P ( X

1

= x

1

; X

2

= x

2

; : : : ; X

m

= x

m

). Snadno se o v ìøí, ¾e:

H ( X ) = 0 prá v ì tehdy , kdy¾ X je k onstan tní. (1.5)

Horní hranice pro H je urèena následující v ìtou:

Vìta 2.1 Pr o ka¾dé pøir ozené èíslo n máme

H ( p

1

; : : : ; p

n

) � log

2

n;

pøièem¾ r ovnost nastává pr ávì tehdy, kdy¾ p

1

= p

2

= : : : = p

n

= n

� 1

:

D � uk az. Zøejmì

log

2

x = log

2

e log

e

x:

Proto¾e logaritm us je k on v exní funk ce tj. le¾í celá p o d teènou, máme

log

e

x � x � 1 ;

pøièem¾ ro vnost nastá v á prá v ì tehdy , kdy¾ x = 1 : T edy , je-li ( q

1

; : : : ; q

n

) lib o v olné

pra vdìp o dobnostní rozdìlení, pak máme

log

e

( q

k

=p

k

) � ( q

k

=p

k

) � 1 ;

s ro vností prá v ì tehdy , kdy¾ q

k

= p

k

: T udí¾,

X

p

i

� log

e

( q

i

=p

i

) �

X

q

k

�

X

p

k

= 0 ;

a z toho pak

X

p

i

� log

2

q

i

�

X

p

i

� log

2

p

i

:

P olo¾íme-li q

i

= 1 =n , ob dr¾íme dosazením

H ( p

1

; : : : ; p

n

) = �

X

p

i

� log

2

p

i

� log

2

n;

co¾ se mìlo dok ázat. Zb ytek tvrzení o ro vnosti plyne b ezprostøednì z dùk azu.

12



2. ENTR OPIE A JEJÍ VLASTNOSTI 13

P oznamenejme, ¾e jsme dok ázali v elmi u¾iteènou nero vnost a to:

Lemma 2.2 Je-li ( p

i

: 1 � i � n ) dané pr avdìpodobnostní r ozdìlení, pak minimum

funkce

G ( q

1

; : : : ; q

n

) = �

X

p

i

� log

2

q

i

pø es v¹e chna pr avdìpodobnostní r ozdìlení ( q

1

; : : : ; q

n

) nastává, pokud q

k

= p

k

(1 �

k � n ) :

Vìta 2.3 Jsou-li X a Y náhodné pr omìnné s kone èným obor em hodnot, platí pak

H ( X ; Y ) � H ( X ) + H ( Y ) ;

pøièem¾ r ovnost nastává tehdy a jen tehdy, kdy¾ X a Y jsou nezávislé.

D � uk az. Pøedp okládejme, ¾e

r

i

= P ( X = a

i

) (1 � i � m ) ; s

j

= P ( Y = b

j

) (1 � j � n ) ;

t

ij

= P ( X = a

i

; Y = b

j

) (1 � i � m; 1 � j � n ) :

P ak

H ( X ) + H ( Y ) = �

0

@

X

i

r

i

� log

2

r

i

+

X

j

s

j

� log

2

s

j

1

A

= �

0

@

X

i;j

t

ij

� log

2

r

i

+

X

j;i

t

ij

� log

2

s

j

1

A

;

proto¾e

X

j

t

ij

= r

i

;

X

i

t

ij

= s

j

:

Odtud pak

H ( X ) + H ( Y ) = �

X

i;j

t

ij

� log

2

( r

i

� s

j

)

� �

X

i;j

t

ij

� log

2

( t

ij

) = H ( X ; Y )

dle pøedc hozího lemmatu. Ro vnost nastane prá v ì tehdy , kdy¾

r

i

� s

j

= t

ij

:

Ale to je prá v ì p o dmínk a nezá vislosti X a Y :

13



14 KAPITOLA 1. ENTR OPIE = NEUR ÈITOST = NEJISTOT A = INF ORMA CE

Jedno duc h ým roz¹íøením této meto dy lze dok ázat:

H ( X

1

; : : : ; X

n

) � H ( X

1

) + : : : + H ( X

n

) ; (1.6)

pøièem¾ ro vnost nastá v á prá v ì tehdy , kdy¾ X

1

; : : : ; X

n

jsou na vzá jem nezá vislé;

H ( U ; V ) � H ( U ) + H ( V ) (1.7)

pro k a¾dou dv o jici náho dn ýc h v ektorù U ; V , pøièem¾ ro vnost nastá v á prá v ì tehdy ,

kdy¾ U a V jsou nezá vislé náho dné v ektory .

Dùk azy (je¾ lze dok ázat pøesnì stejn ým zp ùsob em jak o v ìtu 1.2 z pøedc hozího

lemmatu) jsou p onec hán y ètenáøi.

Cvièení 2.4

1. Dvì ide ální kostky jsou vr¾eny; X oznaèuje hodnotu získanou první kostkou,

Y hodnotu získanou druhou kostkou. Doka¾te, ¾e H ( X ; Y ) = H ( X ) + H ( Y ) .

Doka¾te, ¾e je-li Z = X + Y , pak

H ( Z ) < H ( X ; Y ) :

2. Doka¾te, ¾e pr o ka¾dou náhodnou pr omìnnou X ,

H ( X ; X

2

) = H ( X ) :

3. Doka¾te, ¾e pr o ka¾dou posloupnost náhodných pr omìnných ( X

i

: 1 � i < 1 ) ;

H ( X

1

; : : : ; X

n

) � H ( X

1

; : : : ; X

n +1

) :

3 P o dmínìná en tropie

Pøedp okládejme, ¾e X je náho dná promìnná na pra vdìp o dobnostním prostoru 
 a A

je událost z 
. Nab ýv á-li X k oneèné mno¾in y ho dnot f a

i

: 1 � i � m g , je pøirozené

de�no v at podmínìnou entr opii náho dné promìnné X urèenou událostí A jak o

H ( X j A ) = �

m

X

k =1

P ( X = a

k

j A )log P ( X = a

k

j A ) :

Úplnì stejnì, je-li Y jiná náho dná promìnná nab ýv a jící ho dnot b

k

(1 � k � m ),

de�n ujeme podmínìnou entr opii náho dné promìnné X urèenou náho dnou promìnnou

Y jak o

H ( X j Y ) =

X

j

H ( X j Y = b

j

) P ( Y = b

j

) :

14



3. PODMÍNÌNÁ ENTR OPIE 15

P o v a¾ujeme H ( X j Y ) za en tropii náho dné promìnné X urèenou jistou ho dnotou

Y zprùmìro v anou pøes v¹ec hn y ho dnot y , jic h¾ m ù¾e Y nab ýv at.

Zcela triviální dùsledky de�nic jsou:

H ( X j X ) = 0 ; (1.8)

H ( X j Y ) = H ( X ) jsou-li X a Y nezá vislé : (1.9)

Pøíklad 3.1 Buï X náhodná pr omìnná získaná vrháním ide ální kostky. Buï dále

Y jiná náhodná pr omìnná ur èená tímté¾ experimentem, pøièem¾ Y se r ovná 1 , je-li

vr¾ená hodnota lichá a 0 v ostatních pøípade ch. Pr oto¾e kostka je ide ální,

H ( X ) = log 6 ; H ( Y ) = log 2 ;

a

H ( X j Y ) = log 3 :

Jsou-li U a V náho dné v ektory , pøirozenì roz¹íøíme de�nici p o dmínìné en tropie

následo vnì

H ( U j V ) =

X

j

H ( U j V = v

j

) P ( V = v

j

) ; (1.10)

pøièem¾ se sèítá, jak o ob vykle, pøes (k oneèn ý) ob or ho dnot v

j

tak, ¾e o dp o vída jící

pra vdìp o dobnost je kladná.

Jak o první pøíklad, jakým zp ùsob em en tropie H ( U j V ) mìøí nejistotu o U obsa-

¾enou v e V , dok á¾eme:

H ( U j V ) = 0 prá v ì tehdy , kdy¾ U = g ( V ) pro nìjak ou funk ci g : (1.11)

D � uk az. Pra v á strana z de�nice p o dmínìné en tropie je souèet k oneèného p o ètu nezá-

p orn ýc h v elièin. T udí¾, ab y b yla n ulo v á, p otøebujeme H ( U j V = v

j

) = 0 pro v¹ec hna

j . Ale op ìt k a¾dá z tìc h to nezáp orn ýc h v elièin je n ulo v á prá v ì tehdy , kdy¾ U je

jednoznaènì urèená V .

P onìkud více nám dá v á následující výsledek, který matematic ky vyjadøuje ideu,

¾e na¹e de�nice p o dmínìné en tropie X pøi daném Y k orektnì mìøí zb ýv a jící nejistotu.

Vìta 3.2 Pr o ka¾dou dvojici náhodných pr omìnných X a Y , kter é nabývají pouze

kone èné mno¾iny hodnot, platí

H ( X ; Y ) = H ( Y ) + H ( X j Y ) :

15



16 KAPITOLA 1. ENTR OPIE = NEUR ÈITOST = NEJISTOT A = INF ORMA CE

D � uk az. Bez ztrát y na ob ecnosti lze pøedp okládat, ¾e X a Y nab ýv a jí p ouze celoèí-

seln ýc h ho dnot a, kde to bude n utné, ¾e p

ij

= P ( X = i; Y = j ). Nyní

H ( X ; Y ) = �

X

i

X

j

P ( X = i; Y = j )log P ( X = i; Y = j )

= �

X

i

X

j

P ( X = i; Y = j )log P ( X = i j Y = j ) P ( Y = j )

= �

X

i

X

j

p

ij

log P ( X = i j Y = j ) �

X

i

X

j

p

ij

log P ( Y = j )

= �

X

i

X

j

P ( X = i j Y = j ) P ( Y = j )log P ( X = i j Y = j ) + H ( Y )

= �

X

j

P ( Y = j )

X

i

P ( X = i j Y = j )log P ( X = i j Y = j ) + H ( Y )

=

X

j

P ( Y = j ) H ( X j Y = j ) + H ( Y )

= H ( X j Y ) + H ( Y ) ; co¾ b ylo tøeba dok ázat

Vìta 3.3 Jsou-li U a V náhodné vektory, kter é nabývají pouze kone èné mno¾iny

hodnot, platí

H ( U ; V ) = H ( V ) + H ( U j V ) :

D � uk az. Pro c házíme dùk azem pøedc hozí v ìt y , ale namísto X a Y nab ýv a jíc h p ouze

celo èíseln ýc h ho dnot i a j máme U a V nab ýv a jíc h ho dnot u

i

a v

j

, kde u

i

a v

j

jsou

zadané v ektory .

Následující výsledek je b ezprostøední dùsledek.

D � usledek 3.4 Pr o ka¾dou dvojici X a Y náhodných vektorù je H ( X j Y ) � H ( X ) a

r ovnost nastává pr ávì tehdy, kdy¾ X a Y jsou nezávislé.

D � uk az.

H ( X j Y ) = H ( X ; Y ) � H ( Y ) :

Ale H ( X ; Y ) � H ( X ) + H ( Y ) ; s ro vností prá v ì tehdy , kdy¾ X a Y jsou nezá vislé.

Cvièení 3.5

1. Uka¾te, ¾e pr o ka¾dou náhodnou pr omìnnou X platí

H ( X

2

j X ) = 0 ;

ale uve ïte pøíklad, ¾e H ( X j X

2

) není v¾dy nulová.

16



4. INF ORMA CE 17

2. Náhodná pr omìnná X nabývá celoèíselných hodnot 1 ; : : : ; 2 N se stejnou pr av-

dìpodobností. Náhodná pr omìnná Y je de�novaná Y = 0 , je-li X sudá, ale

Y = 1 , je-li X lichá. Uka¾te, ¾e

H ( X j Y ) = H ( X ) � 1 ;

ale ¾e H ( Y j X ) = 0 :

4 Informace

Zdá se, ¾e R.V .L. Hartley b yl v r. 1928 první, kdo se p okusil pøiøadit kv an titativní míru

k p o jm u informace. Racionální pøíèin u za tím to p okusem m ù¾eme èásteènì p opsat

následo vnì.

Pøedp okládejme, ¾e E

1

a E

2

jsou dv ì události v pra vdìp o dobnostním prostoru 


sp o jené jist ým exp erimen tem a pøedp okládejme, ¾e funk ce I je na¹e míra informace.

Ma jí-li E

1

a E

2

pra vdìp o dobnosti p

1

a p

2

, pak m ù¾eme argumen to v at tím, ¾e k a¾dá

pøirozená míra obsah u informace b y mìla splòo v at

I ( p

1

p

2

) = I ( p

1

) + I ( p

2

)

na základì toho, ¾e, pro dv ì nezá vislé realizace exp erimen tu, informace, pro kterou

výsledky tìc h to exp erimen tù dopadnou jak o E

1

následo v áno E

2

, b y mìla b ýt souètem

informací získ an ýc h pro v edením tìc h to exp erimen tù zvlá¹».

Pøipustíme-li, ¾e vý¹e uv edená ro vnost má jistou platnost, a pøejeme-li si mít na¹i

míru nezáp ornou a sp o jitou v p , co¾ jsou oba pøirozené pøedp oklady , zb ýv á nám s

malou alternativ ou de�novat informaci I události E kladné pra vdìp odobnosti jak o

I ( E ) = � log

2

P ( E ) ;

pøièem¾ jsme vybrali 2 jak o základ na¹ic h logaritm ù, ab yc hom zac ho v ali soulad s

mo derní k on v encí. (Hartley p ùv o dnì p ou¾il logaritm y o základu 10.) Platí toti¾ ná-

sledující tvrzení

Vìta 4.1 F unkce I ( p ) , de�novaná pr o v¹e chna 0 < p � 1 , splòuje podmínky I ( p ) �

0 , pr o v¹e chna 0 < p � 1 , I ( p � q ) = I ( p ) + I ( q ) pr o v¹e chny 0 < p; q � 1 takové, ¾e p

a q jsou pr avdìpodobnosti navzájem nezávislých jevù, a podmínku spojitosti vzhle dem

k p pr ávì tehdy, kdy¾ je tvaru

I ( p ) = � � log

2

p;

kde � je kladná konstanta.

17



18 KAPITOLA 1. ENTR OPIE = NEUR ÈITOST = NEJISTOT A = INF ORMA CE

D � uk az. P onec háme za cvièení uk ázat, ¾e k a¾dá funk ce vý¹e uv edeného tv aru splò uje

v¹ec hn y tøi p o dmínky .

Ab yc hom dok ázali obrácené tvrzení, pøip omeòme, ¾e z vlastnosti I ( p � q ) = I ( p ) +

I ( q ) máme I ( p

n

) = nI ( p ) pro v¹ec hna kladná pøirozená èísla n . Sp eciálnì tedy platí

I ( p

1

n

) =

1

n

I ( p ) :

Odtud pak máme

I ( p

n

m

) = nI ( p

1

m

=

n

m

I ( p ) ;

tj. platí I ( p

q

) = q I ( p ) pro v¹ec hna kladná racionální èísla q . Ze sp o jitosti umo còo v ání

a funk ce I máme, ¾e pro v¹ec hna kladná reálná èísla r m usí platit

I ( p

r

) = r I ( p ) :

Buï n yní p lib o v olné, p evnì zv olené èíslo, 0 < p < 1. Proto¾e k a¾dé èíslo q , 0 < q < 1

lze psát v e tv aru q = p

log

p

q

, máme pak

I ( q ) = I ( p

log

p

q

) = I ( p )log

p

q = I ( p )

log

2

q

log

2

p

= � � log

2

q ;

pro vho dnou kladnou k onstan tu � = �

I ( p )

log

2

p

. Ze sp o jitosti funk ce I plyne I (1) = 0.

Pøíklad 4.2 Pø e dpokládejme, ¾e máme zdr oj, který emituje ø etìze c binárních èíslic

0 a 1 , ka¾dou se stejnou pr avdìpodobností a nezávisle pr o po sobì jdoucích èíslicích.

Buï E událost, ¾e prvních n èíslic jsou støídavì nuly a je dnièky. Pak evidentnì

I ( E ) = � log

2

1

2

n

= n

a toté¾ platí pr o ka¾dou pø e depsanou posloupnost èíslic délky n .

T edy "informaènì-teoretic k á" jednotk a informace, toti¾ bit , o dp o vídá pøirozenì

vyu¾ití slo v a "bit", které znamená binární èíslo v souèasné p o èítaèo v é terminologii.

Roz¹íøíme p o jem informace na to, ab yc hom p okryli náho dné promìnné a v ek-

tory následo vnì. Pøedp okládejme, ¾e U je náho dn ý v ektor, který nab ýv á ho dnot y

u

1

; : : : ; u

m

; s pra vdìp odobnostmi p

1

; : : : ; p

m

: P ak k a¾dá z elemen tárníc h událostí

U = u

k

(1 � k � m ) obsah uje sdru¾enou informaci ro vnou � log

2

P ( p

k

) a p ozna-

menejme, ¾e en tropie v ektoru U je urèena vztahem

H ( U ) = �

X

p

k

log

2

P ( p

k

) =

X

p

k

I ( U = u

k

) ;

18



5. ZÁ VÌR 19

tedy H ( U ) má pøirozenou in terpretaci jak o støední ho dnota informace sdru¾ené s

elemen tárními událostmi urèen ými U :

Ob ecnìji, jsou-li U a V dv a náho dné v ektory , de�n ujeme informaci o U poskyt-

nutou V jak o èíslo

I ( U j V ) = H ( U ) � H ( U j V ) :

Jinak øeèeno, I ( U j V ) vyjadøuje mno¾ství nejistot y o U o dstranìné V .

Zøejmì platí, ¾e

I ( U j U ) = H ( U ) ;

I ( U j V ) = 0 prá v ì tehdy , kdy¾ U a V jsou nezá vislé.

D � uk az. Výsledek plyne b ezprostøednì z døív ìj¹í p oznámky , ¾e H ( U ) = H ( U j V )

prá v ì tehdy , kdy¾ U a V jsou nezá vislé.

P onìkud udivující symetrie v I je následující výsledek, který zøejmì nemá intui-

tivní vysv ìtlení.

I ( U j V ) = H ( U ) � H ( U j V )

= H ( U ) � [ H ( U ; V ) � H ( V )]

= H ( U ) + H ( V ) � H ( U ; V )

= I ( V j U ) :

Cvièení 4.3

1. Co má vìt¹í informaèní obsah: posloupnost deseti písmen nad abe ce dou o 26

písmene ch nebo posloupnost 26 èíslic z mno¾iny f 0 ; 1 ; : : : ; 9 g ? [ Pø e dpokládejte,

¾e v¹e chny posloupnosti mají stejnou pr avdìpodobnost.]

2. Ide ální kostka je vr¾ena. Uka¾te, ¾e informace o hodnotì kostky daná znalostí,

¾e se je dná o neslo¾ené èíslo, má velikost log

2

3

2

:

5 Zá v ìr

Shrneme-li pøedc hozí o dsta v ce, uk ázali jsme, ¾e nejistota a informace jsou t yté¾ v e-

lièin y a o dstranìní nejistot y je ro vno p o dání informace. Ob ì v elièin y jsou mìøitelné

matematic kým p o jmem en tropie, který je jednoznaènì de�no v án (a¾ na m ultiplik a-

tivní k onstan tu) v elièinou

H = � �

X

p

i

� log p

i

:

Kon v ence si ¾ádá, ab y logaritm y b yly brán y o základu 2, v kterém¾to pøípadì je

jednotk a en tropie bit .

19



20 KAPITOLA 1. ENTR OPIE = NEUR ÈITOST = NEJISTOT A = INF ORMA CE

Problém y 1.1 1. Disk¾okej má slovník o kapacitì 10 000 slov a pr oná¹í 1000 slov

náhodnì (opakování je dovoleno). Uka¾te, ¾e informaèní obsah jeho 1000 slov je

mnohonásobnì men¹í ne¾ obr azovky televizního pøijímaèe o 500 ø ádcích a 600

sloupcích, pøièem¾ ka¾dý pixel nabývá je dnu z 16 úr ovní jasu.

2. Jsou-li X a Y diskr étní náhodné pr omìnné, kter é nabývají pouze kone èného

poètu hodnot, uka¾te, ¾e

H ( X + Y j X ) = H ( Y j X ) :

Uka¾te, ¾e

H ( g ( X ; Y ) j X ) = H ( Y j X )

neplatí obe cnì pr o g : R

2

! R :

3. Je-li ( X

i

: 1 � i < 1 ) posloupnost náhodných pr omìnných a Y je nìjaká jiná

náhodná pr omìnná, doka¾te, ¾e

H ( X

1

; : : : ; X

n

j Y ) � H ( X

1

; : : : ; X

n +1

j Y )

pr o ka¾dé pøir ozené èíslo n:

4. Statistický pø ehle d ¾enatých dvojic ukazuje, ¾e 70% mu¾ù mìlo tmavé vlasy, 25%

¾en bylo blondýnek a ¾e 80% blondýnek si ber e tmavovlasé mu¾e. Kolik informace

o barvì mu¾ových vlasù je sdìleno barvou vlasù jeho ¾eny?

5. Jsou-li X, Y , Z náhodné vektory, pøièem¾ ka¾dý z nich nabývá pouze kone ènì

mnoha hodnot, doka¾te, ¾e

H ( Y j X ) + H ( Z j X ) � H ( Y ; Z j X ) :

6. Doka¾te, ¾e pr o ka¾dý náhodný vektor Y a pr o ka¾dou mno¾inu náhodných pr o-

mìnných X

1

; : : : ; X

n +1

platí

H ( Y j X

1

; : : : ; X

n

) � H ( Y j X

1

; : : : ; X

n +1

) :

7. Jsou-li X a Y dvì náhodné pr omìnné a f a g jsou libovolné dvì funkce, doka¾te,

¾e

H ( f ( X ) ; g ( Y )) � H ( X ; Y ) :

8. Náhodná pr omìnná X má binomiální r ozdìlení s par ametry n a p a platí, pr o

1 � k � n ,

P ( X = k ) = (

n

k

) p

k

q

n � k

;

kde 0 < p < 1 a q = 1 � p:

Doka¾te, ¾e

H ( X ) � � n ( p log p + q log q ) :

20



5. ZÁ VÌR 21

9. Náhodná velièina X má ge ometrické r ozlo¾ení a nabývá celoèíselných hodnot

k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : s pr avdìpodobnostmi

p

k

= P ( X = k ) = pq

k

;

kde 0 < p a p + q = 1 : Uka¾te, ¾e r oz¹íøíme-li pojem entr opie a de�nujeme-li

H ( X ) = � �

1

X

k =1

p

k

� log p

k

;

kdykoliv pr avá str ana konver guje, pak zejména

H ( X ) = � ( p log p + q log q ) =p:

10. Nazvìme dvì náhodné pr omìnné X a Y ekviv alen tní , jestli¾e H ( X j Y ) = 0 a

H ( Y j X ) = 0 : Doka¾te, ¾e jsou-li X a Y ekvivalentní a Z a Y jsou ekvivalentní,

jsou i Z a X jsou ekvivalentní.

11. De�nujme vzdálenost mezi dvìma náhodnými pr omìnnými X a Y jako

d ( X ; Y ) = H ( X j Y ) + H ( Y j X ) :

Doka¾te, ¾e pr o v¹e chny tøi náhodné pr omìnné X ; Y ; Z platí

d ( X ; Y ) + d ( Y ; Z ) � d ( X ; Z ) :

12. Pø e dpokládejte, ¾e X je náhodná pr omìnná nabývající hodnot v

1

; : : : ; v

n

: Uka¾te,

¾e je-li E ( X ) = � a X je náhodná pr omìnná s maximální entr opií vzhle dem k

tìmto omezením, pak

p

j

= P ( X = v

j

) = A e

� �v

j

;

kde A a � jsou konstanty ur èené vztahy E ( X ) = � a

P

p

j

= 1 :

Poznámka: hoøej¹í pøíklad je ilustrací principu maximální entr opie : jedná se

o roz¹íøení Laplaceo v a principu nedostateèné pøíèin y; ten to je èasto u¾ív án v e

statistic k é mec hanice, vytv áøení obrazù a p o dobnì jak o je princip pro vybrání

a priori distribuce vzhledem k rùzn ým omezením. Viz napø. Guiasu a Shenitzer

(1985).

Øe¹ené problém y 1.1 6. Máme uk ázat, ¾e

H ( X j Y ; Z ) � H ( X j Y ) :

21



22 KAPITOLA 1. ENTR OPIE = NEUR ÈITOST = NEJISTOT A = INF ORMA CE

T a ale platí prá v ì tehdy , kdy¾ H ( X ; Y ; Z ) � H ( Y ; Z ) � H ( X j Y ) ( ) H ( X ; Z j Y ) �

H ( Z j Y ) � H ( X j Y ) ( ) H ( X ; Z j Y ) � H ( X j Y ) + H ( Z j Y ).

Staèí tedy o v ìøit, ¾e

H ( X ; Z j Y ) =

P

j

H ( X ; Z j Y = b

j

) P ( Y = b

j

)

�

P

j

H ( X j Y = b

j

) P ( Y = b

j

) +

P

j

H ( Z j Y = b

j

) P ( Y = b

j

)

= H ( X j Y ) + H ( Z j Y ) :

De�n ujme náho dn ý v ektor ( X

0

; Z

0

) pøedpisem

P ( ( X

0

; Z

0

) = ( a

i

; c

l

)) =

P (( X ; Y ; Z ) = ( a

i

; b

j

; c

l

))

P ( Y = b

j

)

:

P ak náho dné v ektory X

0

a Z

0

jsou de�no v ané pøedpisy

P ( X

0

= a

i

) =

P (( X ; Y ) = ( a

i

; b

j

))

P ( Y = b

j

)

a P ( Z

0

= c

l

) =

P (( Y ; Z ) = ( b

j

; c

l

))

P ( Y = b

j

)

:

P ak n utnì H ( X

0

; Z

0

) � H ( X

0

) + H ( Z

0

), co¾ nám sumací pøes j dá v á H ( X ; Z j Y ) �

H ( X j Y ) + H ( Z j Y ).

11. Máme uk ázat, ¾e

d ( X ; Y ) + d ( Y ; Z ) � d ( X ; Z ) :

Platí:

d ( X ; Y ) + d ( Y ; Z ) = H ( X j Y ) + H ( Y j X ) + H ( Y j Z ) + H ( Z j Y )

= H ( X ) � H ( Y ) + 2 H ( Y j X ) + H ( Y ) + H ( Z ) + 2 H ( Z j Y )

= H ( X j Z ) � H ( Z j X ) + 2 H ( Y j X ) + 2 H ( Z j Y )

� d ( X ; Z ) = H ( X j Z ) + H ( Z j X ) :

T o je ale ekviv alen tní s nero vností

H ( Z j X ) � H ( Z j Y ) + H ( Y j X ) :

Jejím rozepsáním ob dr¾íme H ( Z ; X ) � H ( X ) � H ( Z ; Y ) � H ( Y ) + H ( Y ; X ) � H ( X ) ;

a tedy H ( Z ; X ) � H ( Z ; Y ) � H ( Y ) + H ( Y ; X ) = H ( Y ; Z ) + H ( X j Y ) ;

Máme pak

H ( Z ; X ) � H ( Z ; Y ; X ) = H ( X j Y ; Z ) + H ( Y ; Z ) � H ( X j Y ) + H ( Y ; Z ) :
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Kapitola 2

Vìta o k ó do v ání b ez ¹um u pro

zdro je b ez pamìti

1 Zdro je b ez pamìti

V této k apitole dok á¾eme první a snadnìj¹í ze dv ou Shannono výc h hla vníc h v ìt pro

nejjedno du¹¹í tøídu zdro jù.

Struèn ý o xfordský slo vník de�n uje zdr oj jak o pramen, vrc hol zøídla, ze kterého

proudí výstup y . V e sv é plné ob ecnosti, je to pøesnì to, co uv a¾ujeme v teorii informace,

aè k oliv t ypic ky p o v a¾ujeme zdro j za proud sym b olù jisté k oneèné ab ecedy . Zdro j má

ob vykle nìjaký náho dn ý mec hanism us, který je zalo¾en na statistice situace, která je

mo delo v aná. T en to náho dn ý mec hanism us m ù¾e b ýt p omìrnì dost k omplik o v an ý , ale

m y se budeme pro ok am¾ik soustøedit na následující opra vdu sp eciální a jedno duc h ý

pøíklad. Znaèí-li X

i

i -t ý sym b ol vytv oøen ý zdro jem, doho dneme se pak, ¾e, pro k a¾dý

sym b ol a

j

, pra vdìp o dobnost

P ( X

i

= a

j

) = p

j

je nezá vislá na i a tedy je nezá vislá na v¹ec h min ulýc h neb o v budoucnosti vyslan ýc h

sym b olec h. Jinak øeèeno, X

1

; X

2

; : : : je prá v ì p osloupnost iden tic ky distribuo v an ýc h,

nezá vislýc h náho dn ýc h v elièin. T ak o výto zdro j nazv eme zdr ojem s nulovou pamìtí

neb o zdr ojem bez pamìti a jeho en tropie H je de�no v ána jak o

H = �

X

p

j

log p

j

kde sèítáme pøes mno¾in u j tak o výc h, ¾e p

j

> 0 :

Cvièení 1.1

1. Je-li S zdr oj bez pamìti s abe ce dou � , roz¹íøení øádu n S je zdr oj bez pamìti

S

( n )

s abe ce dou �

( n )

skládající se ze v¹e ch ø etìzcù délky n symbolù ze � tak, ¾e
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24 KAPITOLA 2. VÌT A O K ÓDO V ÁNÍ BEZ ©UMU PR O ZDR OJE BEZ P AMÌTI

pr avdìpodobnost ka¾dého ø etìzce � je ur èena pr avdìpodobností, ¾e je to ø etìze c

prvních n symbolù vyslaných S: Doka¾te, ¾e S

( n )

má entr opii

H ( S

( n )

) = nH ( S ) :

2 Pre�xo v é a jednoznaènì dek ó do v atelné k ó dy

Hla vní problém øe¹en ý v této k apitole je následující. Pøedp okládejme, ¾e máme zdro j

b ez pamìti S , který vysílá sym b oly z ab ecedy W = f w

1

; : : : ; w

n

g s pra vdìp odobnost-

mi f p

1

; : : : ; p

n

g : Z p edagogic kýc h dùv o dù budeme prvky W nazýv at zdr ojová slova

a ptát se na následující otázku. Je-li � ab eceda D sym b olù, jak m ù¾eme zak ó do v at

zdro jo v á slo v a w

i

p omo cí sym b olù z �, ab yc hom dostali co mo¾ná nejek onomiètìj¹í

zak ó do v ání?

Pøíklad 2.1 Pø e dpokládejme, ¾e zdr oj S vysílá ètyøi zdr ojová slova a; b; c; d s pr av-

dìpodobnostmi

p

a

= 0 : 9 ; p

b

= 0 : 05 ; p

c

= p

d

= 0 : 025 :

Sr ovnáme-li pak zakódování

a ; 0 ; b ; 111 ; c ; 110 ; d ; 101 ;

a

a ; 00 ; b ; 01 ; c ; 10 ; d ; 11 ;

je evidentnì prùmìrná délka zakódovaného zdr oje 1.2 v prvním kódu a 2 v druhém

kódu.

F ormálnìji, kódování neb o kód je zobrazení f z f w

1

; : : : ; w

n

g do �

�

, kde �

�

oznaèuje soub or k oneèn ýc h øetìzcù sym b olù z � : Zpr áva je k a¾dý k oneèn ý øetìzec

zdro jo výc h slo v a, je-li

m = w

i

1

: : : w

i

k

a je-li f k ó do v ání, pak r oz¹íø ení f k W

�

je de�no v áno ob vyklým zp ùsob em p omo cí

zøetìzení

f ( m ) = f ( w

i

1

) : : : f ( w

i

k

) :

Kó do v ání f je je dnoznaènì dekódovatelné , jestli¾e k a¾dý k oneèn ý øetìzec z �

�

je

obraz nejvý¹e jedné zprá vy . Øetìzce f ( w

i

) se nazýv a jí kódová slova a pøirozená èísla
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2. PREFIX O VÉ A JEDNOZNA ÈNÌ DEK ÓDO V A TELNÉ K ÓD Y 25

j f ( w

i

) j jsou slovní délky k ó do v ání f : Prùmìrná délka h f i k ó do v ání f je de�no v aná

jak o

h f i =

m

X

i =1

p

i

j f ( w

i

) j :

Kó do v ání f se nazýv á bezpr ostø e dnì dekódovatelné neb o pr e�xové , jestli¾e neexi-

stují rùzné w

i

a w

j

tak, ¾e f ( w

i

) je pre�x f ( w

j

) : Zde p ou¾ív áme, jak lze o èek á v at,

pr e�x v ob vyklém sm yslu, ¾e p okud x; y 2 �

�

, pak x je pre�x y , jestli¾e existuje

z 2 �

�

tak, ¾e xz = z :

Pre�xo v á k ó do v ání jsou jednoznaènì dek ó do v atelná. Skuteènì, ma jí silnìj¹í vlast-

nost, ¾e pre�xo vý k ó d m ù¾e b ýt dek ó do v án `on line' b ez p ohledu do budoucnosti.

Pøíklad 2.2 Pøedp okládejme, ¾e � = f 0 ; 1 g a máme èt yøi zdrojov á slov a w

1

; ::; w

4

:

Pre�xov é k ódov ání je

f ( w

1

) = 0 ; f ( w

2

) = 10 ; f ( w

3

) = 110 ; f ( w

4

) = 1110 :

Napøíklad zprá vu 01101001010010 lze dek ó do v at jak o w

1

w

3

w

2

w

1

w

2

w

2

w

1

w

2

: (T oto je

pøíklad toho, co je známo jak o èárkové k ó do v ání, proto¾e eviden tnì p ou¾ív áme n ulu,

ab yc hom signalizo v ali k onec slo v a.)

Ne k a¾dé jednoznaènì dek ó do v atelné k ó do v ání je pre�xo v é.

Pøíklad 2.3 Pøedp okládejme, ¾e W = f w

1

; w

2

g ; � = f 0 ; 1 g a k ó do v ání g je de�no-

v áno jak o

g ( w

1

) = 0 ; g ( w

2

) = 01 :

T oto k ó do v ání není eviden tnì pre�xo v é, ale lze snadno o v ìøit, ¾e je jednoznaènì

dek ó do v atelné, p okud budeme p ostup o v at zp ìt z k once zprá vy .

Je zøejmé, ¾e jednoznaènì dek ó do v atelná k ó do v ání jsou o mnoho obtí¾nìj¹í p o jem,

ne¾ pre�xo v á k ó do v ání. Pøekv apiv ì uk á¾eme, ¾e m ù¾eme omezit p ozornost na pre�-

xo v á k ó do v ání v na¹em hledání jednoznaènì dek ó do v ateln ýc h k ó do v ání, která ma jí

minimální prùmìrnou délku.

P oznámk a 2.4 A èkoliv jsme de�novali kódování jako zobr azení, èasto ho identi�ku-

jeme se soubor em C kódových slov.

Cvièení 2.5

1. Uka¾te, ¾e pr o ka¾dé pøir ozené èíslo m existuje pr e�xové kódování nad f 0 ; 1 g ,

kter é má slova v¹e ch délek v mno¾inì f 1 ; : : : ; m g :
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26 KAPITOLA 2. VÌT A O K ÓDO V ÁNÍ BEZ ©UMU PR O ZDR OJE BEZ P AMÌTI

3 Krafto v a a McMillano v a nero vnosti

V tom to o dsta v ci dok á¾eme dv ì základní nero vnosti, které ospra v edlò ují na¹i døív ìj¹í

p oznámku, ¾e m ù¾eme v p o dstatì zap omenout na p o jem jednoznaèné dek ódov atel-

nosti a omezit p ozornost na pre�xo v á k ó do v ání.

Nejdøív e vyslo vme nero vnosti.

KRAFTO V A NER O VNOST

Je-li � ab eceda moh utnosti D a W obsah uje N slo v, pak n utná a dostateèná

p o dmínk a, ¾e existuje pre�xo v é k ó do v ání f : W ! �

�

se slo vními délk ami l

1

; : : : ; l

N

je, ¾e platí

N

X

i =1

D

� l

i

� 1 : (2.1)

McMILLANO V A NER O VNOST

Je-li � ab eceda moh utnosti D a W obsah uje N slo v, pak n utná a dostateèná

p o dmínk a, ¾e existuje jednoznaènì dek ó do v atelné k ó do v ání f : W ! �

�

se slo vními

délk ami l

1

; : : : ; l

N

je, ¾e platí (2.1).

Kom binací tìc h to dv ou nero vností dostaneme:

Vìta 3.1 Je dnoznaènì dekódovatelné kódování s pø e depsanou délkou slov existuje

pr ávì tehdy, kdy¾ existuje pr e�xový kód se stejnou délkou slov.

DÙKAZ KRAFTO VY NER O VNOSTI

Pøedp okládejme, ¾e mno¾ina f l

1

; : : : ; l

N

g splò uje

N

X

i =1

D

� l

i

� 1 :

Pøepi¹me nero vnost do tv aru

l

X

j =1

n

j

D

� j

� 1 ;

kde n

j

je p o èet l

i

ro vn ýc h j a l = max l

i

:

Pøepi¹me tuto nero vnost op ìt do tv aru

n

l

� D

l

� n

1

D

l � 1

� : : : � n

l � 1

D : (2.2)

Proto¾e n

j

jsou v¹ec hna nezáp orná, p ostupnì dostaneme z (2.2) nero vnosti
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3. KRAFTO V A A MCMILLANO V A NER O VNOSTI 27

n

l � 1

� D

l � 1

� n

1

D

l � 2

� : : : � n

l � 2

D ;

n

l � 2

� D

l � 2

� n

1

D

l � 3

� : : : � n

l � 3

D ;

n

3

� D

3

� n

1

D

2

� : : : � n

2

D ; (2.3)

n

2

� D

2

� n

1

D ;

n

1

� D :

T yto nero vnosti jsou klíè k e k onstruk ci k ó do v ání s danou délk ou slo v.

Nejdøív e vyb erme n

1

slo v délky 1, pøièem¾ p ou¾ijeme rùzná písmena z � : Zb ýv á

nám D � n

1

nep ou¾it ýc h sym b olù a m ù¾eme vytv oøit ( D � n

1

) D slo v délky 2 pøidáním

písmena k e k a¾dém u z tìc h to sym b olù.

Vyb erme na¹ic h n

2

délky 2 lib o v olnì z tìc h to slo v a zb ýv á nám pak D

2

� n

1

D � n

2

pre�xù délky 2.

T yto lze u¾ít pro vytv oøení ( D

2

� n

1

D � n

2

) D slo v délky 3, ze kterýc h m ù¾eme

vybrat n

3

lib o v olnì atd. P okraèujeme-li tím to zp ùsob em, p ok a¾dé je zac ho v ána vlast-

nost, ¾e ¾ádné slo v o není pre�xem jiného.

V k a¾dém pøípadì zjistíme, ¾e nero vnosti (2.3) nám do v olí pro v ést ten to výb ìr.

T edy sk onèíme s pre�xo vým k ó do v áním s pøedepsanou délk ami k ó do v ání.

Dok ázali jsme, ¾e n umeric k á p o dmínk a (2.1) je dostateèná pro existenci pre�-

xo v ého k ó do v ání. Aè k oliv Kraft ro vnì¾ dok ázal i n utnost p o dmínky (2.1), jedná se

o b ezprostøední dùsledek McMillano vy nero vnosti, kterou v dal¹ím dok á¾eme. P o-

dan ý dùk az je o mnoho jedno du¹¹í, ne¾ McMillan ùv p ùv o dní dùk az a patøí Karusho vi

(1961).

DÙKAZ McMILLANO VY NER O VNOSTI

Pøedp okládejme, ¾e máme jednoznaènì dek ó do v atelné k ó do v ání C s délk ami slo v

l

1

; : : : ; l

N

:

P okud l = max l

i

, pak, pro k a¾dé kladné celé èíslo r , máme

�

D

� l

1

+ : : : + D

� l

N

�

r

=

r l

X

i =1

b

i

D

� i

; (2.4)

kde b

i

je nezáp orné celé èíslo. Ale celá èísla b

i

jsou prá v ì p o èet mo¾ností, k olik a

zp ùsob y lze øetìzec délky i z sym b olù ab ecedy � utv oøit k onk atenací r slo v z délek

vybran ýc h z mno¾in y f l

1

; : : : ; l

N

g :

Jelik o¾ je k ó do v ání C jednoznaènì dek ó do v atelné, k a¾dý øetìzec délky i tv oøen ý

z k ó do výc h slo v m usí o dp o vídat nejvý¹e jedné p osloupnosti k ó do výc h slo v. Musíme

tedy mít
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b

i

� D

i

(1 � i � r l ) :

Dosadíme-li do (2.4), ob dr¾íme

�

D

� l

1

+ : : : + D

� l

N

�

r

� l r :

Proto

l

X

j =1

n

j

D

� j

� l

1 =r

r

1 =r

;

a proto¾e r b ylo lib o v olné kladné celé èíslo, dostá v áme limitním pøec ho dem r ! 1

na pra v é stranì McMillano vu nero vnost.

Cvièení 3.2

1. Jaký je maximální poèet slov binárního pr e�xového kódování, ve kter ém je ma-

ximální délka slova 7?

4 Vìta o k ó do v ání b ez ¹um u pro zdro je b ez pamìti

Uv a¾ujme n yní následující situaci. Mìjme zdro j S b ez pamìti, který vysílá slo v a

w

1

; : : : ; w

m

s pra vdìp o dobnostmi p

1

; : : : ; p

m

, k a¾dé vyslané slo v o je vybráno nezá visle

na v¹ec h jin ýc h slo v ec h. Ná¹ problém je: je-li dán tak o výto zdro j sp oleènì s ab ecedou

�, na jdìte jednoznaènì dek ó do v atelné k ó do v ání, je¾ má minimální prùmìrnou délku

slo v. T ak o v éto k ó do v ání nazýv áme kompaktní .

Heuristic ký pøístup k tom uto problém u b y mohl b ýt následující. Zdro j S má en t-

ropii

H = �

X

p

i

log p

i

:

Maximální en tropie v ab ecedì o D písmenec h je log D : T edy p o èet sym b olù ab e-

cedy p otøebn ý v prùmìru na zak ó do v ání slo v a ze zdro je b y mìl b ýt asi H = log D :

T uto hrub ou ideu n yní zprecizujeme.

Vìta 4.1 Má-li zdr oj bez pamìti entr opii H , pak ka¾dé je dnoznaènì dekódovatelné

kódování pr o tento zdr oj v abecedì o D symbole ch musí mít délku alespoò H = log D :

Navíc existuje takové je dnoznaènì dekódovatelné kódování, kter é má prùmìrnou délku

slov men¹í nebo r ovnu 1 + H = log D :
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D � uk az. Pøedp okládejme, ¾e máme jednoznaènì dek ó do v atelné k ó do v ání C s délk ami

slo v l

1

; : : : ; l

N

: Pøedp okládejme dále, ¾e pra vdìp o dobnosti emito v an ýc h slo v o dp oví-

dajícíc h tìm to délk ám jsou p

1

; : : : ; p

m

: T edy

H = �

X

p

i

log p

i

a prùmìrná délk a k ó do v ání C je dána

l ( C ) =

X

p

i

l

i

:

Z Kraft{McMillano vy nero vnosti víme, ¾e

G =

l

X

j =1

n

j

D

� j

� 1 :

De�n ujme q

i

(1 � i � N ) jak o

q

i

= D

� l

i

=G;

tedy je ( q

1

; : : : ; q

N

) pra vdìp o dobnostní rozdìlení. Aplikujme lemma 1.2.2 a ob dr-

¾íme

H = �

X

p

i

log p

i

� �

X

p

i

log q

i

:

Ale

log q

i

= � l

i

log D � log G:

T edy

H �

�

X

p

i

l

i

�

log D +

�

X

p

i

�

log G:

Ale G � 1 z Kraft-McMillano vy nero vnosti a tedy , jak je p o¾ado v áno,

H � l ( C ) log D :

Ab yc hom dok ázali horní hranici, vyb ereme na¹e délky slo v l

1

; : : : ; l

N

p odle pravi-

dla, ¾e pro v¹ec hna i je délk a l

i

minimální pøirozené èíslo splò ující

p

� 1

i

� D

l

i

: (2.5)

Ale, proto¾e p

1

+ : : : + p

N

= 1, toto implikuje

N

X

i =1

D

� l

i

� 1 ;

tedy víme, ¾e existuje jednoznaènì dek ó do v atelné (v e skuteènosti pre�xo v é) k ódov ání

s tìmito slo vními délk ami.
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Ale, proto¾e 2.5 je ekviv alen tní s

l

i

log D � � log p

i

a l

i

je minimální vzhledem k této vlastnosti, víme, ¾e

l

i

< 1 � log p

i

= log D :

Víme tedy , ¾e

l ( C ) =

X

p

i

l

i

< 1 + H = log D :

Cvièení 4.2

1. Zakódujeme-li n stejnì pr avdìpodobných slov nad binární abe ce dou, vìta o kó-

dování bez ¹umu tvr dí, ¾e prùmìrná délka slova l ( C ) ka¾dého kompaktního je d-

noznaènì dekódovatelného kódování splòuje

log

2

n � l ( C ) ;

pr o kter é hodnoty n platí r ovnost?

2. Sr ovnejme hr anice vìty o kódování bez ¹umu s délkou kompaktního zakódování

2

k

� 1 stejnì pr avdìpodobných slov nad f 0 ; 1 g :

5 Konstruo v ání k ompaktníc h k ó do v ání

Pøedp okládejme, ¾e máme dán zdro j S b ez pamìti ze slo v w

1

; : : : ; w

N

s pra vdìp odob-

nostmi p

1

; : : : ; p

N

a ¾e si pøejeme na jít k ompaktní k ó do v ání C pro S nad ab ecedou

� : Z v ìt y o k ó do v ání b ez ¹um u víme, ¾e prùmìrná délk a m usí splòo v at ohranièení

H = log D � l ( C ) � 1 + H = log D ; (2.6)

ale snadno se vidí, ¾e dolní hranice lze dosáhnout p ouze, kdy¾ p

i

jsou jisté celoèíselné

mo cnin y D : Z Kraft-McMillano vy nero vnosti máme:

Jestli¾e existuje kompaktní je dnoznaènì dekódovatelné kódování o prùmìrné délce l ,

pak existuje kompaktní pr e�xové kódování o prùmìrné délce l :

Mù¾eme se tedy omezit na pre�xo v á k ó do v ání. Nyní p opí¹eme meto du na vrhn u-

tou Hu�manem v ro ce 1952 pro k onstruo v ání k ompaktníh u pre�xo v ého k ó do v ání pro

vý¹e uv eden ý zdro j S v pøípadì, ¾e � je binární ab eceda. Nejprv e dok á¾eme nìkteré

vlastnosti k ompaktního pre�xo v ého k ó do v ání C nad � = f 0 ; 1 g : Budeme u¾ív at l ( w )

k oznaèení délky slo v a w v C :
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Lemma 5.1 Kompaktní kódování pr o zdr oj s pr ávì dvìma slovy w

1

a w

2

je

w

1

! 0 ; w

2

! 1 :

D � uk az. Zøejmé.

Lemma 5.2 Je-li C pr e�xové a kompaktní kódování a p

i

> p

j

, pak l ( w

i

) � l ( w

j

) :

D � uk az. P okud tom u tak není, vytv oøme no vý k ó d C

0

z C zámìnou zak ó do v ání w

i

a

w

j

: P ak prùmìrná délk a je zmen¹ena a stále máme pre�xo v é k ó do v ání.

Lemma 5.3 Je-li C pr e�xové a kompaktní kódování, pak mezi v¹emi kódovými slovy

v C maximální délky musí existovat alespoò dvì li¹ící se pouze v posle dní èíslici.

D � uk az. Pøedp okládejme, ¾e tom u tak není; pak m ù¾eme o debrat p oslední èíslici z

tìc h to v¹ec h k ó do výc h slo v maximální délky a stále máme pre�xo v é k ó do v ání, co¾ je

sp or s k ompaktností C :

HUFFMAN

�

UV K ÓDO V A CÍ ALGORITMUS

Beze ztrát y ob ecnosti m ù¾eme pøedp okládat, ¾e zdro j S má svùj systém zdro jo-

výc h slo v f w

1

; : : : ; w

N

g usp oøádan ýc h tak, ¾e pra vdìp o dobnosti p

i

vyslání w

i

splò ují

p

1

� p

2

� : : : � p

N

:

Hu�mano v a pro cedura k onstruuje rekurzivnì p osloupnost zdro jù S

0

; S

1

; : : : ; S

N � 2

tak, ¾e S

0

= S a S

k

je získ áno z S

k � 1

ztoto¾nìním dv ou nejménì pra vdìp o dobn ýc h

sym b olù z S

k � 1

s jedin ým sym b olem � z S

k

: Pra vdìp o dobnost, ¾e sym b ol � je vyslán

z S

k

je brána jak o souèet pra vdìp o dobností jeho dv ou vytv áøejícíc h sym b olù v S

k � 1

:

T edy S

1

je získ án z S

0

ztoto¾nìním w

N

a w

N � 1

do jednoho sym b olu w

N � 1

vysky-

tujícího se s pra vdìp o dobností p

N

+ p

N � 1

: V k a¾dém sta vu máme zdro j s o jeden ménì

sym b oly , a¾ p o N � 2 tak o výc h reduk cíc h dosp ìjeme k zdro ji S

N � 2

; který má p ouze

dv a sym b oly . Pøec ho d mezi S

j � 1

a S

j

lze nejlép e vidìt na následujícím obrázku.
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Zak ó do v ání Pra vdìp o dobnost Slo v o Slo v o Pra vdìp o dobnost Zak ó do v ání

�

1

q

1

v

1

u

1

q

1

�

1

�

2

q

2

v

2

u

2

q

2

�

2

�

k � 1

q

k � 1

v

k � 1

u

k � 1

q

k � 1

�

k � 1

�

k +1

q

k

v

k

u

k

q

t

+ q

t +1

�

k

�

k +2

q

k +1

v

k +1

u

k +1

q

k

�

k +1

�

t

q

t � 1

v

t � 1

( �

k

; 0) q

t

v

t

u

t

q

t � 1

�

t

( �

k

; 1) q

t +1

v

t +1

S

j � 1

S

j

Je-li dáno zak ó do v ání �

1

; : : : ; �

t

zdro je S

j

, Hu�mano v a pro cedura pro nalezení

zak ó do v ání zdro je S

j � 1

je následující v elmi snadné pra vidlo.

Pøedp okládejme pra vdìp o dobnosti q

1

� q

2

� : : : � q

t +1

slo v z S

j � 1

jsou tak o v é,

¾e slo v o vytv oøené z v

t

a v

t +1

je slo v o u

k

z S

j

: P ak b y Hu�mano v o zak ó do v ání S

j � 1

mìlo b ýt, jak je uk ázáno v lev ém sloup ci pøedc hozí tabulky . F ormálnì, mìlo b y b ýt

zadáno pra vidlem

v

i

! �

i

(1 � i � k � 1) ; v

i

! �

i +1

( k � i � t � 1) ;

v

t

! ( �

k

; 0) ; v

t +1

! ( �

k

; 1) :

Zp ìtn ým zpraco v áním nastartujeme na¹i zak ó do v ací pro ceduru zak ó do v áním dv ou

slo v z S

N � 2

s dv ìma k ó do vými slo vy 0 a 1; pak S

N � 3

bude mít tøi k ó do v á slo v a atd. a

budeme p okraèo v at v e vý¹e uv edené pro ceduøe, a¾ dosáhneme Hu�mano v a k ó du pro

S = S

0

:

Budeme ilustro v at tuto meto du na skuteènì malém pøíkladì.

Pøíklad 5.4 Pø e dpokládejme, ¾e S je zdr oj s pìti zdr ojovými slovy a pr avdìpodob-

nostmi (viz ní¾e). Pak vývoj Hu�manova zakódování lze pova¾ovat za pr ocházení ¹ipek

dopø edu a pak zakódování zpátky.

W P C W P C W P C W P C

w

1

0.5 1 v

1

0.5 1 u

1

0.5 1 x

1

0.5 0

w

2

0.2 01 v

2

0.2 01 u

2

0.3 00 x

2

0.5 1

w

3

0.15 001 v

3

0.15 000 u

3

0.2 01

w

4

0.1 0000 v

4

0.15 001

w

5

0.05 0001

W: slovo, P: pr avdìpodobnost C: kódování

Výsle dné zakódování
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w

1

! 1 ; w

2

! 01 ; w

3

! 001 ; w

4

! 0000 ; w

5

! 0001

má prùmìrnou délku 1.95 na zdr ojové slovo.

P oznámk a 5.5 Minimálnì dvakr át v horním pøíkladu jsme schopni pr ovést výbìr,

pr oto¾e dvì slova mají stejné pr avdìpodobnosti. Pokud tento pøípad nastane, dosta-

neme rùzná zakódování.

D

�

UKAZ, ®E HUFFMAN

�

UV ALGORITMUS JE K OREKTNÍ

Z lemmatu 1 víme, ¾e zak ó do v ání S

N � 2

dv ìma sym b oly 0 a 1 je optimální. Dùk az

bude tedy úpln ý , jestli¾e budeme sc hopni dok ázat, ¾e k ompaktnost je zac ho v á v ána pøi

pøec ho du ze zdro je S

j

k e zdro ji S

j � 1

:

Pøedp okládejme tedy , ¾e S

j

je k ompaktnì zak ó do v án a ¾e l

1

; : : : ; l

t

jsou délky slo v

�

1

; : : : ; �

t

, ale ¾e Hu�mano v o zak ó do v ání C

j � 1

zdro je S

j � 1

není k ompaktní. Existuje

tedy pre�xo v é k ompaktní k ó do v ání C zdro je S

j � 1

tak, ¾e

l ( C ) < l ( C

j � 1

) :

Dle lemmatu 3 m ù¾eme pøeusp oøádat k ó do v á slo v a k ó do v ání C maximální délky

tak, ¾e má-li C k ó do v á slo v a v

0

1

; : : : ; v

0

t +1

s délk ami l

0

1

; : : : ; l

0

t +1

, pak l

0

1

� l

0

2

: : : �

l

0

t +1

a v

0

t

= ( � ; 0) ; v

0

t +1

= ( � ; 1) ; kde � je nìjak é k ó do v é slo v o z �

�

:

Nec h » k ó do v ání C

0

zdro je S

j

sestá v á ze slo v

v

0

1

; v

0

2

; : : : ; v

0

k � 1

; � ; v

0

k

; : : : ; v

0

t +1

;

pak C

0

je pre�xo v é zak ó do v ání zdro je S

j

a má prùmìrnou délku

l ( C

0

) = p

1

l

0

1

+ : : : + p

k � 1

l

0

k � 1

+ p

0

k

j � j + + p

k

l

0

k

+ p

k +1

l

0

k +1

+ : : : + p

t

l

0

t � 1

=

= l ( C ) � p

0

k

:

Pøesnìji p

0

k

= p

t

+ p

t +1

, l

0

t

= l

0

t +1

, j � j = l

0

t

� 1 = l

0

t +1

� 1 a proto

l ( C

0

) = l ( C ) � j � j p

0

k

+ l

0

t

p

t

+ l

0

t +1

p

t +1

= l ( C ) � j � j p

0

k

+ l

0

t

p

0

k

= l ( C ) � p

0

k

( l

0

t

� j � j ) = l ( C ) � p

0

k

:

Ale záro v eò

l ( C

j

) = l ( C

j � 1

) � j � j p

0

k

+ l

0

t

p

t

+ l

0

t +1

p

t +1

= l ( C

j � 1

) � p

0

k

:

T udí¾, jestli¾e l ( C ) < l ( C

j � 1

), pak

l ( C

0

) < l ( C

j

) ;

co¾ je sp or s k ompaktností C

j

:
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HUFFMANO V A K ÓDO V ÁNÍ NAD NEBINÁRNÍMI ABECED AMI

Pøedp okládejme, ¾e pracujeme namísto s binární ab ecedou f 0 ; 1 g s ab ecedou � o

r sym b olec h.

Budeme p ostup o v at stejn ým zp ùsob em. Stejnì jak o v binárním pøípadì, zaènìme

s S = S

0

(p ùv o dní zdro j) a budeme k onstruo v at p osloupnost zdro jù S

0

, S

1

, . . . , S

t

a¾

sk onèíme u zdro je S

t

obsah ujícím prá v ì r sym b olù. T en to zdro j má k ompaktní zak ó-

do v ání (jedno du¹e máme bijek ci mezi S

t

a ab ecedou �). Musíme aplik o v at následující

dv a b o dy:

1. Jak budem k onstruo v at S

j +1

z S

j

, ztoto¾níme ne 2, ale r nejménì pra vdìp o dob-

n ýc h sym b olù z S

j

do jednoho sym b olu z S

j +1

. T edy S

j +1

má o r � 1 sym b olù

ménì ne¾ S

j

.

2. Budeme p otøeb o v at pro zá v ìreèn ý zdro j S

t

, ab yc hom mìli prá v ì r sym b olù.

Ab yc hom toho dosáhli, je n utno zaèít se zdro jem S s prá v ì r + t ( r � 1) sym b oly .

Proto¾e ob ecnì je málo pra vdìp o dobné, ¾e S bude mít prá v ì ten to p o èet slo v,

umìle pøidáme k S mno¾in u S

0

, která bude disjunktní s S , a slo v a v ní obsa¾ená

budou mít n ulo v ou pra vdìp o dobnost. P ak klademe S

0

= S [ S

0

a máme j S

0

j =

r + t ( r � 1) � j S j .

Cvièení 5.6

1. Jaká je prùmìrná délka slova kompaktního kódování nad f 0 ; 1 g , jestli¾e máme

5 stejnì pr avdìpodobných zdr ojových slov?

2. Najdìte kompaktní kódování nad f 0 ; 1 g pr o zdr oj vysílající slova w

1

; : : : ; w

6

s

pr avdìpodobnostmi

P ( w

1

) =

1

3

; P ( w

2

) =

1

4

; P ( w

3

) =

1

6

; P ( w

4

) = P ( w

5

) = P ( w

6

) =

1

12

a por ovnejte jejich prùmìrnou délku s horní a dolní hr anicí d le vìty o kódování

bez ¹umu pr o zdr oje bez pamìti.

3. Najdìte kompaktní kódování nad f 0 ; 1 ; 2 g pr o zdr oj z pø e dchozího pøíkladu.

Problém y 2.1 1. V e hø e na ¹achovnici má je den z hr áèù (A) uhádnout, kam jeho

pr otivník umístil kr álovnu. Hr áèi A je povoleno ¹est otázek, kter é musí být pr av-

divì zodpovìzeny odpovì dí ano/ne. Doka¾te, ¾e existuje str ate gie, pøi kter é mù¾e

hr áè A v¾dy vyhr át tuto hru, ale ¾e nelze zajistit výhru, pokud má povoleno pouze

pìt otázek.

2. Je-li hr a z pø e dchozího pøíkladu hr aná na ¹achovnici o r ozmìr e ch n � n , kolik

otázek potø ebuje hr áè A, aby bezpe ènì vyhr ál.
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5. K ONSTR UO V ÁNÍ K OMP AKTNÍCH K ÓDO V ÁNÍ 35

3. Najdìte prùmìrnou délku optimálního (kompaktního) je dnoznaènì dekódovatel-

ného binárního kódu pr o zdr oj bez pamìti, který vysílá ¹est slov s pr avdìpodob-

nostmi

0 : 25 ; 0 : 10 ; 0 : 15 ; 0 : 05 ; 0 : 20 ; 0 : 25 :

A nalyzováním Hu�manova algoritmu uka¾me, ¾e zdr oj bez pamìti vysílá N slov

a jestli¾e l

1

; : : : ; l

N

jsou délky kódových slov je optimální kódování nad binární

abe ce dou, pak l

1

+ : : : + l

N

�

1

2

( N

2

+ N � 2) .

4. Máte k dispozici r ovnová¾nou váhu a devìt zdánlivì identických mincí. Bylo

V ám sdìleno, ¾e je dna mince je rùzná od zbývajících stejných mincí. Máte za

úkol najít, o kter ou minci se je dná a zda je tì¾¹í nebo lehèí. Navrhnìte str ate gii o

nejvý¹e 3 vá¾eních pr o ø e¹ení tohoto pr oblému. A bychom obe cnì vyø e¹ili tentý¾

pr oblém pr o n mincí v k vá¾eních, je nutno, aby platilo, ¾e k log 3 � log 2 n .

Doka¾te.

5. V Hu�manovì algoritmu pr o binární abe ce du aplikovaném na N zdr ojových slov

jsou délky slov pr o kone èné optimální zakódování l

1

; : : : ; l

N

. Doka¾te, ¾e

l

1

+ : : : + l

N

� N log

2

N :

6. Mìjme dva hr áèe, hr áèe A a hr áèe B. Tito hr áèi hr ají hru s náhodnou kostkou,

kter á má n str an a nabývá hodnot 1 ; : : : ; n s pr avdìpodobnostmi p

1

; p

2

; : : : ; p

n

.

Hr áè B vrhá kostkou za závìsem a hr áè A má zjistit hodnotu po vr¾ení kostky

co mo¾ná nejrychleji. Hr áè A se mù¾e ptát hr áèe B a ten mu musí pr avdivì

odpovídat buï ano nebo ne. Uka¾te, ¾e prùmìrný poèet otázek pr o úspì¹nou

str ate gii hr áèe A musí být alespoò entr opie H = �

P

p

j

log p

j

.

7. Uka¾te, ¾e optimální zakódování zdr oje s N stejnì pr avdìpodobnými zdr ojovými

slovy v abe ce dì o D písmene ch, je

max f ( D

r +1

� N � b ) = ( D � 1) ; N g

slov délky r , kde b je ur èeno vztahem

N + b = D + k ( D � 1) ; 0 � b < D � 1 ;

a r je nejvìt¹í pøir ozené èíslo tak, ¾e

D

r

� N + b:

8. Doka¾te, ¾e násle dující metoda nám dává je dnoznaènì dekódovatelný kód pr o

zdr o S .
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36 KAPITOLA 2. VÌT A O K ÓDO V ÁNÍ BEZ ©UMU PR O ZDR OJE BEZ P AMÌTI

Pø e dpokládejme, ¾e S má N zdr ojových slov s

1

; s

2

; : : : ; s

N

a p

i

je pr avdìpodob-

nost, ¾e je vysláno slovo s

i

, pøièem¾ platí p

i

� p

i +1

. Ne ch» navíc

a

1

= 0 ; a

2

= p

1

; a

3

= p

1

+ p

2

; : : : ; a

N

= p

1

+ p

2

+ : : : + p

N � 1

:

Ne ch» m

i

( 1 � i � N ) je de�nováno jako nejmen¹í takové pøir ozené èíslo m

i

splòující 2

� m

i

� p

i

.

Je-li pak a

�

j

binární r ozvoj èísla a

j

na m

j

desetinných míst, je kódování

s

j

7! a

�

j

; 1 � j � N

je dnozna¹nì dekódovatelné pr o zdr oj S . Uka¾te, ¾e se neje dná o optimální zakó-

dování, ale ¾e prùmìrná délka

^

l kódování splòuje

H ( S ) �

^

l � H ( S ) + 1 :

9. Jsou-li l

1

; : : : ; l

n

délky slov binárního Hu�manova kódování zdr ojových slov ma-

jících pr avdìpodobnost p

1

; : : : ; p

n

, pak redundance kódování je de�nována jako

r =

n

X

k =1

p

k

l

k

� H ( p

1

; : : : ; p

n

) :

Uka¾te, ¾e platí

r � p

max

+ log[2(log e ) =e ] = p

max

+ 0 : 086 ;

kde p

max

= max

i

p

i

.
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Kapitola 3

Kom unik ace k anály se ¹umem

1 Kom unik aèní systém

Kom unik aèní systém je mec hamism us, který zprostøedk o v á v á pøenos informace o d

zdro je zprá vy a¾ k zaøízení, které tuto informaci zpraco v á v á. Ob ecnì sestá v á z k o déru,

sdìlo v acího (k om unik aèního) k análu a následnì dek o déru.

-

vstup

Ko dér

-

Kom unik aèní

k anál

-

Dek o dér

-

výstup

Obrázek 3.1: Blok o vý diagram ob ecného sdìlo v acího systém u.

Zdro jo v á zprá v a je ob vykle v p o dob ì sekv ence binárníc h neb o desítk o výc h èíslic,

neb o sekv ence ab ecedníc h znakù pøev eden ýc h do tec hnic ky zpraco v atelné p o dob y .

Kó do v ací zaøízení pøev ádí t yto zprá vy na signály k ompatibilní se vstup em k análu {

ob vykle se jedná o elektric k é signály , které ma jí jistá omezení na v elik ost nap ìtí, ¹íøku

pásma a délku trv ání impulzu. T akto upra v ené pak vstupují do sdìlo v acího k análu

a jsou vysta v en y ¹um u (tj. mo¾nosti vzniku c h yb y). Výstup z k análu vstupuje do

dek o déru, jeho¾ funk cí je rozho dnout, jak ou p o dobu mìla p ùv o dní zdro jo v á zprá v a,

a tu pak pøiv ést na výstup celého sdìlo v acího systém u.

Vìt¹ina k om unik aèníc h k análù má k oneènou k apacitu pøenosu informace, tj. míru

sc hopnosti pøená¹et informaci mìøenou v bitec h za sekundu neb o bitec h na sym-

b ol. Díky vynik a jící teoretic k é práci Shannona (r. 1948) se dá uk ázat, ¾e p okud je

prùmìrná ryc hlost pøenosu informace men¹í ne¾ k apacita k análu, je mo¾né vybrat

mno¾in u signálù (k ó do výc h slo v) tak o v ou, ¾e pra vdìp o dobnost výskytu c h yb y pøi

dek ó do v ání bude lib o v olnì malá. Nicménì jakk oliv je tato teorie mo cná, výsledek ne-

vyp o vídá nic o tom, jak t yto signály v olit, ani zda je mo¾né je p omo cí souèasn ýc h

tec hnic kýc h prostøedkù k onstruo v at.
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38 KAPITOLA 3. K OMUNIKA CE KANÁL Y SE ©UMEM

P ou¾ív ání samo opra vn ýc h k ó dù je p okusem vý¹e uv edené dv a problém y ob ejít.

Ov¹em celý pøenos informace o d zdro je a¾ p o zpraco v ání není tak jedno duc h ý , jak

znázorò uje (obr.3.1). Sestá v á z k omplexnìj¹ího sdìlo v acího systém u; jedn u tak o v ou

mo¾nost nabízí (obr.3.2).

-

vstup

Vstup{bin.

Pøev o dník

-

Bin.{bin.

Ko dér

-

Mo dulátor

?

Kom unik aèní

k anál

��

výstup

Bin.{výstup

Pøev o dník

�

Bin.{bin.

Dek o dér

�

Demo dulátor

Obrázek 3.2: Konkrétní sdìlo v ací systém.

Ko déry (pøev o dníky) pøev ádí znaky jedné ab ecedy na znaky ab ecedy jiné. Ob vykle

ma jí ob ì ab ecedy p omìrnì malou moh utnost { t ypic ký pøev o d m ù¾e b ýt z desítk o v é do

dv o jk o v é sousta vy . Mo dulátor na vstupu pøijímá jednotliv é znaky a k e k a¾dém u znaku

vytv áøí proudo vý impuls, který vstupuje do k análu. T ato op erace s k a¾dým znak em

zvlá¹» je omezením pøi pøenosu informace a zp ùsobí tak ztrátu k apacit y k análu.

Demo dulátor pro v ádí in v erzní op eraci. Ke k a¾dém u ob dr¾eném u impulsu hledá

znak tak, ab y pra vdìp o dobnost pøenoso v é c h yb y b yla co nejmen¹í. A op ìt jak o pøi

mo dulaci, i zde individuální mo dulace zp ùsobuje ztrátu k apacit y .

2 Diskrétní k anál b ez pamìti

V e sv ém nej¹ir¹ím sm yslu lze k om unik aèní k anál p o v a¾o v at za èernou skøíòku, která

ak ceptuje øetìzce sym b olù ze vstupní ab ecedy �

1

a vysílá øetìzce sym b olù z výstupní

ab ecedy �

2

.

Mù¾eme zøejmì tvrdit jen málo o tak o v éto struktuøe. Omezme p ozornost na dis-

kr étní kanál bez pamìti , který je c harakterizo v án vstupní ab ecedou �

1

= f a

1

; : : : ; a

m

g ,

výstupní ab ecedou �

2

= f b

1

; : : : ; b

n

g a maticí P kanálu

P =

0

B

B

B

B

B

B

B

@

p

11

p

12

: : : : : : p

1 n � 1

p

1 n

p

21

p

22

: : : : : : p

2 n � 1

p

2 n

.

.

.

.

.

. : : : : : :

.

.

.

.

.

.

p

m � 11

p

m � 12

: : : : : : p

m � 1 n � 1

p

m � 1 n

p

m 1

p

m 2

: : : : : : p

mn � 1

p

mn

1

C

C

C

C

C

C

C

A

:
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2. DISKRÉTNÍ KANÁL BEZ P AMÌTI 39

Zp ùsob p ou¾ív ání k análu je následující: k a¾dá p osloupnost ( u

1

; u

2

; : : : ; u

N

) sym-

b olù ze vstupní ab ecedy �

1

na vstupu se pøev ede na p osloupnost ( v

1

; v

2

; : : : ; v

N

) té¾e

délky sym b olù z výstupní ab ecedy �

2

na výstup tak, ¾e

P ( v

k

= b

j

j u

k

= a

i

) = p

ij

(1 � i � m; 1 � j � n ) ;

a to nezá visle pro k a¾dé k .

Implicitnì je v e vý¹e uv edeném obsa¾eno, ¾e pro k a¾dé i , 1 � i � m platí

X

j

p

ij

= 1 :

Matice P s nezáp orn ými ho dnotami tak o v á, ¾e souèet prvkù v k a¾dém øádku

je ro v en 1, se nazýv á stochastická matice ; v teorii náho dn ýc h pro cesù mluvíme o

matici pøec ho du mark o vsk ého øetìzce. Je èasto u¾iteèné reprezen to v at k anál p omo cí

diagram u, jak o je tom u napø v násl. pøíkladu.

Pøíklad 2.1 Binární vyp ou¹tìcí k anál má vstupní abe ce du �

1

= f 0 ; 1 g , výstupní

abe ce dou �

2

= f 0 ; 1 ; �g a maticí P k análu

P =

 

1 � " 0 "

0 1 � " "

!

:

Diagr am odpovídající tomuto kanálu má tvar

� 0

0 �

� �

1 �

� 1 :

1 � "

q

q

q

q

q

q

q

q

q

88

"

M

M

M

M

M

M

M

M

M

&&

"

q

q

q

q

q

q

q

q

q

88

1 � "

L

L

L

L

L

L

L

L

L

&&

T o odpovídá situaci, pr o kter ou má ka¾dý symbol pr avdìpodobnost " , ¾e se ¹patnì

pø enese a to na � . A le jak 1 tak 0 nelze navzájem zamìnit.

Pøíklad 2.2 Nejpou¾ívanìj¹í kanál v tomto modelu komunikace je binární symetric ký

k anál má vstupní abe ce du �

1

= f 0 ; 1 g , výstupní abe ce dou �

1

= f 0 ; 1 g a maticí P

k análu

P =

 

1 � p p

p 1 � p

!

:

Diagr am odpovídající tomuto kanálu má tvar
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40 KAPITOLA 3. K OMUNIKA CE KANÁL Y SE ©UMEM

0 � � 0

1 �

� 1 :

1 � p

//

p

L

L

L

L

L

L

L

L

L

&&

1 � p

//

p

r

r

r

r

r

r

r

r

r

88

Jinak ø e èeno, to odpovídá situaci, pr o kter ou má ka¾dý symbol x pr avdìpodobnost

p , ¾e se ¹patnì pø enese a to na 1 � x . Èasto budeme psát q = 1 � p bez dal¹ího

komentáø e.

Roz¹íøení diskrétníc h k análù b ez pamìti

Uv a¾me diskrétní k anál b ez pamìti se vstupní ab ecedu �

1

, výstupní ab ecedou

�

2

a maticí P kanálu . r -té r oz¹íø ení tohoto k análu je diskrétní k anál b ez pamìti se

vstupní ab ecedu �

( r )

1

, výstupní ab ecedou �

( r )

2

a maticí P

( r )

kanálu , která je de�no v ána

následo vnì:

Souøadnice ( i; j ) matice P

( r )

o dp o vída jící vstupu

�

i

= �

1

�

2

: : : �

r

s �

k

2 �

1

, a výstupu

�

j

= �

1

�

2

: : : �

r

s �

k

2 �

2

, je

( P

( r )

)

ij

= p ( �

1

j �

1

) p ( �

2

j �

2

) : : : p ( �

r

j �

r

) ;

kde p ( �

k

j �

k

) je pra vdìp o dobnost, ¾e v k análu s maticí P je ob dr¾en sym b ol �

k

za

pøedp okladu o deslání �

k

.

Pøíklad 2.3 Druhé r oz¹íø ení binárního symetric k ého k análu s maticí P k análu

P =

 

q p

p q

!

má tvar

P

2

=

0

B

B

B

@

q

2

q p pq p

2

q p q

2

p

2

pq

pq p

2

q

2

q p

p

2

pq q p q

2

1

C

C

C

A

=

 

q P pP

pP q P

!

:

40



3. SPOJENÍ ZDR OJE S KANÁLEM 41

Alternativní zp ùsob jak m ù¾eme pøem ý¹let o r -té extenzi je, ¾e k anál C p o v a¾u-

jeme za r k opií C op erujícíc h nezá visle a paralelnì dle ní¾e uv edeného.

C

1

C

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

C

r

�

1

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

��

�

2

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

%%

input

�

1

�

2

::: �

r

//

�

1

CC

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

99

�

r

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

%%

output

�

1

�

2

::: �

r

//

�

r

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

99

Cvièení 2.4 1. Zpr áva sestávající z N binárních èíslic je pø enesena binárním sy-

metrickým kanálem mající pr avdìpodobnost chyby pø enosu p . Uka¾te, ¾e oèeká-

vaný poèet chyb je N p .

3 Sp o jení zdro je s k análem

Uv a¾me následující situaci: máme zdro j b ez pamìti S , který vysílá sym b oly (zdro jo v á

slo v a) s

1

; : : : ; s

N

s pra vdìp o dobnostmi p

1

; : : : ; p

N

.

Zdro j je sp o jen s binárním symetric kým k análem s pra vdìp o dobností c h yb y ná-

sledo vnì:

0 � � 0

1 �

� 1 :

1 � p

//

p

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

##

Zdro j

s

i

//

Kó do v ací zaøí-

zení do binár-

ního k ó du

// //

Dek ó do v ací

zaøízení

1 � p

//

p

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

;;

Budeme pøedp okládat, ¾e zak ó do v ání do binárního k ó du prob ìhne b ez ¹um u a ¾e

zp ùsob zak ó do v ání je znám dek ó do v acím u zaøízení.

Pøedp okládejme pro jedno duc host, ¾e N = 8; za sym b oly m ù¾eme p o v a¾o v at

napø. písmena ab ecedy , rùzné mìn y neb o cok oliv jiného. Efektivní (tj. k ompaktní)

zak ó do v ání v e sm yslu pøedc hozího o dsta v ce je pak
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s

1

s

2

s

3

s

4

s

5

s

6

s

7

s

8

000 100 010 001 110 101 011 111 :

�� �� �� �� �� �� �� ��

Zpr áva je øetìzec zdro jo výc h slo v s

i

, která jsou p ostupnì zak ó do v aná, pøenesená

a pak dek ó do v aná. T udí¾, dle vý¹e uv edeného k ó do v acího sc hématu, je pra vdìp o dob-

nost, ¾e jisté slo v o je sprá vnì pøeneseno, ro vna q

3

. Pra vdìp o dobnost, ¾e zprá v a o n

slo v ec h je k orektnì pøenesena, je q

3 n

.

Lze to pro v ést lép e? Odp o v ìï je samozøejmì ano, jinak b yc hom se vùb ec neptali.

Za jíma v é otázky jsou (a) jak mo c lép e a (b) na èí náklady?

Pøíklad 3.1 Uva¾me vý¹e uve dený pøíklad s osmi stejnì pr avdìpodobnými zdr ojovými

slovy a pø e dpokládejme, ¾e pou¾ijeme zdvojené zakódování násle dovnì:

s

1

s

2

s

3

s

4

s

5

s

6

s

7

s

8

000000 100100 010010 001001 110110 101101 011011 111111 :

�� �� �� �� �� �� �� ��

Pokud dekódovací zaøízení pøijme pr avid lo, ¾e bude pouze dekódovat v pøípadì, ¾e

první tøi symboly a druhé tøi symboly jsou toto¾né, a jinak þzavolá o pomocÿ, pr avdì-

podobnost, ¾e se vyskytne chyba a zùstane ne objevena, se dr asticky r e dukuje. Zajisté

budeme platit podstatnou cenu tím, ¾e jsme sní¾ili pomìr pø enosu faktor em 2. navíc

se je dná o èistì detekèní systém, který nebude vyu¾itelný v pøípadì, ¾e se dekódo-

vací zaøízení nemù¾e kontaktovat s kódovacím zaøízením a po¾ádat ho o znovuposlání

slova, u kter ého byla detekována chyba.

Zb ýv a jící èást této k apitoly je v ìno v ána zp ùsobu získ ání dostateèné míry pøenosu

k análu se ¹umem b ez pøíli¹ v elk ého pro dlou¾ení zprá vy .

Cvièení 3.2 Je dnoduchý zpùsob detek o v ání nejvý¹e je dné chyby je pou¾ít zaøízení

pøidávajícího k on trolu parit y , abychom mìli zaji¹tìno, ¾e souèet èísel v pø ená¹eném

slovì je sudý. T e dy kontr ola parity z vý¹e uve deného pøíkladu má tvar

s

1

s

2

s

3

s

4

s

5

s

6

s

7

s

8

0000 1001 0101 0011 1100 1010 0110 1111 :

�� �� �� �� �� �� �� ��

Uka¾te, ¾e jestli¾e pø eneseme kód s kontr olou parity binárním symetrickým kaná-

lem, pr avdìpodobnost, ¾e není objevena chyba, je r ovna 6 p

2

(1 � p )

2

+ p

4

, kde p je

pr avdìpodobnost výskytu chyby pøi pø enosu kanálem.
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4 Kó do v ání a dek ó do v ací pra vidla

Buï dán k anál b ez pamìti se vstupní ab ecedou �

1

= f a

1

; : : : ; a

m

g a výstupní ab ece-

dou �

2

= f b

1

; : : : ; b

k

g . Kód délky n je lib o v oln ý systém C rùzn ýc h p osloupností délky

n sym b olù ze �

1

. Prvky z C se nazýv a jí kódová slova . Je-li dán k ó d délky n s k ó do-

vými slo vy c

1

; c

2

; : : : ; c

N

, dekódovací pr avid lo je lib o v oln ý rozklad mno¾in y mo¾n ýc h

ob dr¾en ýc h p osloupností do disjunktníc h mno¾in R

1

; R

2

; : : : ; R

N

se zøejmou in terpre-

tací toho, ¾e je-li ob dr¾ená p osloupnost y prvk em mno¾in y R

j

, je y dek ó do v áno jak o

k ó do v é slo v o c

j

.

F ormálnì vzato, pøedp okládáme-li, ¾e k ó d C neobsah uje napø. sym b ol "?" jak o¾to

k ó do v é slo v o, r ozhodovací (dekódovací) pr avid lo pro k ó d C je funk ce f : �

n

2

! C [

f ? g . Aplik aci dek ó do v acího pra vidla nazýv áme dekódování . Je-li y (ob dr¾ené) slo v o v

�

n

2

, pak rozho do v ací pra vidlo dekóduje y jak o¾to k ó do v é slo v o f ( y ) neb o v opaèném

pøípadì nahlásí dekódovací chybu , jestli¾e f ( y ) =?.

Výb ìr dek ó do v acího pra vidla je p o dstatn ý k úsp ìc h u k a¾dého k om unik aèního sys-

tém u. Jak o extrémní pøíklad je snadné zk onstruo v at dek ó do v ací pra vidlo, které zcela

znièí b ezc h ybnost k análu b ez ¹um u.

Pøíklad 4.1 Pø e dpokládejme, ¾e máme zdr oj s pr ávì dvìma zdr ojovými slovy s

1

a s

2

,

který mù¾eme zakódovat pr o pø enos binárním symetrickým kanálem jako

s

1

7! 000 = c

1

; s

2

7! 111 = c

2

:

Máme pak osm mo¾ných obdr¾ených zpr áv. Mo¾né dekódovací pr avid lo by mohlo být

dekódovat zpr ávu jako s

1

, pokud obsahuje více nul ne¾ je dnièek. Ménì citlivé pr avid lo

by mohlo být dekódovat zpr ávu jako s

1

, pouze kdy¾ obdr¾ená zpr áva byla 000. A priori,

ka¾dé z tì chto pr avidel má stejnou váhu, i s pr avid lem: dekódujte ka¾dé obdr¾ené slovo

jako s

1

!

Na¹í snahou bude na jít dek ó do v ací pra vidlo, které maximalizuje pra vdìp o dobnost

sprá vného dek ó do v ání tj. pra vdìp o dobnost, ¾e x = f ( y ) je opra vdu to k ó do v é slo v o c ,

které b ylo o desláno. P oznamenejme, ¾e pøíjemce nemá ¾ádnou mo¾nost zjistit, zdali

dek ó do v ací pro ces opra vdu dek ó do v al sprá vnì.

Pra vdìp o dobnost sprá vného dek ó do v ání lze vyjádøit mnoha zp ùsob y . P ou¾ijeme-li

napøíklad form uli úplné pra vdìp o dobnosti, ob dr¾íme následující dv a vztah y:

P (sprá vné dek ó do v ání ) =

X

c 2C

P (sprá vné dek ó do v ání j c o desláno ) P ( c o desláno ) ;

(3.1)

vztah ujeme-li p o dmínku na mno¾in u k ó do výc h slo v resp.
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P (sprá vné dek ó do v ání ) =

X

y 2 �

n

2

P (sprá vné dek ó do v ání j y ob dr¾eno) P ( y ob dr¾eno ) ;

(3.2)

vztah ujeme-li p o dmínku na mno¾in u slo v ze �

n

2

.

P oznamenejme, ¾e vztah (3.1) explicitnì obsah uje pra vdìp o dobnosti P ( c o desláno ),

¾e rùzná k ó do v á slo v a b yla p oslána p omo cí k análu. T yto pra vdìp o dobnosti nejsou nic

jiného ne¾ pra vdìp o dobnosti zdro je C . Mluvíme pak o vstupním r ozdìlení kanálu . Pøi-

tom (3.2) ro vnì¾ obsah uje vstupní rozdìlení, proto¾e pra vdìp o dobnost, ¾e dané slo v o

y je ob dr¾eno, ob vykle zá visí na tom, které k ó do v é slo v o b ylo o desláno.

Nec h » f je dek ó do v ací pra vidlo pro k ó d C . Je-li o desláno k ó do v é slo v o c , pak

sprá vné dek ó do v ání nastane prá v ì tehdy , kdy¾ f ( y ) = c pro ob dr¾ené slo v o y . Platí

tedy

P (sprá vné dek ó do v ání j c o desláno ) =

X

y ;f ( y )= c

P ( y ob dr¾eno j c o desláno ) : (3.3)

Pro v edeme-li substituci do (3.1), ob dr¾íme

P (sprá vné dek ó do v ání ) =

X

c 2C ; y ;f ( y )= c

P ( y ob dr¾eno j c o desláno ) P ( c o desláno) : (3.4)

T ato dv o jnásobná suma není v¹ak v¾dy zcela pøího dná. Pøitom vztah (3.2) nám

p o dá v á vho dnìj¹í ná v o d, jak ob dr¾et dobré dek ó do v ací pra vidlo. P o dle dek ó do v acího

pra vidla f je ob dr¾ené slo v o y dek ó do v áno sprá vnì, jestli¾e o desláné slo v o b ylo f ( y ).

Platí tedy

P (sprá vné dek ó do v ání j y ob dr¾eno) = P ( f ( y )o desláno j y ob dr¾eno ) (3.5)

a pøitom se v e vý¹e uv edeném výrazu nevyskytuje ¾ádná suma. Dosaïme do vztah u

(3.2). P ak máme

P (sprá vné dek ó do v ání ) =

X

y 2 �

n

2

P ( f ( y ) o desláno j y ob dr¾eno ) P ( y ob dr¾eno) : (3.6)

Pra vdìp o dobnost sprá vného k ó do v ání lze maximalizo v at tím, ¾e budeme p ostup o-

v at p o dle tak o v ého dek ó do v acího pra vidla, které maximalizuje k a¾dou z p o dmínìn ýc h

pra vdìp o dobností

P ( f ( y ) o desláno j y ob dr¾eno ) :
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Jinak øeèeno, za pøedp okladu, ¾e jsme ob dr¾eli y , rozho dneme se tak, ¾e k ó do v é

slo v o, které b ylo p osláno, je to nejpra vdìp o dobnìj¹í, které mohlo b ýt o desláno. T o jde

k onkrétnì za jistit tak, ¾e se pro c házíme zp ìtn ými k análo vými pra vdìp o dobnostmi

P ( c

1

o desláno j y ob dr¾eno ) ; : : : ; P ( c

N

o desláno j y ob dr¾eno)

a vyb ereme k ó do v é slo v o c

i

s nejv ìt¹í pra vdìp o dobností.

T oto pra vidlo se nazýv á pra vidlo ide álního pozor ovatele neb oli pr avid lo minimální

chyby . Nicménì, pøepis tìc h to p o dmínìn ýc h pra vdìp o dobností nám uk azuje, ¾e t yto

p o dmínìné pra vdìp o dobnosti nelze p ou¾ít b ez znalosti pra vdìp o dobností výskytu

k ó do výc h slo v c

j

. Máme toti¾ p o dle Ba y eso vy v ìt y:

P ( c o desláno j y ob dr¾eno ) =

P ( y ob dr¾eno j c o desláno ) P ( c o desláno )

P

N

k =1

P ( y ob dr¾eno j c

k

o desláno ) P ( c

k

o desláno )

: (3.7)

V praxi je to v á¾ná nevýho da. T oti¾, ab yc hom urèili dek ó do v ací funk ci, m usíme

znát s jak ou pra vdìp o dobností jsou k ó do v á slo v a p osílána p omo cí k análu tj. m usíme

znát jistou informaci o zprá v ì, co¾ není zro vna v¾dy mo¾né.

T oto, sp oleènì se skuteèností, ¾e není snadné toto pra vidlo aplik o v at v pøípadì, kdy

máme v elký p o èet k ó do výc h slo v, opra vò uje u¾ití následujícího pra vidla nazýv aného

pr avid lem maximální pr avdìpodobnosti (maxim um-lik eliho o d (ML)). T oto pra vidlo

dek ó duje k a¾dý ob dr¾en ý v ektor y do k ó do v ého slo v a c

j

tak, ¾e maximalizuje

P ( y ob dr¾eno j c

j

o desláno) : (3.8)

Pro t y , kteøí jsou ob eznámeni s o dhady maximální pra vdìp o dobnosti v e statistice,

je analogie zøejmá.

Za pøedp okladu nedostatku informace o pra vdìp o dobnostec h rùzn ýc h k ó do výc h

slo v máme následující:

Mají-li kódová slova stejnou pr avdìpodobnost, pak pr avid lo maxi-

mální pr avdìpodobnosti splývá s pr avid lem ide álního pozor ovatele.

(3.9)

Dùk az je snadn ý . T oti¾ platí P ( c o desláno ) =

1

N

. T edy platí dle (3.7)

P ( c o desláno j y ob dr¾eno) =

P ( y ob dr¾eno j c o desláno )

P

N

k =1

P ( y ob dr¾eno j c

k

o desláno )

: (3.10)

Odtud pak máme, ¾e maxim um na pra v é stranì ob dr¾íme prá v ì tehdy , kdy¾ bu-

deme mít maxim um na lev é stranì.

Hammingo v a vzdálenost

45



46 KAPITOLA 3. K OMUNIKA CE KANÁL Y SE ©UMEM

V hla vní èásti této pøedná¹ky budeme praco v at s binárním symetric kým k análem.

Pro ten to k anál má pra vidlo maximální pra vdìp o dobnosti obzvlá¹» snadnou imple-

men taci.

Nec h » V

n

oznaèuje mno¾in u v¹ec h p osloupností délky n slo¾en ýc h z n ul a jednièek

a, p okud to bude n utné, p o v a¾ujme V

n

za v ektoro vý n -dimenzionální prostor nad

tìlesem celýc h èísel mo dulo 2. Jsou-li x a y v ektory z V

n

, de�n ujme Hammingovu

vzdálenost d ( x ; y ) mezi x a y jak o p o èet míst, v e kterýc h se x a y li¹í.

Pro binární symetric ký k anál je pøirozen ým dek ó do v acím pra vidlem pra vidlo mi-

nimální vzdálenosti , toti¾: dek ó dujme k a¾dý ob dr¾en ý v ektor y do k ó do v ého slo v a c

j

,

¾e které má k ó do v é slo v o c , je¾ má minimální Hammigo vu vzdálenost o d y : p okud je

vícero tak o výc h slo v, vyb ereme c

j

lib o v olnì.

P ( y ob dr¾eno j c

j

o desláno ) : (3.11)

Následující snadn ý výsledek nám tvrdí:

Vìta 4.2 Pr o binární symetrický kanál s pr avdìpodobností chyby p �

1

2

je dekódovací

pr avid lo minimální vzdálenosti ekvivalentní k pr avid lu maximální pr avdìpodobnosti.

D � uk az. Pro v¹ec hn y v ektory x a y z V

n

s vlastností d ( x ; y ) = d platí

P ( y ob dr¾eno j x o desláno ) = p

d

q

n � d

:

P okud p <

1

2

, ten to výraz nab ýv á maxima, je-li d minimální. T o ale zøejmì staèí k

tom u, ¾e p evné slo v o y dek ó dujeme jak o to k ó do v é slo v o, které má nejmen¹í vzdálenost

o d slo v a y . Obrácenì, v ezmeme-li jak o rozk ó do v ání p evného slo v a y k ó do v é slo v o

minimální vzdálenosti, je vý¹e uv edená pra vdìp o dobnost maximální.

Cvièení 4.3

1. Ne ch» kód sestává ze ètyø kódových slov c

1

= 1000 , c

2

= 0110 , c

3

= 0001 a

c

4

= 1111 . Pr avdìpodobnosti výskytu tì chto kódových slov jsou dány jako

P ( c

1

) = P ( c

2

) =

1

3

; P ( c

3

) = P ( c

4

) =

1

6

Pou¾íváte-li pr o pø enos binární symetrický kanál s pr avdìpodobnosti chyby

1

10

a

obdr¾íte na výstup vektor 1001 , jak by jste se r ozhodoval pøi

(a) pou¾ití pr avid la ide álního pozor ovatele,

(b) pou¾itím pr avid la maximální pr avdìpodobnosti?

2. Doka¾te tvrzení 3.9 tj. ¾e v pøípadì, ¾e v¹e chna kódová slova stejnou pr avdì-

podobnost, pr avid lo maximální pr avdìpodobnosti splývá s pr avid lem ide álního

pozor ovatele.
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5 Kapacita k análu

Jak u¾ nap o vídá jméno, k apacita k om unik aèního k análu je míra jeho sc hopnosti pøe-

ná¹et informaci. F ormální de�nice je motiv o v ána ní¾e uv eden ým:

Pøedp okládejme, ¾e máme diskrétní k anál b ez pamìti se vstupní ab ecedou �

1

=

f a

1

; : : : ; a

m

g , výstupní ab ecedou �

2

= f b

1

; : : : ; b

n

g a maticí P k análu

P = [ p

ij

] = P ( b

j

ob dr¾eno j a

i

o desláno) :

Pøidáme-li k tom uto k análu zdro j S b ez pamìti, který vysílá sym b oly a

1

; : : : ; a

m

s pra vdìp odobnostmi p

1

; : : : ; p

m

; pak výstup k análu m ù¾eme p o v a¾o v at za zdro j J

b ez pamìti, který vysílá sym b oly b

1

; : : : ; b

n

s pra vdìp odobnostmi q

1

; : : : ; q

n

; kde

q

j

=

P

m

i =1

P ( b

j

ob dr¾eno j a

i

o desláno ) P ( a

i

o desláno )

=

P

m

i =1

p

i

p

ij

:

Informace o S p o daná p omací J , de�no v aná v k apitole 1, je ro vna

I ( S jJ ) = H ( S ) � H ( S jJ ) = H ( S ) + H ( J ) � H ( S ; J )

a je to funk ce, která zá visí p ouze na pra vdìp o dobnostním rozdìlení p

1

; : : : ; p

m

; a

matici k análu P . Je proto pøirozené de�no v at kapacitu C k análu jak o

C = sup I ( S jJ ) ; (3.12)

kde suprem um je bráno pøes v¹ec hn y zdro je b ez pamìti S , neb o, je¹tì pøesnìji, nad

v¹emi mo¾n ými rozdìleními pra vdìp o dobností ( p

1

; : : : ; p

n

).

Nejdøív e si pøip omeòme, ¾e C je dobøe de�no v áno v tom sm yslu, ¾e p ouze hledáme

suprem um funk ce f ( p ), kde f je sp o jitá funk ce na uza vøené a ohranièené p o dmno¾inì

mno¾in y R

m

a dle základní v ìt y analýzy má f maxim um v nìjak ém b o dì. Mù¾eme

tedy 3.12 pøepsat jak o

C = max I ( S jJ ) ; (3.13)

Dále si uv ìdomme, ¾e C je kv an titativní v elièina urèená p ouze maticí k análu P .

Mù¾eme ji zhruba p o v a¾o v at za k onduktanci o dp oru v teorii elektric kýc h ob v o dù. Její

jednotky jsou pak jednotky informace neb o en tropie, toti¾ þbit y za sekunduÿ neb o

þbit y na sym b olÿ v zá vislosti na k on textu.

Uk a¾me pøíklad, jak lze na jít k apacitu k análu.

Vìta 5.1 Kapacita binárního symetrického kanálu s pr avdìpodobností chyby pø enosu

p je ur èena vztahem

C ( p ) = 1 + p log p + q log q ; (3.14)

kde q = 1 � p .
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D � uk az. K usnadnìní oznaèení pøedp okládejme, ¾e zdro j S emituje 0 s pra vdìp o dob-

ností � a 1 s pra vdìp o dobností � = 1 � � . P ak výstup J má rozdìlení

0 s pra vdìp o dobností � q + � p; 1 s pra vdìp o dobností � q + � p:

Je tedy H ( S ; J ) prá v ì en tropie rozdìlení ( � q ; � p; � q ; � q ). P o jedno duc hé úpra v ì

I ( S jJ ) = p log p + q log q � ( � q + � p ) log ( � q + � p )

� ( � p + � q ) log ( � p + � q )

:

Derivujme dle � . P ak ob dr¾íme, ¾e I ( S jJ ) má maxim um v pøípadì, ¾e � =

1

2

a

ob dr¾íme pak 3.14.

P oznamenejme, ¾e k apacita má o èek á v ané vlastnosti { C ( p ) je monotonní funk ce

p , 0 � p �

1

2

, a

C (0) = 1 ; C (

1

2

) = 0 ;

co¾ o dp o vídá in tuici, ¾e, p okud p =

1

2

, k anál se stane dok onalým ru¹ièem, ale ¾e,

p okud p = 0, máme dok onalý pøenos.

Zji¹tìní k apacit y ob ecn ýc h k análù je netriviální zále¾itost. V pøípadì, ¾e k anál

nemá nìjak ou sp eciální vlastnost neb o není o dv ozen z k análu, jeho¾ k apacita je známa,

jedin ý zp ùsob, jak m ù¾eme vyp o èítat k apacitu, je vyøe¹ení problém u optimalizace s

omezeními, a to zejména meto dou Lagrangeo výc h m ultiplik átorù.

Pøíkladem první z tìc h to tec hnik je následující výsledek.

Vìta 5.2 Má-li kanál S bez pamìti kapacitu C , má jeho r -té r oz¹íø ení S

( r )

kapacitu

r C .

D � uk az. Oznaème jak o C

( r )

k apacitu r � tého roz¹íøení tak, ¾e

C

( r )

= sup

X

H ( X ) � H ( X j Y ) ; (3.15)

kde X = ( X

1

; : : : ; X

r

) a Y = ( Y

1

; : : : ; Y

r

) jsou vstupní a výstupní dv o jice. Máme ale

H ( X ) � H ( X j Y ) = H ( Y ) � H ( Y j X ) : (3.16)

a

H ( Y j X ) =

X

x

p ( x ) H ( Y j X = x ) :

Proto¾e se jedná o k anál b ez pamìti, máme

H ( Y j X = x ) =

X

i

H ( Y

i

j X = x ) =

X

i

H ( Y

i

j X

i

= x

i

) :
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Zejména

H ( Y j X )=

P

x

p ( x ) H ( Y

i

j X

i

= x

i

)

=

P

i

P

u

H ( Y

i

j X

i

= u ) � P ( X

i

= u ) :

T edy

H ( Y j X ) =

r

X

i

H ( Y

i

j X

i

) : (3.17)

Ob ecnì platí

H ( Y ) � H ( Y

1

) + : : : + H ( Y

r

) ;

a tedy celk em C

( r )

� r C . Pøip omeòme, ¾e ro vnost nastá v á prá v ì tehdy , kdy¾ Y

1

; : : : ; Y

r

jsou nezá vislá. T oho lze dosáhnout tím, ¾e zv olíme X

1

; : : : ; X

r

jak o nezá vislé a vybrá-

ním rozdìlení, pøi kterém b ylo dosa¾eno k apacit y C k análu.

Cvièení 5.3 1. Vypoètìte kapacitu binárního vypou¹tì cího kanálu s pr avdìpodob-

ností chyby " .

2. Uva¾ujeme-li kanál bez pamìti s maticí

2

6

4

1 0

0 1

0 1

3

7

5

;

uka¾te, ¾e kapacity lze dosáhnout více ne¾ je dním r ozdìlením na vstupu. Uka¾te,

¾e r oz¹íø ením 2. ø ádu mù¾eme dosáhnout kapacity pomocí r ozdìlení na vstupu,

kte é není souèinem r ozdìlení na vstupu pùvodního kanálu.

(F einstein, 1958)

6 Vìta o k ó do v ání se ¹umem

Ji¾ døív e jsme vidìli, ¾e m ù¾eme dosáhnou lib o v olnì v elk é sp olehliv osti p ouze dosta-

teènì èast ým opak o v áním k a¾dého zdro jo v ého sym b olu. Zøejmì je tato meto da v elmi

èaso v ì náro èná a hla vním úèelem tohoto o dsta v ce je dok ázat pøekrásné tvrzení C.

Shannona (1948), které tvrdí, ¾e za pøedp okladu, ¾e ryc hlost (míra) pøenosu je p o d

k apacitou k análu, lze dosáhnout lib o v olnì v elk é sp olehliv osti. Budeme se k oncen tro v at

na binární symetric ký k anál. T yto m y¹lenky lze roz¹íøit na p o dstatnì k omplik o v anìj¹í

k anály , ale dùle¾itìj¹í je plnì p orozumìt nosn ým princip ùm, ne¾ se obklopit matema-

tic kými detaily .

Buï dán k ó d C a dek ó do v ací sc héma pro C . Pr avdìpodobnost chyby e( C ) je ob vykle

de�no v aná jak o prùmìrná pra vdìp o dobnost c h yb y za pøedp okladu, ¾e v¹ec hna k ó do v á
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slo v a b yla vyslána se stejnou pra vdìp o dobností. Jinak øeèeno, máme-li M k ó do výc h

slo v c

1

; : : : ; c

M

z C , pak platí

e ( C ) =

1

M

M

X

i =1

P (nastala c h yba j c

i

b ylo pøeneseno ) :

V pøípadì binárníc h k ó dù m ù¾eme pøedp okládat, p okud nebude jinak uv edeno, ¾e

p ou¾ív áme dek ó do v ací pra vidlo maximální pra vdìp o dobnosti (=pra vidlo minimální

vzdálenosti), a tudí¾ se èasto budeme o dv olá v at na pra vdìp o dobnost c h yb y k ó do v ání

b ez sp eci�c k ého pøip omen utí dek ó do v acího pra vidla.

Zøejmì je pøedmìtem pøíkladu na jít k ó dy s malou prùmìrnou pra vdìp o dobností

c h yb y . A v¹ak, p o dstatnì silnìj¹ím p o¾ada vk em je, ¾e maximální pr avdìpodobnost

chyby je malá. Jak lze o èek á v at, ta je de�no v ána jak o

^ e ( C ) = max

i

P (nastala c h yba j c

i

b ylo pøeneseno ) ;

a eviden tnì

^ e � e :

Pøedp okládejme proto, ¾e máme binární symetric ký k anál s pra vdìp o dobností

c h yb y p a tudí¾ k apacitou C urèenou

C = C ( p ) = 1 + p log p + (1 � p ) log (1 � p ) :

Dok a¾me následující v erzi Shannono vy v ìt y o k ó do v ání se ¹umem.

Vìta 6.1 Shannono v a v ìta o k ó do v ání se ¹umem Buï dán binární symetrický

kanál kapacity C a libovolné R , 0 < R < C . Pak pr o ka¾dou posloupnost ( M

n

: 1 �

n < 1 ) pøir ozených èísel splòujících

1 � M

n

� 2

Rn

(1 � n < 1 ) ;

a v¹e chna kladná " > 0 , existuje posloupnost kódù ( C

n

: 1 � n < 1 ) a pøir ozené èíslo

N

0

( " ) tak, ¾e C

n

má M

n

kódových slov délky n a maximální pr avdìpodobnost chyby

^ e ( C

n

) � "

pr o v¹e chna n � N

0

( " ) .

Jakým zp ùsob em funguje tato v ìta. Pøedp okládejme, ¾e pra vdìp o dobnost c h yb y

tak o v éhoto k análu je tak o v á, ¾e k apacita k análu C ( p ) = 0 : 8. P ak, je-li na¹e zprá v a

øetìzec n ul a jednièek, víme, ¾e pro dostateènì v elk é n , p olo¾íme-li R = 0 : 75, existuje

mno¾ina 2

0 : 75 n

k ó do výc h slo v délky n , která ma jí pra vdìp o dobnost c h yb y men¹í ne¾

lib o v olnì pøedem pøedepsaná hranice. T udí¾, ab yc hom zak ó do v ali zprá vu ze zdro je,

p ostup je následující:
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(a) Rozdìlte zprá vu do blokù délky m , pøièem¾ m je tak o v é, ¾e 3 d

n

4

e = m � N

0

( " ) :

(b) Zak ó dujte k a¾dý z tìc h to m -blokù do k ó du C

n

tak, ¾e p ou¾ijete k ó do v é slo v o

délky

4 m

3

pro k a¾dý m -blok.

(b) Pøeneste no v ì zak ó do v anou p osloupnost k análem.

Èeho jsme dosáhli? P o dstatné reduk ce pra vdìp o dobnosti c h yb y . Na èí náklady?

Komplexnosti zak ó do v ání a men¹í míry pøenosu: záro v eò v¹ak b oh u¾el dop osud ne-

známé zak ó do v ání. Síla Shannono vy v ìt y sp o èív á v tom, ¾e existují tak o v éto k ó dy .

Dùk az Shannono vy v ìt y , který c hceme pro v ést ní¾e, zá visí na dv ou nero vnostec h

{ z níc h první je v elmi dobøe známa { její dùk az lze na jít v k a¾dém elemen tárním

textu z teorie pra vdìp o dobnosti.

Èeb y¹ev o v a nero vnost

Je-li X lib o v olná náho dná promìnná tak, ¾e má k oneènou v ariaci (o dc h ylku) v ar ( X ),

pak pro k a¾dé a > 0 máme

P ( j X � E ( X ) j � a ) � v ar ( X ) =a

2

: (3.18)

Druhá nero vnost je ménì známá a má ro vnì¾ pra vdìp o dobnostní in terpretaci; lze

ji vyslo vit následo vnì.

Omezená nero vnost

Pro v¹ec hna � , 0 � � �

1

2

, platí

b �n c

X

k =0

 

n

k

!

� 2

n h ( � )

; (3.19)

kde h( � ) = � [ � log � + (1 � � ) log (1 � � )].

D � uk az. Let m = b �n c . W e put �

0

=

m

n

. Then �

0

� � < �

0

+

1

n

. Assume � > �

0

� 0,

" = � � �

0

> 0. Then

2

n h ( � )

= 2

� n � [ �

0

log � +(1 � �

0

) log (1 � � )]

� 2

� n � [ " log � � " log (1 � � )]

� 2

� n � [ �

0

log �

0

+(1 � �

0

) log (1 � �

0

)]

� 2

n" log

1 � �

�

� 2

n h ( �

0

)

� 2

n" log

1 � �

�

� 2

n h ( �

0

)

� 2

log

1 � �

�

� 2

n h ( �

0

)

�

1 � �

�

� 2

n h ( �

0

)
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Mù¾eme tedy b ez újm y na ob ecnosti pøedp okládat, ¾e � b ylo vybráno tak, ¾e �n

je pøirozené èíslo. P ak m ù¾eme psát

1 = [ � + (1 � � )]

n

�

P

�n

k =0

 

n

k

!

�

k

(1 � � )

n � k

� (1 � � )

n

P

�n

k =0

 

n

k

!

�

�

1 � �

�

�n

= �

�n

(1 � � )

n (1 � � )

P

�n

k =0

 

n

k

!

:

T udí¾

�n

X

k =0

 

n

k

!

� �

�n

(1 � � )

n (1 � � )

= 2

n h ( � )

;

logaritm ujeme-li pøi základu 2 a pak zno vu umo cníme.

Dùkaz vìty o k ódo v ání se ¹umem

Nejprv e p opi¹me hrub ý smìr dùk azu. Zv olme si p evné pøirozené èíslo n , a pro

dan ý ok am¾ik, pracujme s binárními k ó dy v e V

n

. Pøedp okládejme, ¾e se p ok ou¹íme

na jít k ó d s M k ó do vými slo vy c

i

2 V

n

. Vyb ereme ta k ó do v á slo v a c

i

tro c h u blázniv ou

meto dou vybráním v ektorù z V

n

náho dnì a nezá visle na i , (1 � i � M ). T om uto

k ó do v ání øík áme náhodné kódování .

Budeme k ó do v at následujícím zp ùsob em: zv olme r > 0 a nec h » S

r

( y ) de�n uje

r - sféru se støedem y , tj.

S

r

( y ) = f z : z 2 V

n

; d ( y ,z ) � r g :

P ak, je-li y ob dr¾en ý v ektor, m ù¾eme dek ó do v at y jak o k ó do v é slo v o c

j

, je-li c

j

jediné k ó do v é slo v o v S

r

( y ); jinak budeme dek ó do v at y jak o lib o v olné jiné k ó do v é

slo v o, napø. c

1

.

Zaènìme n yní s vlastním dùk azem. Nec h » Y je v ektor, který ob dr¾íme, kdy¾ je

pøená¹eno k ó do v é slo v o c a E buï událost, ¾e nastala c h yba. Pøitom c h yba m ù¾e

nastat prá v ì tehdy , kdy¾ buï

(a) d ( c ; Y ) > r

neb o

(b) d ( c ; Y ) � r a d ( c' ; Y ) � r pro nìjak é jiné k ó do v é slo v o c' .

Oznaème p o øadì A a B události p opsané (a) a (b). P ak E = A [ B a tudí¾

P ( E ) = P ( A [ B ) � P ( A ) + P ( B ) :

Uv a¾me událost B . ta nastane, p okud platí záro v eò

(i) Ne více ne¾ r c h yb nastalo pøi pøenosu
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(ii) jedno z k ó do výc h slo v rùzn ýc h o d c je v e vzdálenosti nejvý¹e r o d ob dr¾eného

v ektoru Y .

Oznaèíme-li p o øadì t yto události B

1

a B

2

, máme pak, proto¾e B = B

1

\ B

2

,

P ( B ) � P ( B

2

) : (3.20)

Uv a¾me n yní B

2

; proto¾e k ó do v á slo v a jsou vybrána náho dnì, pra vdìp o dobnost,

¾e c

i

má vzdálenost men¹í neb o ro vn u r o d Y je N

r

( n ) = 2

n

, kde

N

r

( n ) =

r

X

k =0

 

n

k

!

(3.21)

je p o èet v ektorù z V

n

, které le¾í v S

r

( y ). T udí¾ pra vdìp o dobnost, ¾e alesp oò jedno ze

zb ýv a jícíc h M � 1 k ó do výc h slo v (rùzn ýc h o d c ) má vzdálenost men¹í neb o ro vn u r

o d ob dr¾eného slo v a Y splò uje

P ( B

2

) �

M � 1

2

n

r

X

k =0

 

n

k

!

: (3.22)

P olo¾me tudí¾, pro v¹ec hna " > 0,

r = b np + n" c

jak o¾to maximální celé èíslo ne v ìt¹í ne¾ np + n" , ob dr¾íme pak z 3.20, 3.21, 3.22 a

omezené nero vnosti, ¾e

P ( B ) �

M

2

n

2

nh ( p + " )

: (3.23)

Vìn ujme se n yní druhém u t ypu c h yb zp ùsob eném u jev em A . P oznamenejme, ¾e, je-li

U (náho dn ý) p o èet c h ybn ýc h sym b olù vzniklýc h pøi pøenosu k ó do v ého slo v a c , pak

máme

P ( A ) = P ( U > r )

a U je náho dná promìnná s binomiálním rozdìlením s parametry n a p . T udí¾

P ( A ) = P ( U > np + n" ) � P ( j U � np j > " )

� v ar( U ) =n

2

"

2

;

dle Èeb y¹ev o vy nero vnosti.

Proto¾e U je náho dná promìnná s binomiálním rozdìlením, máme

v ar ( U ) = npq

a tedy úplná pra vdìp o dobnost c h yb y je

P ( E ) �

pq

n"

2

+ M 2

� n [1 � h ( p + " )]

:
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pro dostateènì v elk á n . Proto¾e k apacita C ( p ) = 1 � h ( p + " ), máme pak

P ( E ) �

pq

n"

2

+ M 2

� nC ( p + " )

:

Proto¾e " > 0, lze pra vdìp o dobnost c h yb y zv olit lib o v olnì malou pro dostateènì

v elk é n , za pøedp okladu, ¾e M jak o¾to funk ce n , neroste ryc hleji ne¾ 2

nC ( p )

.

Dok ázali jsme tedy v ìtu o k ó do v ání se ¹umem a¾ na to, ¾e jsme omezeli prùmìrnou

pra vdìp o dobnost c h yb y a ne maximální pra vdìp o dobnost c h yb y . K dok onèení dùk azu

p otøebujeme dok ázat, ¾e existují k ó dy C

n

s M

n

k ó do vými slo vy , kde M

n

� 2

Rn

a

ma jící maximální pra vdìp o dobnost c h yb y < " . P olo¾me proto "

0

=

1

2

" a M

0

n

= 2 M

n

.

P oznamenejme, ¾e proto¾e M

n

� 2

Rn

a R < C , m usí existo v at R

0

tak, ¾e R < R

0

< C ,

a N

0

0

tak, ¾e pro v¹ec hna n � N

0

0

platí

M

0

n

� 2

nR

0

a tudí¾ existuje p osloupnost k ó dù C

0

n

tak, ¾e C

0

n

má M

0

n

k ó do výc h slo v a prùmìrnou

pra vdìp o dobnost c h yb y < "

0

pro n � N

0

0

.

Jsou-li x

1

; : : : ; x

M

k ó do v á slo v a z C

0

n

, znamená to, ¾e

M

0

n

X

i =1

P ( E j x

i

) � "

0

M

0

n

:

T edy alesp oò p olo vina tìc h to k ó do výc h slo v x

i

m usí splòo v at

P ( E j x

i

) � 2 "

0

= ": (3.24)

Buï C

n

k ó d sestá v a jící z M

n

k ó do výc h slo v splò ujícíc h 3.24; pak máme ná¹ p o¾a-

do v an ý k ó d s maximální pra vdìp o dobností � " .

Shannono vu v ìtu lze roz¹íøit i pro ob ecné k anály b ez pamìti s lib o v olnou vstupní

a výstupní ab ecedou. Hla vní m y¹lenk a dùk azu se nemìní, toti¾

(a) zak ó dujme zprá vy náho dnì,

(a) dek ó dujme pro cedurou maximální pra vdìp o dobnosti.

T ec hnic k é obtí¾e jsou zp ùsob en y zejména ob ecn ým tv arem k apacit y k análu, p okud

se nejedná o symetric ký k anál. Pøípadn ý zá jemce m ù¾e na jít úpln ý dùk az (v e skuteè-

nosti dv a) pro tuto ob ecnou situaci v èlánku Ashe (1965) neb o Gallagera (1968).

Mìli b yc hom se té¾ zmínit o dùle¾itosti zlep¹ení hranic pra vdìp o dobnosti vzniku

c h yb y . V na¹em dùk azu nahoøe nás p ouze za jímalo to, ¾e pra vdìp o dobnost nastání

c h yb y lze dosáhnout lib o v olnì malou. K tom uto problém u existuje b ohatá a dosta-

teènì tec hnic k á literatura.

Napøíklad následující silnìj¹í výsledek pøinále¾í Shannono vi (1957).
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Vìta 6.2 Buï dán diskr étní kanál bez pamìti kapacity C a libovolné R , 0 < R < C .

Pak existuje posloupnost kódù ( C

n

: 1 � n < 1 ) tak, ¾e:

(a) C

n

má b 2

Rn

c kódových slov délky n

(b) maximální pr avdìpodobnost chyby ^ e ( C

n

) kódování C

n

splòuje

^ e ( C

n

) � A e

� B n

;

pøièem¾ A a B závisí pouze na kanálu a na R .

Jinak øeèeno, neexistují p ouze dobré k ó dy , ale na víc existují k ó dy , jejic h¾ pra vdì-

p o dobnost c h yb y klesá exp onenciálnì.

Dùk az tohoto tvrzení pøesah uje rámec pøedná¹ky .

Cvièení 6.3 1. Binární symetrický kanál mající pr avdìpodobnost chyby pø enosu

p = 0 : 05 mù¾e pø enést 800 binárních èíslic za sekundu. Kolik bitù mù¾e pø enést

bez chyby za sekundu?

2. Binární symetrický kanál s fyzikální kapacitou pø enosu 800 èíslic za sekundu

mù¾e pø enést 500 èíslic za sekundu s libovolnì malou pr avdìpodobností chyby.

Co nám to vypovídá o pr avdìpodobnosti chyby tohoto kanálu?

7 Kapacita jak o hranice sp olehliv é k om unik ace

Pøedp okládejme, ¾e máme diskrétní k anál b ez pamìti o k apacitì C bitù. Pøedp oklá-

dejme, ¾e ten to k anál má mec hanic k ou ryc hlost jednoho bitu za sekundu. Dok á¾eme

n yní obrácení Shannono vy v ìt y tím, ¾e uk á¾eme nemo¾nost pøesné informace ryc hlostí

vy¹¹í neb o ro vné ne¾ je C bitù za sekundu. Pøesnìji, dok á¾eme následující základní

výsledek.

Vìta 7.1 Pr o kanál bez pamìti o kapacitì C a pr o ka¾dé R > C ne existuje posloup-

nost kódù ( C

n

: 1 � n < 1 ) tak, ¾e: C

n

má 2

Rn

kódových slov délky n a pr avdìpodob-

nost chyby e ( C

n

) kódování C

n

konver guje k nule pr o n ! 1 .

V e skuteènosti W olfo witz v ro ce 1961 dok ázal mnohem silnìj¹í výsledek { toti¾, za

stejn ýc h p o dmínek, maximální pra vdìp o dobnost c h yb y k on v erguje k 1 pro n ! 1 .

My v¹ak uk á¾eme slab¹í v erzi, ab yc hom dok ázali, ¾e Shannono v a v ìta je nejlep¹í

mo¾ná. Pro dùk az v ìt y p otøebujeme následující lemmata.

Lemma 7.2 Buï U ; V ; W náhodné vektory. Pak platí

H ( U j V ) � H ( U j V ; W ) + H ( W ) :
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D � uk az. Máme dle základní iden tit y , ¾e

H ( U j V ) = H ( U ; V ) � H ( V )

= H ( U ; V ; W ) � H ( W j U ; V ) � H ( V )

� H ( U ; W j V ) ;

proto¾e en tropie je nezáp orná. Ale záro v eò

H ( U ; W j V ) = H ( U ; V ; W ) � H ( V ; W ) + H ( V ; W ) � H ( V )

= H ( U j V ; W ) + H ( W j V )

� H ( U j V ; W ) + H ( W ) ;

co¾ se mìlo dok ázat.

Lemma 7.3 F ano v a nero vnost Buï C kód s M kódovými slovy f c

1

; : : : ; c

M

g pr o

daný kanál bez pamìti. Buï X náhodný vektor nabývající hodnoty v mno¾inì kódo-

vých slov. Ne ch» Y obsahuje náhodný vektor ový výstup, v pøípadì, ¾e X je pø eneseno

kanálem a dekódováno. Pak, je-li p

E

pr avdìpodobnost chyby (toti¾ p

E

= P ( X 6= Y ) ),

máme

H ( X j Y ) � H ( p

E

; q

E

) + p

E

log ( M � 1) ; (3.25)

kde q

E

= 1 � p

E

.

D � uk az. De�n ujme no v ou náho dnou promìnnou Z jak o¾to

Z =

(

0 p okud X = Y

1 p okud X 6= Y :

Je tedy sp eciálnì en tropie náho dné promìnné Z ro vna H ( p

E

; q

E

). Uv a¾me n yní

usp oøádanou dv o jici ( Y ; Z ). Zøejmì pak

H ( X j ( Y ; Z ) = ( y ; 0)) = 0 :

Záro v eò, p okud ( Y ; Z ) = ( y ; 1), je náho dná promìnná X rozlo¾ena mezi ( M � 1)

k ó do vými slo vy , která nejsou ro vna y .

Zejména tedy

H ( X j ( Y ; Z ) = ( y ; 1)) � log

2

( M � 1) :

a

H ( X j ( Y ; Z )) =

P

y

H ( X j ( Y ; Z ) = ( y ; 1)) � P (( Y ; Z ) = ( y ; 1))

� log

2

( M � 1)

P

y

� P (( Y ; Z ) = ( y ; 1))

� p

E

� log

2

( M � 1) :

P olo¾me pak U = X , V = Y a W = Z . Z lemmatu 7.2 máme F ano vu nero vnost.
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Dùkaz vìty 7.1

Pøedp okládejme, ¾e tak o v áto p osloupnost k ó dù existuje. Uv a¾me pak náho dn ý

v ektor X , který nab ýv á ho dnot v k ó du C

n

tak, ¾e p okud p olo¾íme R = C + " , " > 0,

máme

H ( X ) = n ( C + " ) :

Proto¾e k apacita k análu je C , máme pak pro k ó do v á slo v a délky n , ¾e o dp o vída jící

k apacita roz¹íøení b ez pamìti je nC a tedy , oznaèíme-li Y náho dn ý v ektor výstupu

o dp o vída jící vstupním u náho dném u v ektoru X , máme nero vnost

H ( X ) � H ( X j Y ) � nC ;

tak¾e

n" = n ( C + " ) � nC � H ( X j Y ) :

Aplikujeme-li F ano vu nero vnost, pak z toho, ¾e máme dle pøedp okladu 2

n ( C + " )

k ó do výc h slo v, je

n" � H ( X j Y ) � H ( p

E

; q

E

) + p

E

log ( M � 1) � H ( p

E

; q

E

) + p

E

n ( C + " ) ;

tj.

n" � H ( p

E

; q

E

)

n ( C + " )

� p

E

:

Nec háme-li n k on v ergo v at k nek oneèn u, pak zcela jistì p

E

nek on v erguje k n ule.

T edy tak o v áto p osloupnost k ó dù C

n

nem ù¾e existo v at.

Problém y 3.1 1. V binárním symetrickém kanálu s pr avdìpodobností chyby � >

0 , kódování sestává ze dvou kódových slov 000 a 111 . Zjistìte pøi pou¾ití pr avid la

maximální pr avdìpodobnosti pr avdìpodobnost chyby.

2. T rhlino v á c h yba (burst err or) délky k sestává z posloupnosti k symbolù, kter é

byly v¹e chny pø eneseny nespr ávnì. Najdìte oèekávaný poèet trhlinových chyb

délky k , pokud je zpr áva délky N pø enesena binárním symetrickým kanálem s

pr avdìpodobností chyby p .

3. Ne ch» kód pr o pø enos binárním symetrickým kanálem, který má pr avdìpodobnost

chyby " > 0 , sestává ze v¹e ch pìtic nad mno¾inou f 0 ; 1 g , kter é obsahují pr ávì

dvì je dnièky. Jaká je pr avdìpodobnost, ¾e kódové slovo 11000 se dekóduje na

slovo 10001 , pokud aplikujeme pr avid lo minimální vzdálenosti?
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4. Mìjme N binárních symetrických kanálù, ka¾dý s pr avdìpodobností chyby p ,

spojených do série. Uka¾te, ¾e celková kapacita tohoto novì vzniklého kanálu je

ur èena vztahem

C

N

= 1 + p

N

log p

N

+ q

N

log q

N

;

kde p

N

=

1

2

[1 � ( q � p )

N

] , q

N

= 1 � p

N

.

5. Uva¾me dva diskr étní kanály bez pamìti o kapacitách C

1

a C

2

tak, ¾e oba mají

vstupní abe ce du �

1

a výstupní abe ce du �

2

. Souèinem k análù je kanál, jeho¾

vstupní abe ce da je �

(2)

1

a výstupní abe ce da �

(2)

2

, pøièem¾ kanálové pr avdìpodob-

nosti jsou ur èeny vztahem

p ( y

1

y

2

j x

1

x

2

) = p

1

( y

1

j x

1

) p

2

( y

2

j x

2

) ;

kde p

i

( y

i

j x

i

) je pr avdìpodobnost, ¾e jsme obd¾eli ø etìze c y

i

, pokud jsme odeslali

ø etìze c x

i

pr ostø e dnictvím i -tého kanálu. Doka¾te, ¾e kapacita C souèinu kanálù

je ur èena vztahem (Shannon 1957)

C = C

1

+ C

2

:

6. Zdr oj bez pamìti S je spojen ke kanálu C

1

o kapacitì C

1

a výsle dný výstup S

1

je vstup ke kanálu C

2

o kapacitì C

2

(viz ní¾e uve dený diagr am).

Zdro j

S

//

Diskrétní k anál

o k apacitì C

1

S

1

//

Diskrétní k anál

o k apacitì C

2

S

2

//

Uka¾te, ¾e platí

I ( S jS

2

) � I ( S jS

2

) a I ( S jS

2

) � I ( S

1

jS

2

) :

58



Kapitola 4

Kó dy opra vující c h yb y

1 Kó do v ání a o dhady

Pøip omeòme si následující pøedp oklady pro k ó do v ání. Zdro j vytv áøí zpr ávu , která

sestá v á z p osloupnosti zdro jo výc h sym b olù a tato zprá v a je pøenesena k pøíjemci pøes

k anál s mo¾nou c h yb ou. Pøitom lze b ez újm y na ob ecnosti pøedp okládat, ¾e k anál

má stejnou ab ecedu � jak na vstupu tak na výstupu. Kó d C nad ab ecedou � je

soub or p osloupností sym b olù ze �, prvky z C se nazýv a jí kódová slova . Budeme

pøedp okládat, ¾e v¹ec hna k ó do v á slo v a ma jí stejnou délku. T ak o v éto k ó dy se nazýv a jí

blokové kódy a pøi jejic h p ou¾ití je dek ó do v ání p o dstatnì snaz¹í. P okud ma jí k ó do v á

slo v a z C délku n a j � j = q , pak mluvíme o q -árním k ó du délky n (binárním k ó du,

p okud q = 2).

Zak ó do v ání zdro jo v é zprá vy není nic jiného ne¾ pøiøazení k a¾dé k -dlouhé sekv enci

znakù nad zdro jo v ou ab ecedou � jedno k ó do v é slo v o z C .

Bìhem samotného dek ó do v ání se pøijatá sekv ence rozèlení na bloky délky n a

k a¾dý se zpraco v á v á samostatnì. Jelik o¾ pøijaté n -bloky mohou mít díky c h ybám pøi

pøenosu ob ecnì jinou p o dobu ne¾ vysílaná k ó do v á slo v a, m usí dek o dér rozho do v at,

které slo v o b ylo vysláno. P okud je k ó d dobøe na vr¾en, je pra v ìp o dobnost ¹patného

rozho dn utí mnohem men¹í ne¾ pra vdìp o dobnost, ¾e lib o v oln ý k ó do vý znak je c h ybnì

pøenesen.

Pro ces rozho do v ání m ù¾e b ýt de�no v án p omo cí dek ó do v ací tabulky . Kó do v á slo v a

tv oøí první øádek tabulky . P okud jsme ob dr¾eli k ó do v é slo v o, je logic k é pøedp okládat,

¾e i stejné slo v o b ylo vysláno. Rozho do v ací pra vidlo pro zb ylá mo¾nì pøijatá slo v a je

dáno rozdìlením tìc h to slo v do seznam ù p o d k a¾dým k ó do vým slo v em, p o dle kterého

se tato pøijatá slo v a budou dek ó do v at. T edy , k a¾dé slo v o délky n nad ab ecedou � se

ob jeví v tabulce prá v ì jednou.

De�nice. Buï u; v pøirozená èísla. Øekneme, ¾e kód C ur èí u chyb , jestli¾e, p okud

k a¾dé k ó do v é slo v o zmìníme alesp oò na jednom a ne více ne¾ u místec h, nebude
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60 KAPITOLA 4. K ÓD Y OPRA VUJÍCÍ CHYBY

výsledn ý øetìzec k ó do v é slo v o. Øekneme, ¾e kód C ur èí pr ávì u chyb , jestli¾e urèí u

c h yb a neurèí u + 1 c h yb.

Øekneme, ¾e kód C opr aví v chyb , jestli¾e, p okud p ou¾ijeme pra vidlo minimální

vzdálenosti, jsme sc hopni opra vit alesp oò v c h yb a v pøípadì, kdy se nebudeme mo ci

rozho dnout, dostaneme na výstupu c h ybu v dek ó do v ání. Øekneme, ¾e kód C opr aví

pr ávì v chyb , jestli¾e opra ví v c h yb a neopra ví v + 1 c h yb.

Dále budeme pøedp okládat, ¾e ab yc hom b yli sc hopni zjistit c h yb y pøi pøenosu,

bude pøíjemce sc hop en zk on trolo v at pøijat ý øetìzec proti seznam u v¹ec h k ó do výc h

slo v. P okud øetìzec nebude na seznam u, pøíjemce ví, ¾e nastala alesp oò jedna c h yba,

ale není sc hop en zjistit k olik c h yb skuteènì nastalo. Záro v eò b y mìlo b ýt jasné, ¾e

p okud ob dr¾ené slo v o nebude k ó do v é slo v o, bude p o dle pra vidla minimální vzdálenosti

zpátky dek ó do v áno, ale pøíjemce neví, zda se skuteènì jedná o o deslané slo v o. Pøíjemce

p ouze ví, ¾e, v pøípadì k ó du opra vujícího v c h yb a p okud nastane nejvý¹e V , pak

dek ó do v ací pro ces bude úsp ì¹n ý .

Pøíklad 1.1 Chceme vysílat ètyøi znaky: a; b; c; d a zpr áva bude pø ená¹ena pomocí

binárního blokového kódu délky 5 . Musíme te dy zvolit ètyøi kódová slova, napø. 11000

pr o a , 00110 pr o b , 10011 pr o c a 01101 pr o d . Dekódování musí zahrnout v¹e ch

2

5

= 32 binárních slov délky 5 . Je dno takové dekódovácí pr avid lo je na (obr.4.1) .

11000 00110 10011 01101

11001 00111 10010 01100

11010 00100 10001 01111

11100 00010 10111 01001

10000 01110 11011 00101

01000 10110 00011 11101

11110 00000 01011 10101

01010 10100 11111 00001

Obrázek 4.1: Pøíklad k ó do v é tabulky pro binární blok o vý k ó d délky 5.

Konstruk ce k ó du a dek ó do v acího sc hématu z pøíkladu 1.1 opra vuje ne více ne¾

jedn u c h ybu. V tabulce je to v¾dy prvníc h 5 slo v v seznam u p o d k ó do vým slo v em. U

více c h yb u¾ nemáme jistotu, ¾e dek ó do v ání prob ìhne sprá vnì. Napøíklad p okud b y

pøi pøenosu bloku 11000 vznikly dv ì c h yb y v edoucí k pøijetí slo v a 11110 na výstupu

k análu, pak toto sc héma c h yb y o dstraní. Ov¹em pøi ob dr¾ení 11011 bude toto slo v o

dek ó do v áno c h ybnì jak o 10011.

Oznaème dále V

n

(�) mno¾in u v¹ec h p osloupností délky n nad ab ecedou � a na-

zýv ejme prvky ze V

n

(�) slova neb o vektory . Nìkdy budeme psát místo V

n

(�) tak é

V

n

( q ).
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P o dobnì jak o v binárním pøípadì je Hammingova vzdálenost d ( x ; y ) mezi v ektory

x a y p o èet míst, v e kterýc h se x a y li¹í. V áha slo v a x = x

1

x

2

� � � x

n

je pak p o èet

nen ulo výc h znakù slo v a x , tj. wt ( x ) = f d( x ; 0 ) j kde 0 je slo v o z n n ul g .

De�nice. Buï x 2 Z

n

r

, � � 0. Sfér ou S

n;r

�

( x ) v Z

n

r

se stø e dem x a polomìr em �

rozumíme mno¾in u

S

n;r

�

( x ) = f y 2 Z

n

r

: d( x ; y ) � � g :

Objemem sféry S

n;r

�

( x ) nazv eme èíslo

V

n;r

�

( x ) = card( f y 2 Z

n

r

: d( x ; y ) � � g ) ;

tj. p o èet øetìzcù délky n , které ma jí Hammingo vu vzdálenost o d x nejvý¹e � . P okud

budou èísla n; r jasná ze souvislosti, budeme psát jedno du¹e S

�

( x ) a V

�

( x ).

Platí pak

Lemma 1.2 Objem sféry S

n;r

�

( x ) je ur èen vztahem

V

n

r

( x ; � ) =

�

X

k =0

 

n

k

!

( r � 1)

k

:

D � uk az. Plyne z toho, ¾e p o èet øetìzcù délky n , které ma jí Hammingo vu vzdálenost

o d x prá v ì k je pøesnì èíslo

 

n

k

!

( r � 1)

k

:

Pøíklad 1.3 Hammingova vzdálenost slov 01110010 a 11110101 je 4 a váha slova

01110101 je 5 .

Dek ó do v ání p o dle principu minimální vzdálenosti znamená, ¾e dek ó dujeme ob dr-

¾en ý v ektor y jak o to k ó do v é slo v o c , které má minimální vzdálenost o d y , p okud

máme mo¾n ý výb ìr, vyb ereme lib o v olnì.

Je-li tedy C k ó d, je minimální vzdálenost kódu C èíslo

d( C ) = min d( c

i

; c

j

) ;

kde je minim um bráno pøes v¹ec hn y na vzá jem rùzné dv o jice k ó do výc h slo v z C . P o-

jem minimální vzdálenosti je klíèo vý p o jem pro ho dno cení k ó du; dobré k ó dy ma jí

rozlo¾ená k ó do v á slo v a tak, ¾e jejic h minimální vzdálenost je v elk á. Dùv o d dùle¾itosti

minimální vzdálenosti je jasn ý z následující v ìt y .
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Vìta 1.4 Má-li kód minimální vzdálenost d , lze opr avit pomocí dekódování pod le

pr avid la minimální vzdálenosti a¾

1

2

( d � 1) chyb.

D � uk az. P olo¾me v = b

1

2

( d � 1) c a uv a¾me v -sféru b o du x . T o je mno¾ina

S

u

( x ) = f y : d ( x ; y ) � u g :

Jsou-li x ; z rùzná k ó do v á slo v a, platí

S

v

( x ) \ S

v

( z ) = ; :

T edy dek ó do v ání p o dle pra vidla minimální vzdálenosti opra ví a¾ v c h yb.

Máme pak následující jedno duc hé tvrzení.

Vìta 1.5 Buïte u; v pøir ozená èísla. Pak kód C ur èí u ( opr aví v ) chyb pr ávì tehdy,

kdy¾ d ( C ) � u + 1 ( d ( C ) � 2 v + 1) .

D � uk az. První èást tvrzení je jedno duc hé pøeform ulo v ání de�nice k ó du urèujícíh u

c h yb. Pro druhou èást tvrzení jsme uk ázali v e v ìtì 1.4 implik aci zpra v a dolev a. Pøed-

p okládejme n yní, ¾e C je k ó d opra vující v c h yb a ¾e existují dv ì rùzná k ó do v á slo v a

c a d tak, ¾e d( c ; d ) = d( C ) � 2 v . Budeme c h tít dok ázat, ¾e za pøedp okladu, ¾e jsme

o deslali k ó do v é slo v o c a nastalo nejvý¹e v c h yb, je pøesto mo¾né, ab yc hom p o dle pra-

vidla minimální vzdálenosti ob dr¾eli buï c h yb o v é hlá¹ení neb o dek ó do v ali ob dr¾ené

slo v o nesprá vnì jak o d . T o pak bude sp or s tím, ¾e C opra vuje v c h yb.

Nejdøív e si uv ìdomme, ¾e d( c ; d ) = d( C ) � v + 1. Jinak b yc hom toti¾ mohli pøev ést

c na d pøi nejvý¹e v c h ybác h, které b y zùstaly neopra v en y . Mù¾eme pak pøedp okládat,

¾e se c a d li¹í na prvníc h k = d( C ) místec h, pøièem¾ v + 1 � k � 2 v (jinak pro v edeme

p erm utaci souøadnic). Uv a¾me n yní ob dr¾ené slo v o x , které se sho duje se slo v em c

na prvníc h k � v p ozicíc h, dále se sho duje se slo v em d na dal¹íc h v p ozicíc h a sho duje

se s ob ìma slo vy c a d na p osledníc h n � k p ozicíc h, tj.

x = x

1

: : : x

k � v

| {z }

sho duje se s c

x

k � v +1

: : : x

k

| {z }

sho duje se s d

x

k +1

: : : x

n

| {z }

sho duje se s ob ìma

:

Proto¾e n utnì d( c ; x ) = v , d( d ; x ) = k � v � v , je buïto d( c ; x ) = d ( d ; x ) (v

tom to pøípadì ob dr¾íme c h yb o v é hlá¹ení) neb o d ( c ; x ) > d( d ; x ) (v tom to pøípadì je

x dek ó do v ánì nesprá vnì jak o d ).

De�nice. P okud má k ó d C prá v ì M k ó do výc h slo v délky n a má minimální vzdále-

nost d , mluvíme o ( n; M ; d )-k ó du.
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Pro p evné n p ùsobí parametry M a d na vzá jem proti sob ì tak, ¾e zv ìt¹ení M

zp ùsobí zmen¹ení d a naopak.

Máme pak následující dùsledek.

D � usledek 1.6 1. ( n; M ; d ) -kód C opr aví pr ávì v chyb tehdy a jen tehdy, kdy¾ d =

2 v + 1 nebo d = 2 v + 2 .

2. Kód C má minimální vzdálenost u = d( C ) tehdy a jen tehdy, kdy¾ opr aví pr ávì

b

1

2

( u � 1) c chyb.

P oznamenejme n yní, ¾e urèení c h yb y a její opra v a jdou proti sob ì, tak¾e nem ù¾eme

naráz dosáhnout jejic h maximální úro vnì. Uv eïme si to na jedno duc hém pøíkladì.

Pøíklad 1.7 Pø e dpokládejme nyní, ¾e kód C má minimální vzdálenost d . Je to te dy

kód ur èující d � 1 chyb a opr avující u = b

1

2

( d � 1) c chyb.

Pokud pou¾ijeme C pouze pr o ur èení chyb, je schopen ur èit a¾ d � 1 chyb. Z druhé

str any, pokud chceme na C opr avit chybu, kdykoliv je to mo¾né, pak je schopen opr avit

a¾ v chyb, ale není schopen ur èit situaci, kdy nastalo více ne¾ v a ménì ne¾ d chyb.

T oti¾, pokud nastalo více ne¾ v chyb, mù¾eme pod le pr avid la minimální vzdálenosti

þopr avitÿ pøijatý ø etìze c na ¹patné kódové slovo a pak bude chyba ne detekovatelná.

Máme pak následující de�nici.

De�nice. Uv a¾me následující strategii pro opra vu/urèení c h yb y . Buï u; v pøirozená

èísla. Ob dr¾íme-li slo v o x a p okud má nejbli¾¹í k ó do v é slo v o c k e slo vu x vzdálenost

nejvý¹e v a existuje-li p ouze jediné tak o v é k ó do v é slo v o, budeme dek ó do v at x jak o

k ó do v é slo v o c . P okud existuje více ne¾ jedno k ó do v é slo v o se stejnou minimální

vzdáleností k x neb o má nejbli¾¹í k ó do v é slo v o vzdálenost v ìt¹í ne¾ v , ob dr¾íme na

výstup c h yb o v é hlá¹ení.

Øekneme, ¾e kód C zár oveò opr aví v chyb a ur èí u chyb , jestli¾e nastala alesp oò

jedna a nejvý¹e v c h yb, vý¹e p opsaná strategie opra ví t yto c h yb y a kdyk oliv nastane

alesp oò u + 1 a nejvý¹e u + v c h yb, vý¹e p opsaná strategie nahlásí c h ybu.

Vìta 1.8 Kód C zár oveò opr aví v chyb a ur èí u chyb pr ávì tehdy, kdy¾ d ( C ) � 2 v +

u + 1 .

D � uk az. Pøedp okládejme nejprv e, ¾e d ( C ) � 2 v + u + 1. Ob dr¾íme-li slo v o x a p okud

má nejbli¾¹í k ó do v é slo v o c k e slo vu x vzdálenost nejvý¹e v a existuje-li alesp oò jedno

dal¹í tak o v é k ó do v é slo v o d , máme

2 v + u + 1 � d( c ; d ) � d( c ; x ) + d( x ; d ) � 2 v ;

co¾ je sp or. Nutnì tedy máme, ¾e p okud ob dr¾íme slo v o x a nejbli¾¹í k ó do v é slo v o c

k e slo vu x má vzdálenost nejvý¹e v , je toto k ó do v é slo v o jediné s touto vlastností a
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p o dle pra vidla minimální vzdálenosti budeme sprá vnì dek ó do v at. Ob dr¾íme-li slo v o

x a p okud má nejbli¾¹í k ó do v é slo v o c k e slo vu x vzdálenost alesp oò v + 1 a nejvý¹e

u + v , pøi p ou¾ití vý¹e uv edené strategie dostaneme c h yb o v é hlá¹ení.

Pøedp okládejme n yní, ¾e C je k ó d opra vující v c h yb a urèující u c h yb. Nec h » dále

d( C ) � 2 v + u . Nutnì pak 2 v + 1 � d( C ). Víme, ¾e existují dv ì rùzná k ó do v á slo v a

c a d tak, ¾e k = d ( c ; d ) = d( C ). Mù¾eme pak pøedp okládat, ¾e se c a d li¹í na

prvníc h k = d ( C ) místec h, pøièem¾ 2 v + 1 � k � 2 v + u (jinak pro v edeme p erm utaci

souøadnic). Uv a¾me n yní ob dr¾ené slo v o x , které se sho duje se slo v em c na prvníc h v

p ozicíc h, dále se sho duje se slo v em d na dal¹íc h k � v p ozicíc h a sho duje se s ob ìma

slo vy c a d na p osledníc h n � k p ozicíc h, tj.

x = x

1

: : : x

v

| {z }

sho duje se s c

x

v +1

: : : x

k

| {z }

sho duje se s d

x

k +1

: : : x

n

| {z }

sho duje se s ob ìma

:

Nutnì pak d( c ; x ) = k � v , d ( d ; x ) = v � v , v + 1 � k � v � v + u . Je-li tedy c

o desláno a x je ob dr¾eno, n utnì je pak p o èet c h yb pøi pøenosu (tj. èíslo k � v ) mezi

v + 1 a v + u , uv a¾o v aná strategie b y nám mìla dát na výstupu c h yb o v é hlá¹ení, ale

místo toho nám dek ó duje x nesprá vnì na d .

De�nice. ( n; M ; d )-k ó d C se nazýv á maximální, p okud není obsa¾en v ¾ádném v ìt¹ím

k ó du se stejnou minimální vzdáleností tj. není obsa¾en v ¾ádném ( n; M + 1 ; d )-k ó du.

Je zøejmé, ¾e pro k a¾dý k ó d C m ù¾eme v¾dy na jít maximální k ó d C

0

, který jej

obsah uje. Pøitom platí

Vìta 1.9 ( n; M ; d ) -kód C je maximální pr ávì tehdy, kdy¾ pr o v¹e chna slova x existuje

kódové slovo c s vlastností d ( x ; c ) < d .

D � uk az. ( n; M ; d )-k ó d C je maximální prá v ì tehdy , kdy¾ není obsa¾en v ¾ádném

( n; M + 1 ; d )-k ó du. Pøedp okládejme, ¾e existuje slo v o x tak, ¾e pro v¹ec hna k ó do v á

slo v a c platí d( x ; c ) � d . P olo¾íme-li C

0

= C [ f x g , je pak eviden tnì C

0

( n; M + 1 ; d )-k ó d

obsah ující k ó d C .

Obrácenì, nec h » pro v¹ec hna slo v a x existuje k ó do v é slo v o c s vlastností d( x ; c ) <

d . Pøedp okládejme, ¾e k ó d C není maximální tj. existuje ( n; M + 1 ; d )-k ó d obsah ující

k ó d C . Vyb erme slo v o x 2 C

0

� C . P ak ale existuje k ó do v é slo v o c 2 C � C

0

tak, ¾e

d( C

0

) � d ( x ; c ) < d , sp or.

P oznamenejme, ¾e p okud ( n; M ; d ) � k ó d C není maximální, mohou nastat jak vý-

ho dné tak nevýho dné situace pøi jeho roz¹íøení na maximální k ó d C

0

. Víme, ¾e k ó d C

0

ro vnì¾ opra ví b

1

2

( d � 1) c c h yb, co¾ je dobré a pøitom C

0

m ù¾e zak ó do v at více zdro jo-

výc h sym b olù, co¾ je ro vnì¾ dobré. Ale zatímco C m ù¾e b ýt pøípadnì sc hop en opra vit

více ne¾ b

1

2

( d � 1) c c h yb, k ó d C

0

nebude nikdy sc hop en opra vit více ne¾ b

1

2

( d � 1) c

c h yb.
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Pøíklad 1.10 Uva¾me kód C = f 00000 ; 11000 g , který má minimální vzdálenost 2 .

T ento kód opr avuje je dnu chybu, ale je pøitom schopen opr avit dal¹í jiné chyby. Na-

pøíklad, pokud bylo odesláno slovo 00000 a pøijato slovo 00111 , bude toto slovo spr ávnì

dekódováno (toti¾ d (00000 ; 00111 ) = 3 ; d (11000 ; 00111 ) = 5 ), aèkoliv pøi pø enosu na-

staly tøi chyby. Pokud ale doplníme C do maximálního kódu, bude dekódování chybné.

Z vý¹e uv edeného pøíkladu vyplýv á, ¾e maximální k ó dy jsou nejlep¹í, p okud nás u

k ó du p ouze za jímá pøedem urèená sc hopnost opra v ení c h yb y . Je tedy dalek o obtí¾nìj¹í

zk oumat pra vdìp o dobnost c h yb y pøi dek ó do v ání u k ó dù, které nejsou maximální. Pro

maximální k ó dy je to jedno du¹¹í.

Vìta 1.11 Buï C ( n; M ; d ) -kód. Pak pr o binární symetrický kanál s pr avdìpodobností

chyby p je pøi pou¾ití dekódovacího pr avid la minimální

P (nastala c h yba pøi dek ó do v ání ) � 1 �

b

1

2

( d � 1) c

X

k =0

 

n

k

!

p

k

(1 � p )

n � k

:

Je-li navíc kód C maximální, je

d

X

k =0

 

n

k

!

p

k

(1 � p )

n � k

� P (nastala c h yba pøi dek ó do v ání ) :

D � uk az. Ka¾dý ( n; M ; d )-k ó d C opra vuje eviden tnì b

1

2

( d � 1) c c h yb. Je tedy pra v-

dìp o dobnost sprá vného dek ó do v ání alesp oò tak v elk á jak o je pra vdìp o dobnost, ¾e

nastane nejvý¹e b

1

2

( d � 1) c c h yb tj.

P (sprá vné dek ó do v ání ) �

b

1

2

( d � 1) c

X

k =0

 

n

k

!

p

k

(1 � p )

n � k

:

Máme pak

P (nastala c h yba pøi dek ó do v ání ) = 1 � P (sprá vné dek ó do v ání )

� 1 �

P

b

1

2

( d � 1) c

k =0

 

n

k

!

p

k

(1 � p )

n � k

:

Buï dále ( n; M ; d )-k ó d C maximální. P ak, je-li pøeneseno slo v o c a nastane-li d

neb o více c h yb, tj. d( c ; x ) � d , bude n utnì x bli¾¹í k jiném u k ó do v ém u slo vu d 6= c

a tedy pøi p ou¾ití pra vidla minimální vzdálenosti nastane dek ó do v ací c h yba. Proto¾e

pra vdìp o dobnost, ¾e nastane prá v ì k c h yb pøi prùc ho dem binárním symetric kým

k análem, je

 

n

k

!

p

k

(1 � p )

n � k

;
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66 KAPITOLA 4. K ÓD Y OPRA VUJÍCÍ CHYBY

ob dr¾íme následující dolní hranici pro pra v ìp o dobnost dek ó do v ací c h yb y

d

X

k =0

 

n

k

!

p

k

(1 � p )

n � k

� P (nastala c h yba pøi dek ó do v ání ) ;

èím¾ je v ìta dok ázána.

2 Ekviv alence k ó dù a k onstruk ce no výc h k ó dù

U¾iteèn ým prostøedk em pro reduk ci mno¾ství práce pøi nalezení dobrýc h k ó dù je

p o jem ekviv alence k ó dù. Pøedp okládejme, ¾e máme ( n; M ; d )-k ó d C . Pøirozen ým zp ù-

sob em jeho prezen tace je p omo cí matice o rozmìrec h M � n , pøièem¾ øádky jsou rùzná

k ó do v á slo v a.

Pøedp okládejme n yní, ¾e � je p erm utace mno¾in y f 1 ; 2 ; : : : ; n g a pro k a¾dé k ó do v é

slo v o c 2 C budeme aplik o v at transformaci � : C ! C

0

de�no v anou pøedpisem � ( c ) =

( c

� (1)

; : : : ; c

� ( n )

). T ak o v ou transformaci nazýv áme pozièní permutací . P o dobnì, je-li �

p erm utace mno¾in y �, pak pro k a¾dý index i , 1 � i � m ù¾eme aplik o v at transformaci

^�

i

: C ! C

0

de�no v anou pøedpisem ^�

i

( c )

j

=

(

c

j

p okud i 6= j

� ( c

i

) p okud i = j:

Mluvíme pak o symbolové permutací . Lze-li k ó d C

0

získ at z k ó du C p omo cí k oneèné

p osloupnosti p ozièníc h neb o sym b olo výc h p erm utací, øík áme ¾e k ó d C

0

je ekviv alen tní

k ó du C .

Pøíklad 2.1 Pøedp okládejme, ¾e máme k ó d C délky 5 nad ab ecedou � = f a; b; c g s

k ó do vými slo vy c

1

, c

2

, c

3

a c

4

tak, ¾e

C =

c

1

c

2

c

3

c

4

2

6

6

6

4

a b c a c

b a b a b

b c c b a

c b a c a

3

7

7

7

5

:

Aplikujeme-li p erm utaci (1 7! 2 ; 2 7! 3 ; : : : ; 5 7! 1), ob dr¾íme p ozièní p erm utaci

a k ní o dp o vída jící ekviv alen tní k ó d je

C

0

=

c

0

1

c

0

2

c

0

3

c

0

4

2

6

6

6

4

c a b c a

b b a b a

a b c c b

a c b a c

3

7

7

7

5

:
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P o dobnì, aplikujeme-li p erm utaci ( a 7! b; b 7! c; c 7! a ) na první sloup ec k ó du C

0

,

ob dr¾íme sym b olo v ou p erm utaci a k ní o dp o vída jící ekviv alen tní k ó d je

C

00

=

c

00

1

c

00

2

c

00

3

c

00

4

2

6

6

6

4

a a b c a

c b a b a

b b c c b

b c b a c

3

7

7

7

5

:

Lemma 2.2 Jsou-li C a C

0

ekvivalentní kódy, jsou mno¾iny vzdáleností kódových slov

z C a C

0

stejné.

D � uk az. Proto¾e jak p ozièní tak sym b olo v á p erm utace zac ho v á v a jí vzdálenost p er-

m uto v an ýc h slo v, platí toté¾ i pro tak o v outo p osloupnost p erm utací.

Lemma 2.3 Je-li C kód délky n a u vektor délky n nad stejnou abe ce dou, pak existuje

kód C

0

, který je ekvivalentní s C a obsahuje vektor u .

D � uk az. První k ó do v é slo v o c

1

lze pøev ést na u p omo cí nejvý¹e n sym b olo výc h p er-

m utací.

De�nice. Buï x ; y binární slo v a délky n . Prùnik x \ y binárních slov x a y je binární

øetìzec délky n , který má jedniè ku pøesnì na tìc h místec h, na kterýc h ji ma jí ob ì slo v a

x a y . V¹ude jinde má pak n uly . Jinak øeèeno, x \ y = x

1

� y

1

x

2

� y

2

: : : x

n

� y

n

.

Platí pak následující jedno duc hé lemma.

Lemma 2.4 Jsou-li x a y binární ø etìzce délky n , pak

d ( x ; y ) = w ( x ) + w( y ) � 2w( x \ y ) :

D � uk az. P olo¾me A

11

= f i : 1 � i � n; x

i

= y

i

= 1 g , a

11

= card( A

11

), A

10

= f i :

1 � i � n; x

i

= 1 ; y

i

= 0 g , a

10

= card( A

10

), A

01

= f i : 1 � i � n; x

i

= 0 ; y

i

= 1 g ,

a

01

= card ( A

01

), A

00

= f i : 1 � i � n; x

i

= 0 ; y

i

= 0 g , a

00

= card( A

00

). P ak platí

d( x ; y ) = a

10

+ a

01

= ( a

11

+ a

10

) + ( a

11

+ a

01

) � 2 a

11

= w ( x ) + w( y ) � 2w( x \ y ) ;

èím¾ je lemma dok ázáno.
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De�nice. P ostup, pøi kterém pøidáme k e v¹em k ó do vým slo vùm z daného k ó du jedn u

neb o více do dateèn ýc h p ozic, a tedy zvý¹íme délku k ó du, se nazýv á r oz¹íø ení kódu .

Nejznámìj¹í meto da roz¹íøení k ó du se nazýv á kontr ola parity . Pro jedno duc host

uv a¾me binární pøípad.

Je-li C binární ( n; M ; d )-k ó d, budeme k onstruo v at no vý k ó d následo vnì. Ke k a¾-

dém u k ó do v ém u slo vu c = c

1

c

2

: : : c

n

2 C pøidáme do dateèn ý bit tak, ¾e no v é výsledné

k ó do v é slo v o bude mít sudou v áh u. T edy , mìlo-li c lic hou v áh u, pøidáme jedniè ku,

mìlo-li c sudou v áh u, pøidáme n ulu. Oznaèíme-li tedy výsledné slo v o jak o c , máme

c =

(

c

1

c

2

: : : c

n

0 p okud w ( c ) je sudá ;

c

1

c

2

: : : c

n

1 p okud w ( c ) je lic há :

No vý k ó d C má pak délku n + 1 a v elik ost M . Minimální vzdálenost k ó du C

bude buï d neb o d + 1 a toto èíslo bude zá viset na tom, zda bude d sudé neb o lic hé

èíslo. T oti¾, proto¾e v¹ec hna k ó do v á slo v a v C ma jí sudou v áh u, bude vzdálenost

mezi k a¾dými dv ìma slo vy sudé èíslo (to plyne z lemmatu 2.4). Je tedy i minimální

vzdálenost k ó du C sudé èíslo. Nutnì pak dostá v áme, ¾e, je-li d( C ) = d sudé èíslo a

nastá v á pro pro slo v a c , d , pak n utnì ma jí ob ì slo v a stejnou paritu a tedy n utnì platí

d( c ; d ) = d( c ; d ). Je tedy d( C ) = d( C ). Nec h » je minimální vzdálenost k ó du C lic hé

èíslo a nastá v á pro pro slo v a c , d , pak n utnì má jedno ze slo v sudou paritu (napøíklad

c ) a druhé lic hou paritu ( d ). P ak w( c ) = w( c ), w( d ) + 1 = w( d ), w ( c \ d ) = w( c \ d ).

T edy d( C ) + 1 = d ( C ).

V ob ou pøípadec h pak máme

b

1

2

(d ( C ) � 1) c = b

1

2

(d( C ) � 1) c :

Z toho pak plyne, ¾e se nám pøi p ou¾ití k on troly parit y nezvý¹í sc hopnost opra vit

c h ybu.

Ob ecnì pak, máme-li k ó do v ou ab ecedu vybrán u tak, ¾e nám tv oøí k oneèné p ole,

øeknìme Z

p

, kde p je prv o èíslo, m ù¾eme de�no v at kontr olu parity jak o

c = c

1

c

2

: : : c

n

c

n +1

; kde c

n +1

= �

n

X

i =1

c

n

:

De�nice. P ostup, pøi kterém o deb ereme ta k ó do v á slo v a z daného k ó du, která se li¹í

na urèené p ozici i o d urèeného sym b ol s , a ze zb ýv a jícíc h slo v tuto p ozici o dstraníme,

a tedy zkrátíme délku k ó du, se nazýv á zkr ácení kódu typu x

i

= s .

Je-li pak C ( n; M ; d )-k ó d, má zkrácen ý k ó d C

�

délku n � 1 a minimální vzdálenost

alesp oò d . Opra vdu, zkrácení k ó du m ù¾e mít za dùsledek p o dstatné zv ìt¹ení mini-

mální vzdálenosti tedy i sc hopnosti opra vit no v ého k ó du, proto¾e m ù¾eme o dstranit

ta k ó do v á slo v a, která se þ¹patnì c ho v a jí vzhledem k e vzdálenostiÿ. Samozøejmì ale

zkrácením k ó du se nám zmen¹í i p o èet k ó do výc h slo v, co¾ není zro vna lák a v é.
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Vìta 2.5 Buï d liché pøir ozené èíslo. Pak existuje binární ( n; M ; d ) -kód pr ávì tehdy,

kdy¾ existuje binární ( n + 1 ; M ; d + 1) -kód.

D � uk az. P okud existuje binární ( n + 1 ; M ; d + 1)-k ó d C , m ù¾eme snadno zk onstruo v at

binární ( n; M ; d )-k ó d. Jedno du¹e vyb ereme dv ì k ó do v á slo v a c a d tak, ¾e d( c ; d ) =

d + 1, na jdìme p ozici, na které se li¹í a o deb ereme tuto p ozici z k a¾dého k ó do v ého

slo v a. No vý k ó d oznaèíme C

0

. Nutnì pak ma jí no v á zkrácená slo v a c

0

a d

0

vzdálenost

d( c

0

; d

0

) = d a ¾ádná jiná dv ì slo v a nema jí o d seb e men¹í vzdálenost ne¾ d . Celk em

je tedy C

0

binární ( n; M ; d )-k ó d.

Obrácenì, pøedp okládejme, ¾e máme binární ( n; M ; d )-k ó d D ( d lic hé). Kó d D ,

který vznikl jak o k ó d k on troly parit y z D , má délku n + 1, v elik ost M a minimální

vzdálenost d + 1.

3 Hla vní problém teorie k ó do v ání

De�nice. Buï dána pøirozená èísla d; n; q . P olo¾me A

q

( n; d ) jak o¾to maximální M

tak o v é, ¾e existuje q -ární ( n; M ; d )-k ó d. Ka¾dý tak o vý q -ární ( n; M ; d )-k ó d nazýv áme

optimální .

Èísla A

q

( n; d ) hra jí ústøední roli v teorii k ó do v ání a na jejic h nalezení b ylo vyna-

lo¾eno v elk é úsilí. Èasto se mluví o hlavním pr oblému te orie kódování . V dal¹ím pro

ilustraci urèíme jisté ho dnot y A

q

( n; d ) pro malé ho dnot y n a d a dok á¾eme ob ecná

tvrzení o tìc h to èíslec h.

P oznamenejme, ¾e ab yc hom dok ázali, ¾e A

q

( n; d ) = K pro jisté pøirozené èíslo

K , staèí o v ìøit, ¾e A

q

( n; d ) � K a následnì na jít vho dn ý q -ární ( n; K ; d

0

)-k ó d C , kde

d � d

0

. P ak toti¾ K � A

q

( n; d

0

) � A

q

( n; d ).

Vìta 3.1 Je-li d sudé èíslo, je A

2

( n; d ) = A

2

( n � 1 ; d � 1) .

D � uk az. Plyne ok am¾itì z v ìt y 2.5. T oti¾ pak n utnì platí A

2

( n; d ) � A

2

( n � 1 ; d � 1)

a A

2

( n; d ) � A

2

( n � 1 ; d � 1).

D � usledek 3.2 Je-li d sudé èíslo a existuje binární ( n; M ; d ) -kód, pak existuje binární

( n; M ; d ) -kód, ve kter ém mají v¹e chna kódová slova sudou váhu.

D � uk az. Plyne ok am¾itì z v ìt y 3.1. T oti¾ pak n utnì existuje binární k ó d ( n � 1 ; M ; d �

1)-k ó d a p omo cí op erace k on troly parit y existuje binární ( n; M ; d )-k ó d, v e kterém ma jí

v¹ec hna k ó do v á slo v a sudou v áh u.
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Následující dv a snadné výsledky nám budou ilustro v at, jakým zp ùsob em m ù¾eme

urèit ho dnot y A

2

( n; d ) pro malé ho dnot y n a d . P ou¾ijeme pøitom lemma 2.3, ze

kterého plyne, ¾e pro dan ý ( n; M ; d )-k ó d C existuje ekviv alen tní ( n; M ; d )-k ó d C

0

, který

obsah uje n ulo v é slo v o (samozøejmì za pøedp okladu, ¾e k ó do v á ab eceda obsah uje 0 {

jinak ji lze do dat zámìnou za jin ý sym b ol). Mù¾eme tedy v dal¹ím pøedp okládat, ¾e

na¹e k ó dy obsah ují n ulo v é slo v o.

Vìta 3.3 Platí A

2

(4 ; 3) = 2 .

D � uk az. Buï C nìjaký (4 ; M ; 3)-k ó d. Mù¾eme b ez újm y na ob ecnosti pøedp okládat,

¾e 0 = 0000 2 C . Proto¾e d( C ) = 3, lib o v olné dal¹í k ó do v é slo v o c z C m usí splòo-

v at d( c ; 0 ) � 3 a tedy m usí obsaho v at alesp oò tøi jedniè ky . Máme tedy celk em p ìt

mo¾ností pro nen ulo v á slo v a le¾ící v C , a to

1110 ; 1101 ; 1011 ; 0111 ; 1111 :

Ale k a¾dá tak o v áto dv ì slo v a ma jí vzdálenost nejvý¹e 2 a tedy p ouze jedno z nic h

m ù¾e b ýt obsa¾eno v C . Platí tedy A

2

(4 ; 3) � 2. Dále platí, proto¾e C = f 0000 ; 1110 g

je (4 ; 2 ; 3)-k ó d, máme A

2

(4 ; 3) � 2 a tedy celk em A

2

(4 ; 3) = 2.

Vìta 3.4 Platí A

2

(5 ; 3) = 4 .

D � uk az. Buï C nìjaký (5 ; M ; 3)-k ó d. Mù¾eme b ez újm y na ob ecnosti pøedp okládat,

¾e 0 = 0000 2 C a pøitom pro vho dné c z C platí d( 0 ; c ) = 3, c

1

= 0. Uv a¾me

n yní zkrácení C

�

t ypu x

1

= 0. Víme pak, ¾e 0

�

; c

�

2 C

�

a d( 0

�

; c

�

) = 3. Dále

víme, ¾e A

2

(4 ; 3) = 2 a A

2

(4 ; 4) = A

2

(3 ; 3) = 2. T edy i card( C

�

) = 2. De�n uje

n yní zkrácen ý k ó d C

	

jak o¾to zkrácení t ypu t ypu x

1

= 1. P ak buïto card( C

	

) = 1

neb o card( C

	

) > 1 a d( C

	

) = 3 a tedy n utnì jak o vý¹e card( C

	

) = 2. Celk em tedy

card( C

	

) + card( C

�

) = card( C ) � 4. Platí tedy A

2

(5 ; 3) � 4. Dále platí, proto¾e

C = f 00000 ; 11100 ; 00111 ; 11011 g je (5 ; 4 ; 3)-k ó d, máme A

2

(5 ; 3) � 4 a tedy celk em

A

2

(5 ; 3) = 4.

Vìta 3.5 Platí násle dující:

1. A

q

( n; d ) � q

n

pr o v¹e chna 1 � d � n ;

2. A

q

( n; 1) = q

n

;

3. A

q

( n; n ) = q .

D � uk az. První tvrzení platí, proto¾e pro k a¾dý k ó d C je C � V

n

( q ) tj. card ( C ) � q

n

.

Druhé tvrzení plyne z toho, ¾e uv á¾íme-li C = V

n

( q ), máme d( V

n

( q )) = 1. Tøetí èást

plyne z toho, ¾e se k ó do v á slo v a m usí li¹it na v¹ec h p ozicíc h a tak o výc h k ó do výc h slo v

m ù¾eme vybrat nejvý¹e q . Ale máme, pro k ó d D = f 0 ; : : : ; q-1 g , ¾e D je ( n; q ; n )-k ó d.
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n d = 3 d = 5 d=7

5 4 2 -

6 8 2 -

7 16 2 2

8 20 4 2

9 40 6 2

10 72-79 12 2

11 144-158 24 4

12 256 32 4

13 512 64 8

14 1024 128 16

15 2048 256 32

16 2560-3276 256-340 36-37

T abulk a 4.1: Ho dnot y A

2

( n; d )

U¾ pro malé ho dnot y q ; n a d není v elik ost A

q

( n; d ) známa. Následující tabulk a

shrn uje v ìt¹in u na¹ic h znalostí o A

2

( n; d ).

P oznamenejme, ¾e problém urèení A

2

( n; d ) je problémem k oneèn ýc h geometrií.

Pro o dhad A

q

( n; d ) platí následující jedno duc hé tvrzení.

Vìta 3.6 Pr o v¹e chna n � 2 ,

A

q

( n; d ) � q A

r

( n � 1 ; d ) : (4.1)

D � uk az. Buï C k ó d realizující ho dnotu A

q

( n; d ). Uv a¾me n yní zkrácení C

j

t ypu x

n

=

j . P ak n utnì card ( C

j

) � A

q

( n � 1 ; d ) (mohou toti¾ nastat p ouze dv a pøípady: card( C

j

) =

1, co¾ eviden tnì platí, a K = card( C

j

) > 1, kde pak C

j

je ( n � 1 ; K ; d

0

)-k ó d, d

0

� d

a tedy tvrzení ro vnì¾ platí). Celk em pak C =

S

q � 1

j =0

C

j

tj. A

q

( n; d ) =

P

q � 1

j =0

card ( C

j

) �

q A

r

( n � 1 ; d ).

Cvièení 3.7 1. Uka¾te, ¾e A

2

(3 ; 2) = 4 .

4 Dolní a horní hranice A

q

( n; d ) ; p erfektní k ó dy

Urèeme nejprv e horní hranici (sphere-pac king upp er b ound) èísla A

q

( n; d ).

Lemma 4.1 Ne ch» e = b

1

2

( d � 1) c . Pak platí

A

q

( n; d )

e

X

k =0

 

n

k

!

( q � 1)

k

� q

n

: (4.2)
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D � uk az. Buï C k ó d s minimální vzdáleností d ; pak, je-li S

e

( x ) k oule o p olomìru e se

støedem x , máme pro k a¾dou dv o jici k ó do výc h slo v x a y , ¾e

S

e

( x ) \ S

e

( y ) = ; :

Ale je eviden tní, ¾e

j S

e

( x ) j =

e

X

k =0

 

n

k

!

( q � 1)

k

: (4.3)

Pra v á strana nero vnosti 4.2 je celk o vý p o èet slo v délky n nad ab ecedou o q sym b olec h.

Lev á strana je p o èet prvkù obsa¾en ýc h v disjunktním sjedno cení k oulí, jejic h¾ støedy

jsou na vzá jem rùzná k ó do v á slo v a. Maximální p o èet tak o výc h to rùzn ýc h k ó do výc h

slo v je A

q

( n; d ). T edy dostá v áme nero vnost 4.2.

P o dobnì platí

Lemma 4.2 ( Gilb ert-V arshamo v a hranice )

A

q

( n; d )

d � 1

X

k =0

 

n

k

!

( q � 1)

k

� q

n

: (4.4)

D � uk az. Buï C ( n; M ; d )-k ó d s maximálním p o ètem k ó do výc h slo v. P ak zcela jistì

neexistuje v ektor z V

n

( q ) � C , jeho¾ vzdálenost o d v¹ec h k ó do výc h slo v je alesp oò d ,

jinak b y toti¾ M neb yl maximální p o èet k ó do výc h slo v. Jinak øeèeno, k oule o p olomìru

d m usí p okrýv at celý prostor V

n

( q ). Ale to je pøesnì p o dmínk a 4.4.

De�nice. Polomìr pokrytí blok o v ého k ó du C je nejmen¹í p olomìr � tak o vý ,

F

n

q

�

[

c 2 C

S

�

( c ) :

P olomìr p okrytí je dal¹í c harakterizací k ó dù, nemá v¹ak tak ho jné uplatnìní jak o

minimální vzdálenost.

Vìta 4.3 Ne ch» C je blokový kód délky n . Pak � je polomìr pokrytí kódu C pr ávì

tehdy, kdy¾ � = max

f 2 F

n

q

min

c 2C

d ( c ; f ) .

Dùk az: Nec h » F

n

q

�

S

c 2C

S

�

( c ), kde � je minimální. P ak pro k a¾dé f 2 F

n

q

existuje

c 2 C tak o v é, ¾e d ( c ; f ) � � , a souèasnì existují f

0

2 F

n

q

a c

0

2 C splò ující d ( c

0

; f

0

) = � .

Z minimalit y � plyne, ¾e � = max

f 2 F

n

q

d ( f ; C ) = max

f 2 F

n

q

min

c 2C

d ( c ; f ).

Naopak, nec h » � = max

f 2 F

n

q

min

c 2C

d ( c ; f ) = max

f 2 F

n

q

d ( f ; C ). P ak pro v¹ec hna

f 2 F

n

q

platí � � d ( f ; C ) a existují f

0

2 F

n

q

a c

0

2 C splò ující ro vnost a pro v¹ec hna

c 2 C je � � d ( c ; f

0

). Pøedp okládejme, ¾e existuje s , � > s , tak o v é, ¾e k a¾dé f 2 F

n

q

je prvk em mno¾in y f x 2 F

n

q

j d ( c ; x ) � s g pro nìjak é c 2 C . T o je ale sp or s existencí

slo v f

0

a c

0

, a tedy � je p olomìr p okrytí k ó du C .
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Ideální situace z ek onomic k ého p ohledu je na jít k ó d C nad V

n

( q ) tak, ¾e pro jisté

kladné t > 0 jsou v¹ec hn y prvky z V

n

( q ) obsa¾en y v disjunktním sjedno cení k oulí, je-

jic h¾ støedy jsou na vzá jem rùzná k ó do v á slo v a. T ak o vý k ó d se pak nazýv á perfektní . Z

jeho de�nice je zøejmé, ¾e p erfektní k ó d dok á¾e p omo cí pra vidla minimální vzdálenosti

opra vit a¾ t c h yb, a nedok á¾e opra vit t + 1 c h yb.

Je tedy n utná p o dmínk a pro to, ab y ( n; M ; d )-k ó d b yl p erfektní, ¾e d je lic hé èíslo.

Celk em tedy je ( n; M ; d )-k ó d p erfektní prá v ì tehdy , kdy¾ M = A

q

( n; d ) a

A

q

( n; d )

d � 1

2

X

k =0

 

n

k

!

( q � 1)

k

= q

n

: (4.5)

Pøíklad 4.4 Zøejm ým pøíkladem p erfektního k ó du je

1. k a¾dý k ó d s prá v ì jedním k ó do vým slo v em,

2. k a¾dý binární k ó d s prá v ì dv ìma slo vy lic h ýc h délek, napø. 00 : : : 0 a 11 : : : 1.

T yto k ó dy se nazýv a jí triviální perfektní kódy .

Vìta 4.5 ( Singletono v a hranice ) Platí

A

q

( n; d ) � q

n � d +1

: (4.6)

D � uk az. Buï C nìjaký ( n; M ; d )-k ó d. P okud o dstraníme p osledníc h d � 1 p ozic z

k a¾dého k ó do v ého slo v a z C , m usí b ýt n utnì výsledná zkrácená slo v a na vzá jem rùzná

(jinak b y p ùv o dní slo v a m usela mít vzdálenost � d � 1). Ale p o èet v¹ec h slo v délky

n � ( d � 1) je prá v ì q

n � d +1

tj. A

q

( n; d ) � q

n � d +1

.

Lemma 4.6 Buï M pøir ozené èíslo. Pak funkce f : f 0 ; : : : ; M g ! N de�novaná

jako f ( k ) = k ( M � k ) nabývá svého maxima pr o

k =

(

M

2

p okud M je sudé

M � 1

2

p okud M je lic hé

a f ( k ) =

(

M

2

4

p okud M je sudé

M

2

� 1

4

p okud M je lic hé :

D � uk az. Dùk az ok am¾itì plyne ze vztah u

p

a � b �

1

2

( a + b ) a z prùb ìh u funk ce f .

Vìta 4.7 ( Plotkino v a hranice ) Je-li n < 2 d , máme

A

2

( n; d ) � 2 b

d

2 d � n

c : (4.7)
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D � uk az. Buï C = f c

1

; : : : ; c

M

g nìjaký ( n; M ; d )-k ó d. Uv a¾me souèet S =

P

i<j

d( c

i

; c

j

).

T o není nic jiného, ne¾ souèet v¹ec h vzdáleností k ó do výc h slo v z C . Proto¾e ale

d � d( c

i

; c

j

) pro v¹ec hna i; j a máme prá v ì

 

M

2

!

dv o jic k ó do výc h slo v z C , platí

S =

X

i<j

d( c

i

; c

j

) � d

 

M

2

!

: (4.8)

P okusme se n yní sp o èítat S tím, ¾e se p o dív áme na k a¾dou p ozici zvlá¹». Uv a¾me

tedy k ó do v á slo v a v e tv aru

c

1

= c

11

c

12

: : : c

1 n

c

2

= c

21

c

22

: : : c

2 n

.

.

.

c

M

= c

M 1

c

M 2

: : : c

M n

:

Máme pak, pro v¹ec hna j; 1 � j � n , ¾e p okud k

j

bitù slo v a c

1 j

: : : c

M j

je ro vno 1 a

zb ýv a jícíc h M � k

j

bitù je n ulo výc h, pak t yto bit y pøisp ìjí k souètu v¹ec h vzdáleností

èíslem f ( k

j

) = k

j

( M � k

j

). Máme tedy celk em (proto¾e v¹ec h sloup cù je n ) S � nf ( k ).

Zejména tedy platí

S � nf ( k ) =

(

n

M

2

4

p okud M je sudé

n

M

2

� 1

4

p okud M je lic hé :

Dáme-li ob ì nero vnosti dohromady , máme

 

M

2

!

� d �

(

n

M

2

4

p okud M je sudé

n

M

2

� 1

4

p okud M je lic hé :

P o jedno duc hé úpra v ì pak ob dr¾íme

M �

(

2 d

2 d � n

p okud M je sudé

n

2 d � n

<

2 d

2 d � n

p okud M je lic hé :

p olo¾me a =

2 d

2 d � n

. P ak máme

M �

(

b 2 a c p okud M je sudé

b 2 a c � 1 p okud M je lic hé :

Pøedp okládejme nejprv e, ¾e k � a < k +

1

2

pro nìjak é pøirozené èíslo k . P ak b 2 a c =

2 k a 2 b a c = b 2 a c . Máme tedy , nezá visle na paritì M , ¾e M � 2 b a c . Pøedp okládejme

n yní, ¾e k +

1

2

� a < k + 1 pro nìjak é pøirozené èíslo k . P ak b 2 a c = 2 k + 1 a

2 b a c = 2 k . Je-li M lic hé, máme M � b 2 a c � 1 = 2 k = 2 b a c a, je-li M sudé, máme

M � b 2 a c � 1 = 2 k + 1 tj. = M � 2 k = 2 b a c .

Nutnì tedy celk em M � 2 b

d

2 d � n

c :
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Lemma 4.8 Buï k pøir ozené èíslo. Pak A

2

(4 k � 1 ; 2 k � 1) � 8 k a A

2

(4 k ; 2 k ) � 8 k .

D � uk az. Ov ìøme nejprv e, ¾e A

2

(4 k ; 2 k ) � 8 k . Víme ale, ¾e A

2

(4 k ; 2 k ) � 2 A

2

(4 k �

1 ; 2 k ) � 4 b

2 k

1

c = 8 k dle 4.7. Proto¾e dále platí A

2

(4 k � 1 ; 2 k � 1) = A

2

(4 k ; 2 k ) � 8 k ,

tvrzení je dok ázáno.

Cvièení 4.9 1. Uka¾te, ¾e 19 � A

2

(10 ; 3) � 93 .

2. Uka¾te, ¾e pr o v¹e chna pøir ozená èísla q , par ametry n = ( q

r

� 1) = ( q � 1) , M =

q

n � r

, d = 3 , kde r je nìjaké pøir ozené èíslo � 2 , splòují podmínku 4.5 pr oto,

aby se je dnalo o perfektní kód. Poznamenejme, ¾e aèkoliv tyto par ametry splòují

4.5 pr o ka¾dé pøir ozené èíslo q , byla vyslovena hypotéza, ¾e pøíslu¹né perfektní

kódy existují pr ávì tehdy, kdy¾ je q mocnina prvoèísla.

5 Lineární k ó dy

Pøedp okládejme, ¾e C je k ó d s minimální vzdáleností d = 2 e + 1 a lze tedy p omo cí

meto dy nejbli¾¹ího k ó do v ého slo v a opra vit a¾ e c h yb. Má-li k ó d C málo prvkù, jedná

se o v elmi praktic k ou meto du. V pøípadì, ¾e èíslo jC j bude v elk é, bude tato meto da

opra vdu v elmi èaso v ì náro èná, proto¾e m usíme sro vná v at pøijat ý v ektor y s v elkým

mno¾stvím k ó do výc h slo v. T o je dùv o d pro studium více strukturo v an ýc h k ó dù, jak o

jsou napø. lineární k ó dy .

Pøedp okládejme tedy , ¾e p o èet prvkù q na¹í ab ecedy je prv o èíselná mo cnina p

m

.

Mù¾eme tedy p o v a¾o v at � za tìleso F

q

o q -prv cíc h.

Buï dále V

n

( q ) v ektoro vý prostor dimenze n nad tìlesem F

q

. T ypic ký prv ek to-

hoto v ektoro v ého prostoru budeme psát jak o¾to x = ( x

1

; : : : ; x

n

), ob èas pak zkrácenì

jak o¾to x = x

1

: : : x

n

, kde x

i

2 F

q

.

Line ární kód C nad � je de�no v án jak o¾to p o dprostor prostoru V

n

( q ). Má-li ten to

p o dprostor dimenzi k , mluvíme o [ n; k ]-k ó du neb o, c hceme-li sp eci�k o v at minimální

vzdálenost, mluvíme o [ n; k ; d ]-k ó du. Proto¾e k a¾dý k -dimenzionální p o dprostor nad

F

q

má q

k

prvkù, máme:

Ka¾dý [ n; k ; d ]-k ó d nad F

q

je ( n; q

k

; d )-k ó d.

Výho da lineárníc h k ó dù je to, ¾e p omo cí k k ó do výc h slo v délky n m ù¾eme zcela

p opsat k ó d s prá v ì q

k

k ó do vými slo vy délky n . Tím dosáhneme obro vsk é úsp ory

pamìti. T oti¾ k a¾dý p o dprostor dimenze k je úplnì p opsán k lineárnì nezá vislými

v ektory .

De�n ujeme pak generující matici pro lineární [ n; k ]-k ó d C jak o¾to lib o v olnou ma-

tici rozmìru k � n , její¾ øádky tv oøí k lineárnì nezá vislýc h k ó do výc h slo v z C . Pøed-

p okládejme n yní, ¾e G je generující matice k ó du C a G

0

je matice, kterou m ù¾eme

ob dr¾et z G p omo cí k oneèné p osloupnosti p erm utací následujícího t ypu:
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1. zámìna øádkù,

2. násob ení øádku nen ulo vým sk alárem,

3. pøiètení k øádku sk alární násob ek jiného øádku,

4. zámìna sloup cù,

5. násob ení sloup ce nen ulo vým sk alárem.

P ak lze snadno uk ázat následující tvrzení.

Lemma 5.1 G

0

je generující matice kódu C

0

, který je ekvivalentní s kódem C .

D � uk az. Staèí uk ázat, ¾e k a¾dá z op erací 1-5 o dp o vídá vytv oøení generující matice

G

0

k ó du C

0

, který je ekviv alen tní s k ó dem C . Eviden tnì, zámìna øádkù, vynásob ení

øádku nen ulo vým sk alárem a pøiètení øádkù jsou op erace tak o v é, ¾e dok once k ó d C

0

je toto¾n ý s k ó dem C . Zámìna sloup cù v matici G znamená, ¾e pro v edeme p ozièní

p erm utaci urèenou transp ozicí sloup cù. Vynásob ení sloup ce nen ulo vým sk alárem je

sym b olo v á p erm utace tohoto sloup ce (pracujeme nad tìlesem a pak je mno¾ina ne-

n ulo výc h sk alárù grup ou). Jsou tedy o dp o vída jící k ó dy ekviv alen tní s k ó dem C .

Lemma 5.2 Buï G matice typu k � n její¾ ø ádky jsou line árnì nezávislé; pak, aplikujeme-

li posloupnost oper ací typu (1)-(5) na G , je mo¾né G pø evést na matici G

0

= [ E

k

; A ] ,

kde E

k

je je dnotková matice typu k � k .

D � uk az. Dùk az je v eden induk cí vzhledem k e k . P okud k = 1, je tvrzení eviden tní.

Staèí vynásobit øádek matice G prvk em in v erzním k prvku g

11

. Pøedp okládejme, ¾e

tvrzení platí pro k a c hceme jej dok ázat pro k + 1. Proto¾e ho dnost matice G je k + 1

existuje v matici G k + 1 nezá vislýc h sloup cù. P omo cí op erace t ypu (4) t yto sloup ce

dostaneme na prvníc h k + 1 sloup cù no v é matice G

0

. P ak n utnì v k + 1-ním sloup ci

existuje nen ulo vý prv ek { jinak b y ho dnost matice neb yla k + 1. Pro v edeme pak p omo cí

op erace t ypu (1) zámìn u pøíslu¹ného øádku s p osledním øádk em. No vý p oslední øádek

vynásobíme p o øadì vho dn ými sk aláry a o deèteme jej o d pøedc hozíc h øádkù tak, ab y se

nám k + 1-ní sloup ec a¾ na p oslední øádek vyn ulo v al. P ak ob dr¾íme matici G

00

, jejic h¾

prvníc h k øádkù (p o vynec hání k + 1-ního sloup ce) je matice t ypu k � ( n � 1), která

má ho dnost k . Lze pak aplik o v at induk èní pøedp oklad a ob dr¾íme matici, která má

na prvníc h k øádcíc h submatici t ypu [ E

k

; A ] (pøitom na vynec han ý k + 1-ní sloup ec

budeme pro v ádìt p ouze øádk o v é úpra vy). Snadno se zba víme nen ulo výc h prvkù v

p osledním øádkù na prvníc h k -místec h p omo cí op erace t ypu (3). Pøitom n utnì na

místì ( k + 1 ; k + 1) je nen ulo vý prv ek, staèí pak vynásobit prvk em k nìm u in v erzním.
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V dùsledku 5.2 m ù¾eme b ez újm y na ob ecnosti praco v at s generujícími maticemi

v e vý¹e uv edené standardní formì. Jinou u¾iteènou vlastností lineárníc h k ó dù je, ¾e

jejic h minimální vzdálenost lze na jít mnohem snáze, ne¾ v pøípadu ob ecn ýc h k ó dù.

Máme pak následující výsledek

Vìta 5.3 Minimální vzdálenost d line árního kódu C je minimální váha w v¹e ch ne-

nulových vektorù z C .

D � uk az. Buï d minimální vzdálenost lineárního k ó du C a pøedp okládejme, ¾e x ; y 2 C

tak, ¾e d( x ; y ) = d . P ak x � y 2 C , w ( x � y ) = d � w = w( z ) = d( z ; 0 ) � d pro

vho dn ý v ektor z 2 C .

6 P ou¾ití lineárníc h k ó dù

Pøedp okládejme, ¾e C je lineární [ n; k ]-k ó d nad F

q

= � a ¾e má generující matice G

tv aru

G =

2

6

6

6

6

4

r

1

r

2

.

.

.

r

k

3

7

7

7

7

5

= [ E

k

; A ] ;

kde r

i

jsou v ektory délky n nad F

q

a A je matice t ypu k � ( n � k ). Kó do v á slo v a k ó du

C jsou v ektory délky n tv aru

k

X

i =1

a

i

r

i

; a

i

2 F

q

:

Základní m y¹lenk a zak ó do v ání je následující. P okud je zprá v a braná jak o p osloup-

nost s = ( s

1

; : : : ; s

k

), zak ó dujeme s p omo cí k ó do v ého slo v a c = ( c

1

; : : : ; c

n

), kde c

i

jsou urèena pøedpisem

[ c

1

; : : : ; c

n

] = [ s

1

; : : : ; s

k

] [ E

k

; A ] ; (4.9)

tj. c

i

= s

i

pro 1 � i � k .

Pøíklad 6.1 Pøedp okládejme, ¾e k ó d C nad tìlesem F

3

(co¾ je tìleso zb ytk o výc h tøíd

p o dìlení 3) má generující matici G tv aru

G =

2

6

4

1 0 0 1 2 0

0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 1

3

7

5

:

Je-li vstupní zprá v a ze zdro je tv aru

102101210122 : : :
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rozdìlíme ji nejprv e do blokù délky tøi a ob dr¾íme

102 j 101 j 210 j 122 j : : :

a pak zak ó dujeme zdro jo v á slo v a jak o¾to

102 7! r

1

+ 2 r

3

= 102222 ; 101 7! r

1

+ r

3

= 101021

201 7! 2 r

1

+ r

3

= 210221 ; 122 7! r

1

+ 2 r

2

+ 2 r

3

= 122211 :

Dostaneme tedy p osloupnost

102 j 222 j 101 j 021 j 210 j 221 j 122 j 211 j : : :

T edy jsme, pøi zdv o jení délky zprá vy , zp omalili ryc hlost pøenosu na p olo vic. Zvý¹ili

jsme ale sp olehliv ost.

P oznamenejme, ¾e vztah 4.9 je ekviv alen tní s ro vnicí

h

� A

>

; E

n � k

i

[ c

1

; : : : ; c

n

]

>

= 0 : (4.10)

Matice H =

h

� A

>

; E

n � k

i

se nazýv á matice kontr oly parity k ó du C . Zejména tedy

platí, ¾e z 2 C prá v ì tehdy , kdy¾ H [ z

1

; : : : ; z

n

]

>

= 0 :

Pøitom matice H k on troly parit y de�n uje jak vlastní k ó d C tak i pøíslu¹nou ge-

nerující matici G . Název matice k on troly parit y znamená, ¾e na jist ýc h k on trolníc h

místec h jsou pøidán y jisté k on trolní souèt y , které zk on trolují na¹e k ó do v á slo v a. Ob èas

budeme pro [ n; k ]-k ó d øík at, ¾e prvníc h k slo¾ek k ó do v ého slo v a je nazýv áno infor-

maèními znaky a zb ýv a jícíc h n � k slo¾ek jsou symboly kontr oly parity ( kontr olní

znaky ).

Pøíklad 6.2 Urèeme n yní matici H k on troly parit y z pøíkladu 6.1. T a má tv ar

H =

2

6

4

� 1 0 � 2 1 0 0

� 2 � 1 0 0 1 0

0 � 1 � 1 0 0 1

3

7

5

=

2

6

4

2 0 1 1 0 0

1 2 0 0 1 0

0 2 2 0 0 1

3

7

5

:

Kó do v é slo v o 102222 sestá v á z ze zprá v o výc h èísel 102 a sym b olù k on troly parit y

222. Eviden tnì, ro vnost 4.10 je pro toto k ó do v é slo v o (a v¹ec hna zb ýv a jící) splnìna.

Ob ecnì m usí tedy k ó do v á slo v a splnit systém ro vnic

2 c

1

+ c

3

+ c

4

= 0 c

1

+ 2 c

2

+ c

5

= 0 2 c

2

+ 2 c

3

+ c

6

= 0 : (4.11)

Základní idea pro meto du opra v o v ání c h yb je vidìt na tom to pøíkladì. Pøedp oklá-

dejme, ¾e na¹e ob dr¾ené slo v o nesplò uje první a tøetí ro vnici 4.11 v ro vnicíc h k on troly

parit y . P ak m ù¾eme deduk o v at, ¾e c h ybná èíslice zprá vy je èíslice c

3

, proto¾e to je

jediná èíslice, která se vyskytuje v ob ou ro vnicíc h.
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Vìta 6.3 Je-li H matice kontr oly parity kódu C délky n , pak kód C má minimální

vzdálenost d tehdy a jen tehdy, kdy¾ ka¾dých d � 1 sloupcù matice H je nezávislých,

ale nìkterých d sloupcù je line árnì závislých.

D � uk az. Oznaème p o øadì sloup ce matice H jak o h

1

; : : : ; h

n

. Pøip omeòme, ¾e pro

k a¾dý øádk o vý v ektor [ c

1

; : : : ; c

n

] máme

[ c

1

; : : : ; c

n

] H

T

=

n

X

i =1

c

i

p

T

i

:

Pøedp okládejme, ¾e d je minimální p o èet lineárnì zá vislýc h sloup cù matice H . P ak

existují sk aláry c

1

; : : : ; c

n

, z nic h¾ je prá v ì d nen ulo výc h tak, ¾e

[ c

1

; : : : ; c

n

] H

T

= 0

T

:

Ale to neøík á nic jiného, ¾e c = c

1

: : : c

n

2 C . Proto¾e wt ( c ) = d , máme d( C ) �

wt ( c ) = d: Obrácenì, je-li c = c

1

: : : c

n

2 C k ó do v é slo v o minimální délky , pak n utnì

[ c

1

; : : : ; c

n

] H

T

= 0

T

a tedy je d( C ) sloup cù z H o dp o vída jícím d nen ulo vým prvkùm

lineárnì zá vislýc h. Je tedy d � d( C ) tj. d = d ( C ).

7 Pra vidlo minimální vzdálenosti pro lineární k ó dy

Uv a¾me problém dek ó do v ání pro lineární k ó dy . Je-li C [ n; k ]-k ó d nad ab ecedou � = F

q

,

pak C obsah uje q

k

k ó do výc h slo v délky n a p o èet mo¾n ýc h ob dr¾en ýc h v ektorù je q

n

.

Prohlí¾ecí tabulk a, která b y pro k a¾dý mo¾n ý ob dr¾en ý v ektor obsaho v ala þnejbli¾¹íÿ

k ó do v é slo v o b y zabírala pøíli¹ v elk é mno¾ství pamìti, dok once pro malá n a k . Jednou

z hla vníc h výho d p ou¾ív ání lineárníc h k ó dù je, ¾e existuje elegen tní zp ùsob vyhn utí

se vý¹e uv edeném u problém u.

T en to p ostup p opí¹eme p ouze v binárním pøípadì. Roz¹íøení na jiné ab ecedy mo-

h utnosti q = p

m

, kde p je prv o èíslo je b ezprostøední i kdy¾ tec hnic ky náro ènìj¹í.

Pøedp okládejme, ¾e C je [ n; k ]-binární k ó d. Proto¾e je C p o dprostor v ektoro v ého

prostoru V

n

binárníc h v ektorù délky n , m usí b ýt C p o dgrupa aditivní grup y V

n

.

Pøip omeòme, ¾e ø ád k oneèné grup y G je de�no v an ý jak o moh utnost j G j nosné

mno¾in y G , tj. p o èet prvkù G a index [ G : S ] p o dgrup y S � G je p o èet j G=S j

rùzn ýc h (levýc h) tøíd rozkladu G p o dle S . Pøitom (lev á) tøída urèená prvk em a 2 G

má tv ar S a = f sa : s 2 S g . Sp eciálnì je pøiøazení a 7! S a surjektivní homomor�sm us

G ! G=S . Pøitom dv ì tøídy S a; S b jsou toto¾né prá v ì tehdy , kdy¾ a = s

0

b pro nìkteré

s

0

2 S . Pra v é násob ení prvk em a je bijek ce S ! S a a proto má k a¾dá (lev á) tøída

rozkladu stejn ý p o èet prvkù jak o p o dgrupa S . Proto¾e G je sjedno cení pøíslu¹n ýc h

levýc h tøíd rozkladu, je p o èet prvkù celé grup y G stejn ý jak o p o èet tøíd rozkladu krát

p o èet prvkù v S :

j G j = j G=S j � j S j :
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Zejména tedy k ó d C urèuje soub or levýc h tøíd ( kosetù ) p o dprostoru V

n

a lib o v oln ý

v ektor a 2 V

n

urèuje jedin ý k oset a + C = f b : b = a + c pro vho dn ý v ektor c 2 C g .

Pøedp okládejme tedy , ¾e y je ob dr¾en ý v ektor v tom pøípadì, ¾e jisté k ó do v é slo v o

b ylo pøeneseno k análem. Øekneme, ¾e v ektor e je mo¾ný chybový vektor v ektoru y ,

p okud existuje k ó do v é slo v o c 2 C tak, ¾e

y � c = e :

Sp eciálnì je tedy in terpretace následující: v ektor e je c h yb o vý v ektor pøidru¾en ý

k ob dr¾eném u v ektoru, jestli¾e je sc hop en reprezen to v at jistou mo¾nou p osloupnost

c h yb pøi pøenosu. Následující triviální p ozoro v ání je klíèo v é.

Lemma 7.1 Je-li y obdr¾ený vektor, je mno¾ina mo¾ných chybových vektorù ten

koset mno¾iny C , který obsahuje vektor y .

D � uk az. Bylo-li ob dr¾eno slo v o y , je v ektor e c h yb o vý v ektor prá v ì tehdy , kdy¾ exis-

tuje k ó do v é slo v o c 2 C tak, ¾e y � c = e : Ale C je p o dprostor; tedy i � c 2 C , tj.

e = y + c

0

a e 2 y + C .

Co to je dek ó do v ání p o dle pra vidla minimální vzdálenosti? T o není nic jiného, ne¾

nalezení c h yb o v ého v ektoru s minimální v ahou. Známe-li tedy , pro k a¾dý k oset jeho

prv ek minimální v áh y , pak máme základ pro dek ó do v ání p o dle pra vidla minimální

vzdálenosti. Øekneme pak, ¾e v ektor e je r epr ezentant k osetu H , jestli¾e má nejmen¹í

v áh u ze v¹ec h v ektorù obsa¾en ýc h v H = e + C . Zdùraznìme, ¾e tak o výto reprezen tan t

nem usí b ýt vybrán jednoznaènì.

Algoritm us I

Kr ok 1: P o pøijetí v ektoru y na jdeme reprezen tan ta z

0

k osetu y � C .

Kr ok 2: V ektor y pak dek ó dujeme jak o¾to k ó do v é slo v o y � z

0

.

Eviden tnì, Krok 1 m ù¾e b ýt v elmi èaso v ì náro èn ý . Uryc hlíme jej p ou¾itím násle-

dující vlastností lineárníc h k ó dù.

Lemma 7.2 Dva vektory y

1

a y

2

le¾í v tém¾e kosetu pr ávì tehdy, kdy¾

H y

>

1

= H y

>

2

:

D � uk az. Dv a v ektory y

1

a y

2

le¾í v tém¾e k osetu prá v ì tehdy , kdy¾ existuje k ó do v é

slo v o c 2 C tak, ¾e

y

1

= y

2

+ c

tj.

H c

>

= H ( y

1

� y

2

)

>

= 0

tj.

H y

>

1

= H y

>

2

:
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De�n ujme syndr om k osetu H = a + C jak o¾to v ektor H a

>

délky k . Eviden tnì, je

tato de�nice k orektní. Máme tedy pro k a¾dý k oset H jeho syndrom a jeho reprezen-

tan ta k osetu. Máme-li tedy pøedem vyp o ètenou tabulku , v e které je pro k a¾dý syndrom

urèen pøíslu¹n ý reprezen tan t, m ù¾eme uryc hlit vý¹e uv edn ý algoritm us následo vnì:

Algoritm us I I { p olo e�cien tní

Kr ok 1a: P o pøijetí v ektoru y na jdeme syndrom H y

>

.

Kr ok 1b: Z vý¹e uv edené tabulky na jdeme o dp o vída jícího reprezen tan ta z

0

k osetu

y � C .

Kr ok 2: V ektor y pak dek ó dujeme jak o¾to k ó do v é slo v o y � z

0

.

Platí pak

Vìta 7.3 A lgoritmus II pr acuje jako¾to dekódovací pr avid lo pod le minimální vzdále-

nosti pr o line ární kód C .

D � uk az. P oznamenejme nejprv e, ¾e k a¾dé ob dr¾ené slo v o y m ù¾eme dek ó do v at ja-

k o¾to k ó do v é slo v o. T o je z toho dùv o du, ¾e y a z

0

jsou v e stejném k osetu a tedy

y � z

0

2 C . Pøedp okládejme, ¾e existuje k ó do v é slo v o c tak, ¾e

d( y ; y � z

0

) > d( y ; c ) :

T o je ekviv alen tní s tím, ¾e

d ( 0 ; z

0

) > d( y � c ; 0 )

tj. w( z

0

) > w ( y � c ).

Ale pak

H ( y � c )

>

= H y

>

� H c

>

= H y

>

;

proto¾e c je k ó do v é slo v o. Zejména tedy má y � c stejn ý syndrom jak o y , le¾í v e

stejném k osetu a a má v áh u ostøe men¹í ne¾ je v áha reprezen tan ta k osetu z

0

, co¾ je

sp or.

V dal¹ím budeme pøedp okládat, ¾e k ó do v ání a dek ó do v ání pro lineární [ n; k ]-k ó d

C = f c

1

; : : : ; c

M

, c

1

= 0 pøi pøenosu binárním symetric kým k análem s pra vdìp o dob-

ností c h yb y p bude probíhat p omo cí následující tabulky

Dále pøedp okládejme, ¾e k a¾dý reprezen tan t f

i

pøíslu¹ného k osetu má v áh u w t ( f

i

).

Platí pak následující tvrzení. Oznaème, pro 1 � j � n , w

j

p o èet reprezen tan tù v áh y

j .
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Vìta 7.4 Buï C binární line ární [ n; k ] -kód. Pak pr avdìpodobnost spr ávného dekódo-

vání pøi pø enosu binárním symetrickým kanálem je

P (sprá vné dek ó do v ání ) =

s

X

i =1

p

w t ( f

i

)

(1 � p )

n � w t ( f

i

)

tj.

P (sprá vné dek ó do v ání ) =

n

X

j =1

w

j

p

j

(1 � p )

n � j

:

D � uk az. Proto¾e reprezen tan t f

i

pøíslu¹ného k osetu má v áh u w t ( f

i

), pra vdìp o dobnost,

¾e nám vznikne z c slo v o d je stejná, ¾e nám vznikne z 0 pøíslu¹n ý reprezen tan t f

i

tj.

P (reprezen tan t je f

i

) = p

w t ( f

i

)

(1 � p )

n � w t ( f

i

)

:

P osèítáme-li pøes v¹ec hn y reprezen tan t y , ob dr¾íme p o¾ado v ané tvrzení.

Nevýho dy této k ó do v ací meto dy lze nejlép e vidìt na následujícím pøíkladu.

Pøíklad 7.5 Pøedp okládejme, ¾e C je binární k ó d, jeho¾ generující matice G je urèena

následo vnì

G =

"

1 0 1 0

0 1 1 1

#

:

P ak k on trolní matice H má tv ar

H =

"

1 1 1 0

0 1 0 1

#

:

Kó do v á slo v a k ó du C jsou

0000 ; 1010 ; 0111 ; 1101 :

Pøíslu¹ná prohlí¾ecí tabulk a má tv ar

Syndrom s Reprezen tan t z

0

k osetu H , s = H z

>

0

00 0000

10 0010

01 0001

11 0100

.

0 c

2

c

3

� � � c

M

f

2

f

2

+ c

2

f

2

+ c

3

� � � f

2

+ c

M

f

3

f

3

+ c

2

f

3

+ c

3

� � � f

3

+ c

M

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

f

s

f

s

+ c

2

f

s

+ c

3

� � � f

s

+ c

M
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Pøedp okládejme tedy , ¾e jsme ob dr¾eli v ektor y = 1111. Je ho syndrom je v ektor

H y

>

= 10. Odp o vída jící reprezen tan t je 0010, je tedy slo v o 1111 dek ó do v áno jak o¾to

1101. P oznamenejme, ¾e tato prohlí¾ecí tabulk a není urèena jednoznaènì, napøíklad

za reprezen tan ta syndrom u 10 lze vzít v ektor 0111.

V pøípadì binárního [ n; k ]-k ó du máme prá v ì j V

n

j = jC j = 2

n � k

(ob ecnì pak q

n � k

)

rùzn ýc h k osetù; zejména tedy bude mít prohlí¾ecí tabulk a v Kroku 1(b) prá v ì 2

n � k

rùzn ýc h p olo¾ek. Prohledá v ání tak o v éto tabulky je pro v elk á k ; n v elmi náro èné. A v¹ak

ostatní výho dy této meto dy opra vò ují její ¹irok é p ou¾ív ání.

8 Binární Hammingo vy k ó dy

Ab yc hom ilustro v ali døív e uv edené tec hniky , uv a¾me následující pøíklad. Omezme na¹i

p ozornost na binární pøíklad; buï r nìjak é kladné celé èíslo a p olo¾me n = 2

r

� 1.

Dále de�n ujme k on trolní matici H jak o¾to matici t ypu r � (2

r

� 1), její¾ sloup ce tv oøí

v¹ec hn y na vzá jem rùzné nen ulo v é v ektory z V

r

. P ak H je k on trolní matice binárního

[ n; k ]-k ó du, kde

n = 2

r

� 1 ; k = n � r :

Mluvíme pak o Hammingovì [ n; k ] -kódu .

Klíèo v ou vlastnost Hammingo výc h k ó dù lze zform ulo v at v následující v ìtì.

Vìta 8.1 Ka¾dý Hammingùv kód je perfektní kód opr avující je dnu chybu.

D � uk az. Nejprv e uk a¾mì, ¾e minimální vzdálenost k a¾dého Hammingo v a k ó du je ale-

sp oò 3. Proto¾e C je lineární k ó d, je minimální vzdálenost d( C ) ro vna minimální v áze

v ektorù z C .

Pøedp okládejme nejprv e, ¾e C má k ó do v é slo v o u v áh y 1 s nen ulo vým vstup em v

i -té souøadnici. P ak platí

H u

>

= 0 ;

tj. i -t ý sloup ec h

i

matice H je n ulo vý , co¾ není z de�nice matice H mo¾né. Pøed-

p okládejme dále, ¾e C má k ó do v é slo v o v v áh y 2 s nen ulo vými vstup y v i -té a j -té

souøadnicíc h. P ak platí

H v

>

= 0 ;

tj.

h

i

+ h

j

= 0 :

Proto¾e pracujeme s binárními k ó dy , je n utnì

h

i

= h

j

;

co¾ není mo¾né. je tedy d( C ) � 3. Uk a¾me, ¾e C je p erfektní. P oznamenejme, ¾e

k a¾dá 1-k oule k olem k ó do v ého slo v a bude obsaho v at prá v ì 1 + n = 2

r

v ektorù délky

n = 2

r

� 1. Proto¾e C obsah uje prá v ì 2

k

= 2

n � r

k ó do výc h slo v, disjunktní sjedno cení

tìc h to 1-k oulí je prá v ì celá mno¾ina V

n

v ektorù délky n , jic h¾ je prá v ì 2

n

= 2

n � r

� 2

r

.
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Dùle¾it ým dùsledk em p erfektnosti Hammingo výc h k ó dù je, ¾e

1. Pro Hammingùv [ n; k ]-k ó d jsou reprezen tan ti k osetù v ektory z V

n

v áh y � 1.

T o v ede k následujícím u elegan tním u dek ó do v acím u algoritm u pro Hammingo vy

k ó du. Nejprv e p oznamenejme:

2. Sloup ce matice H lze pøemístit tak, ¾e j -t ý sloup ec matice H je prá v ì binární

reprezen tace èísla j .

Je-li ob dr¾en v ektor y , sp o ètìme jeho syndrom H y

?

a pøedp okládejme, ¾e re-

prezen tuje èíslo j . Pøedp okládáme-li p ouze jedn u c h ybu, pra vidlo minimální

vzdálenosti (=pra vidlo maximální pra vdìp o dobnosti) nám dá v á:

(a) P okud j = H y

?

= 0 , pak nepøedp okládáme ¾ádnou c h ybu a y je k ó do v é

slo v o.

(b) P okud j = H y

?

6= 0 , pak pøedp okládáme c h ybu v j -té p ozici a dek ó dujeme

y jeho zmìnou v j -té p ozici.

Pøíklad 8.2 Hammingùv [7 ; 4]-k ó d má matici k on troly parit y

H =

2

6

4

0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1

3

7

5

:

Pøedp okládejme, ¾e jsme ob dr¾eli v ektor y = (1 ; 0 ; 1 ; 0 ; 1 ; 1 ; 0). P ak H y

>

= (001).

T edy za pøedp okladu, ¾e nenastala více ne¾ jedna c h yba, pøedp okládáme, ¾e se c h yba

vyskytla na prvním místì a dek ó dujeme pak y jak o¾to y

�

,

y

�

= (0 ; 0 ; 1 ; 0 ; 1 ; 1 ; 0) :

Cvièení 8.3

1. Napi¹te matici kontr oly parity binárního [15 ; 11 ; 3] -kódu. Jak bychom dekódovali

obdr¾ené vektory:

(a) (100000000000000) ,

(b) (111111111111111) ?

9 Cyklic k é k ó dy

Diskutujme n yní dùle¾itou skupin u lineárníc h k ó dù. Kó d C se nazýv á cyklický , jestli¾e

platí následující p o dmínky:
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1. C je lineární,

2. p okud v ektor w = ( w

1

; : : : ; w

n

) 2 C , pak i v ektor w

0

= ( w

n

; w

1

; : : : ; w

n � 1

) 2 C .

T yto k ó dy ma jí atraktivní algebraic k é vlastnosti a m ù¾eme je snadno sestro jit

p omo cí lineárníc h p osouv acíc h registrù (blí¾e viz [7]).

Budeme dále praco v at p ouze v binárním pøípadì a b ìhem tohoto paragrafu bu-

deme iden ti�k o v at v ektor

w = ( w

1

; : : : ; w

n

)

s p olynomem

w ( x ) = w

1

+ w

2

x + w

3

x

2

+ : : : + w

n

x

n � 1

:

Dále budeme p o èítat p ouze v okruh u R

n

binárníc h p olynom ù stupnì nejvý¹e n � 1

mo dulo p olynom x

n

� 1. T edy R

n

se skládá z p olynom ù stupnì � n � 1 s k o e�cien t y

0 a 1 tak, ¾e platí následující pra vidla pro sèítání a násob ení p olynom ù:

a ( x ) + b ( x ) =

P

n � 1

i =0

( a

i

+ b

i

) x

i

a ( x ) � b ( x ) = a ( x ) b ( x ) mo d ( x

n

� 1) :

Základním p ozoro v áním je následující skuteènost: p osun u v k ó do v ém slo v ì o dp o-

vídá násob ení o dp o vída jícího p olynom u monomem x v okruh u R

n

. T oti¾ w ( x ) � x =

w

1

x + w

2

x

2

+ w

3

x

3

+ : : : + w

n � 1

x

n � 1

+ w

n

x

n

mo d ( x

n

� 1) = w

1

x + w

2

x

2

+ w

3

x

3

+

: : : + w

n � 1

x

n � 1

+ w

n

x

0

:

Platí pak následující lemma

Lemma 9.1 Je-li w ( x ) polynomiální r epr ezentace kódového slova w 2 C , je i w ( x ) f ( x )

kódové slovo pr o ka¾dý polynom f stupnì nejvý¹e n � 1 .

D � uk az. Proto¾e w ( x ) 2 C , je i xw ( x ) 2 C (p osun utí o 1 místo dopra v a). Nutnì tedy

pro k a¾dé pøirozené èíslo k platí, ¾e x

k

w ( x ) 2 C . Ale proto¾e je C lineární k ó d, je i

lib o v olná lineární k om binace k ó do výc h slo v tv aru x

k

w ( x ) op ìt v C , zejména tedy je

p olynom f ( x ) w ( x ) v C .

Lemma 9.2 Je-li g ( x ) nenulový polynom minimálního stupnì v C , pak g ( x ) generuje

kód C v tom smyslu, ¾e ka¾dé kódové slovo w ( x ) 2 C je tvaru

w ( x ) = f ( x ) g ( x )

pr o vhodný polynom f ( x ) .

D � uk az. Pøedp okládejme, ¾e existuje w ( x ) 2 C , které nelze napsat v e vý¹e uv edeném

tv aru. P ak lze psát

w ( x ) = q ( x ) g ( x ) + r ( x ) ;

kde r ( x ) je zb ytek p o dìlení p olynomem g ( x ) tj. jeho stup eò je men¹í ne¾ stup eò

p olynom u g ( x ). Ale n utnì q ( x ) g ( x ) ; w ( x ) 2 C tj. r ( x ) 2 C tj. n utnì je r ( x ) n ulo vý

p olynom, sp or. T edy je k a¾dý p olynom z C násobk em g ( x ).
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Mluvíme pak o p olynom u g ( x ) jak o¾to o generujícím polynomu k ó du C . Tím pak

dostaneme v elmi dobrou reprezen taci k ó du C . Pøip omeòme dále, ¾e cyklic ký k ó d není

nic jiného ne¾ ideál v okruh u p olynom u a 9.2 plyne b ezprostøednì z toho, ¾e k a¾dý

ideál v okruh u p olynom ù je hla vní ideál.

Pøíklad 9.3 Pøedp okládejme, ¾e n = 3 a násob ení je pro v ádìno mo dulo p olynom

x

3

� 1. P ak k ó d

C = f 0 ; 1 + x; x + x

2

; 1 + x

2

g

je cyklic ký a genero v án p olynome 1 + x . Standardní reprezen tace k ó du C sestá v á z

v ektorù

f (0 ; 0 ; 0) ; (1 ; 1 ; 0) ; (0 ; 1 ; 1) ; (1 ; 0 ; 1) g :

Lemma 9.4 Je-li C cyklický kód délky n s generujícím polynomem g ( x ) = g

1

+ g

2

x +

: : : + g

k

x

k � 1

, pak jeho generující matice typu ( n � k + 1) � n má tvar

G =

2

6

6

6

6

6

6

6

4

g

1

g

2

g

3

: : : g

k

0 0 : : : 0

0 g

1

g

2

: : : g

k � 1

g

k

0 : : : 0

0 0 g

1

: : : g

k � 2

g

k � 1

g

k

: : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : : : : : : : : : : g

k � 2

g

k � 1

g

k

3

7

7

7

7

7

7

7

5

:

D � uk az. Eviden tnì, øádky matice G jsou lineárnì nezá vislé. Uk a¾me, ¾e k a¾dé k ó do v é

slo v o lze reprezen to v at p omo cí tìc h to øádkù. Je-li tedy c = ( c

0

; c

1

; : : : ; c

n � 1

) k ó do v é

slo v o, je o dp o vída jící p olynom

c ( x ) = c

0

+ c

1

x + : : : + c

n � 1

x

n � 1

tv aru

c ( x ) = g ( x ) f ( x ) (mo d ( x

n 1

� 1))

pro jist ý p olynom f stupnì nejvý¹e � n � 1. Ale to neznamená nic jiného, ne¾ ¾e

c ( x ) =

n � 1

X

i =0

f

i

x

i

g ( x ) (mo d ( x

n 1

� 1));

tj. p olo¾íme-li g

( i )

( x ) = x

i

g ( x ) a je-li g

( i )

o dp o vída jící reprezen tace p olynom u g

( i )

( x )

( i + 1-ní øádek matice G ), máme

c =

n � 1

X

i =0

f

i

g

( i )

:
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Lemma 9.5 Je-li g generující polynom cyklického kódu délky n C , pak g dìlí polynom

( x

n 1

� 1) .

D � uk az. Pøedp okládejme, ¾e tom u tak není. Mù¾eme pak psát

x

n

� 1 = g ( x ) q ( x ) + r ( x ) ;

kde r ( x ) je nen ulo vý p olynom se stupnìm men¹ím ne¾ je stup eò g . Proto¾e q ( x ) f ( x ) 2

C a r = � q g v tom to okruh u, plyne z linearit y , ¾e i r je k ó do v é slo v o, tj. se nem ù¾e

jednat o p olynom minimálního stupnì a tedy r = 0, sp or.

Lemma 9.6 Je-li dán polynom p stupnì < n , pak mno¾ina v¹e ch polynomù C =

f q p (mo d ( x

n 1

� 1)) : q je polynom stupnì < n g je cyklický kód délky n .

D � uk az. Eviden tnì, C je lineární k ó d. Záro v eò, je-li q p 2 C , je i xq p 2 C tj. C je

cyklic ký k ó d.

10 Marinerùv k ó d a Reed-Mullero vy k ó dy

V tom to o dsta v ci se budeme v ìno v at dal¹ím dv ìma pøíkladùm, kdy p omo cí klasic k é

mo derní algebry b yly zk onstruo v án y a vyvin ut y no v é tøídy k ó dù.

10.1 Hadamardo vy k ó dy

Kó do v ání R (1 ; 5) p ou¾ité v ro ce 1969 k osmic kým k oráb em Mariner 9 pro pøenos

fotogra�í z Marsu je sp eciálním pøípadem následujícíc h ob ecn ýc h k ó dù.

Nejprv e si pøip omeòme nìkteré p o jm y z mo derní algebry . Hadamar dova matice je

matice H t ypu n � n , její¾ k o e�cien t y jsou buï +1 neb o � 1 tak, ¾e

H H

T

= nE

n

; (4.12)

kde E

n

je jednotk o v á matice t ypu n � n .

Jsou-li dále A a B ètv erco v é matice t ypu m � m a n � n , de�n ujeme jejic h Kr o-

ne ckerùv souèin jak o matici A 
 B t ypu mn � mn

A 
 B =

2

6

6

4

a

11

B a

12

B : : : a

1 m

B

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

m 1

B a

m 2

B : : : a

mm

B

3

7

7

5

: (4.13)

Pøím ým výp o ètem pak snadno dok á¾eme:
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Lemma 10.1 Jsou-li H

1

a H

2

Hadamar dovy matice, je jejich Kr one ckerùv souèin

H

1


 H

2

Hadamar dova matice.

D � uk az. P o èítejme G = ( H

1


 H

2

)( H

1


 H

2

)

T

. P ak g

ij

, i = i + n � (

^

i � 1), j = j + n � (

^

j � 1).

Zejména g

ij

=

P

m

l =1

a

^

i l

a

^

j l

(

P

n

k =1

b

i k

b

j k

). P okud i = j , je n utnì

^

i =

^

j a i = j a tedy

i g

ii

=

P

m

l =1

a

^

il

a

^

il

(

P

n

k =1

b

i k

b

i k

). Ale

P

n

k =1

b

i k

b

i k

= n a tedy g

ii

=

P

m

l =1

a

^

il

a

^

il

n = mn .

Nec h » tedy i 6= j . P ak buï i 6= j neb o

^

i 6=

^

j . Nec h » napøíklad

^

i 6=

^

j . P ak g

ij

=

(

P

m

l =1

a

^

i l

a

^

j l

)(

P

n

k =1

b

i k

b

j k

) = 0(

P

n

k =1

b

ik

b

j k

) = 0. . Nec h » tedy i 6= j . P o dobnì, g

ij

=

(

P

m

l =1

a

^

i l

a

^

j l

)(

P

n

k =1

b

i k

b

j k

) = (

P

m

l =1

a

^

i l

a

^

j l

)0 = 0.

Zaèneme-li tedy s nejmen¹í netriviální Hadamardo v ou maticí

H

2

=

"

1 1

1 � 1

#

;

m ù¾eme p ostupnì itero v at Kronec k ero vým souèinem, ab yc hom ob dr¾eli p osloupnost

Hadamardo výc h matic s exp onenciálnì rostoucím t yp em. Chceme-li pak tuto p o-

sloupnost p ou¾ít pro úèely k ó do v ání, pøedp okládejme, ¾e H je Hadamardo v a matice

rozmìru n � n , pøièem¾ n je sudé. De�n ujme pak A jak o¾to matici t ypu 2 n � n

A =

"

H

� H

#

:

P ak de�n ujme M jak o¾to matici, kterou získ áme z matice A tak, ¾e nahradíme

k a¾dý výskyt � 1 v A èíslem 0.

Snadno se o v ìøí následující tvrzení

Lemma 10.2 Hadamardo v o k ó do v ání

1. Jsou-li x a y dva rùzné ø ádky matice M , je pak vzdálenost d ( x ; y ) vektorù x a

y r ovna èíslu

n

2

nebo n .

2. Ø ádky matice M tvoøí binární ( n; 2 n;

n

2

) -kód.

D � uk az. Snadné cvièení. T oti¾, v ezmeme-li 2 rùzné øádky vzniklé z H , n utnì je p o èet

míst, kde se øádky li¹í, ro v en p o ètu míst, kde jsou oba øádky stejné, tj. d( x ; y ) =

n

2

.

P o dobnì, v ezmeme-li 2 rùzné øádky , z nic h¾ jeden vznikl z H a druh ý z � H a záro v eò

oba z rùzn ýc h v ektorù z H , je n utnì op ìt p o èet míst, kde se øádky li¹í, ro v en p o ètu

míst, kde jsou oba øádky stejné, tj. op ìt d( x ; y ) =

n

2

. Pøípad, kdy oba øádky vznikly

ze stejného v ektoru, nám dá v á vzdálenost ro vn u n . P oslední pøípad, kdy oba øádky

vznikly z � H , se pøev ede na první pøípad. Zb ýv a jící èást tvrzení je triviální.

Pro v edeme-li vý¹e uv edené p ìtkrát za seb ou na matici H

2

, ob dr¾íme n = 32 a

to je pøesnì k ó do v ání p ou¾ité Marinerem. Kó dy získ ané vý¹e uv eden ým p ostup em se

nazýv a jí Hadamar dovy kódy .
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10.2 Reed-Mullero v o k ó do v ání

T ato praktic ky dùle¾itá tøída k ó dù b yla ob jev ena I.S. Reedem a D.E. Mullerem v

ro ce 1954. Ab yc hom mohli p opsat t yto k ó dy , budeme nejprv e prezen to v at jedno duc h ý

zp ùsob zk onstruo v ání no výc h k ó do v ání ze starýc h p ùv o dníc h.

Lemma 10.3 Je-li dán ( n; M

1

; d

1

) binární kódování C

1

a jiné ( n; M

2

; d

2

) binární

kódování C

2

, mù¾eme pak de�novat tø etí binární kódování C

3

= C

1

� C

2

jako¾to

C

3

= f ( u ; u + v ) : u 2 C

1

; v 2 C

2

g :

Pøitom C

3

je (2 n; M

1

M

2

; d

3

) -kód, kde

d

3

= min f 2 d

1

; d

2

g : (4.14)

D � uk az. T oti¾ délk a k ó do výc h slo v v C

3

je n utnì 2 n a snadno se o v ìøí, ¾e jic h je prá v ì

M

1

M

2

. T o plyne z toho, ¾e p okud ( u

1

; u

1

+ v

1

) = ( u

2

; u

2

+ v

2

) je n utnì u

1

= u

2

a

tedy i v

1

= v

2

. T ak o výc h to usp oøádan ýc h dv o jic ( u ; v ) je prá v ì M

1

M

2

. Zb ýv á o v ìøit,

¾e minimální délk a k ó do v ání C

3

, kterou znaèíme d

3

, je ro vna min f 2 d

1

; d

2

g . T o je ale

zøejmé. T oti¾, je-li ( u

1

; u

1

+ v

1

) 6= ( u

2

; u

2

+ v

2

), pak mohou nastat následující pøípady

1. u

1

= u

2

: pak d ( v

1

; v

2

) = d(( u

1

; u

1

+ v

1

) ; ( u

2

; u

2

+ v

2

)) � d

2

.

2. v

1

= v

2

: pak d( u

1

; u

2

) + d ( u

1

; u

2

) = d(( u

1

; u

1

+ v

1

) ; ( u

2

; u

2

+ v

2

)) � 2 d

1

.

3. v

1

6= v

2

a v

1

6= v

2

: pak oznaèíme-li I

n

= f i : �

i

( u

1

) 6= �

i

( u

2

) g , I

e

= f i :

�

i

( u

1

) = �

i

( u

2

) g , J

n

= f i : �

i

( v

1

) 6= �

i

( v

2

) g , J

e

= f i : �

i

( v

1

) = �

i

( v

2

) g , je

d(( u

1

; u

1

+ v

1

) ; ( u

2

; u

2

+ v

2

)) = j I

n

j + j J

e

\ I

n

j + j J

n

\ I

e

j = j J

n

j + 2 j J

e

\ I

n

j � d

2

.

Pøitom v prvním a druhém pøípadì m ù¾e pro vho dnì vybrané dv o jice nastat ro vnost,

tj. tvrzení platí.

De�n ujme n yní rekurzivnì R e e d-Mul lerùv kód C ( r ; m ) pøedpisem:

Pro v¹ec hna nezáp orná celá èísla m a r tak o v á, ¾e 0 � r � m , de�n ujeme C ( r ; m )

jak o¾to k ó d délky n = 2

m

tak o vý , ¾e

C (0 ; m ) = f 0 ; 1 g ; (4.15)

kde 0 = (0 ; 0 ; : : : ; 0) a 1 = (1 ; 1 ; : : : ; 1), C ( m; m ) je mno¾ina v¹ec h binárníc h v ektorù

délky n = 2

m

tj. C ( m; m ) = 2

2

m

a

C ( r + 1 ; m + 1) = C ( r + 1 ; m ) � C ( r ; m ) (4.16)
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pro r < m . Mù¾eme pak t yto k ó dy k onstruo v at následo vnì:

m = 1 C (0 ; 1) = f 00 ; 11 g

C (1 ; 1) = f 00 ; 01 ; 10 ; 11 g

m = 2 C (0 ; 2) = f 0000 ; 1111 g

C (1 ; 2) = C (1 ; 1) � C (0 ; 1)

= f 0000 ; 0011 ; 0101 ; 0110 ; 1001 ; 1010 ; 110 0 ; 11 11 g

atd. Aplikujeme-li n yní lemma 10.3, ob dr¾íme následující v ìtu:

Vìta 10.4 Pr o v¹e chna nezáporná celá èísla m a r taková, ¾e 0 � r � m je R e e d-

Mul lerùv C ( r ; m ) binární kód char akteristiky ( n

r

; M

r

; d

r

) , kde

1. M

r

= 2

a

, kde a =

P

r

i =0

 

m

i

!

= 1 +

 

m

1

!

+ : : : +

 

m

r

!

,

2. n

r

= 2

m

,

3. d

r

= 2

m � r

.

D � uk az. Dùk az p o v edeme induk cí vzhledem k de�nici C ( r ; m ) . T oti¾ pro C (0 ; m ) =

f 0 ; 1 g je p o èet slo v M

0

ro v en dv ìma a proto¾e záro v eò n utnì a = 1, první èást

tvrzení pro C (0 ; m ) platí. Proto¾e délk a n

r

v ektorù je dle de�nice 2

m

, platí druhá èást

tvrzení. Proto¾e k ó d obsah uje p ouze dv a v ektory , které se li¹í na n

r

= 2

m

místec h, je

vzdálenost k ó du ro vna n

r

= 2

m � 0

= d

r

. Uv a¾me n yní k ó d C ( m; m ), co¾ je mno¾ina

v¹ec h binárníc h v ektorù délky n = 2

m

= n

m

. Je tedy v na¹em pøípadì a = n a

tedy i M

m

= 2

a

.Vzdálenost k ó du je pak n utnì 1 = 2

m � m

. Vìn ujme se n yní pøípadu

C ( r + 1 ; m + 1) = C ( r + 1 ; m ) � C ( r ; m ). Z induk èního pøedp okladu a lemmatu 10.3

víme, ¾e

M

r +1

= 2

P

r +1

i =0

 

m

i

!

� 2

P

r

i =0

 

m

i

!

= 2

P

r +1

i =0

 

m

i

!

+

P

r

i =0

 

m

i

!

= 2

P

r +1

i =0

 

m

i

!

:

Dále víme, ¾e n

r +1

= 2 � 2

m

= 2

m +1

a d

r +1

= min f 2 � 2

m � r � 1

; 2

m � r

g = 2

m � r

=

2

m +1 � ( r +1)

.

Problém y 4.1 1. Uka¾te, ¾e pokud platí

(a) 2

k

P

d � 2

i =0

 

n � 1

i

!

< 2

n

,

pak existuje binární line ární [ n; k ] -kód s minimální vzdáleností alespoò d . T udí¾

odvoïte, ¾e
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(a) 2

k

� A

2

( n; d ) ,

kde k je nejvìt¹í pøir ozené èíslo splnující ner ovnost (1). Návod: Zkonstruujte

matici H typu ( n � k ) � n , takovou, ¾e její hodnost je nejvý¹e d � 2 .

2. Uka¾te, ¾e je-li H Hadamar dova matice ø ádu n , je nutnì n = 1 ; 2 nebo je n

násobek 4 . Poznamenejme, ¾e existuje hypotéza, ¾e pokud n je násobek ètyø,

existuje Hadamar dova matice ø ádu n .
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Pøíloha A

Náho dné jevy a náho dné v elièin y

T en to do datek obsah uje základní p o jm y n utné pro p o c hop ení probírané látky . Je

zalo¾en na skriptec h [4].

1 Mìøiteln ý prostor a vztah y mezi náho dn ými jevy

Neprázdnou mno¾in u mo¾n ýc h výsledkù náho dného p okusu znaèíme 
 a nazýv áme

ji základní pr ostor . Mo¾né výsledky náho dného p okusu znaèíme !

t

, t 2 T , kde T je

indexo v á mno¾ina.

Systém p o dmno¾in A základního prostoru 
, který

1. obsah uje základní prostor,

2. s k a¾dými dv ìma mno¾inami obsah uje i jejic h rozdíl,

3. obsah uje-li k a¾dou ze sp o èetné p osloupnosti mno¾in, obsah uje i jejic h sjedno cení

se nazýv á jevové pole .

P oznamenejme, ¾e má-li základní prostor alesp oò dv a prvky , není jev o v é p ole

uv eden ými tøemi axiom y urèeno jednoznaènì.

Je-li A 2 A , øekneme, ¾e A je náhodný jev vzhledem k jev o v ém u p oli A . Dv o jici

(
 ; A ) nazv eme mìøitelný pr ostor , mno¾in u 
 pak nazv eme jistý jev , mno¾in u ;

nemo¾ný jev . Prv ek ! 2 
 nazv eme elementární jev . Nec h » I je lib o v olná neprázdná

indexo v á mno¾ina. P ak

T

i 2 I

A

i

znaèí spole èné nastoupení náhodných jevù A

i

, i 2 I

a

S

i 2 I

A

i

znaèí nastoupení alespoò je dnoho z náhodných jevù A

i

, i 2 I . A

i

= 
 � A

i

znaèí opaèný náhodný jev k náhodnému jevu A

i

, i 2 I . Pøitom to, ¾e ! 2 A

i

, i 2 I

znamená, ¾e mo¾ný výsle dek ! je pøíznivý jevu A

i

.

Nec h » i; j 2 I . P ak A

i

� A

j

znamená nastoupení jevu A

i

za nenastoupení jevu A

j

,

A

j

� A

i

znamená, ¾e náhodný jev A

j

má za dùsle dek náhodný jev A

i

a A

i

\ A

j

= ;

znamená, ¾e náho dné jevy A

i

a A

j

jsou nesluèitelné .
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2 Pra vdìp o dobnostní prostor

Nec h » (
 ; A ) je mìøiteln ý prostor. Pr avdìpodobností rozumíme reálnou mno¾ino v ou

funk ci P : A ! R , která je

1. nezáp orná (pro v¹ec hna A 2 A je P ( A ) � 0),

2. sp o èetnì aditivní ( 8

1

i =1

8

1

j = i +1

A

i

\ A

j

= ; = ) P (

S

1

i =1

A

i

) =

P

1

i =1

P ( A

i

)),

3. normo v aná ( P (
) = 1).

T ro jice (
 ; A ; P ) se nazýv á pr avdìpodobnostní pr ostor . Za pøedp okladu, ¾e A 6=

f; ; 
 g , není pra vdìp o dobnost P uv eden ými tøemi axiom y jednoznaènì urèena.

3 Klasic k á pra vdìp o dobnost

Nec h » základní prostor 
 je k oneèná neprázdná mno¾ina a nec h » jev o v é p ole A ob-

sah uje v¹ec hn y p o dmno¾in y základního prostoru tj. A = 2




. Oznaème m (
) = j 
 j

p o èet v¹ec h mo¾n ýc h výsledkù a pro lib o v oln ý jev A 2 A oznaème m ( A ) = j A j p o èet

mo¾n ýc h výsledkù pøíznivýc h jevu A . P ak reálnou funk ci P : A ! R de�no v anou pro

v¹ec hna A 2 A vztahem

P ( A ) =

m ( A )

m (
)

nazv eme klasická pr avdìpodobnost . V¹em elemen tárním jevùm pak pøiøazujeme stej-

nou pra vdìp o dobnost

1

m (
)

. Není-li tato p o dmínk a splnìna, nelze klasic k ou pra vdì-

p o dobnost p ou¾ít.

Vìta 3.1 Buïte A

1

; : : : ; A

n

2 A libovolné náhodné jevy. Pak platí

P (

S

n

i =1

A

i

) =

P

n

i =1

P ( A

i

) �

P

1 � i<j � n

P ( A

i

\ A

j

) + : : : +

( � 1)

l

P

1 � i

1

<::: <i

l

� n

P ( A

i

1

\ : : : \ A

i

l

) + : : : + ( � 1)

n � 1

P ( A

1

\ : : : \ A

n

) :

4 P o dmínìná pra vdìp o dobnost

Nec h » (
 ; A ; P ) je pra vdìp o dobnostní prostor, H 2 A náho dn ý jev s nen ulo v ou pra v-

dìp o dobností. Pro k a¾dé A 2 A de�n ujeme podmínìnou pr avdìpodobnost vzorcem

P ( A j H ) =

P ( A \ H )

P ( H )

:

Vìta 4.1 Vìta o násob ení pra vdìp o dobností Ne ch» (
 ; A ; P ) je pr avdìpodob-

nostní pr ostor, A

1

; : : : ; A

n

2 A náhodné jevy takové, ¾e P ( A

1

\ : : : \ A

n � 1

) > 0 . Pak

platí

P ( A

1

\ : : : \ A

n

) = P ( A

1

) � P ( A

2

j A

1

) � P ( A

3

j A

1

\ A

2

) � : : : � P ( A

n

j A

1

\ A

2

\ : : : \ A

n � 1

) :
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Nec h » (
 ; A ; P ) je pra vdìp o dobnostní prostor a nec h » je dán rozklad ( H

i

: i 2 I )

základního prostoru 
 na nejvý¹e sp o èetnì mnoho jevù H

i

o nen ulo výc h pra vdìp o-

dobnostec h P ( H

i

). Øík áme, ¾e je dán úplný systém hypotéz . P otom

1. pro lib o v oln ý jev A 2 A platí formule úplné pr avdìpodobnosti:

P ( A ) =

X

i 2 I

P ( H

i

) � P ( A j H

i

) ;

2. pro náho dn ý jev A s nen ulo v ou pra vdìp o dobností a pro lib o v oln ý jev H

k

z

úplného systém u h yp otéz platí 1. Bayesùv vzor e c :

P ( H

k

j A ) =

P ( H

k

) � P ( A j H

k

)

P

i 2 I

P ( H

i

) � P ( A j H

i

)

;

3. pro náho dn ý jev A s nen ulo v ou pra vdìp o dobností a pro lib o v oln ý jev B 2 A

platí 2. Bayesùv vzor e c :

P ( B j A ) =

P

i 2 I

P ( H

i

) � P ( A j H

i

) � P ( B j A \ H

i

)

P

i 2 I

P ( H

i

) � P ( A j H

i

)

:

Pou¾ití 1. Bayesova vzor ce: V souladu s textem úloh y stano víme jevy H

i

, i 2 I , které

se na vzá jem vyluèují a pøitom vyèerpá v a jí v¹ec hn y mo¾nosti. Jeden z nic h m usí b ýt

náho dn ý jev, jeho¾ pra vdìp o dobnost nás za jímá. Jev, o nìm¾ je v úloze øeèeno, ¾e

skuteènì nastal, oznaèíme A . P ak pro i 2 I vyp o èteme apriorní pra vdìp o dobnosti

P ( H

i

) a p o dmínìné pra vdìp o dobnosti P ( A j H

i

). Dosazením do 1. Ba y eso v a vzorce

vyp o èteme ap osteriorní pra vdìp o dobnost P ( H

k

j A ).

Pou¾ití 2. Bayesova vzor ce: Stano víme op ìt úpln ý systém h yp otéz H

i

, i 2 I . Jev,

který skuteènì nastal, oznaèíme A a náho dn ý jev, na jeho¾ pra vdìp o dobnost se ptáme,

oznaèíme B . P ak pro i 2 I vyp o èteme apriorní pra vdìp o dobnosti P ( H

i

) a p o dmí-

nìné pra vdìp o dobnosti P ( A j H

i

) a P ( B j A \ H

i

). Dosazením do 2. Ba y eso v a vzorce

dostaneme pra vdìp o dobnost P ( B j A ).

Charakteristic ký znak, který o dli¹uje úloh y v edoucí na 1. Ba y esùv vzorec o d úloh

v edoucíc h na 2. Ba y esùv vzorec sp o èív á v tom, ¾e v prvním pøípadì se ptáme na

pra vdìp o dobnost jevu, který je toto¾n ý s jednou z h yp otéz, kde¾to v e druhém pøípadì

se ptáme na pra vdìp o dobnost jevu, který je zcela no vý a nesouvisí s ostatními jevy

v úloze p opsan ými.

5 Sto c hastic ky nezá vislé náho dné jevy

Nec h » (
 ; A ; P ) je pra vdìp o dobnostní prostor. Øekneme, ¾e náho dné jevy A

1

; A

2

; : : : ; A

n

jsou stochasticky nezávislé vzhledem k pra vdìp o dobnosti P , jestli¾e platí m ultiplik a-

tivní vztah y:
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8 i < j : P ( A

i

\ A

j

) = P ( A

i

) � P ( A

j

)

8 i < j < k : P ( A

i

\ A

j

\ A

k

) = P ( A

i

) � P ( A

j

) � P ( A

k

)

:

:

:

P ( A

1

\ : : : \ A

n

) = P ( A

1

) � : : : � P ( A

n

) :

De�nici lze roz¹íøit i na sp o èetnou p osloupnost jevù: Øekneme, ¾e jevy A

1

; A

2

; : : : ; A

k

; : : : 2

A jsou stochasticky nezávislé vzhledem k pra vdìp o dobnosti P , jestli¾e pro v¹ec hna

pøirozená n jsou sto c hastic ky nezá vislé náho dné jevy A

1

; A

2

; : : : ; A

n

.

Ov ìøujeme-li sto c hastic k ou nezá vislost náho dn ýc h jevù, m usíme prozk oumat plat-

nost v¹e ch m ultiplik ativníc h jevù.

Je-li v textu úloh y øeèeno, ¾e jevy jsou sto c hastic ky nezá vislé a máme-li stano vit

pra vdìp o dobnost nastoup ení alesp oò jednoho z tìc h to jevù, vyu¾ijeme de Morgano v a

pra vidla a p o èítáme

P (

n

[

i =1

A

i

) = P (

n

\

i =1

A

i

) = 1 � P (

n

\

i =1

A

i

) = 1 �

n

Y

i =1

(1 � P ( A

i

)) :

6 Borelo vsk é mno¾in y a náho dné v elièin y

Nec h » n je pøirozené èíslo. Mno¾in u R

n

nazýv áme n -r ozmìrným pr ostor em a mno¾in u

R

1

= R

N

nazýv áme spoèetnì r ozmìrným pr ostor em .

Minimální jev o v é p ole na R

n

obsah ující tøídu v¹ec h in terv alù ( �1 ; x

1

] � ( �1 ; x

2

] �

: : : � ( �1 ; x

n

] pro ( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) 2 R

n

, nazýv áme n -r ozmìrným bor elovským polem

B

( n )

a prvky tohoto p ole nazýv áme n -r ozmìrnými bor elovskými mno¾inami . P o dobnì

pro sp o èetné b orelo vsk é p ole B

( 1 )

.

Mezi b orelo vsk é mno¾in y patøí zejména prázdná mno¾ina, celý k oneènì rozmìrn ý

p opø. sp o èetnì rozmìrn ý prostor, v¹ec hn y jednob o do v é, k oneèné resp. sp o èetné mno-

¾in y , v¹ec hn y in terv aly , v¹ec hn y otevøené i uza vøené oblasti a v¹ec hna nejvý¹e sp o èetná

sjedno cení tak o výc h mno¾in. Kartézský souèin b orelo vskýc h mno¾in je op ìt b orelo v-

sk á mno¾ina, ale vy¹¹í dimenze.

Zobrazení X : 
 ! R se nazýv á náho dná v elièina vzhledem k jev o v ém u p oli A ,

jestli¾e

8 B 2 B : f ! 2 
 : X ( ! ) 2 B g = X

� 1

( B ) 2 A ;

tj. úpln ý vzor k a¾dé b orelo vsk é mno¾in y je náho dn ým jev em.

Obraz X ( ! ) se nazýv á èíselná realizace náho dné v elièin y X pøíslu¹ná k mo¾ném u

výsledku ! . Jestli¾e nehrozí neb ezp eèí nedorozumìní, zapisujeme náho dnou v elièin u

i její realizaci t ým¾ sym b olem X . Mno¾in u f ! 2 
 : X ( ! ) 2 B g zkrácenì zapisujeme

f X 2 B g .
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Víme, ¾e k a¾dá mno¾ina t ypu f X 2 B g (kde B 2 B

( n )

) je jev em. V e sp eciál-

ním pøípadì B = f x g neb o B = ( �1 ; x ] pí¹eme jedno du¹eji f X = x g f X � x g .

P o dmínky mohou b ýt vyjadøo v án y logic kými sp o jk ami negace, k onjunk ce, disjunk ce

a implik ace. Jim o dp o vída jí mno¾ino v é op erace k omplemen t, prùnik, sjedno cení a

relace mno¾ino v é inkluze.

Zápis o dp o vída jící pra vdìp o dobnosti zkrátíme takto: P ( f ! 2 
 : X ( ! ) 2 B g ) :=

P ( X 2 B ), co¾ je pra vdìp o dobnost, ¾e náho dná v elièina X se realizuje v mno¾inì

B ; P ( f ! 2 
 : X ( ! ) 2 B gjf ! 2 
 : Y ( ! ) 2 C g := P ( X 2 B j Y 2 C ), co¾ je

pra vdìp o dobnost, ¾e náho dná v elièina X se realizuje v mno¾inì B za p o dmínky , ¾e

náho dná v elièina Y se realizuje v mno¾inì C .

F unk ce � : R ! R de�no v aná vztahem 8 x 2 R : �( x ) = P ( X � x ) se nazýv á

distribuèní funkce náhodné velièiny X vzhle dem k pr avdìpodobnosti P .

Náho dná v elièina X se nazýv á diskr étní , jestli¾e existuje funk ce � ( x ) n ulo v á v R s

výjimk ou nejménì jednoho a nejvý¹e sp o èetnì mnoha b o dù, kde je kladná (vlastnost

D1: pro v¹ec hna x 2 R je � ( x ) � 0), je normo v aná (vlastnost D2:

P

1

x = �1

� ( x ) = 1,

kde se sèíta jí jen kladné ho dnot y) a platí pro ni 8 x 2 R : �( x ) =

P

t � x

� ( t ). T ato

funk ce se nazýv á pr avdìpodobnostní funkce náho dné v elièin y X . Kromì D1, D2 má

t yto vlastnosti: 8 x 2 R : � ( x ) = P ( X = x ), je-li x

0

2 R lib o v oln ý , ale p evnì dan ý

b o d, pak � ( x

0

) = �( x

0

) � lim

x ! x

�

0

�( x ).

Pro diskrétní náho dnou v elièin u je c harakteristic k é, ¾e nab ýv á p ouze k oneènì neb o

nejvý¹e sp o èetnì mnoha ho dnot. Její distribuèní funk ce má sc ho do vit ý c harakter.

Má-li funk ce � ( x ) vlastnosti D1, D2, pak existuje pra vdìp o dobnostní prostor

(
 ; A ; P ) a na nìm de�no v aná diskrétní náho dná v elièina X tak, ¾e � ( x ) je její

pra vdìp o dobnostní funk ce.

7 Náho dné v ektory

Nec h » (
 ; A ; P ) je pra vdìp o dobnostní prostor, X

1

; X

2

; : : : ; X

n

náho dné v elièin y de�-

no v ané na (
 ; A ; P ), �

1

; �

2

; : : : ; �

n

jejic h distribuèní funk ce a jedná-li se o diskrétní

náho dné v elièin y , pak �

1

; �

2

; : : : ; �

n

buïte jejic h pra vdìp o dobnostní funk ce.

Náhodný vektor je usp oøádaná n -tice X = ( X

1

; X

2

; : : : ; X

n

). Jeho distribuèní

funk ci de�n ujeme vztahem:

�( x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = P ( X

1

� x

1

\ X

2

� x

2

\ : : : \ X

n

� x

n

) :

Náho dn ý v ektor X = ( X

1

; X

2

; : : : ; X

n

) se nazýv á diskrétní, jestli¾e existuje funk ce

� ( x ) n ulo v á v R

n

s výjimk ou nejménì jednoho a nejvý¹e sp o èetnì mnoha b o dù, kde

je kladná (vlastnost D1: pro v¹ec hna x 2 R

n

je � ( x ) � 0), je normo v aná (vlastnost

D2:

P

1

x

1

= �1

: : :

P

1

x

n

= �1

� ( x

1

; : : : ; x

n

) = 1, kde se sèíta jí jen kladné ho dnot y) a platí

pro ni 8 x 2 R : �( x

1

; : : : ; x

n

) =

P

t

1

� x

1

: : :

P

t

n

� x

n

� ( t

1

; : : : ; t

n

). T ato funk ce se nazýv á

pr avdìpodobnostní funkce diskrétního náho dného v ektoru X . Kromì D1, D2 má t yto
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vlastnosti: 8 x 2 R

n

: � ( x ) = P ( X = x ), je-li 1 � i � n lib o v oln ý index, pak

P

1

x

1

= �1

: : :

P

1

x

i � 1

= �1

P

1

x

i +1

= �1

: : :

P

1

x

n

= �1

� ( x

1

; : : : ; x

n

) = �

i

( x

i

).

Nec h » T je neprázdná indexo v á mno¾ina. Øekneme, ¾e náho dné v elièin y X

t

jsou

sto c hastic ky nezá vislé, jestli¾e pro v¹ec hn y k oneèné p o dmno¾in y f u; : : : ; v g � T a

v¹ec hn y b orelo vsk é p o dmno¾in y B

u

; : : : ; B

v

jsou sto c hastic ky nezá vislé jevy f X

u

2

B

u

g , . . . , f X

v

2 B

v

g tj. � ( x

1

; : : : ; x

n

) = �

1

( x

1

� : : : � �

n

( x

n

).

Zobrazení g : R ! R nazýv áme bor elovskou funkcí , jestli¾e vzor b orelo vsk é mno-

¾in y je b orelo vsk á mno¾ina tj.

8 B 2 B

(1)

: f x 2 R : g ( x ) 2 B g 2 B

(1)

:

Ob ecnì zobrazení g = ( g

1

; g

2

; : : : ; g

n

) : R

n

! R

m

nazýv áme bor elovskou funkcí ,

jestli¾e vzor b orelo vsk é mno¾in y je b orelo vsk á mno¾ina tj.

8 B 2 B

( m )

: f ( x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

: ( g

1

( x

1

; : : : ; x

n

) ; : : : ; g

m

( x

1

; : : : ; x

n

)) 2 B g 2 B

( n )

:

Mezi b orelo vsk é funk ce nále¾í zejména v¹ec hn y funk ce sp o jité na celém n � rozmìrném

prostoru neb o v k a¾dé z disjunktníc h oblastí, na nì¾ b yl ten to prostor rozlo¾en. Ro vnì¾

limita v¹ude k on v ergen tní p osloupnosti tak o výc h to funk cí je b orelo vsk á funk ce.

Z dané náho dné v elièin y X : 
 ! R vytv oøíme p omo cí b orelo vsk é funk ce g : R !

R zobrazení Y : 
 ! R dané takto:

8 ! 2 
 : Y ( ! ) = g ( X ( ! )) :

T oto zobrazení je op ìt náho dná v elièina. Nazýv á se tr ansformovaná náhodná velièina

.

Z daného náho dného v ektoru X = ( X

1

; : : : ; X

n

) : 
 ! R

n

vytv oøíme p omo cí

b orelo vsk é funk ce g = ( g

1

; : : : ; g

m

) : R

n

! R

m

zobrazení Y : 
 ! R

m

dané takto:

8 ! 2 
 : Y ( ! ) = g ( X ( ! )) :

T oto zobrazení je op ìt náho dn ý v ektor. Nazýv á se tr ansformovaný náhodný vektor .

Rozepsáno:

8 ! 2 
 : ( Y

1

( ! ) ; : : : ; Y

m

( ! )) = ( g

1

( X

1

( ! ) ; : : : ; X

n

( ! )) ; : : : ; g

m

( X

1

( ! ) ; : : : ; X

n

( ! ))) :

Pøedp okládejme n yní, ¾e X je diskrétní náho dn ý v ektor s pra vdìp o dobnostní

funk cí � ( x

1

; : : : ; x

n

) a g : R

n

! R je b orelo vsk á funk ce. Odv o díme pra vdìp o dob-

nostní funk ci �

�

( y ) transformo v ané náho dné v elièin y Y ( ! ) = g ( X ( ! )). T oti¾

�

�

( y ) = P ( Y = y ) = P ( g ( X

1

; : : : ; X

n

) = y ) = P (( X

1

; : : : ; X

n

) 2 S ( y )) ;

kde S ( y ) = f ( x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

: g ( x

1

; : : : ; x

n

) = y g , tedy

�

�

( y ) =

X

( x

1

;::: ;x

n

) 2 S ( y )

� ( x

1

; : : : ; x

n

) :
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8 Støední ho dnota, rozpt yl, k o v ariance a k o e�cien t

k orelace náho dn ýc h v elièin

Nec h » je dán pra vdìp o dobnostní prostor (
 ; A ; P ) a sk alární náho dná v elièina X .

Je-li náho dná v elièina X diskrétní a má pra vdìp o dobnostní funk ci � ( x ), nazýv áme

její stø e dní hodnotou vzhledem k pra vdìp o dobnosti P èíslo E ( X ) =

P

1

x = �1

x � � ( x )

za pøedp okladu, ¾e pøípadná nek oneèná øada vpra v o absolutnì k on v erguje. Jinak øek-

neme, ¾e E ( X ) neexistuje. Støední ho dnota E ( X ) je èíslo, které c harakterizuje p oloh u

èíseln ýc h realizací náho dné v elièin y X na èíselné ose. Nec h » Y = g ( X ), kde g je b o-

relo vsk á funk ce, X diskrétní náho dná v elièina. P ak E ( Y ) =

P

x 2 R

g ( x ) � ( x ), p okud

nek oneèná øada vpra v o absolutnì k on v erguje. Èíslo D ( X ) = E ([ X � E ( X )]

2

) nazý-

v áme r ozptylem náho dné v elièin y X vzhledem k pra vdìp o dobnosti P za pøedp okladu,

¾e ob ì støední ho dnot y vpra v o existují. Èíslo

p

D nazýv áme smìr odatnou odchylkou

náho dné v elièin y X . Pro výp o èt y je výho dn ý tv ar D ( X ) = E ( X

2

) � [ E ( X )]

2

. Rozpt yl

D ( X ) je èíslo, které c harakterizuje v ariabilitu èíseln ýc h realizací náho dné v elièin y X

k olem støední ho dnot y E ( X ).

Nec h » ( X

1

; X

2

) je náho dn ý v ektor. Kovariancí náho dn ýc h v elièin X

1

; X

2

nazý-

v áme èíslo C ( X

1

; X

2

) = E ([ X

1

� E ( X

1

)][ X

2

� E ( X

2

)]) za pøedp okladu, ¾e støední

ho dnot y vpra v o existují. Ko v ariance C ( X

1

; X

2

) je èíslo, které c harakterizuje sp oleè-

nou v ariabilitu èíseln ýc h realizací náho dn ýc h v elièin X

1

; X

2

k olem støedníc h ho dnot

E ( X

1

) ; E ( X

2

). Je-li C ( X

1

; X

2

) = 0 øekneme, ¾e náho dné v elièin y X

1

; X

2

jsou nek ore-

lo v ané, tzn. ¾e mezi nimi neexistuje ¾ádná lineární zá vislost. Pro výp o èt y je výho dn ý

tv ar C ( X

1

; X

2

) = E ( X

1

; X

2

) � E ( X

1

) E ( X

2

).

Koe�cientem kor elace náho dn ýc h v elièin X

1

; X

2

nazýv áme èíslo

R ( X

1

; X

2

) = E

0

@

X

1

� E ( X

1

)

q

D ( X

1

)

�

X

2

� E ( X

2

)

q

D ( X

2

)

1

A

=

C ( X

1

; X

2

)

q

D ( X

1

)

q

D ( X

2

)

;

q

D ( X

1

)

q

D ( X

2

) 6= 0 za pøedp okladu, ¾e støední ho dnot y vpra v o existují. Ko e�ci-

en t k orelace R ( X

1

; X

2

) je èíslo, které c harakterizuje míru tìsnosti lineární zá vislosti

èíseln ýc h realizací náho dn ýc h v elièin X

1

; X

2

. Nab ýv á ho dnot z in terv alu < � 1 ; 1 > .

9 Cauc h y-Sc h w arz-Buòak o vsk ého nero vnost, Mar-

k o v o v a a Èeb y¹ev o v a nero vnost

a) Cauchy-Schwarz-Buòakovského ner ovnost

Nec h » X

1

; X

2

jsou náho dné v elièin y . Jestli¾e existují jejic h støední ho dnot y a roz-

pt yly , pak

j C ( X

1

; X

2

) j �

q

D ( X

1

)

q

D ( X

2

) ; tj. j R ( X

1

; X

2

) j � 1
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a ro vnost nastane tehdy a jen tehdy , kdy¾ mezi v elièinami X

1

; X

2

existuje s pra vdì-

p o dobností 1 úplná lineární zá vislost, tedy existují k onstan t y a

1

; a

2

tak, ¾e P ( X

2

=

a

1

+ a

2

X

1

) = 1.

b) Markovova ner ovnost

Jestli¾e je P ( X > 0) = 1 a E ( X ) existuje, pak pro v¹ec hna " > 0 platí

P ( X > "E ( X )) �

1

"

:

b) Èeby¹evova ner ovnost

Jestli¾e existují E ( X ) a D ( X ), pak pro k a¾dé t > 0 platí:

P ( j X � E ( X ) j > t

q

D ( X )) �

1

t

2

:
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k ó d, 24

k ó d C záro v eò opra ví v c h yb a urèí u

c h yb, 63

k ó d C opra ví v c h yb, 60

k ó d C opra ví prá v ì v c h yb, 60

k ó d C urèí u c h yb, 59

k ó d C urèí prá v ì u c h yb, 60

k ó d délky n , 43

k ó do v ání, 24

k ó do v é slo v o, 43, 59

k o e�cien tem k orelace náho dn ýc h v eli-

èin, 99

k oneèné geometrie, 71

k on trola parit y , 42, 68, 78
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k on trolní znak, 78

k oset, 80

k o v ariance náho dn ýc h v elièin, 99

Kronec k erùv souèin, 87

lineární k ó d, 75

Mark o v o v a nero vnost, 100

matice k análu , 38

maximální pra vdìp o dobnost c h yb y , 50

mìøiteln ý prostor, 93

minimální vzdálenost, 61

minimální vzdálenost k ó du C , 61

mo¾n ý c h yb o vý v ektor, 80

mo¾n ý výsledek je pøíznivý jevu, 93

náho dné jevy jsou nesluèitelné, 93

náho dné k ó do v ání, 52

náho dn ý jev, 93

náho dn ý v ektor, 97

nastoup ení alesp oò jednoho z náho d-

n ýc h jevù , 93

nejistota náho dné v elièin y , 11

nemo¾n ý jev, 93

ob jem V

n;r

�

( x ) sféry S

n;r

�

( x ), 61

opaèn ý náho dn ý jev k náho dném u jevu,

93

optimální k ó d, 69

p erfektní k ó d, 73

Plotkino v a hranice, 73

p o dmínìná en tropie náho dné promìnné,

14

p o dmínìná pra vdìp o dobnost, 94

p olomìr p okrytí, 72

p ozièní p erm utace, 66

pra vdìp o dobnost, 94

pra vdìp o dobnost c h yb y , 49

pra vdìp o dobnostní funk ce, 97

pra vdìp o dobnostní funk ce diskrétního

náho dného v ektoru, 97

pra vdìp o dobnostní prostor, 94

pra vidlo ideálního p ozoro v atele, 45

pra vidlo maximální pra vdìp o dobnosti,

45

pra vidlo minimální c h yb y , 45

pra vidlo minimální vzdálenosti, 46

prùnik x \ y binárníc h slo v x a y , 67

Reed-Mullerùv k ó d C ( r ; m ) , 89

reprezen tan t k osetu, 80

rozpt yl náho dné v elièin y , 99

roz¹íøení k ó do v ání, 24

roz¹íøení k ó du, 68

øád k oneèné grup y , 79

sféra S

n;r

�

( x ) v Z

n

r

se støedem x a p olo-

mìrem � , 61

Singletono v a hranice, 73

slo v o, 60

smìro datná o dc h ylk a, 99

souèin k análù, 58

sp oleèné nastoup ení náho dn ýc h jevù, 93

sto c hastic k á matice, 39

sto c hastic ky nezá vislé náho dné jevy , 95

støední ho dnota, 99

sym b ol k on troly parit y , 78

sym b olo v á p erm utace, 66

syndrom k osetu, 81

transformo v aná náho dná v elièina, 98

transformo v an ý náho dn ý v ektor, 98

trhlino v á c h yba, 57

triviální p erfektní k ó d, 73

úpln ý systém h yp otéz, 95

v áha slo v a, 61

v ektor, 60

vstupní rozdìlení k análu, 44

základní prostor, 93

zdro j, 23

zdro j s n ulo v ou pamìtí, 23
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zdro jem b ez pamìti, 23

zdro jo v é slo v o, 24

zkrácení k ó du t ypu x

i

= s , 68

zprá v a, 24, 42, 59
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