
Mechanika pro bakaláøe

Vektoro vá analýza

Skalár je velièina zadaná jednoznaènì jediným èíselným údajem (teplota, hustota, náboj). V mate-
matice, kde abstrahujeme od mìøících jednotek a od názvù velièin, pøedstavuje skalár reálné èíslo.Jedná
seo nejjednodu¹¹í fyzikální velièinu, která je i v n-rozmìrném prostoru dána jediným údajem { velikostí
(odvozenood scala{ stupnice).

Vektor je velièina, pro její¾popsání nepostaèuje jen jedno èíslo, ale je nutno vzít n èísel, kde n je
dimenzepøíslu¹néhoprostoru. Vektor si lze pøedstavit jako orientovanou úseèku nebo uspoøádanou n-tici
bodù (vektorem nemù¾ebýt libovolná n-tice, ale musí splòovat urèité transformaèní vztahy). U vektoru
rozli¹ujeme pojmy velikost, smìr a orientace. V textu znaèímevektory ¹ipkou nad písmenem,napø.~v.

Ve fyzice rozli¹ujeme nìk olik typù vektorù:

� vázaný (pevný) vektor je pevnì ukotven na jeden bod prostoru (napø.intenzita stacionárního elek-
tric kého pole ~E, rychlost ~v bodu rotujícího tìlesa),

� klouzavý vektor je vázaný na pøímku, podél které semù¾elibovolnì pohybovat, ani¾by sezmìnil
jeho fyzikální þúèinekÿ (napø.síla ~F pùsobícína dokonale tuhé tìleso),

� volný vektor je vázaný na mno¾inu rovnobì¾ných pøímek,je mo¾nojej libovolnì v prostoru posouvat
(napø.moment ~D silové dvojice, která pùsobí na dokonale tuhé tìleso)

Z hlediska reprezentace lze rozli¹ovat

� aritmetic ký vektor, co¾je uspoøádanámno¾inaèísel, resp. uspoøádanámno¾inadvojic bodù,
která sez hlediska dimenzezobrazujedo libovolného geometrickéhoprostoru (pøímka, rovina, tro j-
rozmìrn ý prostor), tj. øádková matice.

� Po pøipojení pojmu velikosti lze vytv oøit geometric ký vektor pomocí pojmu orientovanéúseèky.

Tenzor je slo¾itávelièina, k jejímu¾urèení je tøebavíce urèovacích prvkù ne¾je dimenze prostoru.
Tenzory rozli¹ujeme podle tzv. øádu.Nejjednodu¹¹í je tenzor druhého øádu,který má ve fyzice praktický
význam a který má v n-rozmìrném prostoru n2 slo¾ek.V tro jrozmìrném euklidovském prostoru má
32 = 9 slo¾ek,kterélze psát jako matici
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Ve zvlá¹tních pøípadech lze tenzor vystihnout men¹ím poètem parametrù ne¾32:

� symetric ký tenzor má slo¾ky, splòující podmínku aij = aj i a je jednoznaènì urèen 6 slo¾kami,

� antisymetric ký tenzor splòuje podmínku aij = � aj i , ze které plyne a11 = a22 = a33 = 0 (prvky
na diagonále jsou nulové), co¾omezujepoèet nezávislých a nutných slo¾ekna tøi.

V tro jrozmìrném prostoru dále platí, ¾etenzor nultého øádumá 30 = 1 slo¾ku(tj. skalár), tenzor
prvního øádumá 31 = 3 slo¾ky(tj. vektor). Obecnì tedy platí, ¾etenzor k-tého øádumá nk slo¾ek,kde
n je dimenzeprostoru.

Vektory

Fyzikální zákony zapsanéve vektorovém tvaru jsou nezávislé na volbì souøadnéhosystému a mají jedno-
duchý a pøehledný tvar.

Z hlediska matematickéhojsou vektory prvky prostoru (tzv. a�nní vektorový prostor), ve kterém jsou
pro vektory ~u;~v 2 E de�novány operacesouètu a násobení reálným èíslemnásledujících vlastností:

1. (~u + ~v) 2 E,
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2. ~u 2 E, � 2 R, �: ~u 2 E,

3. ~u + ~v = ~v + ~u komutativní zákon,

4. (~u + ~v) + ~z = ~u + (~v + ~z) asociativní zákon,

5. ~u + ~o = ~u existuje nulový prvek,

6. ~u + ~x = ~o existuje opaèný prvek,

7. 0:~u = ~o, �: ~o = ~o,

8. � (~u + ~v) = �: ~u + �: ~v,

9. (� + � )~u = �: ~u + � :~u disociativní zákon,

10. (�� ):~u = � (� :~u) = � (�: ~u),

11. 1:~u = ~u.

Ekvip oletní dvojice bodù { mají spoleèný støed.
Geometrický vektor je mno¾inav¹ech dvojic bodù geometrickéhoprostoru, které jsou ekvipolentní sdanou
dvojicí.
Lineární kombinace vektorù je souèeta1~u1 + a2~u2 + � � � + an ~un , kde ak jsou reálné koe�cienty. Øíkáme,
¾evektory jsou lineárnì nezávislé, je-li lineární kombinace vektorù rovna nulovému vektoru tehdy a jen
tehdy, kdy¾a1 = a2 = : : : = an = 0.

Je-li E a�nním prostorem, na kterém je nade�nován skalární souèin vektorù ~u:~v, pak takový prostor
nazýváme euklidovský prostor. Skalární souèin je zobrazení,které dvìma vektorùm pøiøadíreálné èíslo,
a platí pro nìj následující vztahy:

1. ~u:~v = ~v:~u

2. (�: ~u):~v = ~u:(�: ~v) = � (~u:~v)

3. (~u + ~v):~z = ~u:~z + ~v:~z

4. ~v:~v � 0, oznaèujemev2

5. j~uj = u =
p

u2 =
p

~u:~u

6. ~u:~v = 0 pro kolmé vektory (ortogonální)

7. j~u:~vj � j~uj : j~vj Cauchyho-Buòakovskéhonerovnost

~u

~v

�

Pro skalární souèin platí ~u:~v = juj : jvj cos� , kde � je úhel, který tyto vektory svírají. Geometricky je
skalární souèin roven plo¹nému obsahu obdélníka, jeho¾jednou stranou je velikost jednoho vektoru a
druhou stranou je prùmìt druhého vektoru do smìru vektoru prvního. Pro skalární souèin tøí vektorù
neplatí asociativní zákon, tj. (~u:~v):~w 6= ~u:(~v:~w).

Vektor, pro který platí j~uj = 1, senazývá jednotk ový vektor. Existují tøi jednotkové vektory báze~i ,
~j , ~k. Tyto vektory jsou vzájemnì kolmé, tedy ~i:~j = ~i:~k = ~j :~k = 0. De�n ujeme je¹tì vektor elementárního
posuvu d~s = dx~i + dy~j + dz~k.

Vyjádøení vektoru pomo cí jeho souøadnic

Kolmé prùmìt y vektoru ~u do souøadnicových os jsou slo¾kyux , uy , uz , kde ux = x2 � x1, uy = y2 � y1,
uz = z2 � z1. Zapisujeme~u = (ux ; uy ; uz ). Velikost vektoru sepomocí souøadnicvyjádøí jako

j~uj = u =
q

u2
x + u2

y + u2
z =

p
(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2:

Jednotlivéslo¾kyvektoru mù¾emeurèit pomocí skalárního násobení jednotkovými vektory báze,ux = ~u:~i ,
uy = ~u:~j , uz = ~u:~k.

Pro skalární souèin vektorù platí ve slo¾kovém vyjádøení ~u:~v = ux vx + uy vy + uzvz . Po srovnání
s pøedchozími vztahy mù¾emepro úhel mezi vektory psát

cos� =
~u:~v

juj : jvj
=

ux vx + uy vy + uzvz

juj : jvj
:
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x

z

y

(x2; y2; z2)

(x1; y1; z1)

~u

Vektor lze také zadat pomocí smìrových úhlù a velikostí, cos� = u x
u , z èeho¾ux = u cos� a obdobnì

pro dal¹í slo¾kya úhly � , 
 .
Jednotkové vektory báze mají slo¾ky~i = (1; 0; 0), ~j = (0; 1; 0), ~k = (0; 0; 1). Vektor ~r = (x; y; z) se

nazývá polohový vektor.
Pro vektory lze také de�novat vektorový souèin, jeho¾výsledkem je také vektor, kolmý k obìma

vektorùm. Vektorový souèinseoznaèujepomocí � , tj. ~w = ~u � ~v. Pro jeho velikost platí w = uv sin � , kde
� je úhel mezi vektory ~u, ~v. Symbolicky lze slo¾kyvektorovéhosouèinu vyjádøit pomocí determinantu

~w =

�
�
�
�
�
�

~i ~j ~k
ux uy uz

vx vy vz

�
�
�
�
�
�

= ~i (uy vz � uzvy ) + ~j (uzvx � ux vz ) + ~k(ux vy � uy vx ):

Geometricky je velikost vektorovéhosouèinu èíselnì rovna obsahu rovnobì¾níka
sestrojeného z obou vektorù. Smìr je kolmý k rovinì, ve které vektory ~u, ~v le¾í.
Orientace je urèenapravidlem pravé ruky.

Vektorový souèinnení komutativní, platí ~u � ~v = � (~v � ~u). Je ale distributivní,
~u � (~v + ~w) = ~u � ~v + ~u � ~w. Pro dvojnásobný vektorový souèinplatí ~u � (~v � ~w) =
~v:(~u: ~w) � ~w:(~u:~v). ~u

~v

� uv sin �

~u � ~v

Dal¹ím souèinemje smí¹ený souèin tøí vektorù, pro který platí

(~u � ~v):~w =

�
�
�
�
�
�

ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

�
�
�
�
�
�
:

Geometrický význam je následující:velikost smí¹enéhosouèinu je (~u� ~v):~w) = j~u � ~vj : j ~wj cos� , co¾je plo-
cha základny rovnobì¾nostìnu násobenávý¹kou rovnobì¾nostìnu, tj. objem rovnobì¾nostìnu. Fyzikálnì
lze chápat výsledek také jako tok vektoru ~w plochou ~u � ~b.

Pøíklady

1. Vektor ~a o velikosti a = 5 svírá s vektorem~b o velikosti b = 3 úhel � = 60� . Urèete velikost vektoru
~c = ~a + ~b.

[7]

2. Vektor ~a délky 10 cm svírá úhel � = 30� s vektorem~b délky 6 cm. Urèete velikost ~a � ~b.

[5,67 cm]

3. Tøi navzájem na sebe kolmé vektory o spoleènémpoèátku mají velikosti 2a, 2a, a. Stanovte velikost
vektoru ~b, který je souètemtìc hto tøí vektorù.

[b = 3a]

4. Urèete velikost vektoru ~a = � 2~i � ~j + 2~k a vypoètìte jeho smìrové kosiny.
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5. Pomocí skalárního souèinu urèete, jaký úhel spolu svírají vektory ~a = ~i � ~j , ~b = ~i � 2~j + 2~k.

[� = 45� ]

6. Stanovte skalární a vektorový souèinvektorù

(a) ~a = (2; � 3; 0), ~b = (1; 0; 4)

(b) ~a = (3; 1; 5), ~b = (2; 4; � 2)

[2; � 12~i � 8~j + 3~k; 0; � 22~i + 16~j + 10~k]

7. Urèeteobjem rovnobì¾nostìnu, jeho¾tøi hrany tvoøívektory ~a = (1; 2; 3), ~b = (� 2; 0; 1), ~c = (2; 1; 3).

[9]

8. Zjistìte, zda vektory ~a = (1; 6; 5), ~b = (3; � 2; 4), ~c = (7; � 18; 2) le¾ív jedné rovinì.

[ano, objem rovnobì¾nostìnu je nulový]

9. Urèete vektorový souèindvou vektorù, jejich¾velikost je 7 a 4 a svírají spolu úhel 30� .

[14]

10. Urèete úhel, který spolu svírají vektory ~a = 3~i � 4~j + ~k,~b = 4~i + 3~j .

[90� ]

11. Pomocí vektorovéhosouèinu vypoèítejte plo¹ný obsahP tro júhelníka A1 = [3; � 1; 5], A2 = [2; 1; 4],
A3 = [� 3; 2; 1].

[5,25]

12. Vypoètìte modul výslednicesil F1, F2, F3 pùsobících v hranách pravidelného tro jbokého hranolu,
vycházejících z jeho vrcholu M . Podstavná hrana hranolu má délku 3, vý¹ka hranolu je 3,5; F1 je
rovna délcepodstavné hrany, F2 je 5

3 této délky a F3 je dvojnásobek vý¹ky hranolu.

[7
p

2]

13. Stanovte vnitøní úhly tro júhelníka, jeho¾vrcholy jsou A = [2; � 4; 9], B = [� 1; � 4; 5], C = [6; � 4; 6].

[90� , 45� ]

14. Nech» jsou dány libovolné vektory urèenévektory ~a, ~b, ~a = (1; � 2; 1), ~b = (2; 3; 5) napø.~p = ~a + 2~b,
~q = 3~a � ~b, ~r = � ~a + ~b. Uka¾te,¾e~c = (13; � 7; � 1) je kolmý na ~p, ~q, ~r .

15. Doka¾te:~u � (~v � ~z) = ~v:(~u:~z) � ~z:(~u:~v).
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Klasic ká mechanik a hmotného bodu

Úv od

Pøedmìt klasické mechaniky
(dále jen mechaniky) je mechanický pohyb, jeho popis v prostoru a v èasea jeho pøíèiny.
Mec hanic ký pohyb je zmìna vzájemné polohy tìles v prostoru a èase.

Klasická mechanika: rychlosti tìles jsou mnohem men¹í ne¾rychlost svìtla ve vakuu, c = 3 � 108 m/s.
Hmotn ý bod

� �ktivní objekt,

� má v¹echny relevantní znaky tìlesa, které reprezentuje,

� jeho geometrické rozmìry jsou v daných souvislostech zanedbatelnì malé.

Rozdìlení mechaniky

Kinematik a Popis v prostoru a èasebez uva¾ování pøíèinpohybu a jeho zmìn

Dynamik a Studium pøíèinpohybu a jeho zmìn

Statik a Mechanika bez pohybu

Pøehled kinematiky

Pøedmìtem kinematiky je matematický popis mechanického pohybu v prostoru a èase.
Pohyb je relativní, proto je nutno udat vzta¾nétìleso, sekterým spojíme vzta¾ný systém (vzta¾nou

soustavu).

Vzta¾né systém y

� pravoúhlý (kartézský): x, y, z

� polární souøadnice(dvojrozmìrné): polomìr r , úhel �

� válcové souøadnice:polomìr r , úhel � , souøadnicez

� kulové souøadnice:polomìr r , úhel � , úhel �

Kartézský souøadný systém

osa

x základní
vektor

r
i

osa

y

základní

vektor
r
j

základní

vektor
r
k

osa

z

poèátek [0,0,0]

Poloho vý vektor ~r
Smìrové kosiny: jsou de�novány vztahy cos� = x

j~r j , cos� = y
j~r j , cos
 = z

j~r j a splòují podmínku

cos2 � + cos2 � + cos2 
 = 1:
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Pro velikost polohovéhovektoru platí j~r j =
p

x2 + y2 + z2, zaèínáv¾dyv poèátku a konèí na tra jek-
torii.

Trajekto rie je mno¾inakoncových bodù polohovéhovektoru ~r = ~r (t).

rr

0,0,0

t

trajektorie
( )r rr r t=

rr (t0)
rr (t0+Dt)

Parametrick é rovnice trajekto rie vyjadøují polohový vektor pomocí èasovì závislých funkcí jeho slo-
¾ek,tedy

~r = [x(t); y(t); z(t)]

1: Trajektorii je mo¾novyjádøit i v implicitním tvaru jako F (x; y; z) = 0.

2: Zavádí se jednotkový vektor ~r 0 = ~r
j~r j = (cos�; cos� ; cos
 ).

Pøíklad 1.

Je dán polohový vektor ~r = (+12 ; � 5; 0) cm.
Pak platí j~r j =

p
122 + (� 5)2 cm =

p
169 cm = 13 cm.

Pro smìrové kosiny dostáváme cos� = 12
13 , cos� = � 5

13 , cos
 = 0.

Pøíklad 2. Vztah y mezi základními vektory

Vektor Slo¾ky Smìrové kosiny Velikost
~i (1; 0; 0) cos� = 1, cos� = 0, cos
 = 0

�
�
�~i

�
�
� =

p
12 + 02 + 02 = 1

~j (0; 1; 0) cos� = 0, cos� = 1, cos
 = 0
�
�
�~j

�
�
� =

p
02 + 12 + 02 = 1

~k (0; 0; 1) cos� = 0, cos� = 0, cos
 = 1
�
�
�~k

�
�
� =

p
02 + 02 + 12 = 1

r
i r

j

r
k

Základní vektory jsou tedy jednotkové.

Základní kinematic ké velièin y

Pro kinematický popis pohybu bodu postaèují následující velièiny:

� (okam¾itý) polohový vektor ~r

� okam¾itárychlost ~v

� okam¾itézrychlení ~a

Zavádí se je¹tì vedlej¹í kinematické velièiny

� vektor elementárního úhlového otoèení
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� vektor úhlové rychlosti

� vektor úhlového zrychlení

Poloho vý vektor

osa

x

osa

y

osa

z rr = x
r
i + y

r
j + z

r
k

b
a

g

x
y

z

i
r

j
r

k
r

Ok am¾itá ryc hlost
je de�nována derivací polohového vektoru podle èasu,

~v =
d~r
dt

= _~r :

rr

r rr r+ DDrr

Ds

0

Btrajektorie
Ds = délkaoblouku

rv
B

rv
A

Mìjme na tra jektorii dva body A, B . Støednírychlost pohybu mezi nimi je

j~vAB j =
� s
� t

�
� ~r
� t

:

Limitním pøibli¾ováním bodu B nekoneènì blízko k bodu A sedoba nutná k pøekonání vzdálenosti mezi
nimi blí¾ík nule a støednírychlost pøechází v okam¾itourychlost,

~vAB ! ~v:
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Dle de�nice tedy

~v = lim
� t ! 0

~vAB = lim
� t ! 0

� ~r
� t

=
d~r
dt

:

V kartézské soustavì lze psát i ve slo¾kách

~v = (vx ; vy ; vz ) = ( _x; _y; _z):

rv trajektorie

( )rr t

0,0,0

Vektor rychlosti má smìr teèny ke tra jektorii a jeho orientace odpovídá rostoucím hodnotám èasut.
Sledujmenyní pouzevelikost rychlosti

v = j~vj =

�
�
�
�
d~r
dt

�
�
�
� =

jd~r j
dt

=
ds
dt

= _s:

Vidíme, ¾evelikost rychlosti závisí pouzena èasové zmìnì dráhy (délky tra jektorie).

T ypic ké velik osti ryc hlostí

©íøeníelmg. vln ve vakuu 3 � 108 m/s
Orbitální rotace Zemì kolem Slunce 29,8 km/s
Zvuk ve vzduchu 332 m/s
Automobil na dálnici 36,1 m/s
Lidská chùze (prùmìrná hodnota) 1,2 m/s
Vodivostní elektron v kovu (vdrift ) � 0; 001 m/s

Délk a dráh y (úseku tra jektorie)

dy

dx

dsy

xa b

In�nitesimální pøírùstekpolohovéhovektoru lze psát jako

d~r = dx �~i + dy � ~j + dz � ~k

a pro velikost platí
jd~r j = ds =

p
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2:
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Uva¾ujmenyní dvojrozmìrn ý pøípad(tra jektorie le¾ív jednérovinì). Pak je element délky ds =
p

(dx)2 + (dy)2

a celá délka je dána integrací jako

s =
Z b

a
ds =

Z b

a

p
(dx)2 + (dy)2 =

Z b

a

p
( _x)2 + ( _y)2dt;

proto¾eplatí _x = dx
dt , _y = dy

dt . Poslední odmocnina v pøede¹lých výrazech je velikost rychlosti v, platí

tedy s =
Rb

a vdt.
Ok am¾ité zryc hlení ~a
je urèenoèasovou zmìnou vektoru rychlosti,

~a =
d~v
dt

= _~v

a opìt jej lze v kartézských souøadnicích psát ve slo¾kách

~a = ax~i + ay~j + az
~k = (ax ; ay ; az ) = ( _vx ; _vy ; _vz ):

A

B
0

r
R

r rv dv+

rv

df

ds

rv

dv
n

r
r rv dv+

dvr

dv
t

r

Vektorový element zmìny rychlosti d~v nemá¾ádný obecný vztah k polohovému vekotoru ~r , ale existují
urèité závislosti. Jestli¾esemìní:

� pouzerychlost, pak má d~v smìr teèny k tra jektorii a vytv áøíteènézrychlení ~at ,

� pouzesmìr rychlosti, pak míøíd~v ve smìru normály k tra jektorii a vzniká normálové zrychlení ~an

V obecnémpøípadì je zrychlení dáno souètemobou slo¾ek,~a = ~at + ~an .

Úhlo vé velièin y vyjádøené vektory: Mìjme dva polohové vektory v blízkých èasech, ~r (t) a ~r (t + dt),
které svírají malý úhel d� . Tomuto úhlu pøiøadíme vektor d~� tak, aby byl kolmý na rovinu tvoøenou
vektory ~r (t) a ~r (t + dt) a jeho velikost byla d� . Pro zmìnu polohovéhovektoru d~r platí

d~r = d~� � ~r

a pro velikost dr = jd~r j =
�
�
�d~�

�
�
� j~r j sin �

2 . Proto¾eje úhel d� velmi malý, lze vektor d~r pova¾ovat za èást

kruhového oblouku a psát pro element dráhy ds = dr = d� j~r j sin � =2 = d�r .

( )rr t

d
r
f ( )rr t dt+

drrdf
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Vektoro vý souèin: Pravidlo vývrtky { v¹echny vývrtky jsou pravotoèivé { urèuje orientaci vektoru
vzniklého vektorovým souèinem~c = ~a � ~b tak, aby výsledný systém byl pravotoèivý.

JAMAICA

a

ra

r
brc

r r r
c a b= ´

Vektor úhlo vé ryc hlosti ~!
sezavádí vztahem

~! =
d~�
dt

a souvisí s obvodovou rychlostí

~v =
d~r
dt

=
d~�
dt

� ~r = ~! � ~r :

Mezi velikostmi platí vztahy
v = j~vj = j~! j j~r j sin

�
2

= ! r:

rv
rr

r
w

r r rv r= ´w

Vektor úhlo vého zryc hlení ~"
sede�n uje obdobnì pomocí

~" =
d~!
dt

:

Vztah ke zrychlení ~a je v¹ak slo¾itìj¹í. Proto¾ezrychlení je derivací rychlosti podle èasu,je

~a =
d~v
dt

=
d~!
dt

� ~r + ~! �
d~r
dt

:

Vzhledem k platnosti ~! � ~v = ~! � (~! � ~r ) dostáváme

~a = ~" � ~r + ~! � ~v = ~" � ~r � r ! 2~n;

kde ~n je jednotkový vektor vnìj¹í normály a proto má druhý èlen � r ! 2~n opaèný smysl ne¾polohový
vektor ~r . Vektor zrychlení setedy dá rozlo¾itna dva èleny:

� vektor ~" � ~r ve smìru teèny

� a vektor � r ! 2~n míøícído støedukøivosti.

10



Rozklad vektoru zryc hlení

trajektorie

r
R

df0

A

B
ds

normála teèna
oskulaèní
rovina

Døíve zmínìné èleny seoznaèují jako teèné zrychlení a normálové zrychlení. Teènézrychlení ~at = ~" � ~r
souvisísezvìt¹o váním rychlosti pohybu bodu a pro jeho velikost lze psát j~at j = dj~v j

dt . Normálové zrychlení

~an = ~! � ~v souvisísezakøivováním tra jektorie a má velikost j~an j = r ! 2 = v2

r . Velikost celkovéhozrychlení
je vzhledemk jejich vzájemné kolmosti dána vztahem j~aj =

p
a2

t + a2
n .

r r ra r
t

= ´e

r
e

rr

ra
t

r r ra v
n

= ´w

rv

r
w

ra
n

Kruho vý pohyb

Sledujmepohyb po kruhovédrázev rovinì z = 0. Pak pro slo¾kypolohového
vektoru platí

x = j~r j cos�; y = j~r j sin �:

Pro popis takovéhopohybu je vhodnìj¹í pøejít do polárních souøadnicr , � .

osa x
f

x

osa y

y
()rr t

Pro rovnomìrn ý kruhový pohyb platí � = ! t a okam¾itý polohový vektor lze vyjádøit ve tvaru
~r = (r cos! t)~i + (r sin! t)~j . Po otoèení o úhel 2� se bod dostává do výchozí polohy a délka tra jekto-
rie tudí¾ musí být rovna obvodu kru¾nice.Podle obecnéhovztahu máme s =

R2�
0

p
(dx)2 + (dy)2 =

R2�
0

q
r 2(sin2 ! t + cos2 ! td� =

R2�
0 r d� = 2� r . Obecnì pro délku dráhy platí s = �r .

Obvodová ryc hlost

sezíská z obecnéhovztahu a je
~v = (� ! r sin! t)~i + (! r cos! t)~j :

11



Absolutní hodnota vektoru rychlosti vychází j~vj =
q

v2
x + v2

y =
q

r 2! 2(sin2 ! t + cos2 ! t) = r ! .

Obvodová rychlost ~v je vektor, který le¾ív rovinì tra jektorie, je kolmý na rovinu urèenouosourotace
a polohovým vektorem a má smìr teèny k tra jektorii. Proto jej mù¾emezapsat jako

~v = ~! � ~r :

Zryc hlení kruho vého pohybu

Po dosazenído vztahu ~a = d~v
dt získáme

~a = �
h
(r ! 2 cos! t)~i + (r ! 2 sin ! t)~k

i
:

Srovnáme-li vyýsledek s de�nicí kruhovéhopohybu, vidíme, ¾eplatí

~a = � ! 2~r : dostøedivé zrychlení

Tedy zrychlení má stejný smìr, ale opaènouorientaci jako polohový vektor ~r . Míøí do poèátku souøadnic
(støedu rotace) a nazývá se proto dostøedivé zrychlení. Jeho velikost je rovna velikosti normálového
zrychlení j~an j = r ! 2 = v2

r . Teènézrychlení je v pøípadì rovnomìrného kruhovéhopohybu nulové, proto¾e
absolutní hodnota rychlosti je konstantní.
Perio da T
je doba potøebnák jednomu obìh u kru¾nice,resp. doba do opsáníúhlu � = 2� . Proto¾epro rovnomìrn ý
pohyb platí � = ! t, získáme srovnáním

T =
2�
!

:

Pøevrácenouhodnotu periody nazýváme frekvence

f =
1
T

;

její jednotkou je 1 Hz { hertz. Spojením obou rovnic získáme vztah

! = 2� f :

Pøíklad.

Èástice sepohybuje po ¹roubovici, její¾parametrické rovnice jsou

x = 3cos2� t; y = 3sin2� t z = 6� t:

a) Najdìte vektor rychlosti, velikost vektoru rychlosti a smìrové kosiny vektoru rychlosti v èaset = 1 s.
b) Najdìte vektor zrychlení, velikost vektoru zrychlení a smìrové kosiny vektoru zrychlení v èaset = 1 s.

Øe¹ení

a) Vektor rychlosti:

~v = (vx ; vy ; vz ) = ( _x; _y; _z) = (� 6� sin2� t; 6� cos2� t; 6� );

jeho velikost je j~vj =
q

v2
x + v2

y + v2
z = 6�

p
2 a je nezávislá na èase.

V èaset = 1 s má vektor rychlosti tvar ~v = (0; 6� ; 6� ) m/s a smìrové kosiny tudí¾jsou

cos� =
vx

j~vj
= 0; cos� =

vy

j~vj
=

1
p

2
; cos
 =

vz

j~vj
=

1
p

2
:

b) Vektor zrychlení:

~a = ( _vx ; _vy ; _vz ) = (� 12� 2 cos2� t; � 12� 2 sin2� t; 0) = � (2� )2~r xy ;

12



kde ~r xy je prùmìt vektoru ~r do roviny z = 0. Velikost zrychlení je j~aj =
q

a2
x + a2

y + a2
z = 12� 2 a je opìt

nezávislá na èase.Zrychlení má pouzenormálovou slo¾ku.
Smìrové kosiny v èaset = 1 s jsou

cos� =
ax

j~aj
= � 1; cos� =

ay

j~aj
= 0; cos
 =

az

j~aj
= 0:

Proto¾eaz je nulová, je vektor zrychlení v¾dykolmý k osez.

Dynamik a hmotného bodu

Je èástí newtonovské mechaniky, tj. mechaniky makroskopických tìles, jejich¾rychlost je mnohem men¹í
ne¾rychlost svìtla (ve vakuu). Její základy byly poprvé popsány v díle IsaacaNewtona þPhilosophiae
naturalis principia mathematicaÿ z roku 1687.

Pøedmìt dynamiky

Dynamika sezabývá studiem souvislostí mezi vzájemným pùsobením a pohybem tìles. K tomu pou¾ívá
tyto základní velièiny:

� hmotnost m

� hybnost p

� sílu F

� kinematické velièiny - polohový vektor ~r , rychlost ~v, zrychlení ~a

Nadále sebudemezabývat nejjednodu¹¹ím pøípadem{ hmotným bodem.
Hmotnost m
je skalární kvanitativní míra tíhových a setrvaèných vlastností tìlesa.

� je dána vnitøní strukturou tìles

� nezávisí na volbì vzta¾nésoustavy

� platí zákon zachování celkové hmotnosti

Základní jednotka hmotnosti je [m] = 1 kg (kilogram) 1

Hmotnosti nìkterýc h tìles [kg]
Slunce 2 � 1030

Zemì 6 � 1024

1 m3 H2O 1 � 103

Molekula penicilinu 5 � 10� 17

Proton 1; 7 � 10� 27

Elektron 9; 1 � 10� 31

Hybnost ~p
je vektorová kvanitativní míra mechanického pohybu

~p = m~v

� je kolineární s vektorem rychlosti

� charakterizuje míru mechanického pohybu i z hlediska interakcí

1Jako jediná základní velièina má v soustavì SI základní jednotku zaèínající pøedponou þkiloÿ.
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Základní jednotka hybnosti je [p] = 1 kg.m.s� 1

Síla ~F
je vektorová kvanitativní míra vzájemného pùsobení tìles, které má za následek buïto zmìnu jejich
pohybového stavu nebo jejich deformaci.

Síla je klouzavý vektor { její pùsobi¹tì je v libovolném bodì vektorové pøímky, lze ji podél pøímky
posouvat. Samotný pojem síly je abstrakcí (podobnì jako hmotný bod), nemù¾ereálnì existovat bez
hmotných objektù (èástic èi polí), proto¾evyjadøuje míru jejich vzájemnéhopùsobení.

Základní jednotkou hybnosti je [F] = 1 N (newton).

Pøíklady sil

� Tíha tìles ~G = m~g, kde ~g je vektor zemského tíhového zrychlení. Tato síla je pøímo
úmìrná hmotnosti tìlesa (jsou je¹tì jiné síly, úmìrné hmotnosti tìlesa?)

rg
r

G

m

� Síla odporu prostøedí ~Fr , která pùsobí pøi pohybu tìles ve vazkém prostøedí.Je kolineární s vekto-

rem rychlosti a má opaèný smysl, ve vìt¹inì pøípadùlze psát pro její velikost
�
�
� ~Fr

�
�
� = 1

2 �C x jvjn ; kde

� je hustota vazkéhoprostøedí,Cx je souèinitel a exponent n le¾ív rozmezí(1; 2). Napø.pro osobní
automobily pøi rychlostech nad 80 km/ho d. platí, ¾en = 2, Cx je okolo 0,3.

r
F

r

rv
� Síla smykovéhotøení ~Ft vzniká pøi smýkání pevného tìlesa po podlo¾ce.Jestli¾enení pohyb ve

svislém smìru, platí
~N + ~G = 0;

�
�
� ~N

�
�
� =

�
�
� ~G

�
�
� ;

�
�
� ~Ft

�
�
� = �

�
�
� ~N

�
�
� ;

kde � je souèinitel smykového tøení z intervalu (0; 1) a N velikost reakce podlo¾ky, je¾je v¾dy
kolmá k jejímu povrchu.

r
N

r
G

rvr
F

t

� Síly na náboje v elektromagnetickémpoli. Tyto síly:

{ patøí do kategorie elektromagnetických interakcí,
{ jsou o cca 25 øádùsilnìj¹í ne¾gravitaèní síly,
{ rozhodující pro chemické a biologické procesya existenci ¾ivota,
{ jsou vyu¾ívány v elektro-technice, -energetice,silno-, slaboproudé elektrotechnice, ve¹kerém

prùmyslu, informatice, atd.

Newtono vy zákony (NZ)

Jsou to základní zákony dynamiky.
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Zák on setrv aènosti { 1. NZ
Tìleso setrvává ve stavu rovnomìrného pøímoèaréhopohybu nebo klidu, pokud není nucenopùsobením
jiných tìles tento stav zmìnit.

Abstrak ce: Formulace tohoto zákona v klasické mechanice je extrapolací emiprických poznatkù, pro-
to¾enedoká¾emenikdy eliminovat síly vzájemného pùsobení a tedy pøesný experimentální dùkaz nelze
provést. Platnost zákona v¹ak lze pozorovat napø.v pøípadì pohybu nebeských tìles. Zák on síly { 2.
NZ
Èasová zmìna hybnosti hmotného bodu je rovna výslednésíle, která na tìleso pùsobí.

~F =
d~p
dt

;

kde ~p = m~v je hybnost hmotného bodu a ~F je vektorová výslednicev¹ech pùsobících sil, ~F = ~F1 + ~F2 +
� � � + ~Fn . Jinak formulováno, pùsobením síly bod získává nenulové zrychlení.

V klasické mechanice hmotného bodu je v¾dym = konst a proto platí

~F =
d(m~v)

dt
= m

dv
dt

;

co¾s ohledemna de�nici zrychlení dává pohybovou rovnici

~F = m~a

(v tomto tvaru platí ov¹em jen pro hmotný bod a translaèní { posuvný { pohyb).
Uvedenárovnice se pou¾ívá k zavedení jednotky síly [F] = [m] . [a], 1 N = 1 kg.m.s-2 . Vyjádøeno

slovnì: Jedennewton je síla, která hmotnému bodu o hmotnosti 1 kg udìlí zrychlení 1 ms� 2.
Zák on akce a reak ce { 3. NZ
Jestli¾etìleso A pùsobí na tìleso B silou ~FAB , potom tìleso B pùsobí na tìleso A silou ~FB A , a platí

~FAB = � ~FB A :

A B

r
F

AB

r
F

BA

Pùsob ení:: Síly ~FAB a ~FB A jsou ve vztahu akce a reakce. Ka¾dáz nich pùsobí na jiné tìleso. Nelze je
proto na ¾ádnémz tìc hto tìles seèíst.

Jestli¾etato dvì tìlesa pova¾ujemeza jeden systém, pak výsledná síla ~FAB + ~FB A = 0 je rovna
výslednévntiøní síle systému a jako taková je rovna nule (více v kapitole o mechanice tuhého tìlesa).

Tøetí Newtonùv zákon pøedstavuje základ èásti fyziky zvané statika.

Inerciální vzta¾ná soustava

V pøírodì neexistuje ani absolutní klid ani absolutní rovnomìrn ý pøímoèarý pohyb, ale závisí na volbì
souøadnésoustavy. Ka¾dásouøadnásoustava je spojena s urèitým tìlesem (vzta¾ným tìlesem). Pøitom
samotnévzta¾nétìleso semù¾elibovolnì pohybovat (napøíklad Zemì nebo Slunce), proto není platnost
prvního Newtonova zákona univerzální, ale je omezenajen na urèité vzta¾nésoustavy.
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Jako pøíklad mù¾eslou¾itkulièka na bloku pohybujícím serychlostí ~v = ~v(t).

rv

Soustava, ve které platí 1. Newtonùv zákon, se nazývá inerciální vzta¾ná soustava2. Opakem je
neinerciální soustava, ve které první (ani druhý) zákon neplatí. Neinerciální soustava má vzhledem k
inerciální nenulový vektor zrychlení ~a.

Pøíklady:

inerciální: sluneènísoustava, planeta Zemì (pøibli¾nì), soustavy s ní spojené, atd.

neinerciální: dopravní prostøedkypøizrychlování, zpomalování, zmìnì smìru pohybu, startující letadlo,
auto jedoucí do zatáèky, kabina výtahu pøi rozjezdu a zastavení.

Pohyb ová rovnice a její øe¹ení

Rovnice ~F = m~a = m•~r je pohybová rovnice. Je to vektorová rovnice, která reprezentuje 3 skalární rovnice.
V pravoúhlé souøadnésoustavì to jsou rovnice

Fx = m
d2x
dt2 ; Fy = m

d2y
dt2 ; Fz = m

d2z
dt2 :

Existují dvì úlohy:

A Jestli¾eznáme tra jektorii, mù¾emeurèit pùsobící sílu. Tato úloha je triviální (jedná se o dvojí
derivování polohovéhovektoru podle èasu).

B Jestli¾eznáme souøadnicesíly v ka¾démèaset, mù¾eme(mo¾ná?)najít tra jektorii pohybu. Tato
úloha je fundamentální úlohou dynamiky.

Postup øe¹ení úloh y A:

1. zvolíme inerciální souøadný systém

2. jeliko¾máme dán polohový vektor ~r = ~r (t), derivováním podle èasunajdeme kinematické velièiny
~v = ~v(t) a ~a = ~a(t)

3. napí¹emetøi (nebo dvì) skalární rovnice pro Fx , Fy , Fz . Tím je úloha vyøe¹ena.

Postup øe¹ení úloh y B:
Jsou dány pùsobícísíly ~F1; ~F2; : : : ; ~Fn . Výslednici sil pak pi¹me ve tvaru

~F =
nX

k=1

~Fk = Fx~i + Fy~j + Fz
~k:

Pro souøadnicesíly tedy platí

Fx = m
dvx

dt
; Fy = m

dvy

dt
; Fz = m

dvz

dt
:

Vektor rychlosti a jeho souøadnicenajdeme integrací této rovnice:

d~v =
1
m

~F dt; ~v =
Z

1
m

~F dt

2z latinsk ého inertia { setrvaènost
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První integrál pohybové rovnice je tedy

~v =
1
m

Z
~F dt + ~v0;

resp. ve slo¾kách

vx =
1
m

Z
Fx dt + v0x ; (1)

vy =
1
m

Z
Fy dt + v0y ; (2)

vz =
1
m

Z
Fz dt + v0z ; (3)

(4)

kde integraèní konstanty ~v0, pøípadnì v0x , v0y ,v0z , reprezentují libovolný vektor rychlosti.
Dal¹í integrací získáme druhý integrál pohybové rovnice

~r =
Z

~v dt + ~r0;

resp. ve slo¾kách

r x = x =
Z

vx dt + x0; (5)

r y = y =
Z

vy dt + y0; (6)

r z = z =
Z

vz dt + z0; (7)

(8)

kde integraèní konstanty ~r 0, pøípadnì x0, y0,z0, reprezentují libovolný polohový vektor.
Vektory ~v0, ~r0 nevyplývají z øe¹enídiferenciálních rovnic. Pokud je neznáme,má úloha B nekoneènì

mnoho øe¹ení.Jen jedno øe¹enímá úloha tehdy, jestli¾ejsou dány tzv. poèáteènípodmínky

x0 = x(t0); y0 = y(t0); z0 = z(t0) (9)

v0x = vx (t0); v0y = vy (t0); v0z = vz (t0) (10)

(11)

které pøedstavují polohový vektor a vektor rychlosti hmotného bodu v urèitém de�novanémokam¾ikut 0

a které mno¾inu øe¹eníomezují na jeden pøípad.

[x0, z0, y0]

[v0x, v0y, v0z ]

r
F
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Pøíklady øe¹ení pohyb ové rovnice:

Hmotn ý bod v zemském tího vém poli

Tento pohyb je zpravidla rovinný a probíhá ve svislé rovinì. Oznaèenísouøadných os volíme x, y.
Dva typické pøíklady:

1. Pohyb nad povrchem Zemì pøi zanedbání odporu vzduchu, jako jsou vrhy { svislý, vodorovný,
¹ikmý.

2. Pohyb na naklonìné rovinì s uvá¾enímtøenína povrchu této roviny.

Pøedpoklady:na hmotný bod pùsobí síla tí¾e~G = m~g = (0; � mg), o které pøedpokládáme,¾enezávisí
na vý¹ce nad zemskýmpovrchem.

Pohyb v obou pøíkladech se najde øe¹enímstejné pohybovérovnice, pouze pùsobící síly a poèáteèní
podmínky budou rùzné.

Vrh y

y

x

r
G

rv
0

r
i v0x

r
j v0y

m
m

0,0

a

vrh svislý

vrh šikmý

vrh vodorovný

Obvyklé poèáteènípodmínky pro rùzné vrhy jsou uvedeny v tabulkách

svislý x0 = 0 y0 = 0 v0x = 0 v0y = v
vodorovný x0 = 0 y0 = h v0x = v v0y = 0
¹ikmý x0 = 0 y0 = 0 v0x = v0 cos� v0y = v0 sin �

Øe¹enípohybové rovnice

X Y
ax = 0 ay = � g

vx = v0x vy = � gt + v0y

x = v0x t + x0 y = � 1
2 gt2 + v0y t + y0

Dosazenímpoèáteèních podmínek do øe¹enípohybové rovnice zíkáme následující výsledky.

Vrh svislý poèáteèní ryc hlostí (0; v)

Je charakterizován podmínkami v0x = 0, vy0 = v, x = y = 0. Po dosazenízískáme výsledek:

vx = 0; x = 0

vy = v � gt; y = �
1
2

gt2 + vt

Maximální vý¹ka vrhu sezjistí z podmínky nulové rychlosti dy
dt

�
�
�
t = t M

= 0, co¾dává

� gtM + v = 0 ! tM =
v
g

:
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Vrh vodoro vn ý poèáteèní ryc hlostí (v; 0)

Je charakterizován podmínkami v0x = v, vy0 = 0, x = 0, y = h, kde h je vý¹ka nad zemí. Po dosazení
získáme výsledek:

vx = v; x = vt

vy = � gt; y = h �
1
2

gt2

Okam¾iktM þdopaduÿ homtného bodu na zem získáme z podmínky nulové vý¹ky, tedy y = 0. Po
dosazenízískáme

tM =
p

2h=g:

Místo dopadu hmotného bodu e [xM = x(tM ),0]. Vzálenost dopadu tedy získáme dosazenímèasutM do
rovnice pro x a obdr¾íme

xM = v
p

2h=g:

Vrh ¹ikm ý poèáteèní ryc hlostí (v0 cos�; v0 sin � )

Podobným postupem jako døíve dostanemerovnice tra jektorie

x = v0 cos�t; y = v0 sin �t �
1
2

gt2:

x

v0y

a

hM

v0x

rv
0

xM

Nech»sehmotný bod dostanedo nejvy¹¹ího bodu své tra jektorie v èasetM y . V nejvy¹¹ím bodì dráhy
y(tM y ) = hM je slo¾ka rychlosti ve smìru osy y nulová a mù¾emetedy psát podmínku

vy = v0 sin � � gtM y = 0;

zekteré získámetM y a jeho dosazenímdo rovnice pro slo¾kuy získámemaximální vý¹ku svisléhovrhu

hM = y(tM y ) =
v2

0

2g
sin2 �:

Prozkoumejmenyní nejvzdálenìj¹í bod tra jektorie { dostøel.Oznaèmemísto, kam po svémletu hmotný
bod dopadnexM a èas,kdy setak stane tM x . Souøadnicey je v tomto místì a v tomto okam¾ikunulová
a máme tedy podmínku

y(tM x ) = v0 sin �t M x �
1
2

gt2
M x = 0;

z ní¾dostanemeèasdopadu

tM x =
2v0

g
sin �:

Prostým dosazenímzískáme dostøel

xM = x(tM X ) = 2
v2

0

g
cos� sin � =

v2
0

g
sin(2� ):
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T ìleso na naklonìné rovinì Mìjme tìleso na rovinì
naklonìné pod úhlem � , které je ta¾enosilou F (rovno-
bì¾nous rovinou) vzhùru. Bìhem pohybu uva¾ujmesou-
èinitel vleènéhotøení � = konst.. Na tìleso pak pùsobící
následující síly:

~G = (G sin �; G cos� ) gravitaèní síla
~F = (� F; 0) ta¾násíla
~N = (0; N ) normálová síla, reakce roviny
~T = (T; 0) síla tøení

Souøadný systém zvolíme podle obrázku a tìleso nahradíme hmotným bodem. V osey není pohyb,
proto ay = 0, tak¾edostáváme podmínku pro rovnováhu sil N � Gy = 0. Ve smìru osy x získáme
pohybovou rovnici � F + T + Gx = max .Pou¾ijeme-livztah pro sílu tøeníT = �N , dostanemevýsledné
zrychlení

ax = �
�

F
m

� g(sin � + � cos� )
�

:

Dynamic ké úèinky síly

Síla v¾dypùsobí neoddìlitelnì v urèitém èasovém intervalu � t = t2 � t1 a na úseku tra jektorie � s mezi
koncovými body vektorù ~r 1, ~r2. Síla má dva typy úèinku:

Dt = t2 - t1

rr
1

rr
2

t1

t2

1. Bìhem èas.intervalu � t sezmìní hybnost o � p { èasový úèinek síly

2. Na úsekudráhy � s sekoná mechanická práce � A { dráhový úèinek síly

Èasový úèinek síly { impuls síly

r
F

rp
1

r rp dp
1

+

dpr

rr
1

r rr dr
1
+

t2

Podle 2. Newtonova zákona platí ~F = d~p
dt , co¾lze psát jako

~F dt = d~p:
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Integrací dostaneme Z t 2

t 1

~F dt =
Z ~p2

~p1

d~p = ~p2 � ~p1:

Není-li známa závislost ~F = ~F (t), nelzeintegrál vyjádøit. Jedná seo urèitý integrál a jeho hodnota sedá
èastourèit experimentálnì. Proto sede�n uje impuls síly

~I =
Z t 2

t 1

~F dt:

Impuls síly ~I serovná èasovému úèinku síly bìhem èasového intervalu (t1; t2).
V ìta o hybnosti: Impuls síly ~I , pùsobící v urèitém èasovém intervalu

(t1; t2) na hmotný bod, je rovenvektorovézmìnì hybnosti � ~p tohoto hmotného
bodu.

r
I

rp
1

rp
2

Nárazo vá síla: Je-li èasový interval � t velmi krátký , potom je pùsobícísíla nárazová. V tomto pøípadì
nastávají velké zmìny rychlosti pøi relativnì malé zmìnì polohy v prostoru. Má-li nárazová síla po celou
dobu nárazu stejný smìr, mù¾emeji nahradit tzv. støednísilou ~F0, která zpùsobí stejný impuls

Z t 2

t 1

~F (t) dt = ~F0(t2 � t1) = � ~p:

Jestli¾eznáme zmìnu hybnosti � ~p, mù¾emeurèit støednísílu, a to i tehdy, kdy¾neznámejejí èasový
prùbìh.

Pøíklad 1:

Automobil o hmotnosti 1000kg zmìnil svoji rychlost z hodnoty v1 = 30 m/s (108 km/ho d.) na v2 = 0:

1. brzdìním bìhem � t = 300 s (5 minut),

2. nárazemna pøeká¾kubìhem � t = 0; 3 s.

Øe¹ení
Brzdící síla má velikost F = m jv2 � v1 j

� t = 3�104

� t , co¾dává pro:

1. brzdìní sílu F = 100 N (odpovídá tíze cca. 10 kg)

2. náraz sílu F = 100000N (odpovídá tíze cca. 10 tun)

Vyu¾itínárazovýchsil : tváøení(kování), stavebnictví (buchary)

1. NZ: Z vìt y o hybnosti plyne 1. Newtonùv zákon, proto¾epøi ~F = 0 je i � ~p = 0, tak¾epro libovolné
t je ~p = m~v = konst. a proto také ~v = konst., co¾je 1. NZ.

Pøíklad 2:

Støelao hmotnosti m = 2 g opou¹tí hlaveò rychlostí v = 300 m/s. Síla na støeluv hlavni má velikost
F = 400� 4

3 � 105t, kde t je èas.Jak dlouho trv á pohyb støelyv hlavni?
Øe¹ení

Dobu, po ní¾sestøelapohybuje v hlavni, oznaèmet1. Impuls síly má velikost

I =
Z t 1

0
(400�

4
3

� 105t) dt = 400t1 �
2
3

� 105t2
1:

Tento impuls síly je roven zmìnì hybnosti, tzn. � p = m� v = 6 � 10� 1 kg.m.s� 1. Dosazenímdo rovnice
I = � p dostanemekvadratickou rovnici

2 � 105t2
1 � 1200t1 + 1; 8 = 0:

Tato rovnice má dvojný koøent1 = 3 � 10� 3 s.
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Momen t síly

Momen t síly vzhledem k bodu

Moment síly ~M vzhledem k urèitému bodu je kvantitativní vektorová míra vzájemného pùsobení tìles,
které má za následekotáèivý pohyb vzhledemk tomuto bodu.

Jednotka momentu síly [M]=N.m=newton � metr

x

y

rr

r
Fr

M
a

Moment síly je de�nován vztahem
~M = ~r � ~F ;

jeho smìr je toto¾ný sesmìrem okam¾itéosy rotace, vyjadøuje otáèivý úèinek síly a je vázaný na bod.
þGeometric ký pohledÿ na velik ost momen tu síly

P a
r
F

a

d
rr

r r r
M r F= ´

O
Velikost momentu síly je �

�
� ~M

�
�
� = M = rF sin � = F r sin �| {z }

d

= F d;

kde d je vzdálenost pøímky, ve které pùsobí síla ~F , od vzta¾néhobodu O.
Slo¾kymomentu síly:

~M =

�
�
�
�
�
�

~i ~j ~k
x y z

Fx Fy Fz

�
�
�
�
�
�
; rozepsáno

M x = xFy � yFx

M y = zFx � xFz

M z = xFy � yFx

Vlastnosti momen tu síly

1. Moment síly vzhledemk bodu senezmìní, jestli¾esesíla posunepo své nositelce(vektorovépøímce)

2. Momentová vìta: Souèetmomentù sil pùsobících v jednom bodì vzhledem k libovolnému bodu je
roven momentu výslednésíly vzhledemk tomuto bodu.

Dùkaz vìty 2:
Výslednice ~Fvys = ~F1 + ~F2 + � � � + ~Fn =

P n
i =1

~Fi . Spoètememoment této výslednice

~M vys = ~r � ~Fvys = ~r � ( ~F1 + ~F2 + � � � + ~Fn )
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a pou¾ijemedistributivní zákon platný pro vektorový souèin

~M vys = ~r � ~F1 + ~r � ~F2 + � � � + ~r � ~Fn

a získáme výsledek

~M vys = ~M 1 + ~M 2 + � � � + ~M n =
nX

i =1

~M i :

Momen t hybnosti

Moment hybnosti ~bvzhledemk urèitému bodu je kvantitativní vektorovámíra rotaèníhopohybu vzhledem
k tomuto bodu a je de�nován jako

~b = ~r � ~p = ~r � m~v:

x

y

z

rr

r
b

rp

r r rb r p= ´

Jednotka momentu hybnosti [b]=[r].[m v]=kg.m 2.s� 1

Analogie:: Èasový úèinekmomentu hybnosti je tzv. rotaèní impulz ~L a platí analogie1. vìt y impulzové

~L =
Z t 2

t 1

~M dt = ~b2 � ~b1:

Souvislost mezi vektory ~b a ~M

Moment síly je de�nován vztahem ~M = ~r �
�
m d~v

dt

�
. Vypoèítejme derivaci momentu hybnosti podle èasu

d
dt

(~r � m~v) =
d~r
dt

� m~v + ~r �
d(m~v)

dt
:

První èlen na pravé stranì je nulový (je to vektorový souèinkolineárních vektorù). Z toho plyne, ¾e

d
dt

(~r � m~v) = ~r �
d(m~v)

dt

a pro moment síly mù¾emepsát

~M =
d~b
dt

;

co¾je analogie2. Newtonova zákona, resp.pohybová rovnice pro otáèivý pohyb hmotného bodu. Slovnì
lze psát:

Èasová zmìna momentu hybnosti hmotného bodu vzhledem k pevnému bodu je rovna mo-
mentu výslednésíly (vzhledem k tomuto bodu), která na tento hmotný bod pùsobí.
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Analogie mezi velièinami a vztah y pro postupn ý a otáèivý pohyb

Postupn ý pohyb Otáèivý pohyb
Síla ~F Moment síly ~M = ~r � ~F
Hybnost ~p = m~v Moment hybnosti ~b = ~r � ~p

Pohybová rovnice ~F = _~p Pohybová rovnice ~M = _~b
Impuls síly ~I =

Rt 2

t 1
~F dt Rotaèní impuls ~L =

Rt 2

t 1
~M dt

1. vìta impulzová ~I = � ~p ~L = � ~b

Dráho vý úèinek síly: mechanic ká práce

Mechanická práce A je skalární kvantitativní míra pøedanéhomechanického pohybu.
Nekoneènì malá mechanická práce je dA = ~F d~r . Velikost práce závisí na úhlu � , který svírá vektor

síly s pøírùstkem polohovéhovektoru, dA =
�
�
� ~F

�
�
� jd~r j cos� = F cos� ds. Výraz F cos� je prùmìt síly ~F do

smìru d~r , který oznaèímeFr . Elementární práce je pak rovna souèinu prùmìtu síly Fr do smìru teèny k
tra jektorii a elementu délky dráhy ds.

rdFdA rr
.=

,

rr

rdr rr +F
r

rdr

a

0

trajektorie

Fr

Celková práce A vykonaná silou ~F mezi body ~r 1, ~r2 je

A =
Z ~r 2

~r 1

~F d~r =
Z s2

s1

F cos� ds

Jednotka práce: [A]=1 joule (J)= 1 N.m
V pøípadì úhlu � = 90� je výsledná práce nulová. Mezi síly, které nikdy nekonají práci, patøí

� dostøedivá a odstøedivá síla (její reakce)

� magnetická Lorentzova síla: magnetické pole o indukci ~B pùsobína náboj Q pohybující serychlostí
~v silou ~FL = Q~v � ~B

Vyjádøení práce pomo cí síly a tra jektorie Mìjme sílu ~F = (Fx ; Fy ; Fz ) a polohový vektor
~r = (x(t); y(t); z(t)) . Elementární práce je skalárním souèinemvektorù ~F a d~r . Podle de�nice skalárního
souèinu je

A =
Z t 2

t 1

(Fx _x + Fy _y + Fz _z) dt;

kde jsme pou¾ilivyjádøenítypu dx = _xdt.

Pøíklad 1

Urèete práci, kterou vykoná síla ~F = (0; 0; + mg), tedy síla pùsobícína
hmotný bod proti tí¾i,na délce jednoho závitu ¹roubovice o paramet-
rických rovnicích

x = 3cos2� t; y = 3sin2� t; z = 6� t:

Øe¹ení
Pùsobením síly se po ¹roubovici pohybuje hmotný bod smìrem nahoru. Za èas t = 1 s budou mít

24



jeho souøadnicex a y stejnou hodnotu jako na poèátku. Tzn., ¾eza tuto dobu urazí bod délku jed-
noho závitu. Za stejnou dobu se ve smìru osy z posune o vzdálenost h = 6p. Pou¾ijemevztah A =Rt 2

t 1
(Fx _x + Fy _y + Fz _z) dt; do kterého dosadímevektor síly ~F = (0; 0; mg) a vektor rychlosti ~v = ( _x; _y; _z) =

(� 6� sin2� t; 6� cos2� t; 6� ). DostanemeA = int t 2
t 1

mg _z dt: Pro mezet1 a t2, odpovídající posuvu o jeden
závit platí t1 = 0 s, t2 = 1 s. Odpovídající souøadnicez jsou z1 = z(t1) = 0, z2 = z(t2) = h = 6� a
výsledná práce je A =

R1
0 mg6� dt = mg6� = mgh.

Uvedený vztah sedá zobecnit { nezávisí toti¾na tvaru tra jektorie, ale jen na rozdílu vý¹ek z2 � z1 = h.
Tedy pro práci síly pøekonávající gravitaèní pole platí

A = mgh:

Pøíklad 2

Tìleso B le¾ína vodorovné rovinì bez tøení. Pøi výchylce do polohy B 0 o délku x na nìj pùsobí tzv.
pru¾násíla (té¾elastická) velikosti

F = � kx;

která je úmìrná konstantì tuhosti k (jednotka [k]=1 N/m) a velikosti výchylky z rovnová¾népolohy. V
rovnová¾népolozex = 0 je tato síla nulová.
Urèete práci pøi prota¾enípru¾iny o délku L.

Øe¹ení
Pøi prota¾enípùsobímesilou ~F 0 proti elastické síle ~F . Jeliko¾se jedná o jednorozmìrný problém, vyne-
cháváme oznaèenívektoru a pí¹eme pouzeF 0 = kx. Práce síly F 0 potom je

A =
Z x

0
F 0dx = k

Z x

0
x dx =

1
2

kx2:

x®

F = - kxF

A A = (1/2) k x2

Výk on síly P
je de�nován jako podíl elementární práce dA k èasovému intervalu dt, bìhem kterého byla tato práce
vykonána,

P =
dA
dt

:
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Je-li síla ~F konstantní, lze psát P = ~F d~r
dt = ~F d~r

dt = ~F~v, tedy je výkon konstantní síly roven souèinu této
síly a rychlosti pohybu hmotného bodu.

Jednotka výkonu [P] = 1 W (watt), 1 W = 1 J.s� 1=1 N.m.s� 1

Dále sede�n ují pojmy:
Pøíkon Pp = dA p

dt { práce za èaspøíjímaná objektem
Výk on Pv = dA v

dt { práce za èasvykonaná objektem
Úèinnost � = Pv

Pp
< 1.

Energie

Energie je jedna z nejdùle¾itìj¹ích a obecnì nejznámìj¹ích fyzikálních velièin. Sly¹íme o ní dennì zejména
v souvislosti s její výrobou a spotøebou. Pøi þvýrobìÿ energienejde v¹ak o její výrobu, ale o pøemìnu
z jedné formy energiena jinou, z hlediska vyu¾ití výhodnìj¹í.

Kinetic ká energie

charakterizuje pohybový stav hmotného bodu v danévzta¾nésoustavì. Souvisís prací, kterou konají síly
pùsobící na èástici, kdy¾se mìní velikost její rychlosti. Chceme-li mìnit rychlost bodu, musíme konat
práci. Jestli¾ena èástici o hmotnosti m, která s vnìkterém okam¾ikupohybuje rychlostí v1, pùsobí v
èasovém intervalu (t1; t2) síly a tyto síly vykonají práci A12, pak èásticemá v èaset2 rychlost v2 a platí
A12 = 1

2 mv2
2 � 1

2 mv2
1 . Velikost rychlosti v2 nezávisí na délce trv ání dìje, na tvaru tra jektorie ani na

èasovém prùbìh u pùsobících sil, nýbr¾jen na práci vykonanépùsobícími silami. Velièina Ek = 1
2 mv2 je

kinetick á energie. Lze psát A12 = Ek2 � Ek1 .
Jednotka energie[E] = 1 J (joule)

Ve strojní praxi se k akumulaci energie u¾ívají setrvaèníky. Síly, kterými pùsobí napø. v motoru
na ostatní èásti, konají støídavì kladnou a zápornou práci, tak¾esetrvaèník motoru støídavì dodává a
odebírá energii a vyhlazuje jeho chod. Kinetic kou energii setrvaèníkù lze u¾ítnapø.i k pohonu lodí (jako
u setrvaèníkových dìtskýc h autíèek). Mohutný, rychle rotující setrvaèník má velkou energii. Roztrhne-li
sevliv em setrvaèných odstøedivých sil a skryté vady, má úèinek jako slu¹ná nálo¾dynamitu.

Velièina Ek zahrnuje i energii neuspoøádaného(tepelného) pohybu molekul v tìlesech. Tato èást
energie se zaèleòuje do vnitøní energie látky a kinetickou energií soustavy se rozumí pouze pohybová
energieuspoøádanéhopohybu molekul, tj. pohybu tìlesa nebo jeho èásti jako celku. V mechanice máme
vìt¹inou dìje, pøi nich¾sevnitøní energiesoustavy nemìní.

Potenciální (p oloho vá) energie

Zvedneme-li v tíhovém poli tìleso, vykonáme kladnou práci, ani¾tìleso získá kinetickou energii. Pøi
zvednutí získalo energii, která závisí na jeho polozevzhledemk Zemi { polohovou energii.

Uva¾ujmeèástici o hmotnosti m, která se pohybuje z bodu A1 do bodu A2 po køivce k v tíhovém
poli Zemì. Na èástici trv ale pùsobí tíhová síla G = mg a dal¹í síly, napø.odpor vzduchu a síly tìles, se
kterými pøijde pri pohybu do styku. Práce A, kterou síla vykoná, je A = mg(h1 � h2).

Ze vztahu plyne, ¾epráce A tíhové síly pùsobící na èástici závisí jen na rozdílu vý¹ek prvního a
posledníhobodu tra jektorie nad vzta¾nourovinou. Nezávisí na tvaru tra jektorie ani na rychlosti pohybu,
ani na jiných silách, které na èástici pùsobily. Znaménko práce závisí na znaménkurozdílu h1 � h2. Je-li
tra jektorie uzavøenákøivka, pak je prácenulová A = 0. Pøedchozí vztah ukazuje,¾epráceje rovna rozdílu
hodnot velièiny mgh v poèáteènía koncové polozehmotného bodu. Tuto velièinu nazýváme potenciální
energie hmotného bodu v tíhovém poli Zemì a znaèímeEp .

Tíhová energiesoustavy hmotných bodù je souètemtíhových energiív¹ech elementù a lze ji jednodu¹e
vyjádøit pomocí souøadnicjejího tì¾i¹tì.

Nevztahujeme-li úvahy vzhledemk Zemi, ale obecnì ke gravitaènímu poli buzenému tìlesy libovolné
hmotné soustavy (Slunce, Zemì, Mìsíc), pak práce, kterou tyto síly vykonají bìhem libovolného pohybu
tìles závisí jen na vzájemných polohách tìles na zaèátku a konci dìje. Nezávisí na zpùsobu, jakým se
tìlesa z poèáteènído koncové polohy dostala. Silová pole (nejen gravitaèní, ale i elektrostatická), která
mají tuto vlastnost,senazývají konzervativní nebo potenciálová.
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Potenciální energiesoustavy, její¾èleny na sebe pùsobí konzervativními silami, je de�nována takto:
Vybereme ze v¹ech mo¾ných stavù soustavy, charakterizovaných vzájemnými polohami tìles, jeden a
oznaèímejej P0. Potenciální energii soustavy v tomto stavu oznaèímeEp0 a polo¾ímeji rovnu nule.
Potenciální energii soustavy v libovolném jiném stavu P oznaèímeEp a de�n ujeme ji vztahem Ep � Ep0 =
� A, tj. Ep = � A, kde � A je práce, kterou vykonají uva¾ovanékonzervativní síly pøi pøechodu soustavy
ze stavu P do stavu P0.

Zákon zachování celkové mechanic ké energie

Pøíklad

Tìleso je v klidu ve vý¹ce h nad povrchem Zemì. Jeho potenciální energiev tomto bodì je Ep = mgh,
jeho kinetická energieWk = 0. V èaset = 0 je tìleso uvolnìno a padá k Zemi volným pádem. V èase
t = tM dopadne na Zem rychlostí vM . Jeho potenciální energiena povrchu Zemì je Ep = 0. Jaká je v
tom okam¾ikujeho kinetická energieEk ?
Øe¹ení
Pohyb tìlesa je rovnomìrnì zrychlený v osez sezrychlením g (volný pád z vý¹ky h) a je popsánvztahem

z(t) = h � 1
2 gt2. Z nìho dostaneme pro dopad (z = 0) èas tM =

q
2h
g . Rychlost v tomto èaseje

vM = gtM =
p

2gh.
Kinetic ká energiev okam¾ikunárazu na Zem je

Ek =
1
2

mv2
M = mgh

a je tedy èíselnì rovná potenciální energii Ep(t = 0). Z toho je vidìt, ¾eúbytek potenciální energie je
roven pøírùstku kinetické energie,� � Ep = � Ek . Pøechod k diferenciálùm získáváme � dEp = dEk , co¾
lze pøepsatdo tvaru

d(Ep + Ek ) = 0:

Jeliko¾diferenciál souètu Ep + Ek serovná nule, musí být souèetEp + Ek konstantní,

Ep + Ek = konst.

Souèet kinetické a potenciální energie tìlesa v zemském tíhovém poli je konstantní. To je zákon
zachování celkovémechanické energie.Doká¾eme,¾eplatí nejenpro volný pád tìlesa v zemském tíhovém
poli, nýbr¾zcelaobecnì pro jakoukoliv konzervativní sílu.
Dùkaz: Výkon síly ~F bìhem intervalu dt je

P =
dA
dt

=
dEk

dt
:

Platí toti¾
dA = ~F d~r = mvdv = d(

1
2

mv2) = dEk

Pro konzervativní síly platí vztah dA = � dEp, ze kterého plyne

P = �
dEp

dt
:

Srovnáním dvou rovnic pro výkon P dostáváme

dEk

dt
= �

dEk

dt
)

d
dt

(Ek + Ep) = 0

a po integraci získáme zákon zachování celkové mechanické energie

Ek + Ep = konst.

Platí jen pro konzervativní síly

Souèetkinetické a potenciální energiehmotného bodu je v ka¾démokam¾ikukonstantní.
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Konzerv ativní: Zachování = konzervace
Konzervativní síly = takové, pro nì¾je splnìn zákon zachování celkové mechanické energie

V uvedenémzápisu je zákon zachování celkové mechanické energiejenom zvlá¹tním pøípademobec-
nìj¹ího zákona zachování, který se vztahuje na v¹echny druhy energie.Zákon zachování celkové energie
platí v nezmìnìném tvaru také v kvantové mechanice pro mikroèástice:elektrony, fotony, atd.

Aplik ace: U¾ití vztahu mezi mechanickou energií a prací, pøípadnì zákona zachování celkové mecha-
nické energieje nástroj k øe¹eníproblémù klasické mechaniky.

Pøíklad

Støelao hmotnosti m = 0; 002 kg opou¹tí ústí hlavnì rychlostí v2 = 3000m/s. Velikost výslednésíly na
støeluv hlavni je dána vztahem F = 400� 8 � 103x=9, mìøeno od bodu zaèátku pohybu støely. Urèete
délku hlavnì.
Øe¹ení Hlaveò je vodorovná, pøi pohybu støelynedochází ke zmìnì potenciální energie,DeltaWp = O.
Pøírùstekkinetické energiestøelyje tedy rovna práci síly F,

A = � Wk =
1
2

mv2
2 = 90 N:

Podle de�nice mechanické práce je

A =
Z s

0
F dx =

Z s

0
(400� 8 � 103x=9) dx = 400s � 4000s2=9:

Spojením pøede¹lých rovnic získáme kvadratickou rovnicí, její¾dvojnásobným koøenemje s = 0; 45 m,
co¾je hledaná délka hlavnì.

Práce v poli konzerv ativníc h sil: Jeliko¾zmìna mechanické energienezávisí na tvaru dráhy (úseku
tra jektorie), na které k této zmìnì do¹lo, nezávisí ani práce v poli konzervativních sil na tvaru dráhy.

Poèítejme práci konzervativní síly ~Fk po libovolné dráze z bodu 1 do bodu 2.

A12 =
Z 2

1

~Fk d~r = Wp2 � Wp1:

Nyní vypoèítejme práci této síly po libovolné jiné dráze z bodu 2 do bodu 1:

A12 =
Z 1

2

~Fk d~r = Wp1 � Wp2:

Seètìme tyto dvì rovnice: dostanemecelkovou práci na dráze z bodu 2 pøesbod 1 zpìt do bodu 2, tedy
práci po uzavøenékøivce k. Dostaneme

A12 + A21 =
I

k

~Fk d~r = 0:

Práce konzervativní síly po uzavøenédráze je nulová.

2

1 A12

A21
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Soustava hmotn ých bodù a tuhé tìleso

Úv od

Dosud umíme øe¹it jen omezený sortiment problémù, v nich¾tvar a vnitøní struktura tìles nemají vliv
na jejich pohyb. To souvisí s pojmem hmotného bodu, který nepodstatné vlastnosti tìlesa zanedbává
a jedinou fyzikální velièinou, charakterizující tìleso, je jeho hmotnost m. Existuje mnoho mechanických
problémù, které lze øe¹it, kdy¾hmotné tìleso nahradíme hmotným bodem.

Pøíklady

Pohyby vozidel po køivoèarých drahách, pohyby støel,pohyb planet ve sluneènísoustavì a mnohé dal¹í.
Touto aproximací v¹ak nelzeøe¹it v¹echny problémy dynamiky tìles, proto¾e:

1. dvì síly mohou pùsobit na tìleso v obecnì rùzných bodech a tak vést k otáèivému pohybu okolo
jeho vlastní osy,

2. pùsobení jedné síly mù¾evést rovnì¾ke vzniku otáèivého pohybu (eventuelnì i posuvného),

3. statické i dynamické vlastnosti prvkù stavebních konstrukcí jsou závislé na jejich momentu setrvaè-
nosti vzhledemk urèité ose,

4. v toèivých strojích jsou rotující souèásti (høídele,setrvaèníky), jejich¾setrvaènévlastnosti nelze
zanedbat a v nìkterýc h pøípadech (setrvaèníky) jsou pøímofunkènì vyu¾ívány.

Mo dely reálného tìlesa
Reálnétìleso mù¾ememodelovat rùznými zpùsoby:

� Hmotný bod { zpùsobu¾itý v pøedcházejicí èásti, zcelaseignoruje vnitøní struktura tìlesa; nejvy¹¹í
stupeò idealizace

� Soustava hmotných bodù { umo¾òuje zachytit èást struktury tìlesa diskrétním zpùsobem a mù¾e
docházet ke zmìnì vzdáleností mezi jednotlivými body

� Tuhá soustava hmotných bodù { jako pøedchozí, jen vzdálenosti jsou pevné

� Tìleso { modeluje reálné tìleso jako spojité prostøedí(kontinuum) s hustotou � , zavádímeelement
tìlesa s objemem dV a hmotností dm, celétìleso pak má hmotnost m =

R
m dm =

R
V � dV ; tìleso

mù¾epodléhat zmìnì rozmìrù (deformacím)

� Tuhé tìleso { stìjnì jako v pøede¹lémbodì jde o spojité prostøedí,které ale není deformovatelné

V tomto kurzu senebudemevìnovat situacím, kdy dochází k deformacím,které nelzezanedbat.

r
dm

Pøíklad

Síla ~F pùsobína válecna jeho obvodu momentem síly, ~M = ~R � ~F , který zpùsobí rotaci tìlesa jako celku
okolo pevné osy OO0. Jestli¾eosa není pevná, pak tìleso rotuje kolem osy OO0 a souèasnìse pohybuje
jako celek.Druh pohybu závisí na síle ~F a na poèáteèních podmínkách.
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Soustava hmotn ých bodù

Soustava hmotných bodù je de�nována jako mno¾inan hmotných bodù chápaná jako jeden celek.Výb ìr
hmotných bodù, které budou zahrnuty do soustavy je libovolný, závisí na zvolenémpostupu øe¹ení.
Poèet stupò ù volnosti sousta vy

� Hmotný bod { poèet stupòù volnosti i hmotného bodu je roven poètu nezávislých souøadnicprávì
nutných k jednoznaènému urèení polohy hmotného bodu v prostoru.

{ Volný hmotný bod v prostoru má tøi stupnì volnosti, i 0 = 3. Je toti¾ tøebaurèit právì tøi
èísla, tj. souøadnicex, y a z ve zvolenémvzta¾némsystému.

{ Jestli¾eje hmotný bod vázánna plochu o rovnici f (x; y; z) = 0, staèíudat pouzedvì souøadnice
polohy, tøetí souøadnicesevypoèítá ze známérovnice plochy. V takovém pøípadì má hmotný
bod 2 stupnì volnosti, i 0 = 2.

{ Pøi pohybu vázanémna køivku o rovnicích z = f (x; y), z = g(x; y) má hmotný bod jeden
stupeò volnosti, i 0 = 1.

Plocha, èára, atd., na kterou je vázán pohyb hmotného bodu, se nazývá vazba a její rovnice je
vazební podmínka. Výsledný poèet stupòù volnosti je

i = i 0 � k;

kde i 0 je poèet stupòu volnosti bezvazeba k je poèet vazebních podmínek.

Pøíklad

Mìjme hmotný bod zavì¹ený na niti o délce L (matematické kyvadlo). Pro délku L platí L =p
x2 + y2, co¾je jediná podmínka (k = 1). Ze dvou souøadnicx, y staèí udat jen jednu, napø.x {

druhá souøadnicey sevypoèítá z rovnice pro L (souøadnicez je stále nulová, pohyb je rovinný).

x

y

L

� Soustava n hmotných bodù { v tro jrozmìrném prostoru má i = 3n � k stupòù volnosti, kde k je
poèet vazebních podmínek (i mezi body navzájem).

Celk ová hmotnost a celková hybnost soustavy hmotn ých bodù

V urèitém èaset = t0 má k-tý bod hmotnost mk , rychlost ~vk a hybnost ~pk = mk~vk .
Celková hmotnost soustavy hmotných bodù m je skalární kvantitativní míra tího-
vých a setrvaèných vlastností soustavy hmotných bodù a je rovna souètu hmotností
jednotlivých bodù

m = m1 + m2 + � � � + mn =
nX

k=1

mk :

mk

mj

mn

kvrjvr

nvr
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Celková hybnost soustavy hmotných bodù ~p serovná vektorovému souètuhybností jednotlivých bodù

~p = ~p1 + ~p2 + � � � + ~pn =
nX

k=1

~pk =
nX

k=1

mk~vk :

Vnitøní a vnìj¹í síly soustavy

Na jeden bod ze soustavy hmotných bodù mohou pùsobit dva typy sil:

� okolní tìlesa, která do soustavy nepoèítáme, pùsobí na soustavu vnìj¹ími silami, tuto sílu pùsobící
na k-tý bod oznaèmek ~F .

� jednotlivé hmotné body soustavy na sebe pùsobí pùsobí vnitøními silami, tuto sílu od bodu j
pùsobícína k-tý bod oznaème~Fk j .

Pro výpoèet výsledné síly pùsobicí na soustavu urèíme nejprve výslednou sílu vekFk pùsobící na k-tý
bod

~Fk = k ~F +
nX

j =1 ; j 6= k

~Fk j

(v sumaci senevyskytuje èlen j = k, nebo»hmotný bod nepùsobí sám na sebe).

m1 m2

mk

kF2

r

1kF
r

kF1

r

12F
r

21F
r

Uva¾ujmesoustavu n hmotných bodù o hmotnostech m1, m2, . . . , mn a urèemenyní výslednou sílu.

� Vnitøní síly sousta vy. Na k-tý bod soustavy pùsobí síly od prvého, druhého, . . ., j -tého, . . .,
n-tého hmotného bodu, oznaèenépostupnì ~Fk1, ~Fk2; : : : ; ~Fkn . Celková vnitøní síla na k-tý bod tedy
je

~Fk = ~Fk1 + ~Fk2 + � � � + ~Fk j + � � � + ~Fkn =
nX

j =1 ; j 6= k

~Fk j :

Vyjádøíme nyní vnitøní sílu pro v¹echny body soustavy. Získáme tak postupnì n rovnic pro ~F1,
~F2,. . . , ~Fn . Kdy¾tyto rovnice seèteme,dostaneme

~F1 + ~F2 + � � � + ~Fk + � � � + ~Fn =
nX

k=1

~Fk =
nX

k=1

0

@
nX

j =1

~Fk j

1

A :

V poslední sumaci v¾dynajdeme dvì síly, které jsou ve vztahu akce a reakce dle 3. Newtonova
zákona. To znamená,¾esev soustavì navzájem ru¹í { vnitøní síla je nulová. Logickým dùsledkem
jsou tyto vìt y:

1. Výsledná síla pùsobícína soustavu hmotných bodù je rovna výslednici vnìj¹íc h sil.
2. Vnitøní síly nemohouzmìnit pohybový stav soustavy hmotných bodù.
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Pøíklad Výsledná vnitøní síla v soustavì tøí hmotných bodù. Sèítacíindexy k, j probíhají nezávisle
hodnoty 1, 2, 3, èleny sestejnými indexy sevynechají.

3X

k=1

~Fk = ~F12 + ~F13 + ~F21 + ~F23 + ~F32 + ~F31:

Mezi tìmito sílami platí vztahy

~F12 = � ~F21; ~F13 = � ~F31; ~F23 = � ~F32:

� Vnìj¹í síly . Z pøechozího vyplýv á, ¾epouzetyto síly mohou zmìnit pohybový stav soustavy.

Momen t síly v soustavì hmotn ých bodù

Na hmotný bod mk pùsobí vnitøní síla ~Fk j . Moment této síly k bodu O je

~M k j = ~r k � ~Fk j :

Obdobnì moment vnitøní síly ~Fj k k tomuto bodu je

~M j k = ~r j � ~Fj k :

Výsledný moment síly je dán jejich vektorovým souètem

~M = ~M k j + ~M j k = (~r j � ~r k ) � ~Fk j ;

kde jsme vyu¾ilizákona akcea reakce.Vektor ~r j k = ~r j � ~r k je kolineární s vekto-
rem síly ~Fj k a proto je jejich vektorový souèinnulový. Proto je nulový i výsledný
moment, ~M = 0.

jkF
r

kjF
r

kjr
r

kr
r

jr
r

0

Pøedchozí úvahu lze zobecnit na v¹echny dvojice vnitøních sil, které jsou v¹echny ve vztahu akce a
reakce podle 3. Newtonova zákona. Obdr¾ímetvrzení, ¾evýsledný moment v¹ech vnitøních sil soustavy
hmotných bodù vzhledemk libovolnému bodu v prostoru je nulový,

nX

k=1

nX

j =1 ; j 6= k

~M j k = 0:

To mimo jiné znamená,¾esoustava hmotných bodù senemù¾eotáèet vliv em vnitøních sil.

Hmotn ý støed soustavy hmotn ých bodù

Uva¾ujmesoustavu hmotných bodù, na kterou pùsobí vnìj¹í síly s výslednicí ~F =
P ~Fk , a hledejme

zpùsob, jakým popsat chování soustavy pøi pùsobení této síly. Vhodným pøístupem je zavedení pojmu
hmotný støed(tì¾i¹tì).
Hmotn ý støed
je �ktivní bod, pøiøazený dané soustavì, který má tyto vlastnosti:

� je v nìm soustøedìnahmotnost celésoustavy m � =
P n

k=1 mk ,

� pohybuje se tak, jako kdyby na nìj pùsobila výslednicevnìj¹íc h sil,

� jeho hybnost ~p je proto rovna celkové hybnosti soustavy m~v� =
P k

n =1 mk~vk .
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Výp oèet souøadnic hmotného støedu

Oznaème~r � polohový vektor hmotného støedu.Z vý¹e uvedených vlastností plyne, ¾emusí platit

d(m~r � )
dt

=
d
dt

nX

k=1

mk~r k ;

kde ~v� = d~r �

dt . Obecným øe¹enímrovnice je polohový vektor

~r =
1
m

nX

k=1

mk~r k + ~c;

kde ~c je libovolný konstantní vektor. Poèátek vektoru ~c urèuje hmotný støedo polohovém vektoru:

~r � =
m1~r1 + m2~r2 + � � � + mn ~rn

m1 + m2 + � � � + mn
=

P n
k=1 mk~r kP n

k=1 mk
:

Tato vektorová rovnice vyjadøuje tøi skalární rovnice

x � =

P n
k=1 mk xkP n

k=1 mk
; y� =

P n
k=1 mk ykP n

k=1 mk
; z� =

P n
k=1 mk zkP n

k=1 mk
:

Vlastnosti hmotného støedu

� Poloha hmotného støeduvzhledemk soustavì hmotných bodù nezávisí na volbì vzta¾néhosystému.

� Jestli¾ezvolíme poèátek vzta¾néhosystému (jeho souøadnésoustavy) v hmotném støedu,potom
platí ~r � = 0, tak¾etaké

P n
k=1 mk ~r k = 0.

� V hmotném støedusoustavy je soustøedìnacelková hmotnost soustavy.

� Jeho hybnost serovná vektorovému souètu hybností v¹ech bodù soustavy

� V zemském tíhovém poli je hmotný støedsoustavy toto¾ný s pùsobi¹tìm tíhové síly a nazývá se
tì¾i¹tì.

Pøíklad

Naleznìte bod na spojnici Zemì{Mìsíc, v nìm¾le¾íhmotný støedtéto soustavy dvou þhmotných bodùÿ.
Hmotnost Mìsíce mM a hmotnost Zemì mZ spolu souvisí vztahem mZ = 80mM .

x=0

x=x*

mM

x=xM

mZ
Zemì Mìsíc

Øe¹ení
Vzta¾ný systémstanovíme jako osux. Poèáteksouøadnicje ve støeduZemì. Souøadnicehmotného støedu
bude

x � =
mZ xZ + mM xM

mZ + mM
=

mM

mZ + mM
xM ;

po dosazeníhodnot xM = 384000km dostanemex � = 4740km. Hmotný støedsoustavy Zemì{Mìsíc le¾í
1630km pod ideálním povrchem kulové Zemì.

Impulso vé vìt y

Druhý Newtonùv zákon platil jen pro jeden hmotný bod. Jeho zobecnìní pro soustavu hmotných bodù
formuluje tzv. impulsové vìt y.
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První impulso vá vìta

Vezmemenejprve jeden hmotný bod k ze soustavy. Pro tento bod tedy platí

d~pk

dt
= ~Fk +

nX

j =1 ; j 6= k

~Fk j :

První èlen ~Fk je výslednicevnìj¹ích sil pùsobících na bod k, druhý èlen je výslednicevnitøních sil na bod
k. Takové rovnice mù¾emenapsat pro v¹echny body k = 1; 2; : : : ; n a po jejich seètenízískáme

nX

k=1

d~pk

dt
=

nX

k=1

~Fk +
nX

k=1

nX

j =1 ; j 6= k

~Fk j :

Posledníèlen (dvojit ý souèet) je výslednicevnitøních sil mezi v¹emi body soustavy a je tudí¾roven nule.
Nyní zamìníme poøadísouètu podle k a derivacepodle èasuna levé stranì rovnice a zíkáme

d
dt

nX

k=1

~pk =
nX

k=1

~Fk :

Oznaèíme~p =
P n

k=1 ~pk jako celkovou hybnost soustavy hmotných bodù a ~F =
P n

k=1
~Fk jako výslednici

v¹ech vnìj¹íc h sil pùsobících na soustavu a mù¾emepsát první impulsovou vìtu

~F =
d~p
dt

:

Èasová zmìna celkové hybnosti soustavy je rovna výsledné vnìj¹í síle pùsobící na soustavu
hmotných bodù.

Izolo vaná sousta va
Soustava, na kterou nepùsobí vnìj¹í síla, tzn. soustava, pro kterou platí ~F = 0, se nazývá izolovaná. Z
první impulsové vìt y pro ni plynou následující dùsledky:

� Celková hybnost izolovanésoustavy hmotných bodù je konstantní. Zákon zachovánícelkovéhybnosti
izolovanésoustavyhmot. bodù

� Celková mechanická energie izolované soustavy hmotných bodù je konstantní. Zákon zachování
celkovéenergie izolovanésoustavyhm. b.

� Hmotný støedizolovanésoustavy je buïto v klidu nebo v rovnomìrném pøímoèarémpohybu. Zákon
pohybuhmotnéhostøedu izolovanésoustavyhm. b.

Pøíklad

Balistické kyvadlo urèené pro mìøení rychlosti støely je bedna s pískem na paralelních závìsech. Na
soustavu støelya kyvadla lze nahlí¾etjako na izolovanou soustavu dvou hmotných bodù. Odvoïte vztah
pro urèení rychlosti støelyz vý¹ky bedny.

m

v1

m0

v
m0

m

h

v0= 0

Øe¹ení
Oznaèmevlastnosti støely indexem 1 a vlastnosti bedny indexem 2. Na zaèátku, pøedvniknutím støely
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do bedny, máme podmínky pro støeluv1 6= 0, p1 = mv1 a bednu v klidu v0 = p0 = 0, celková hybnost je
p = p1. Tìsnì po vniknutí støelyje v1 = v0 = v a výsledná hybnost soustavy je p = (m1 + m0)v.

Ze zákona zachování celkové hybnosti obdr¾ímerovnici

m1v1 = (m1 + m0)v:

Po vniknutí støely se zaènebedna pohybovat a vliv em závìsù se bude mírnì zvedne. Maximální vý¹ka
h odpovídá nulové rychlosti bedny se støelou a v této poloze je ve¹kerá poèáteèní kinetická energie
pøemìnìna na potenciální. Ze zákona zachování celkové energiepak plyne vztah

1
2

m2
1v2

1

m1 + m0
= (m1 + m0)gh:

Druhá impulso vá vìta

Opìt mìjme soustavu hmotných bodù s hmotnostmi mk , hybnostmi ~pk = mk~vk

a pùsobícímisílami ~Fk +
P ~Fj k . Moment hybnosti k-tého bodu je ~bk = ~r k � m~vk .

Moment síly ~M k = ~r k � ~Fk + ~r k �
P ~Fj k zpùsobuje èasovou zmìnu momentu

hybnosti
_~bk = ~r k � ~Fk + ~r k �

X
~Fj k ;

kF
r

kvr

kr
r mk

co¾je soustava n rovnic pro k = 1; 2; 3; : : : ; n. Rovnice seètemea dostanemeèasovou zmìnu momentu

hybnosti _~b celésoustavy

_~b =
nX

k=1

_~bk =
nX

k=1

�
~r k � ~Fk

�
+

nX

k=1

nX

j =1 ; j 6= k

�
~r k � ~Fj k

�
;

kde druhý èlen (dvojitá sumace)je výsledný moment vnitøních sil a ten je opìt nulový.
Oznaèíme-livýsledný moment vnìj¹íc h sil

~M =
X

k = 1n
�

~r k � ~Fk

�
;

získáme druhou impulsovou vìtu
d
dt

nX

k=1

~bk = ~M :

Èasová zmìna momentu hybnosti soustavy hmotných bodù je rovna výslednému momentu
vnìj¹íc h sil.

Pro izolovanou soustavu je ~M = 0 a proto i _~b = 0, co¾vedek zákonu zachování momentu hybnosti

nX

k=1

~bk = konst.

Celkový moment hybnosti izolovanésoustavy vzhledemk libovolnému pevnému bodu je kon-
stantní.

Volba bodu: Jedná seo moment hybnosti a moment síly vzhledemk libovolnému pevnémubodu.
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Tuhé tìleso

Tuhé tìleso (dále jen tìleso) je zvlá¹tní pøípadtuhé soustavy hmotných bodù, které charakterizuje:

� obrovský poèet hmotných bodù

� vzdálenosti hmotných bodù jsou konstantní

� vzdálenosti hmotných bodù nezávisí na pùsobících silách.

Reálná tìlesa nesplòují podmínky poslednídvì podmínky, proto¾ejsou buïto pru¾nánebo plastická.

Matematic ký mo del

K vypoøádáníse s velkým poètem bodù aplikujeme aparát spojit ých velièin (in-
tegrální a diferenciální poèet) na nespojité prostøedí,pøièem¾pøedpokládáme, ¾e
látka v tìlese je rozlo¾enaspojitì. Zavádímev tìlese element s hmotností dm, který
je tak malý, aby umo¾nilpøechod ke spojitému pojetí, ale tak velký, aby obsahoval
dostateèný poèet atomù nebo molekul (hmotných bodù).

dm
. .
.

.
. .

.
.

Pøecho d ke spojit ým velièinám Pøechod ke spojit ým velièinám realizujemeformální transformací

mk ! dm;
X

k

!
Z

dm

a vzhledem ke kompatibilitì lze pøevzít pojmy ze soustavy hmotných bodù. Platí { po pøechodu ke
spojit ým velièinám { v¹echny vztahy a vìt y (hmotný støed,první a druhá impulsová vìta).

In tegrace: Naznaèený integrál
R

dm ve skuteènosti znamenáintegraci pøescelý objem tìlesa V.
Novì sezavádí pojem hustota tuhého tìlesa

� =
dm
dV

=
element hmotnosti

element objemu
:

Takto zavedenáhustota je lokální, tzn. mù¾ebý rùzná v rùzných místech tìlesa. Zavádí se je¹tì støední
hustota �� = m

V . Pro homogenní tìleso platí qbar� = � = konst.
Celková hmotnost tìlesa sepomocí hustoty vyjádøí integrací

m =
Z

V
� dV:

Hmotn ý støed

je de�nován analogicky

~r � =

R
~r dm

R
dm

a pro jednotlivé slo¾ky

x � =

R
x dm

R
dm

; y� =

R
y dm

R
dm

; z� =

R
z dm

R
dm

:

V pøípadì homogenníhotìlesa lze integraceprovádìt pøesobjem tìlesa a psát

~r � =
1
V

Z
~r dV:

36



Rovnováha tuhého tìlesa

Aby bylo tìleso v klidu a rovnováze,je nutno splnit dvì podmínky:

� výsledná vnìj¹í síla je nulová, ~F =
P ~Fk = 0,

� výsledný moment vnìj¹í síly je nulový, ~M =
P ~M k .

Tyto podmínky lze splnit tøemi rùznými zpùsoby, máme tedy tøi rovnová¾né
polohy:

� Stabilní rovno váha { pøi vychýlení tìlesa z rovnová¾népolohy vznikne
moment síly, který tìleso vrací do pùvodní polohy.

� Labilní rovno váha { pøi vychýlení tìlesa z rovnová¾népolohy vznikne
moment síly, který tìleso dále vychyluje z pùvodní polohy.

� Indiferetní rovno váha { pøi vychýlení tìlesa jsou opìt splnìny podmínky
rovnováhy, nedochází k dal¹ímu pohybu.

Druh y pohybu tuhého tìlesa

Narozdíl od bodu se tuhé tìleso mù¾epohybovat dvìma základními zpùsoby.
Translace
je posuvný pohyb, pøi kterém v¹echny body tìlesa se pohybují po rovnobì¾ných
tra jektoriích a mají v urèitém t stejnou rychlost a zrychlení.

~rA � ~rB = ~rA 0 � ~rB 0 = konst.
d~rA

dt
=

d~rB

dt
d2~rA

dt2 =
d2~rB

dt2
A

B

B’

A’

rrA

rrB

Translaèní pohyb tìlesa je plnì popsán pohybem jediného bodu, napø.hmotného
støedua lze u¾ítprvního i druhého Newtonova zákona.
Rotace
je otáèivý pohyb, pøi kterém v¹echny body opisují kruhové oblouky se støedyna
oserotace. Platí

~! =
d~�
dt

~" =
d~!
dt

~v = ~! � ~r

r
w rrk rvkm

Pøitomto pohybu nelzepøímopou¾ítprvní Newtonùv zákon (napø.moment dvojice
sil).

Osa: Je-li poloha osy rotace nemìnná k vzta¾nému systému, pak se osa nazývá pevná. Taková osa se
realizuje upevnìním v lo¾iskách. Jestli¾esepoloha osy mìní, pak je to volná osa.
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Pøíklad

Ilustrativním pøíkladem mù¾ebýt ruské kolo. Pøi pomalém otáèní (! ! 0) se jednotlivé þkabinkyÿ
pohybují pouze posuvným pohybem, nenatáèí se vzhledem k zemi. Pøi hodnì velké rotaci (! � 0) by
docházelok jejich otáèeníkolem støeduceléhokola.

Kinetic ká energie tuhého tìlesa

Kinetic ká energietuhého tìlesa je souèetemkinetických energií v¹ech jeho bodù

Ek =
1
2

nX

k=1

mk v2
k :

Energie translace

V¹echny body tìlesa mají pøi translaci stejnou rychlost ~v1 = ~v2 = � = ~vn = ~v, proto je

Ek =
1
2

v2
nX

k=1

mk =
1
2

m� v2;

kde jsme pou¾ilihmotnost hmotného støedum � .

Energie rotace

V¹echny body mají stejnou úhlovou rychlost ! . Li¹í se v¹ak obvodovou rychlostí,
která má pro k-tý bod velikost vk = r k ! , kde r k je kolmá vzdálenostod osy rotace
k bodu k. Kinetic ká energiebodu k tedy je

Ek =
1
2

mk v2
k =

1
2

mk r 2
k ! 2

a souètempøesv¹echny body získáme kinetickou energieceléhotìlesa

Ek =
1
2

nX

k=1

mk r 2
k ! 2 =

1
2

! 2
nX

k=1

mk r 2
k ;

w
r

kr
r

kvr

mk

kde jsem vyu¾ili konstantnosti úhlové rychlosti ! .
Výraz

P
mk r 2

k závisí pouze na rozlo¾eníhmotnosti v tìlese a nedá se obecnì vyjádøit pro libovolné
tìleso. Nazývá semoment setrvaènosti

J =
nX

k=1

mk r 2
k :

Pro kinetickou energii rotaèního pohybu pak lze psát

Ek =
1
2

J ! 2:

Moment setrvaènosti a úhlová rychlost v tomto vyjádøení zastávají analogic ké role jako hmotnost a
rychlost pøi translaèním pohybu.
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Königo va vìta

Výsledná kinetická energie obecnéhopohybu je rovna souètu kinetické energie translaèního pohybu a
kinetické energierotaèního pohybu

Ek =
1
2

m� v2 +
1
2

J ! 2:

Momen t setrv aènosti

je skalární kvantitativní míra setrvaèných vlastností tìlesa pøi otáèivém pohybu. Pro diskretní rozlo¾ení
látky je de�nována vztahem

J =
nX

k=1

mk r 2
k ;

pro spojité rozlo¾ení

J =
Z

m
r 2 dm:

Velikost momentu závisí na ose,k ní¾je poèítán.
Jednotka momentu setrvaènosti [J] = kg.m2

Polomìr setrv aènosti Rg

(té¾gyraèní polomìr) je taková vzdálenost od osy, pøi které se bude jediný hmotný bod (s hmotností
rovnající se hmotnosti tìlesa) chovat pøi rotaci shodnì s daným tìlesem, tj. bude mít stejný moment
setrvaènosti,

J =
Z

r 2 dm = mR2
g ! Rg =

r
J
m

:

m
Rg

m
J

Výp oèet momen tu setrv aènosti

Základem je výpoèet podle de�nice, tedy ze vztahu J =
R

r 2 dm. Vyjádøímehmotnostní element pomocí
hustoty a objemu, dm = � dV = � dxdydz. Pak lze psát

J =
Z Z Z

�r 2 dx dy dz;

resp. pro homogennítìleso

J = �
Z Z Z

r 2 dx dy dz:

Urèuje setedy pomocí tro jné integrace.
Známe-li moment setrvaènosti k nìjak é ose, mù¾emepou¾ít Steinerovu

vìtu . Nech» je JT moment setrvaènostivzhledemk oseo jdoucí tì¾i¹tìm tìlesa.

O O’

a

JT

Ja

m
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Pak moment setrvaènosti Ja vzhledemk jiné oseo0 rovnobì¾nés o urèíme ze vztahu

Jo0 = JT + md2;

kde d je vzdálenost obou os.

Pøíklady

Válcová deska Vypoèítejte moment setrvaènostihomogenníválcové deskys polomìrem R vzhledem
k osejdoucí støedemkolmo na její plochu. Tlou¹»ka desky je h a hustota � .
Øe¹ení
Element plochy deskymá tvar dS = rdrd� , objemu pak dV = dSh a element
hmotnosti je dm = �r drd�h . Po dosazenído de�nice získáme

J = h
Z R

0

Z 2�

0
�r 3 d� dr =

1
2

� �R 4h:

df

dr rdf

R

dS

Proto¾ecelková hmotnost desky je m = � �R 2h, lze vztah pøepsatdo tvaru

Jdeska =
1
2

mR2:

Koule Urèete moment setrvaènosti JR plné homogenníkoule o polomìru R a hmotnosti m vzhledem
k ose,která sedotýká koule na jejím povrchu.

Øe¹ení
Pøíklad rozlo¾ímena dvì èásti.

� Podle Steinerovy vìt y platí JR = JT + mR2, proto¾evzdálenost os je
d = R.

� Moment vzhledemk tì¾i¹ti JT vypoètemez de�nice, JT = 2
5 mR2.

Výsledný moment setrvaènosti tedy je

JR =
2
5

mR2 + mR2 =
7
5

mR2:

R
JT

Momen t setrv aènosti a momen t hybnosti

Stanovme nyní souvislostmezi momentem setrvaènostiJ a momentem hybnosti ~b.
Uva¾ujmebod k rotující okolo svisléosy s úhlovou rychlostí ~! . Moment hybnosti
tohoto bodu bude

~bk = ~r k � mk~vk = mk r 2
k ~! ;

kde jsme dosadili za ~vk = ! � ~r k . Souèetpøescelétìleso dává

~b = ~!
X

k

mk r 2
k :

mk

m
J

rrk

rvk

Výraz se sumací pøedstavuje moment setrvaènosti, tak¾ezískáváme rovnici pro
rotaci tuhého tìlesa kolem pevné osy

~b = J ~! ;

která platí pro tìlesa libovolného tvaru a pro libovolnou osu rotace.
Pohyb ová rovnice
Pohybovou rovnici pro rotaci tuhého tìlesa okolo pevné osy odvodíme ve formální analogii k pohybové
rovnici hmotného bodu podle druhého Newtonova zákona.
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Rovnice pro moment hybnosti ~b tuhého tìlesa, je¾má moment setrvaènosti J vzhledem k pevné ose
rotace, okolo ní¾rotuje úhlovou rychlostí ~! je

~b = J ~! :

Provedeme-liprvní derivaci podle èasu,získáme

_~b = J _~! :

Proto¾eplatí _~b = ~M a _~! = ~", získávámepohybovou rovnici pro rotaci tuhého tìlesa kolem pevnéosy

~M = J~"

Pøíklad

Na setrvaèník, který má tvar plného homogenníhoválce o polomìru R a moment setrvaènosti J a který
je v klidu, zaènev èaset = 0 pùsobit teèná síla F , která má konstantní velikost otáèení.
Urèete:

1. poèet otáèeksetrvaèníku bìhem prvních k sekund,

2. obì¾nourychlost bodù na plá¹ti válce setrvaèníku na konci k-té sekundy,

3. kinetickou energii válce na konci k-té sekundy,

4. polomìr setrvaènosti Rg válcovéhosetrvaèníku

Øe¹ení

r
R

r
F

Moment ~M síly ~F na obvodu válce je ~M = ~R � ~F a velikost je M = RF . Pohybová rovnice pro rotaci
kolem pevné osy tedy je

M = J " = RF;

z èeho¾získáme úhlové zrychlení

" =
RF
J

:

Integrací pak získáme úhlovou dráhu

qphi =
1
2

"t 2 =
RF
2J

k2t2
0;

kde t0 = 1 s. Øe¹eníúlohy tedy jsou:

1. Poèet otáèek je n = �
2� = RF k 2 t 2

0
4qpiJ .

2. Obì¾nárychlost plá¹tì válce na konci k-té sekundy je v = R! = R"t = R 2 F kt 0
J .

3. Kinetic ká energieEk = 1
2 J ! 2 = 1

2 J ("t )2 = F 2 k 2 t 2
0

mR 2 , kde jse vyu¾ili vztahu pro moment setrvaènosti
válce.

4. Z de�nice polomìru setrvaènosti plyne Rg =
q

J
m = Rp

2
.

Zák on zachování momen tu hybnosti pro tuhé tìleso

Vyjdeme z pohybové rovnice pro rotaci tuhého tìlesa okolo pevné osy _~b = ~M . Jestli¾e ~M = 0, tzn. na

tìleso nepùsobí ¾ádný moment síly, pak _~b a jeho moment hybnosti ~b je konstantní,
X

k

~bk = konst.
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Pøíklad

Poèáteèníúhlová rychlost akrobata, který skáèetzv. salto, je ! 1 = 2� s� 1 vzhledem k oseprocházející
jeho tì¾i¹tìm; jeho moment setrvaènosti vzhledem k té¾eose je J1 = 1; 5 kg.m2. Aby zvý¹il úhlovou
rychlost, akrobat pøitáhneruce i nohy k tìlu. Tím klesnejeho moment setrvaènosti na J2 = 0; 5 kg.m2.
Urèete jeho novou úhlovou rychlost ! 2 a zmìnu kinetické energie� Ek.

Øe¹ení
Pùvodní moment hybnosti byl b1, nový je b2 = b1. Proto je J1! 1 = J2! 2, tak¾e! 2 = J 1

J 2
! 1 = 6� s� 1.

Zmìna kinetické energiepak je

� Ek =
1
2

�
J1! 2

1 � J2! 2
2

�
= 6� 2 J:

Práci A = � Ek vykoná akrobat, kdy¾pøitáhneruce a nohy k tìlu.

Práce pøi otáèení tuhého tìlesa

Víme, ¾epráce je dráhový úèinek síly. Nyní budemehledat dráhový úèinek momentu síly.

y+dy

y

rrdj

j

x x+dx

r
F

dsr
mdy

dx

Na bod pùsobísíla ~F momentem ~M = ~r � ~F . Síla ~F zpùsobív rovinì xy (s osourotace z) posunutí
d~s, jeho¾velikost je ds = rd� , a prùmìt y do os jsou dx = � dssin � = � r d� sin � , dy = +d scos� =
+ rd� cos� . Elementární práce pøi rotaci o úhel d� je

dA = Fx dx + Fy dy = (Fy x � Fx y)d�:

Výraz v závorce odpovídá souøadniciM z momentu síly a tedy

dA = M zd�:

Celková práce pøi otoèení tìlesa o úhel � okolo pevné osy z je

A =
Z �

0
M z d�;

co¾sezobecní pro libovolnou orientaci osy rotace na

A =
Z � 2

� 1

= ~M d~�:

Analogie: Tato rovnice je analogická k de�nici práce A =
R~r 2

~r 1
~F d~r . Analogií lze nalézt i výkon pøi

otáèení tuhého tìlesa

P =
dA
dt

=
d
dt

Z
~M d~� = ~M ~! ;

je-li ~M = konst.
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Pøíklad

Vypoèítáme práci potøebnouk tomu, aby válec vykonal sestálým zrychlením právì n otáèek(navá¾eme
na pøedchozí pøíklad).
Øe¹eni
Vykonaná práce bude

A =
Z � n

0
M d�;

kde M = RF . Horní mez integrálu je úhlová dráha vykonaná bìhem prvních k sekund. Práce potom je
A = RF � k . Pro n otáèekmusí být � k = 2n� a øe¹enímje A = 2nRF � .

Rovinn ý pohyb tuhého tìlesa

Tuhé tìleso koná rovinný pohyb, jestli¾evektor okam¾itérychlosti ~vk ka¾déhohmotného bodu k je trv ale
rovnobì¾ný s urèitou rovinou; pro urèitost budemeuva¾ovat zpravidla rovinu xy. Rovinný pohyb tuhého
tìlesa se skládá z postupnéhopohybu hmotného støedurychlostí ~v� , která le¾ív rovinì xy, a z rotace
okolo osy procházejícíhmotným støedemkolmo k rovinì xy.

Pøíklady:

� Pohyb støelyv zemském tíhovém poli

� Pohyb kol dopravních prostøedkù(krátk odobì)

� Pohyb kyvadla

� Pohyb planet ve sluneènísoustavì

Rovinný pohyb zahrnuje souèasnìdvì rovnice { pohybovou rovnici pro pohyb hmotného støeduT a
pohybovou rovnice pro rotaci okolo okam¾itéosy rotace.

S MV

Zvr
Mìsíc

T f

*rr

x*

y*

osa x

osa y

Pohyb hmotného støedu

popisuje vektorová rovnice

~F = m
d2~r �

dt2 ;

kde m je celková hmotnost tìlesa, ~F výsledná síla pùsobící na tìleso. Ekvivalentní jsou dvì skalární
rovnice

Fx = m
d2x �

dt2 ; Fy = m
d2y�

dt2 :

Rotace tuhého tìlesa

okolo osy procházejícíhmotným støedemT kolmo k rovinì xy je popsánarovnicí

JT =
d2�
dt2 = M z ;

kde JT je moment setrvaènosti tìlesa vzhledem k osekolmé k rovinì XY a procházející tì¾i¹tìm, M z je
slo¾ka výslednéhomomentu síly, která zpùsobuje rotaci tìlesa okolo osy z.
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Pøíklad

Homogenníválecsevalí bezklouzánípøímoèaøepo vodorovnérovinì pùsobenímsíly ~F , která má pùsobi¹tì
v hmotném støedu(tì¾i¹ti) válce.Hmotný støedválcesepohybuje ve smìru osy x podle vztahu x = 1

2 at2,
kde a = konst. Urèete sílu ~F , reakci podlo¾ky ~N a sílu tøení ~T.

F
r

T
r

N
rG

r
rr

rv

y

x

Øe¹ení
Pùsobícísíly mají následující slo¾ky

~F = (F; 0); ~T = (T; 0); ~G = (0; G); ~N = (0; N ):

Vy¹etøujme postupnì dva pohyby:

1. Translacetì¾i¹tì s rychlostí ~v = (0; v), kde v = dx
dt . Zde máme pohybové rovnice

m •xT = F � T; m •yT = N � G:

Proto¾eseválecnepohybuje ve smìru osy y, je •yT = 0 a tedy N = G. Pro rychlost hmotného støedu
platí _xT = r ! = r _� , kde ! je úhlová rychlost rotace. Zrychlení je dáno vztahem a = •xT = r •� .

2. Rotaceokolo vodorovné osy procházejícítì¾i¹tìm s úhlovou rychlostí ! = d�
dt . Pohybová rovnice má

tvar
J •� = Tr;

kde J = 1
2 mr 2.

Spojením rovnic pro translaci a rotaci získáme

1
2

mr 2 a
r

= Tr ! T =
ma
2

:

Z rovnice pro xT dostaneme
ma = F �

ma
2

;

co¾dává výsledek F = 3
2 ma.
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