Mechanika pro bakalage

Vektoro va analyza

Skalér je velieéina zadanajednoznaéni jedinym éiselrym Udajem (teplota, hustota, naboj). V mate-
matice, kde abstrahujeme od migicich jednotek a od nazvu veliéin, pgedstauje skalar realné éislo.Jedna
seo nejjednodutli fyzikalni velieinu, ktera je i v n-rozmirném prostoru dana jedinym Gdajem { velikosti
(odvozenood scala{ stupnice).

Vektor je velieina, pro jeji¥apopsani nepostaéuije jen jedno eislo, ale je nutno vzit n éisel,kde n je
dimenzepgislutnéhoprostoru. Vektor si lze pgedstait jako orientovanou Use&u nebo uspoddanou n-tici
bodu (vektorem nemu¥sebyt lib ovolna n-tice, ale musi sploovat uréité transformaénivztahy). U vektoru
rozlitujeme pojmy velikost, smir a orientace. V textu znaéimevektory lipkou nad pismenem,napg.v.

Ve fyzice rozlitujeme nik olik typu vektoru:

vézary (pevny) vektor je pevni ukotven na jeden bod prostoru (napg.intenzita stacionarniho elek-
trického pole E, rychlost ¥ bodu rotujiciho tilesa),

klouzavy vektor je vazary na pgimku, podél které se mu¥adibovolni pohybovat, ani¥by se zminil
jeho fyzikalni puaéineky (napg.sila F pusobicina dokonale tuhé tileso),

volny vektor je vazany na mno¥im rovnobi¥arych pgimek,je mo¥ungej libovolni v prostoru posouvat
(napg.momert D silové dvojice, ktera pusobi na dokonale tuhé tileso)

Z hlediska reprezenace Ize rozlitovat

aritmetic ky vektor, co¥je uspogadanamno¥sinaéisel, resp. uspogadanamno¥sinadvojic bodu,
kterd sez hlediska dimenze zobrazuje do lib ovolného geometrického prostoru (pgimla, rovina, tro j-
rozmirny prostor), tj. gadlova matice.

Po pgipojeni pojmu velikosti Ize vytv ogit geometric ky vektor pomoci pojmu orientované Usedy.

Tenzor je slo¥itavelieina, k jejimu%auréeni je tgebavice uréovacich prvki ne¥je dimenze prostoru.
Tenzory rozlitujeme podle tzv. gadu.Nejjednoduli je tenzor druhého gadu,ktery ma ve fyzice praktic ky
vyznam a ktery ma v n-rozmirném prostoru n? slo¥%ekV trojrozmirném euklidovském prostoru ma
3? = 9 slo¥ek, kterdze psat jako matici

0 1
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Ve zvlaltnich pgipadeb Ize tenzor vystinnout mentim poétem parametrti ne¥:32:

symetric ky tenzor ma slo¥kysploujici podminku a; = a;; a je jednoznaéniuréen6 slo¥ami,

antisymetric Ky tenzor splouje podminku a; = @i, zekteré plyne aj1 = az = azz = 0 (prvky
na diagonalejsou nulové), co¥omezuje poeet neza&islych a nutnych slo¥elna tai.

V trojrozmirném prostoru déale plati, ¥etenzor nultého gaduma 3° = 1 slo¥ku(tj. skalar), tenzor
prvniho gaduma 3' = 3 slo¥ky(tj. vektor). Obecni tedy plati, ¥setenzor k-tého gaduma n slo¥sekkde
n je dimenze prostoru.

Vektory

Fyzikalni zakony zapsanéve vektorovémtvaru jsou nezésislé na volbi sougadnéhaysténu a maji jedno-
duchy a pgehledry tvar.

Z hlediska matematickéhojsou vektory prvky prostoru (tzv. a nni vektorovy prostor), ve kterém jsou
pro vektory t;¥ 2 E de novany operacesouétu a nasokeni realnym eislemnasledujicid vlastnosti:

1. (¢+ %) 2 E,



2. 842E, 2R, :a2E,

3. &+ ¥ = ¥+ ¢ komutativni zakon,

4. (4+ %)+ z= ¢+ (v+ 2) ascciativni zakon,
5. &+ 6= o existuje nulovy prvek,

6. o + % = © existuje opaery prvek,
7.08=9, :0=9,

8. (b+w)= :t+ v

9. ( + )u= :u+ ¢ disociativni zakon,
10. ( )= (&)= (:d),

11. 1 = o

Ekvip oletni dvojice bodu { maji spoleéry stged.
Geometricky vektor je mno¥sinastech dvojic bodu geometridkéhoprostoru, které jsou ekvipolentni sdanou
dvojici.
Linearni kombinace vektoru je soueetati; + astt, + + antty, kde ax jsou redlné koe cienty. @ikame,
Yasevektory jsou linearni nezavislé, je-li linearni kombinace vektoru rovna nulovému vektoru tehdy a jen
tehdy, kdy%a; = a, = :::= a, = 0.

Je-li E annim prostorem, na kterém je nade novan skalarni souéin vektoru t:v, pak takovy prostor
nazyvame euklidovsky prostor. Skalarni souéinje zobrazeni, které dvima vektorum pgigadirealné éislo,
a plati pro nij nasledujicivztahy:

1. tv = vt

)= wi(w) = (e
(et )2 w2zt vz

vi¥ 0, oznagujemev?
jHj=u= u2=

o g s W N

. t:¥ = 0 pro kolmé vektory (ortogonalni)
7. jev)  jdj:j¥j Cauchyho-Buodakovskéhonerovnost P

Pro skalarni soueinplati t¢:»¥ = juj:jvjcos , kde je Uhel, ktery tyto vektory sviraji. Geometricky je
skalarni souéin roven plotnému obsalu obdélnika, jeho¥jednou stranou je velikost jednoho vektoru a
druhou stranou je prumit druhého vektoru do smiru vektoru prvniho. Pro skalarni souéintgi vektoru
neplati ascciativni zakon, tj. (t:v):w 6 t:(v:w).

Vektor, pro ktery plati jej = 1, senazyva jednotk ovy vektor. Existuji tai jednotkové vektory bazeT,
T, K. Tyto vektory jsou vzajemni kolmé, tedy T:7 = K = 7:K = 0. De nujemejelti vektor elemenéarniho
posuvu ds = dxi + dyj + dzKk.

Vyjadgeni vektoru pomoci jeho sougadnic
Kolmé prumit y vektoru ¢ do sougadniceych osjsou slo¥kyuy, Uy, Uz, kde ux = Xo X1, Uy = Y2 Vi,
Uy = z, z;. Zapisujemet = (Ux;Uy;U;). Velikost vektoru sepomoci sougadnicvyjadei jako

d ———— p
jgp=u= ui+ui+ui= (x2 x1)?+(y2 y1)?+ (22 z1)%

Jednotlivé slo¥kyektoru mu¥semerreit pomoci skalarniho nasobenijednotkovymi vektory baze,uy = uT,
uy = &, u; = ek,

Pro skalarni souéin vektoru plati ve slo¥:kvém vyjadgenity = uyvy + UyVy + UzV,. PO srovnani
s pgedbtiozimi vztahy mu¥semepro Uhel mezi vektory psét

W UxVe + UyVy UV
jujtjvj jujtjvj '




(X2;Y2; 22)

Vektor Ize také zadat pomoci smirovych ahlu a velikosti, cos = =, z éeho%ix = ucos a obdobni
pro dal'i slo¥kya uhly ,
Jednotkové vektory baze maji slo¥zkyr = (1;0;0), 7 = (0;1;0), K = (0;0;1). Vektor + = (x;y;z) se
nazyva polohovy vektor.
Pro vektory lze také de novat vektorovy souein, jeho¥avysledkem je také vektor, kolmy k obima
vektorum. Vektorovy soueinseoznaéujepomoci ,tj. w =t . Pro jehovelikost plati w = uvsin , kde
je uhel mezi vektory #, ¥. Symbolicky Ize slo¥skyvektorového souéiru vyjadgit pomoci determinantu

T 7 R
W= uc uy Uy =T(UuyVz UzVy)+T(Uzvx  UxVz) + R(Uuxvy  UyVx):
Ve VoV

Geometricky je velikost vektorového soueiru eiselni rovna obsatu rovnobi¥anila
sestrgeného z obou vektoru. Smir je kolmy k rovini, ve které vektory d, v le¥ai.
Orientace je uréenapravidlem pravé ruky.

Vektorovy soueinneni komutativni, plati @ »= (v ). Je ale distributivni,
¢ (v+w)=d w+d w.Prodvojnasobry vektorovy soueinplati & (v w)=
vi(thw)  wi(tw).

Daltim souéinemje smileny souein tgi vektoru, pro ktery plati

Uy Uy Uy
(8 ¥)w= Vv W V,
W)( Wy Wz

Geometricky vyznam je nasledujici:velikost smitenéhosouéiru je (¢ ¥):w) = ju ¥ :jwjcos , co¥je plo-
cha zakladny rovnobi¥nostinu ndsokenavy!k ou rovnobi¥znostinu, tj. objem rovnobi¥znostinu. Fyzikalni
Ize chapat vysledektaké jako tok vektoru w plochou s 1.

Pgiklady
1. Vektor a o velikosti a = 5 svira s vektorem D o velikosti b= 3 Ghel = 60 . Ureete velikost vektoru
e=a+h
[7]
2. Vektor a délky 10 cm svira Ghel = 30 svektorembdélky 6 cm. Ureetevelikosta ™.

[5,67 cm]

3. Tginavzdjem na seke kolmé vektory o spoleénémpoeatku maji velikosti 2a, 2a, a. Stanovte velikost
vektoru B, ktery je souétemtic hto tai vektoru.

[b= 3a]

4. Ureete velikost vektorua= 2 |+ 2R a vypoétite jeho smirové kosiny.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Pomoci skalarniho soueiru ureete, jaky Uhel spolu sviraji vektory a=T 7,D=T 2J+ 2k.

[ =45]

. Stanovte skalarni a vektorovy souéinvektoru

(@ a=(2; 3;0),b=(1;0;4)
(b) a= (3;1;5), b= (2;4;, 2)

[2; 12 8+ 3K; 0; 22+ 16 + 10K]

. Uréete objem rovnobi¥znostinu, jeho¥gi hrany tvogivektory a = (1;2;3),b= ( 2;0;1),e= (2;1;3).

9]

. Zjistite, zdavektory a= (1;6;5), b= (3; 2;4),e= (7; 18;2) le¥iv jedné rovini.

[ano, objem rovnobi¥anostinu je nulovy]

. Uréete vektorovy soueindvou vektoru, jejich%avelikost je 7 a 4 a sviraji spolu Ghel 30 .

[14]
Uréete Uhel, ktery spolu sviraji vektory a= 3 47+ Rb= 47+ 3.
[90]
Pomoci vektorového souéiru vypoéitejte ploiny obsahP trojuhelnika A; = [3; 1;5], Az = [2;1;4],
As=1[ 3;2;1].
[5,25]

Vypoétite modul vyslednicesil F1, F2, F3 pusobicid v hranach pravidelného tro jb okého hranolu,
vychazejicid z jeho vrcholu M . Podstavna hrana hranolu ma délku 3, vy'ka hranolu je 3,5; F; je
rovna délce podstavné hrany, F; je % této délky a F3 je dvojnasobek vytky hranolu.

2
Stanovte vnitgni Ghly tro juhelnika, jeho¥archoly jsouA = [2; 4;,9],B =] 1, 4;5],C = [6; 4;6].
[90, 45]

Nedh» jsou dany lib ovolné vektory ureenévektory a, b, a= (1; 2;1), b= (2;3;5) napg.p= a+ 2b,
g=3a Db r= a+ b Uka¥tedee= (13; 7; 1)je kolmy nap, g, &

Doka%tet (v 2) = wi(thz2) Z(thv).



Klasic ka mechanik a hmotného bodu

Uvod

Pgedmit klasické medaniky
(déle jen medhaniky) je mechanicky pohyb, jeho popis v prostoru a v easea jeho pgiéiry.
Mec hanic ky pohyb je zmina vzajemné polohy tiles v prostoru a ease.
Klasicka mechanika: rychlosti tiles jsou mnohem menti ne¥sychlost svitla ve vakuu, c= 3 108 m/s.
Hmotn y bod

ktivni objekt,
ma viechny relevantni znaky tilesa, které reprezenuje,
jeho geometridé rozmiry jsou v danych souvislosted zanedbatelni malé.

Rozdileni mechaniky

Kinematik a Popis v prostoru a easebez uva¥wéani pgiéinpohybu a jeho zmin
Dynamik a Studium pgiéinpohybu a jeho zmin

Statik a Mechanika bez pohybu

Pgehled kinematiky

Pgedmitem kinematiky je matematicky popis mecanického pohybu v prostoru a éase.
Pohyb je relativni, proto je nutno udat vzta¥anétileso, sekterym spojime vzta¥ay systém (vzta¥anou
soustavu).

Vzta¥ané systémy
pravouhly (kartézsky): x, y, z
polarni sougadnicgdvojrozmirné): polomir r, Uhel

valcové sougadnicepolomir r, Ghel , sougadnicez
kulové sougadnicepolomir r, Uhel , Ghel

Kartézsky sougadny systém

osa
z
zaladni, | o
vektor K Zékladng
vektor |
0sa poeédtek [0,0,0] i osa
X zékladnj Yy
vektor i
Polohovy vektor r
Smirové kosiny: jsou de novany vztahy cos = J% cos = % cos = % a splouji podminku

cod +cof +cod =1



Pro velikost polohovéhovektoru plati jrjf = = x2 + y2 + z2, zaéinav¥adyv poeéatku a konéina tra jek-
torii.
Trajektorie je mno¥inakoncovych bodu polohovéhovektoru + = #t).

A

—_——

T (to)

/’Ilr (t0+Dt)
0,0,0

Parametrick € rovnice trajekto rie vyjadguji polohovy vektor pomoci eéaswi zavislych funkci jeho slo-
Yaektedy

t

£ = [x(t);y(t); z(t)]
1. Trajektorii je mo¥novyjadgit i v implicitnim tvaru jako F(x;y;z) = 0.

2: Zavadi sejednotkovy vektor & = J%] = (cos; cos ;cos ).

Pgiklad 1.

Je dan poIohovil) vektor = (+12; 3 0) cm.
Pak plati jrj = 122+ ( 5)2cm= " 169cm= 13cm.
Pro smirové kosiny dostdvamecos = 13, cos = 2, cos = 0.

Pgiklad 2. Vztah y mezi zakladnimi vektory

Vektor  Slo¥aky Smirové kosiny Velikost
T (1;0;0) cos =1,cos = 0,cos = T=pm=l
T (0;1;0) cos =0,cos =1,cos =0 ]‘:pmzl
[ (0;0;1) cos =0,cos =0,cos =1 K :pmzl

Zakladni vektory jsou tedy jednotkové.

Z&kladni kinematic ké velieiny
Pro kinematicky popis pohybu bodu postaéuji nasledujiciveliginy:

(okam%4iy) polohovy vektor +
okam¥iitarychlost v
okam3itézrychleni a

Zavadi sejelti vedlejti kinematické veliéiny

vektor elemenarniho Uhlového otoeéeni



vektor Uhlové rychlosti
vektor Ghlového zrychleni

Poloho vy vektor

B=xi +yj + 7k
Yl

k

W | —
<

os"i‘/‘ y
X

Ok am¥iita ryc hlost
je de novana derivaci polohového vektoru podle easu,

_dr
V= a =&
v
triektorie B N
N\ Ds = dékaoblouku
I
Vv I

A Dr f"l'DlI’
0

Mijme na trajektorii dva body A, B. Stgednirychlost pohybu mezinimi je

i¥aB j =

~lo

f-'.
T

Limitnim pgibli¥%a@anim bodu B nekoneéni blizko k bodu A sedoba nutna k pgelonani vzdalenosti mezi
nimi bli%ik nule a stgednirychlost pgebazi v okam¥sitourychlost,

Yag | W



Dle de nice tedy

2%

¥= lim wvag = Ilim
i1 g AB t 0

|

V kartézské soustari Ize pséati ve slo¥aach
¥ = (Vx;Vy;Vz) = (xy:2):

V trajektorie
r(t)

S

Vektor rychlosti ma smir teeny ke tra jektorii a jeho orientace odpovida rostoucim hodnotam éasut.
Sledujme nyni pouze velikost rychlosti

V:jVj: —__ =l 1=_"_"_=g:
Vidime, ¥%evelikost rychlosti zavisi pouzena éaswé zmini drahy (délky trajektorie).

Typic ké velik osti ryc hlosti

©igenielmg. vin ve vakuu 3 10° m/s
Orbitalni rotace Zemi kolem Slunce | 29,8km/s
Zvuk ve vzduchu 332m/s
Automobil na dalnici 36,1 m/s
Lidska chuze (prumirna hodnota) 1,2m/s
Vodivostni elektron v kovu (vgritt ) 0; 001 m/s

Délk a drahy (Useku tra jektorie)

|
|
]
a X
In nitesimalni pgirustekpolohového vektoru Ize psat jako

drF=dx T+dy T+dz K

a pro velikost plati

jdej = ds = P (dx)2 + (dy)2 + (dz)2:



Uva¥aujmenyni dvojrozmirn y pgipad(tra jektorie le¥%i jednérovini). Pakje elemert délky ds = P (dx)2 + (dy)?
a cela délka je dana integraci jako
Zy Zy Zy p
s= ds= (dx)? + (dy)? = (x)? + ()2dt;
a a a
proto%ep&eatti X = ?T)t( y = g—}’ Posledni odmocnina v pgedetlyt vyrazed je velikost rychlosti v, plati
tedy s= _ vdt.
Okam¥iité zryc hleni a
je uréenoéaswou zminou vektoru rychlosti,
dv

a= — =%
dt

a opit jej Ize v kartézskych sougadnicib pséat ve slo¥akch

a= aT+ a,J + a,K= (ax;ay;az) = (Vx;Vy;Vz):

Vektorovy elemen zminy rychlosti dv nema¥sadg obecry vztah k polohovému vekotoru +, ale existuji
ureité zavislosti. Jestli¥ese mini:

pouzerychlost, pak ma dv smir teeny k trajektorii a vytvagiteenézrychleni a;,
pouzesmir rychlosti, pak migidv ve smiru normaly k trajektorii a vznikd normalové zrychleni a,

V obecnémpgipadi je zrychleni dano souétemobou sloseka = a; + an.
Uhlo vé veligin y vyjadeené vektory:  Mijme dva polohové vektory v blizkych éaseb, #(t) a #(t + dt),

které sviraji maly Uhel d . Tomuto Ghlu pgigadime vektor d~ tak, aby byl kolmy na rovinu tvogenou
vektory (t) a ~(t + dt) a jeho velikost byla d . Pro zminu polohového vektoru dr plati

de=d~ ®

a pro velikost dr = jdrj = d~ jrjsin. Proto¥eje uhel d velmi maly, Ize vektor dr pova¥swat za éast
kruhového oblouku a psat pro elemen drahy ds= dr = d jrjsin =2=dr .




Vektoro vy souein: Pravidlo vyvrtky { vlechny vyvrtky jsou pravotoeivé { ureuje orientaci vektoru
vzniklého vektorovym soueéineme = a D tak, aby vysledny systémbyl pravotoeivy.

b

e

O—
I

QJ—

lot!

Vektor udhlové rychlosti *
sezavadi vztahem

}-:i
dt

a souvisi s obvodovou rychlosti

dr d~
= _ = =k .
¥ T F= b+ K
Mezi velikostmi plati vztahy
V=¥ = jHjesinz=1r:

2

Vektor uhlového zrychleni *
sede nuje obdobni pomoci

W O
= 5
Vztah ke zrychleni a je vtak slo¥aitijti. Proto¥sezrychleni je derivaci rychlosti podle éasu,je
dv _ d+ dr
= —=— fr+F —
d dt dt

Vzhledemk platnosti + w» =+ (+ ) dostavame

£ rl2n;

a= £+ 4+ v=*®

kde nr je jednotkovy vektor vnijti normaly a proto ma druhy élen r! ?n opaéry smysl ne¥polohovy
vektor . Vektor zrychleni setedy da rozlo¥itna dva élery:

vektor = £ vesmiru teéry
avektor r! 2n migicido stgedukgivosti.

10



Rozklad vektoru zryc hleni

oskulaeni - eena
rovina R
A
trajektorie —
Dgive zmininé élery seoznaeéujijako teéné zrychleni a normalové zrychleni. Teénézrychlenia; = =~ ¢
souvisisezvitlo vanim rychlosti pohybu bodu a pro jeho velikost Ize psat ja;j = M Normalové zrychleni
a, = & ¥ souvisisezakgivovanim tra jektorie a ma velikost ja,j = r! 2 = "r—z Vellkost celkovéhozrychleni
je vzhledemk jejich vzajemné kolmosti dana vztahemjaj = = a? + a2.
K 2 - é , F
q r r . r
a = Ww \Y

n

osay

f
vektoru plati 0sa x
X=jHqcos; y=jrsin:

Kruho v pohyb / H0)
y
Sledujmepohyb po kruhovédrazev rovini z = 0. Pak pro slo¥zkypolohového K

Pro popis takového pohybu je vhodnijti pgejitdo polarnich sougadnicr,

Pro rovnomirny kruhovy pohyb plati = !t a okam%i§ polohovy vektor Ize vyjadgit ve tvaru
= (rcos! t)i + (rsin! t)j. Po otoéenio Uhel 2 sebod dostava do vychozi pq{phy a délka tra jekto-
r|e tHdr% musi byt rovna obvodu kru¥nice.Podle obecnéhovztahu mame s = (dx)2 + (dy)2 =
R,

02 r2(sin?! t+ co@!td = o rd =2 r.Obecni pro délku drahy plati s= r .

Obvodova ryc hlost

seziska z obecnéhovztahu a je
v=( lrsin! t)T+ (! r cos! t)f:

11



q
Absolutni hodnota vektoru rychlosti vychazijvj = vz +vz= r2! 2(sin?! t+ co@!t) =r!.

Obvodova rychlost ¥ je vektor, ktery le¥iv rovini trajektorie, je kolmy na rovinu uréenouosourotace
a polohovym vektorem a ma smir teény k trajektorii. Proto jej mu3semeapsatjako

v=4+

Zryc hleni kruho vého pohybu

Po dosazenido vztahu a= ¥ ziskime
h i
a=  (r!%cos! t)f+ (r! 2sin! )R :

Srovname-li vyysledek s de nici kruhového pohybu, vidime, ¥eplati

a= |2 dostgedi zrychleni

Tedy zrychleni ma stejny smir, ale opaénouorientaci jako polohovy vektor +. Migi do poeatku sougadnic
(steedurotace) a nazyva se proto dostgedivé zrychleni. Jeho velikost je rovna velikosti norméalového
zrychlenija,j = r! 2 = "r—z Teenézrychleni je v pgipadi rovnomirného kruhovéhopohybu nulové, proto¥se
absolutni hodnota rychlosti je konstantni.
Perioda T
je doba potgebnak jednomu obihu kru¥sniceresp. doba do opsanithlu = 2 . Proto¥epro rovnomirny
pohyb plati = !1t, ziskhme srovhanim
2
T= '—:

Pgevracenouhodnotu periody nazyvame frekvence

1
f = T
jeji jednotkou je 1 Hz { hertz. Spojenim obou rovnic ziskame vztah

1 =2 f:

Pagiklad.

Eéstice se pohybuje po roubovici, jeji¥sparametrické rovnice jsou
Xx=3cos2t y=3sin2t z=6

a) Najdite vektor rychlosti, velikost vektoru rychlosti a smirové kosiny vekt i rychlosti v éaset = 1 s.
b) Najdite vektor zrychleni, velikost vektoru zrychleni a smirové kosiny vektoru zrychleniv éaset = 1 s.

Jeteni
a) Vektor rychlosti:

¥ = (VWi V2) = (XY:2)= (6 sin2 t;6 cos2 t;6 );

g — _
jeho velikost je j¥j = v+ vZi+ vZ=16 P 2 a je nezdisla na éase.
V easet = 1 s ma vektor rychlosti tvar ¥ = (0;6 ;6 ) m/s a smirové kosiny tudi¥%sjsou

Vy ) Vy 1 vy 1
cos = —=0; cos = == §p=; COS = — = p=:
v ¥ 2 ¥ 2

b) Vektor zrychleni:

a= (VoW;Vz) = (12 2cos2 t; 12 2sin2 £ 0)= (2 )2k ;
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q__
kde rxy je prumit vektoru £ do roviny z = 0. Velikost zrychleni je jaj = a2 + a2 + a2 = 12 2 a je opit
nezaisla na eéase.Zrychleni ma pouze norméalovou slo¥zku.

Smirové kosiny v easet = 1 s jsou

cos = _a—x_= 1, cos = é—’(:O; cos = _a_z.: 0:
8 8 18

Proto¥sea, je nulova, je vektor zrychleni v¥adykolmy k osez.

Dynamik a hmotného bodu

Je éastinewtonovské medaniky, tj. medaniky makroskopickych tiles, jejich¥arychlost je mnohem menti
ne¥aychlost svitla (ve vakuu). Jeji zaklady byly poprvé popséary v dile IsaacaNewtona pPhilosophiae
naturalis principia mathematicay z roku 1687.

Pgedmit dynamiky

Dynamika se zabyva studiem souvislosti mezi vzajiemnym pusobenim a pohybem tiles. K tomu pou¥sia
tyto zakladni veliéiny:

hmotnost m

hybnost p

silu F

kinematické velieiny - polohovy vektor #, rychlost v, zrychleni a
Nadale se budeme zabyvat nejjednoduttim pgipadem{ hmotnym bodem.
Hmotnost m
je skalarni kvanitativni mira tihovych a setrvaénych vlastnosti tilesa.

je dana vnitgni strukturou tiles

nezaisi na volbi vzta¥anésoustary

plati zakon zachovani celkové hmotnosti

Zakladni jednotka hmotnosti je [m] = 1 kg (kilogram)*

Hmotnosti nikteryc h tiles [kg]
Slunce 2 10%°
Zemi 6 10?4
1 m3 H,O 1 10
Molekula penicilinu 5 10 Y/
Proton 1,7 10 %7
Elektron 91 10 %

Hybnost p
je vektorova kvanitativni mira mecanického pohybu

p= my

je kolinearni s vektorem rychlosti
charakterizuje miru mechanického pohybu i z hlediska interakci

1Jako jedina zakladni veliéina ma v soustavi Sl zakladni jednotku zaéinajici psedponou pkiloy.
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Zakladni jednotka hybnosti je [p] = 1 kg.m.s !
Sila F
je vektorova kvanitativni mira vzajemného pusobeni tiles, které ma za nasledek buito zminu jejich
pohybového stavu nebo jejich deformaci.

Sila je klouzavy vektor { jeji pusobitti je v libovolném bodi vektorové pgimky, Ize ji podél pgimky
posouwat. Samotry pojem sily je abstrakci (podobni jako hmotny bod), nemu¥erealni existovat bez
hmotnych objektl (éastic €i poli), proto¥sevyjadguje miru jejich vzdjemného pusobeni.

Zakladni jednotkou hybnosti je [F] = 1 N (newton).
Tiha tiles G = mg, kde g je vektor zemslého tihového zrychleni. Tato sila je pgimo
Uumirna hmotnosti tilesa (jsou jelti jiné sily, tmirné hmotnosti tilesa?)

m

Pgiklady sil

Sila odporu prostadi F;, kter4 pusobi pgi pohybu tiles ve vazkém prostgedi.Je kolinearni s vekto-
rem rychlosti a ma opaery smysl, ve vitlini pgipadulze psat pro jeji velikost F, = % Cxjvj"; kde

je hustota vazkého prostgedi,Cy je souéinitel a exponert n le¥sv rozmezi(1; 2). Napg.pro osobni
automobily pgirychlostech nad 80 km/ho d. plati, %en = 2, C« je okolo 0,3.

F

- . »
« »

Sila smykovéhotegeni F; vznika pgi smykani pevnéhotilesa po podlo¥iceJestli¥eneni pohyb ve
svislém smiru, plati
N+G=0, N =G; F = N;

kde je soueinitel smykového tgeniz intervalu (0;1) a N velikost reakce podlo¥sky je¥sje v¥ady

kolma k jejimu povrchu.
]
A \I/

A
L

G

Sily na naboje v elektromagnetickémpoli. Tyto sily:

{ pataido kategorie elektromagnetickych interakci,

{ jsou o cca 25 gadusilnijti ne¥gravitaéni sily,

{ rozhodujici pro chemidké a biologické procesya existenci %ivta,

{ jsou vyu¥ivany v elektro-technice, -energetice, silno-, slaboproudé elektrotechnice, velkerém
prumyslu, informatice, atd.

Newtono vy zakony (NZ)

Jsouto zakladni zakony dynamiky.
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Zakon setrv aenosti { 1. NZ
Tileso setrvavéa ve stavu rovnomirného pgimaaréhopohybu nebo klidu, pokud neni nuceno pusobenim
jinych tiles tento stav zminit.

Abstrak ce: Formulacetohoto zdkona v klasické medhanice je extrapolaci emiprickych poznatku, pro-
to¥senedoka¥semanikdy eliminovat sily vzdjemného pusobeni a tedy pgesy experimentalni dukaz nelze
provést. Platnost zakona vtak Ize pozorovat napg.v pgipadi pohybu nebeskyd tiles. Zakon sily { 2.
NZ
Easova zmina hybnosti hmotného bodu je rovna vyslednésile, ktera na tileso pusobi.
dp
F=—
dt
kde p = m¥ je hybnost hmotného bodu a F je vektorova vysledniceviech pusobicid sil, F = F; + Fy +
+ F,. Jinak formulovano, pusobenim sily bod ziskava nenulové zrychleni.
V klasické mechanice hmotného bodu je v¥dym = konst a proto plati

_ d(mv) _ dv,

F dt Mot

co¥s ohledemna de nici zrychleni ddva pohybovou rovnici
F = ma

(v tomto tvaru plati ovtem jen pro hmotny bod a translaéni { posuvry { pohyb).
Uvedenarovnice se pou¥sia k zavedenijednotky sily [F] = [m] . [a], 1 N = 1 kg.m.s-2. Vyjadgeno
slovni: Jedennewton je sila, ktera hmotnému bodu o hmotnosti 1 kg udili zrychleni 1 ms 2.
Zakon akce a reakce { 3. NZ
Jestli¥adtileso A pusobina tileso B silou Fag , potom tileso B pusobina tileso A silou Fg A, a plati

Fas = Fga:

BA AB

Pusob eni::  Sily Fag a Fga jsou ve vztahu akce a reakce Ka¥sdaz nich pusobina jiné tileso. Nelzeje
proto na ¥adnéne tic hto tiles seeist.
Jestli¥aetato dvi tilesa pova¥aujemeza jeden systém, pak vysledna sila Fag + Fga = 0 je rovna
vyslednévntigni sile systému a jako takova je rovna nule (vice v kapitole o mecanice tuhého tilesa).
Toeti Newtonuv zdkon pgedstauje zaklad easti fyziky zvané statika.

Inercialni vzta¥.na soustava

V pgiradi neexistuje ani absolutni klid ani absolutni rovnomirny pgimaary pohyb, ale zavisi na volbi
sougadnésoustavy. Ka¥sdasougadnasoustava je spojena s uréitym tilesem (vzta¥aym tilesem). Pgitom
samotnévzta¥anétileso se muadibovolni pohybovat (napgiklad Zemi nebo Slunce), proto neni platnost
prvniho Newtonova zakona univerzalni, ale je omezenajen na ureité vzta¥anésoustavy.
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Jako pgiklad mu¥seslou¥aitkulieka na bloku pohybujicim serychlosti ¥ = w(t).

W

Soustava, ve které plati 1. Newtonuv zakon, se nazyva inercialni vzta¥ana soustava?. Opakem je
neinercialni soustava, ve které prvni (ani druhy) zakon neplati. Neinercialni soustava ma vzhledem k
inercialni nerulovy vektor zrychleni a.

Pgiklady:

inercialni:  sluneénisoustava, planeta Zemi (pgibli¥ani), soustavy s ni spojené, atd.

neinercialni:  dopravni prostgedkypgizrychlovani, zpomalovani, zmini smiru pohybu, startujici letadlo,
auto jedouci do zatééky, kabina vytahu pgirozjezdu a zastaveni.

Pohyb ova rovnice a jeji geleni

Rovnice F = ma = mt je pohybovarovnice. Jeto vektorovarovnice, ktera reprezeriuje 3 skalarni rovnice.
V pravouhlé sougadnésoustavi to jsou rovnice

d2
Fo= mo s

d?y
- Mz

d?y. &z,
dtz’

F,=m :
z dt2

Fy=m
Existuji dvi Ulohy:

A Jestli¥sezname tra jektorii, mu¥emeureit pusobici silu. Tato Uloha je trivialni (jedna se o dvoji
derivovani polohového vektoru podle éasu).

B Jestli¥sezndme sougadnicesily v ka¥sdémeaset, mu¥sememo¥snd?)najit trajektorii pohybu. Tato
Uloha je fundamertalni Glohou dynamiky.

Postup @eleni tlohy A:
1. zvolimeinercialni sougady systém

2. jeliko¥aname dan polohovy vektor + = r(t), derivovdnim podle éasunajdeme kinematické velieiny
v = ¥(t) aa= a(t)

3. napitemetgi (nebo dvi) skalarni rovnice pro Fy, Fy, F,. Tim je Gloha vygelena.

Postup @eleni tlohy B:

Jsou dany pusobicisily Fi; F;:::; Fn. Vyslednici sil pak pitme ve tvaru
X
F= Fi = I+ FyJ + F;R:
k=1

Pro sougadnicesily tedy plati

dvy dv. dv,
Fx=m—; F,=m—2; F,=m—=:
X dt Y dt ‘ dt
Vektor rychlosti a jeho sougadnicenajdeme integraci této rovnice:
z

dv = iF'dt; v = iF'dt
m m

27 latinsk ého inertia { setrvaénost
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Prvni integral pohybové rovnice je tedy

Z
¥ = i F dt + wg;
m
resp. ve slo¥kch
1 z
Vx = —  Fxdt+ v, 1)
Mz
W= L Fydt+vo; @
mz
1
vV, = =~ F,dt+ vg,; ©))
4)
kde integraeni konstanty o, pgipadni vo, , Vo, ,Vo, , reprezertuji lib ovolny vektor rychlosti.
Dalti integraci ziskame druhy integral pohybové rovnice
Z
£= wdt+ ro;
resp. ve slo¥kch
z
ry = X=  Vydt+ Xgp; (5)
Z
ry=y=  vydt+ yo; (6)
Z
r,=z= vydt+ zg; (7
(8)

kde integraeni konstanty +o, pgipadni Xo, Yo,2o, reprezenuji lib ovolny polohovy vektor.
Vektory vy, fp nevyplyvaji z gelenidiferencialnich rovnic. Pokud je nezname,mé Gloha B nekoneéni
mnoho geleni.Jen jedno gelenima Uloha tehdy, jestli¥sgjsou dany tzv. poéateénipodminky

Xo = X(to); Yo = Y(to); 2o = z(to) )
Vo, = Vx(to); Vo, = Vy(to); Vo, = Vz(to) (10)
(11)

které pgedstauji polohovy vektor a vektor rychlosti hmotného bodu v uréitém de novaném okam¥aikut o
a které mno¥in geleniomezuji na jeden pgipad.

[Vox, Voy, Voz ]

[Xo: Zo, Yol
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Pgiklady geleni pohyb ové rovnice:
Hmotn y bod v zemském tiho vém poli

Terto pohyb je zpravidla rovinny a probiha ve svislé rovini. Oznaéenisougadgch osvolime x, .

Dva typické pgiklady:

1. Pohyb nad povrchem Zemi pgi zanedbani odporu vzduchu, jako jsou vrhy { svisly, vodorovny,

likmy.

2. Pohyb na nakloniné rovini s uvéa¥enintgenina povrchu této roviny.

Peaedpoklady: na hmotny bod pusobisilati%eG = mg = (0; mg), o které pgedmpkladame, ¥%enezéisi
na vy'ce nad zemskym povrchem.

Pohyb v obou pgikladet se najde gelenimstejné pohybovérovnice, pouze pusobicisily a poéateéni

podminky budou ruzné.
vrh svisly

‘ r 4 vrh Sikmy
y J Voy
:
T vrh vodorovny
m I VOX
v
0,0 X
X
Vrhy
Obvyklé poéateénipodminky pro ruzné vrhy jsou uvedery v tabulkach
svisly Xo=0 yo=0 Vo, = 0 Vo, = V
vodorovny Xxo=0 yo=h Vo, = V Vo, = 0
likmy Xo=0 yo=0 v = VvpcOs Vo, = Vo Sin

@etenipohybové rovnice

X Y
ay, =0 ay= ¢
Vx = Vo, vy = gt+ vg,
X=Vot+Xo Y= 30t2+ Vo t+yo

Dosazenimpoeéateénit podminek do gelenipohybové rovnice zikAme nésledujici vysledky.

Vrh svisly poéateéni rychlosti (0;v)
Je charakterizovan podminkami vo, = 0, vy, = v, X = y = 0. Po dosazeniziskame vysledek:
vw=0 x=0
1.2
w=vVv gt y= égt + vt
Maximalni vylka vrhu sezjisti z podminky nulové rychlosti 9 = 0, co¥dava
t=t

dt
=tm

gty +v=0"! ty =

Q<
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Vrh vodorovny poéateéni rychlosti (v;0)

Je charakterizovan podminkami vo, = v, vy, = 0, X = 0,y = h, kde h je vyka nad zemi. Po dosazeni
ziskame vysledek:

Vy =V, X=vt
1 2
w= gt y=h gt

Okam¥zikty, pdopaduy homtného bodu na zem ziskame z podminky nulové vyiky, tedy y = 0. Po
dosazeniziskame

ty = P 2h=g:

Misto dopadu hmotného bodu e [xy = X(tm ),0]. Vzalenost dopadu tedy ziskime dosazenimeasuty do
rovnice pro x a obdr¥ime p
Xm = Vv 2h=g

Vrh 1ikm y poéateéni rychlosti (vpcos; vpsin )

Podobnym postupem jako dgive dostanemerovnice tra jektorie

. 1
X = VoCOSt; Y= vpsint Egtzz

Vox Xm X

Nedh» sehmotny bod dostanedo nejvy*iiho bodu sve tra jektorie v easety y. V nejvytim bodi drahy
y(tmy) = hu je slo¥sk rychlosti ve smiru osyy nulovad a mu¥semeedy psat podminku

Vy = Vg sin Otmy = 0;
zekteré ziskhmety y a jeho dosazenimdo rovnice pro slo¥skwy ziskame maximalni  vy'ku svisléhovrhu
2

Ve .
hw = y(tmy) = 2—°gsm2 :

Prozkoumejmenyni nejvzdaleniji bod tra jektorie { dostgel.Oznaémemisto, kam po svémletu hmotny
bod dopadnexy a éas,kdy setak stanety x. Sougadnicey je v tomto misti a v tomto okam¥zikunulova
a mame tedy podminku

. 1
y(tmx) = VoSin t wmx Egtﬁ,Ix = 0;
Z ni%dostanemeéasdopadu
tmx = 2V sin :
M - .
g
Prostym dosazenimziskame dostgel
2 2
Xm = X(tmx) = ZVEO cos sin = Vaosin(z ):
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Tileso na nakloniné rovini Mijme tileso na rovini
nakloniné pod Uhlem , které je ta¥enosilou F (rovno-

bi¥nous rovinou) vzhuru. Bihem pohybu uva¥aujmesou-
einitel vleénéhotgeni = konst.. Na tileso pak pusobici
nasledujici sily:
G = (Gsin; Gcos ) gravitaeni sila
F=( FO0 ta¥anasila
N = (O;N) normalova sila, reakce roviny
T = (T;0) sila tgeni

Sougady systém zvolime podle obrazku a tileso nahradime hmotnym bodem. V osey neni pohyb,
proto a, = O, tak¥edostavame podminku pro rovnovahu sil N G, = 0. Ve smiru osy x ziskame
pohybovou rovnici F + T + Gy = may.Pou¥iijeme-livztah pro silu tgeniT = N , dostanemevysledné
zrychleni

ay = F (sin + <cos ) :
x = m g :

Dynamic ké ueinky sily

Sila v¥dypusobi neoddilitelni v uréitém éaswémintervalu t = t, t; anadsekutrajektorie s mezi
koncovymi body vektoru 1, . Sila ma dva typy Ueinku:

Dt = tz'tl

1. Bihem eas.intervalu t sezmini hybnost o p{ easovy Géinek sily
2. Na Usekudrahy s sekona medanicka prace A { drahovy Géinek sily

Easovy Geinek sily { impuls sily

dp

Podle 2. Newtonova zakona plati F = %, co¥lze psat jako

Fdt = dp:
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Integraci dostaneme
I z t2 z p2
Fdt= dp=p2 pu:
ty P
Neni-li znama zévislost F = F(t), nelzeintegral vyjadgit. Jedna seo uréity integral a jeho hodnota seda
eastoureit experimentalni. Proto sede nuje impuls sily
Z,,
F=  Fdt

ty

Impuls sily I" serovna éaswému Geinku sily bihem easwéhointervalu (tz;t2).

Vita o hybnosti: Impuls sily I, pusobiciv uréitém éaswém intervalu '
(t1;t2) nahmotny bod, je rovenvektorovézmini hybnosti ptohoto hmotného P,
bodu.

Narazo va sila: Je-li éaswy interval t velmi kratky, potom je pusobicisila narazova V tomto pgipadi
nastéavaji velké zminy rychlosti pgirelativni malé zmini polohy v prostoru. Ma-li narazové sila po celou
dobu nérazu stejny smir, mudemei nahradit tzv. stgednisilou Fyp, ktera zpusobi stejny impuls
Z,,
F(t) dt = F()(tz tl) = P

t;
Jestli¥sezndme zminu hybnosti  p, mu¥emaeuréit stgednisilu, a to i tehdy, kdy¥sneznamejeji éaswy
prubih.
Pgiklad 1:
Automobil o hmotnosti 1000kg zminil swvoji rychlost z hodnoty v; = 30 m/s (108 km/hod.) nav, = 0:
1. brzdinim bihem t = 300s (5 minut),
2. narazemna pgekd¥kubihem t= 0;3s.

Jeleni . . B
Brzdici sila ma velikost F = M2 i = 3100 "co3/gav4 pro:

1. brzdini silu F = 100N (odpovida tize cca. 10 kg)
2. naraz silu F = 100000N (odpovida tize cca. 10 tun)

Vyu¥iiti narazovychsil: tvageni(kovani), stavebnictvi (buchary)

1. NZ: Zvity o hybnosti plyne 1. Newtonuv zé&kon, proto¥sepgi F = Ojei p= 0, tak¥epro libovolné
t je p= mv = konst. a proto také v = konst., co¥je 1. NZ.
Pgiklad 2:

Stgelao hmotnosti m = 2 g opoulti hlaveo rychlosti v = 300 m/s. Sila na stgeluv hlavni ma velikost
F = 400 % 10°t, kde t je éas.Jak dlouho trv & pohyb stgelyv hlavni?

Jeteni
Dobu, po ni¥se stgelapohybuje v hlavni, oznaémet;. Impuls sily ma velikost
2 4 2
| = (400 3 10°t) dt = 400, 3 10°t3:
0

Tento impuls sily je roven zmini hybnosti, tzn. p=m v=6 10 ! kg.m.s %. Dosazenimdo rovnice
| = p dostanemekvadratickou rovnici

2 10°t3 120Q;+ 1;8= O:

Tato rovnice ma dvojny kogent; = 3 10 3 s.
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Momen t sily
Momen t sily vzhledem k bodu

Moment sily M vzhledemk uréitému bodu je kvantitativni vektorova mira vzajemného pusobeni tiles,
které ma za nasledekotaéivy pohyb vzhledemk tomuto bodu.
Jednotka momertu sily [M]=N.m=newton metr

Momernt sily je de novan vztahem

M=r F;

jeho smir je toto¥%ary se smirem okam¥aitéosy rotace, vyjadguje otagivy Uéinek sily a je vazarny na bod.
pGeometric ky pohledy na velik ost momen tu sily

/ r
P } F
a

==
=3
I
==
N
T+

@]
Velikost momertu sily je
M =M=rFsin = F[j@_}: Fd:
d

kde d je vzdalenost pgimky, ve které pusobisila F, od vzta¥anéhdodu O.
Slo¥zkymomertu sily:

T 7 K My = XFy Yk
M= x 'y z ;rozepsano My = zF, xF,
Fx Fy F; M, = xFy yFy

Vlastnosti momen tu sily

1. Momernt sily vzhledemk bodu senezmini, jestli%esesila posunepo své nositelce (vektorové pgimce)

2. Momentova vita: Souéetmomertu sil pusobicid v jednom bodi vzhledemk lib ovolnému bodu je
roven momertu vyslednésily vzhledemk tomuto bodu.

Dukaz vity 2: p
Vyslednice Fyys = F1 + F2 + + F, = i”:1 F;. Spoetememomert této vyslednice

Mys =+ Fuys =+ (F1+ F2+ + Fpn)
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a pou¥ijemdlistributivni zakon platny pro vektorovy souéin
a ziskdme vysledek

Momen t hybnosti

Moment hybnosti bvzhledemk uréitému bodu je kvantitativni vektorova mira rotaéniho pohybu vzhledem
k tomuto bodu a je de novan jako

P=r p=r mw

Jednotka momertu hybnosti [b]=[r].[m v]=kg.m?.s !

Analogie::  Easovy Géinekmomertu hybnosti je tzv. rotaéniimpulz C aplati analogiel. vity impulzové
Z,,
C= Mdt=1 b

ty

Souvislost mezi vektory Ba M

Momernt sily je de novan vztahem M = ¢ mg—‘t’ . Vyp oéitejme derivaci momertu hybnosti podle easu
d dr d(mv)
- = —+ :
p (F mv) . my + .

Prvni élenna pravé strani je nulovy (je to vektorovy soueinkolinearnich vektoru). Z toho plyne, %e

d(mv)
dt

d
a(|= my) =

a pro momert sily mu¥emepsat
db
M= —;
dt
co¥je analogie 2. Newtonova zakona, resp. pohybova rovnice pro otaeivy pohyb hmotného bodu. Slovni

Ize psat:

Easova zmina momertu hybnosti hmotného bodu vzhledemk pevnénu bodu je rovna mo-
mentu vyslednésily (vzhledem k tomuto bodu), ktera na tento hmotny bod pusobi.
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Analogie mezi velieinami a vztahy pro postupny a otadeivy pohyb

Postupn y pohyb Otaeivy pohyb
Sila F Momernt sily M=r F
Hybnost p= my Moment hybnosti b=r p
Pohybova rovnice FR: B Pohybova rovnice pM = B
Impuls sily r= ttf Fdt | Rotaéniimpuls [ = ttf M dt
1. vita impulzova r= p C= 0

Dradho vy ueinek sily: mechanicka prace
Mechanicka prace A je skalarni kvantitativni mira pgedanéhanecdanického pohybu.

Nekoneéeni mald mechanicka prace je dA = Fdr. Velikost prace zavisi na ahlu , ktery svira vektor
sily s pgirustkem polohovéhovektoru, dA = F jdricos = F cos ds. Vyraz F cos je prumit sily F do

smiru dr, ktery oznaéimeF, . Elemertarni prace je pak rovna soueiru prumitu sily F; do smiru teeny k
trajektorii a elemeriu délky drahy ds.

rr
dA=F.dr

trajektorie

dr

Celkova prace A vykonanasilou F mezi body 1, ; je

Z,, Z,,
A= Fdr= F cos ds
F1 S1
Jednotka prace:[A]=1 joule (J)= 1 N.m
V pgipadi Ghlu = 90 je vyslednaprace nulova. Mezi sily, které nikdy nekonaji praci, patai

dostgediVd a odstgedina sila (jeji reakce)

magneticka Lorentzova sila: magnetické pole o indukci B pusobina ndboj Q pohybujici serychlosti
vsilouFL. = Qv B

Vyjadgeni prace pomoci sily a tra jektorie Mijme silu F = (Fx;Fy;F;) a polohovy vektor
= (x(1);y(t); z(t)). Elementarni préace je skalarnim soueinemvektort F a dr. Podle de nice skalarniho
soueiru je 7
t2
A= (Fxx + Fyy + F,z) dt
t1

kde jsme pou¥iilivyjadgenitypu dx = xdt.

Pgiklad 1

Uréete préci, kterou vykonasilaF = (0; 0; + mg), tedy sila pusobicina
hmotny bod proti ti%i, na délcejednoho zavitu ‘roubovice o paramet-
rickych rovnicich

x=3cos2 t; y=3sin2t z=61t

Jeteni
Pusobenim sily se po roubovici pohybuje hmotny bod smirem nahoru. Za éast = 1 s budou mit
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jeho sougadnicex a y stejnou hodnotu jako na poéatku. Tzn., ¥eza tuto dobu urazi bod délku jed-
tho zé&vitu. Za stejnou dobu se ve smiru osy z posuneo vzdalenosth = 6p. Pou¥ijemevztah A =
tf(FxX_+ Fyy+ F,z) dt; do ktereho dosadimevektor sily F = (0; 0; mg) a vektor rychlosti ¥ = (x;y;2) =
( 6 sin2 t;6 cos2 t;6 ). DostanemeA = int{imgz_dt: Pro mezet; at,, odpovidajici posuvu o jeden
zavit plati t;1 = 0's, ta™ 1 s. Odpovidajici sougadnicez jsou z; = z(t;) = 0,2z, = z(t;) = h=6 a
vysledné praceje A = 01 mg6 dt = mg6 = mgh.
Uvedery vztah seda zobecnit { nez&isi toti¥na tvaru tra jektorie, ale jen na rozdilu vylek z, z; = h.
Tedy pro préaci sily pgelonavajici gravitaéni pole plati

A = mgh:

Pgiklad 2

Tileso B le%ina vodorovné rovini bez tgeni. Pgi vychylce do polohy B? o délku x na nij pusobi tzv.
pru¥nasila (té¥%elasticka) velikosti
F= kx

kterd je umirnd konstanti tuhosti k (jednotka [k]=1 N/m) a velikosti vychylky z rovnova¥anéolohy. V
rovnova¥snépolozex = 0 je tato sila nulova.
Ureete praci pgi prota¥senipru¥ziry o délku L.

B B'
r-—-
o 1 ~———;——r4—
1
'/,W////// SIS /Vi/ #7)

4 Il
—+

] 0l x _|

Jeteni
Pgi prota¥enipusobimesilou F° proti elastické sile F. Jeliko¥se jedna o jednorozmirny problém, vyne-
chavame oznaéenivektoru a piteme pouzeF °= kx. Prace sily F° potom je

Z X Z X

A= FOdx = k xdx= }kxz:
0 0 2
A A = (1/2) kX
X®
c F = -k

Vyk on sily P
je de novan jako podil elemenarni prace dA k easwému intervalu dt, bihem kterého byla tato prace
vykonana,
dA
P=—:
dt
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Je-li sila F konstantni, Ize psat P = Fd—‘:‘“ = Fd—? = Fw, tedy je vykon konstartni sily roven souéiru této
sily a rychlosti pohybu hmotného bodu.
Jednotka vykonu [P] = 1 W (watt), 1W = 1J.s '=1 N.m.s ?!
Déle sede nuji pojmy:
Pagikon P, = dg\—t” { prace za éaspgijimana objektem

Yyk on P, = dé*tv { prace za easvykonana objektem
Ueinnost = Ex< 1.

P
Energie

Energie je jedna z nejdule¥itijtich a obecni nejznamijtich fyzikalnich veliéin. Slylime o ni denni zejména
v souvislosti s jeji vyrobou a spotgelou. Pgi pvyrobiy energienejde viak o jeji vyrobu, ale o pgemiru
z jedné formy energiena jinou, z hlediska vyu%iti vyhodnijti.

Kinetic ka energie

charakterizuje pohybovy stav hmotného bodu v danévzta¥snésoustavi. Souvisis praci, kterou konaji sily
pusobici na ééstici, kdy¥ase mini velikost jeji rychlosti. Chceme-li minit rychlost bodu, musime konat
praci. Jestli%ena éastici o hmotnosti m, ktera s vnikterém okam%ikupohybuje rychlosti v;, pusobi v
easwém intervalu (t1;t2) sily atyto sily vykonaji praci A2, pak easticema v éaset, rychlost v, a plati
A = %mv% %mvf. Velikost rychlosti v, nezéisi na délce trv ani dije, na tvaru trajektorie ani na
easwém prubihu pusobicit sil, nybr¥jen na praci vykonané pusobicimi silami. Veliéina Ex = %mv2 je
kinetick & energie. Lze psat A1, = Exo  Exa.

Jednotka energie[E] = 1 J (joule)

Ve strojni praxi se k akumulaci energie u%iaji setrvaéniky. Sily, kterymi pusobi napg.v motoru
na ostatni easti, konaji stgidavi kladnou a zapornou praci, tak¥esetrvaénik motoru stgidavi dodava a
odebira energii a vyhlazuje jeho chod. Kinetic kou energii setrvaéniku Ize u%aitnapg.i k pohonu lodi (jako
u setrvaénikovych ditskyc h autieéek). Mohutny, rychle rotujici setrvaénik ma velkou energii. Roztrhne-li
sevlivem setrvaénych odstgedivyd sil a skryté vady, méa Geinek jako slutna nalo¥dynamitu.

Velieina Ex zahrnuje i energii neuspgadaného(tepelného) pohybu molekul v tilesech. Tato éast
energie se zaéleasje do vnitgni energie latky a kinetickou energii soustary se rozumi pouze pohybovéa
energieuspogadanéhgohybu molekul, ti. pohybu tilesa nebo jeho éasti jako celku. V medanice mame
vittinou dije, pginich¥sevnitgni energiesoustavy nemini.

Potencialni (p olohova) energie

Zvedneme-li v tihovém poli tileso, vykoname kladnou préaci, ani¥tileso zisk& kinetickou energii. Pgi
zvedruti ziskalo energii, ktera zavisi na jeho polozevzhledemk Zemi { polohovou energii.

Uva¥aujmeeastici o hmotnosti m, ktera se pohybuje z bodu A; do bodu A, po kgivce k v tihovém
poli Zemi. Na éastici trv ale pusobi tihova sila G = mg a dalti sily, napg.odpor vzduchu a sily tiles, se
kterymi pgijde pri pohybu do styku. Prace A, kterou silavykond, je A = mg(h:  hy).

Ze vztahu plyne, %eprace A tihové sily pusobici na ééstici zévisi jen na rozdilu vytek prvniho a
poslednihobodu tra jektorie nad vzta¥anourovinou. Nezévisi na tvaru tra jektorie ani na rychlosti pohybu,
ani na jinych silach, které na éastici pusobily. Znaménko prace zavisi na znaménkurozdilu hy  hy. Je-li
tra jektorie uzavgendakgivka, pak je pracenulova A = 0. Pgedtozivztah ukazuje, ¥%.epracge rovna rozdilu
hodnot velieiny mgh v poeateenia koncové poloze hmotného bodu. Tuto velieinu nazyvame potencialni
energie hmotného bodu v tihovém poli Zemi a znaéimeE,.

Tihova energiesoustavry hmotnych bodu je souetemtihovych energiiviech elemerit alzeji jednodule
vyjadgit pomoci sougadnigejiho ti¥aitti.

Nevztahujeme-li Gvahy vzhledemk Zemi, ale obecni ke gravitaeénimu poli buzenénu tilesy libovolné
hmotné soustary (Slunce, Zemi, Misic), pak prace, kterou tyto sily vykonaji bihem lib ovolného pohybu
tiles zavisi jen na vzajemnych polohad tiles na zaééatku a konci dije. Nezavisi na zpusobu, jakym se
tilesa z poeateénido koncové polohy dostala. Silova pole (nejen gravitaéeni, ale i elektrostaticka), ktera
maji tuto vlastnost,senazyvaji konzenativni nebo potencialova.
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Potencialni energie soustavy, jeji¥sélery na sebe pusobi konzervativnimi silami, je de novana takto:
Vybereme ze viech mo¥gch stavu soustavy, charakterizovanych vzajemnymi polohami tiles, jeden a
oznagéimejej Po. Potencialni energii soustary v tomto stavu oznaeimeE s a polo¥imeji rovnu nule.
Potencialni energii soustavy v lib ovolnémjiném stavu P oznaéimeE, a de nujemeji vztahemE, Ey =

A ti. Ep= A, kde A je prace, kterou vykonaji uva¥swane konzenativni sily pgipgetiodu soustavy
ze stavu P do stavu Pg.

Zakon zachovani celkové mechanic ké energie
Pgiklad

Tileso je v klidu ve vy'ce h nad povrchem Zemi. Jeho potenciélni energiev tomto bodi je E, = mgh,
jeho kineticka energieWy = 0.V éaset = 0 je tileso uvolnino a pada k Zemi volnym padem. V éase
t = tm dopadnena Zem rychlosti vy . Jeho potencialni energiena povrchu Zemi je E; = 0. Jaka je v
tom okam%¥zikujeho kineticka energieEy ?

Deleni
Pohyb tilesa je rovnomirni zrychleny v osez sezrychlenim g (volny péqlzﬂlky h) a je popsanvztahem
z(t) = h  1gt?. Z niho dostanemepro dopad (z = 0) éasty = % Rychlost v tomto éaseje

D

vm =gt = 2gh.
Kineticka energiev okam¥zikunarazu na Zem je

1
Ey = Emv,%,I = mgh
a je tedy eiselni rovna potencialni energii E,(t = 0). Z toho je vidit, ¥elbytek potencialni energieje
roven pgirustku kinetické energie, Ep = Ek. Pgetod k diferencialum ziskivame dE, = dEy, co¥%
Ize pgepsatdo tvaru
d(Ep + Ex) = O:

Jeliko¥diferencial souétu E, + Ex serovna nule, musi byt soueetE, + Ex konstantni,
Ep + Ex = konst.

Souéetkinetické a potencialni energietilesa v zemslém tihovém poli je konstantni. To je zakon
zachovani celkové medanické energie.Doka¥eme¥aeplati nejen pro volny pad tilesa v zemslémtihovém
poli, nybr¥zcelaobecni pro jakoukoliv konzenativni silu.

Dukaz: Vykon sily F bihem intervalu dt je

_dA _ dEg .
P2~ @
Plati toti¥a 1
dA = Fdr= mvdv = d(émvz) = dEy
Pro konzenativni sily plati vztah dA = dE,, ze kterého plyne
_ dEp,
P - T

Srovnanim dvou rovnic pro vykon P dostavame
dEx _  dE
dt —  dt

a po integraci ziskame zakon zachovani celkové mechanické energie

d
) (Ec+Ep=0

Ex + Ep = konst.
Plati jen pro konzervativni sily

Souéetkinetické a potencialni energiehmotného bodu je v ka¥sdénpkam¥sikukonstantni.
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Konzerv ativni:  Zachovani = konzenace
Konzervativni sily = takové, pro ni¥%je splnin zékon zachovani celkové mecanické energie

V uvedenémzapisu je zakon zachovani celkové medanické energiejenom zvlaltnim pgipademobec-
nijtiho zakona zadchovani, ktery sevztahuje na viechny druhy energie.Zakon zachovani celkové energie
plati v nezmininém tvaru také v kvantové mechanice pro mikro éastice:elektrony, fotony, atd.

Aplik ace: U%iiti vztahu mezi medanickou energii a praci, pgipadni zakona zachovani celkové meda-
nické energieje nastroj k geleniproblému klasické medaniky.

Pgiklad

Stgelao hmotnosti m = 0; 002 kg opoutti Gsti hlavni rychlosti v, = 3000m/s. Velikost vysledné sily na
stgeluv hlavni je dana vztahem F = 400 8 10°x=9, migenood bodu zaéatku pohybu staely Uréete
délku hlavni.

@eteni Hlaveo je vodorovna, pgi pohybu stgely nedochézi ke zmini potenciélni energie, DeltaW, = O.
Pgirustekkinetické energiestgelyje tedy rovna praci sily F,

A= W= %mv§= 90 N:

Podle de nice mechanické prace je
Z S Z S
A= Fdx= (400 8 10°x=9)dx = 400s 4000s°=9:
0 0
Spojenim pgedellyd rovnic ziskame kvadratickou rovnici, jeji¥%advojnasobrym kogenemje s = 0;45 m,
co¥je hledanadélka hlavni.

Prace v poli konzerv ativnic h sil:  Jeliko¥zmina medanické energienezaisi na tvaru drahy (Useku
tra jektorie), na které k této zmini dotllo, nezésisi ani pracev poli konzenativnich sil na tvaru drahy.
Poeitejme praci konzervativni sily Fx po libovolné draze z bodu 1 do bodu 2.
z 2
Ap = . Fx dr = Wp2 Wp]_:
Nyni vypoéitejme praci této sily po libovolné jiné draze z bodu 2 do bodu 1:
z 1
Ap = , Fx de = Wp]_ Wp2:

Seétime tyto dvi rovnice: dostanemecelkovou préaci na draze z bodu 2 pgesbod 1 zpit do bodu 2, tedy
praci po uzavgenékgivce k. Dostaneme
I
Ap+ Ay = Fydr= 0O:
k

Prace konzenativni sily po uzavgenédraze je nulova.

Ay
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Soustava hmotn ych bodu a tuhé tileso
Uv od

Dosud umime gelit jen omezery sortiment problému, v nich%tvar a vnitgni struktura tiles nemaji vliv
na jejich pohyb. To souvisis pojmem hmotného bodu, ktery nepodstatné vlastnosti tilesa zanedb&a
a jedinou fyzikalni velieinou, charakterizujici tileso, je jeho hmotnost m. Existuje mnoho medcanickych
problému, které Ize gelit, kdy¥hmotné tileso nahradime hmotnym bodem.

Pgiklady

Pohyby vozidel po kgivoearych drahéch, pohyby stgel, pohyb planet ve sluneénisoustari a mnohé dalti.
Touto aproximaci viak nelze gelit viechny problémy dynamiky tiles, proto¥se:

1. dvi sily mohou pusobit na tileso v obecni ruznych bodec a tak vést k otagéivému pohybu okolo
jeho vlastni osy,
2. pusobeni jedné sily mu¥aevést rovni¥zke vzniku otéeivého pohybu (eventuelni i posuvného),

3. statickéi dynamické vlastnosti prvku stavebnich konstrukci jsou zavislé na jejich momenrtu setrvaé-
nosti vzhledemk ureité ose,

4. v toéivych strojich jsou rotujici souéasti (hgidele, setrvaéniky), jejich¥asetrvaené vlastnosti nelze
zanedbata v nikteryc h pgipadeb (setrvaéniky) jsou pgimofunkéni vyu¥sihany.

Mo dely reélného tilesa
Realnétileso mu¥.emamodelovat ruznymi zpusoby:

Hmotny bod { zpusob u3iyy v pgedbazejici éasti, zcelaseignoruje vnitgni struktura tilesa; nejvyti
stupeo idealizace

Soustava hmotnych bodu { umo%a0je zacytit éast struktury tilesa diskrétnim zpusobem a mudse
dochazet ke zmini vzdalenosti mezi jednotlivymi body

Tuha soustava hmotnych bodu { jako pgedbozi, jen vzdalenostijsou pevné

Tileso { modeluje realnéetileso jako spojité prostgedi(kontinuum) s hustotgu , zavagdime element
tilesa s objememdV a hmotnosti dm, celétileso pak ma hmotnost m = dm = dV; tileso
mu¥epodIéhat zmini rozmird (deformacim)

\

Tuhétileso { stijni jako v pgedellémbodi jde o spojité prostgedikteré ale neni deformovatelné

V tomto kurzu se nebudemevinovat situacim, kdy dochazi k deformacim, které nelze zanedbat.

dm

Poiklad

SilaF pusobina valecna jeho obvodu momertem sily, M = R F, ktery zpusobirotaci tilesa jako celku
okolo pevné osy O0C. Jestli¥seosa neni pevna, pak tileso rotuje kolem osy OO° a souéasnise pohybuje
jako celek. Druh pohybu zéavisi na sile F a na poeateéniti podminkach.
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Soustava hmotn ych bodu

Soustava hmotnych bodu je de novana jako mno%zinan hmotnych bodu chapanajako jeden celek. Vybir
hmotnych bodu, které budou zahrnuty do soustavy je libovolny, zévisi na zvoleném postupu geleni.
Poeéet stupd u volnosti soustavy

Hmotny bod { poéet stupou volnosti i hmotného bodu je roven poétu nezavislych sougadnicpravi
nutnych k jednoznaénénn ureeni polohy hmotného bodu v prostoru.

{ Volny hmotny bod v prostoru ma tgi stupni volnosti, ip = 3. Je toti% tgebauréit pravi tei
eisla,tj. sougadnicex, y a z ve zvolenémvzta¥snémsysténu.

{ Jestli¥age hmotny bod vazanna plochu o rovnici f (x; y; z) = 0, staéiudat pouzedvi sougadnice
polohy, tgeti sougadnicese vypoeéita ze zndmérovnice plochy. V takovém pgipadi ma hmotny
bod 2 stupni volnosti, ig = 2.

{ Pgi pohybu vazanémna kgivku o rovnicich z = f(x;y), z = g(x;y) ma hmotny bod jeden
stuped volnosti, ig = 1.

Plocha, ééra, atd., na kterou je vazan pohyb hmotného bodu, se nazyva vazba a jeji rovnice je
vazebni podminka. Vysledny poéet stupou volnosti je

i=io k;

kde i je poeet stupou volnosti bezvazeba k je poeet vazebnit podminek.

Pgiklad
ijme hmotny bod zaviteny na niti o délce L (matematické kyvadlo). Pro délku L plati L =
x2 + y2, co¥je jedind podminka (k = 1). Ze dvou sougadnicx, y staéi udat jen jednu, napg.x {
druha sougadnicey sevypoeitd z rovnice pro L (sougadnicez je stale nulova, pohyb je rovinny).

X

Soustava n hmotnych bodu { v trojrozmirném prostoru mai = 3n Kk stupou volnosti, kde k je
poeet vazebnit podminek (i mezi body navzajem).

Celk ova hmotnost a celkova hybnost soustavy hmotn ych bodu

V uréitém éaset = to ma k-ty bod hmotnost my, rychlost w, a hybnost px = miw. |, - .
Celkova hmotnost soustary hmotnych bodu m je skalarni kvantitativni mira tiho- V:\ Vi

vych a setrvaérych vlastnosti soustarty hmotnych bodu a je rovna souétu hmotnosti i
jednotlivych bodu
X |
m=my+my+ +m,= Mg: .
k=1 v,
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Celkova hybnost soustavty hmotnych bodu p serovna vektorovému souétu hybnosti jednotlivych bodu

X X
p=pr1t+t P2+t +Pn = Bk = MWy :

Vnitgni a vnijti sily soustavy
Na jeden bod ze soustary hmotnych bodu mohou pusobit dva typy sil:

okolni tilesa, ktera do soustary nepoéitdme, pusobi na soustavu vnijtimi silami, tuto silu pusobici
na k-ty bod oznaéme‘F.

jednotlivé hmotné body soustary na sebe pusobi pusobi vnitgnimi silami, tuto silu od bodu j
pusobicina k-ty bod oznaémeFy; .

Pro vypoeet vysledné sily pusobici na soustasu ureime nejprve vyslednou silu vekFy pusobicina k-ty
bod

X
Fk=kF+ Fii
j=1:j6k

(v sumacise nevyskytuje elenj = k, nebo» hmotny bod nepusobi sam na sete).

F21

m; my
va¥auj ustavu y u 1, My, ..., My aure i vy usilu.
Uva%aujmesoustavu n hmotnych bodu o hmotnostech m¢, m mp a uréemenyni vyslednou sil

Vnitgni  sily soustavy. Na k-ty bod soustary pusobi sily od prvého, druhého, ..., j-tého, ...,

n-tého hmotného bodu, oznaéenéostupni Fyi1, Fk2;:::; Fkn. Celkova vnitgni sila na k-ty bod tedy
je
X
Fi=Fiat Fiet +Fg+ +Fin= Fij :
j=1:;j6k

Vyjadgime nyni vnitgni silu pro vtechny body soustary. Ziskame tak postupni n rovnic pro Fi,
Fs,..., Fn. Kdy%atyto rovnice seéteme,dostaneme
0 1
X X X
Fi+Fo+ +Fe+ +F,= Fk = @ FyA:
k=1 k=1 j=1

V posledni sumaci v¥dynajdeme dvi sily, které jsou ve vztahu akce a reakce dle 3. Newtonova
zakona. To znamena,%esev soustavi navzajem ruti { vnitgni sila je nulova. Logickym dusledkem
jsou tyto vity:

1. Vysledna sila pusobicina soustaszu hmotnych bodu je rovna vyslednici vnijtic h sil.
2. Vnitgni sily nemohouzminit pohybovy stav soustary hmotnych bodu.
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Pgiklad Vysledna vnitgni silav soustari tgi hmotnych bodu. Séitaciindexy k, j probihaji nezavisle
hodnoty 1, 2, 3, élery sestejnymi indexy se vynechaji.

x3
Fk = Fio+ Fiz+ Fo1 + Foz + Fao + Fay:
k=1

Mezi timito silami plati vztahy

Fio= Fa; Fiz= Faz; Faz= Fal
Vnijti  sily. Z pgetozihovyplyv 4, ¥epouzetyto sily mohou zminit pohybovy stav soustavy.

Momen t sily v soustavi hmotn ych bodu

Na hmotny bod my pusobivnitgni sila Fyj . Moment této sily k bodu O je

Mkj = fx ijZ

Obdobni momert vnitgni sily Fjx k tomuto bodu je
Mjk =1 Fk:
Vysledny momert sily je dan jejich vektorovym souétem

N = My + M= (5 ) Fi;

kde jsme vyu¥iilizakona akce a reakce. Vektor i = £  x je kolinearni s vekto-
rem sily Fj a proto je jejich vektorovy souéinnulovy. Proto je nulovy i vysledny
momert, M = 0.

Pgedtozi Gvahu Ize zobecnit na viechny dvojice vnitgnich sil, které jsou viechny ve vztahu akce a
reakce podle 3. Newtonova zékona. Obdr¥imetvrzeni, ¥evysledny momert viech vnitgnich sil soustary
hmotnych bodu vzhledemk lib ovolnému bodu v prostoru je nulovy,

XX
Mjk =0:
k=1 j=1;j6k

To mimo jiné znamena, ¥sesoustava hmotnych bodu se nemi¥seotaéet vlivem vnitgnich sil.

Hmotn y stged soustavy hmotn ych bodu

Uva¥aujmesoustavzu hmotnych bodu, na kterou pusobi vnijti sily s vyslednici F = P F«, a hledejme
zpusob, jakym popsat chovani soustavy pgi pusobeni této sily. Vhodnym pgistupem je zavedeni pojmu
hmotny steged (ti%ai'ti).

Hmotn y steed

je ktivni bod, pgigazef dané soustavi, ktery ma tyto vlastnosti:

P
je v nim soustgedinahmotnost celésoustary m = = |_, my,
pohybuje setak, jako kdyby na nij pusobila vyslednicevnijtic h sil,

. . . . P
jeho hybnost p je proto rovna celkové hybnosti soustavry my = E:l My W .
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Vyp oeet sougadnic hmotného stgedu
Oznaémer polohovy vektor hmotného stgedu.Z vyle uvedenych vlastnosti plyne, ¥emusi platit

d(mﬁ)_gx"m _
d Cdt,

kdew = dst Obecrym gelenimrovnice je polohovy vektor

X
F= My + €

k=1

kde € je libovolny konstantni vektor. Poéatek vektoru € uréuje hmotny stgedo polohovém vektoru:

1
m

n
_ Mif+ Mafp+ + Mafn oy Mk
mi+me+  +mp k=1 M
Tato vektorova rovnice vyjadguje tgi skalarni rovnice
n P n P n
- _pkal My X - _pk=l My Yk - _pk=1 My Zy
X = n 1 y - n 1 zZ = n .
k=1 Mk k=1 Mk k=1 Mk

Vlastnosti hmotného stgedu

Poloha hmotného stgeduvzhledemk soustavi hmotnych bodu nez&isi na volbi vzta¥anéhaystému.

Jestli%ezvolime poéételpvzta%néhosystérm (jleho sougadnésoustary) v hmotném stgedu, potom
n

plati + = 0, tak¥%etaké |, _; myrye = 0.

V hmotném stgedusoustary je soustgedinacelkovd hmotnost soustavy.

Jeho hybnost serovna vektorovému souetu hybnosti viech bodu soustary

V zemslém tihovém poli je hmotny stgedsoustavy totoary s pusobiltim tihové sily a nazyva se

tiyaitti.
Paiklad

Naleznite bod na spojnici Zemi{Misic, v nim%¥le¥ihmotny stgedtéto soustary dvou phmotnych boduy.
Hmotnost Misice my a hmotnost Zemi mz spolu souvisivztahem m; = 80my, .

Misic
My

X=Xm

Jeteni
Vzta¥aty systémstanovime jako osux. Poéatek sougadnige ve stgeduZemi. Sougadnicdhmotného staedu

bude
_ MzXz + My Xm _ My

mz + My T omz +my
po dosazenihodnot xy = 384000km dostanemex = 4740km. Hmotny stgedsoustary Zemi{Misic le%ai
1630km pod idealnim povrchem kulové Zemi.

XM 5

Impulso vé vit y

Druhy Newtonuv zakon platil jen pro jeden hmotny bod. Jeho zobecnini pro soustasu hmotnych bodu
formuluje tzv. impulsové vit y.
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Prvni impulso va vita

Vezmemenejprve jeden hmotny bod k ze soustavy. Pro tento bod tedy plati
d X
il = Fg + F;
dt N
j=1:;j6k

Prvni elenFy je vyslednicevnijtich sil pusobicid na bod k, druhy élenje vyslednicevnitgnich sil na bod

k. Takové rovnice mu¥.emenapsat pro vtechny body k = 1;2;:::;n a po jejich seéteniziskame
X4 X x X
d—ptk = Fi + Fyj
k=1 k=1 k=1j=1:j6k

Posledniélen (dvojity souéet)je vyslednice vnitgnich sil mezi viemi body soustavy a je tudi¥aroven nule.
Nyni zaminime pogadisouétu podle k a derivace podle easuna levé strani rovnice a zikame

g X X
a = Fi:
k=1 k=1

P P
Oznaéimep = E:l p«x jako celkovou hybnost soustary hmotnych bodu a F = E:l Fx jako vyslednici
viech vnijtic h sil pusobicit na soustaszu a mu¥aemeosat prvni impulsovou vitu

_ dp.
F= g

Easova zmina celkové hybnosti soustary je rovna vysledné vnijti sile pusobici na soustau
hmotnych bodu.

Izolo van& soustava
Soustava, na kterou nepusobi vnijti sila, tzn. soustava, pro kterou plati F = 0, senazyva izolovana. Z
prvni impulsové vity pro ni plynou nasledujici dusledky:

Celkova hybnost izolovanésoustary hmotnych bodu je konstantni. Zakon zachovanicelkovéhybnosti
izolované soustavyhmot. bodu

Celkova medanicka energie izolované soustary hmotnych bodu je konstantni. Zakon zachovani
celkovéenemie izolované soustavyhm. b.

Hmotny stgedizolovanésoustavy je buito v klidu nebo v rovhomirném pgimaarémpohybu. Zakon
pohybuhmotného steedu izolované soustavyhm. b.

Pagiklad

Balistické kyvadlo uréené pro migeni rychlosti stgely je bedna s piskem na paralelnich zavisech. Na
soustavu stgelya kyvadla Ize nahli%etiako na izolovanou soustavu dvou hmotnych bodu. Odvoite vztah
pro uréenirychlosti stgelyz vytky bedny.

J

V vo=0

:
—>

m

Deteni
Oznaemevlastnosti stgelyindexem 1 a vlastnosti bedry indexem 2. Na zaéétku, pgedvniknutim stgely
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do bedny, mame podminky pro stgeluv; 6 0, p; = mv; a bednu v klidu vo = pg = 0, celkova hybnost je
p= pi1. Tisni po vniknuti stgelyje v; = vp = v a vysledna hybnost soustavy je p= (m1 + mg)v.
Ze zakona zachovani celkové hybnosti obdr3zimerovnici

mjvy = (Mg + mo)v:

Po vniknuti stgely se zaénebedna pohybovat a vlivem zavisu se bude mirni zvedne. Maximalni vytka
h odpovida nulové rychlosti bedny se stgeloua v této poloze je velkerd poeateénikinetickad energie
pgeminina na potencialni. Ze zdkona zachovani celkové energiepak plyne vztah

2y,2
1 mivf

Em = (my + mo)gh:

Druhd impulso va vita

Opit mijme soustasu hrpptnych bodt s hmotnostmi my, hybnostmi pc = mycw
apusobicimisilami Fi, +  Fji. Mon‘lg-:nt hybnosti k-tého bodu je i, = r  mw.
Momernt sily My = /¢ Fx + Fj«k zpusobuje éaswou zminu momertu
hybnosti X

Be=f Fi+ Fik;

X X x X
B= = fk Fk + fo  Fik s
k=1 k=1 k=1 j=1;j6k

kde druhy élen (dvojith sumace)je vysledny momert vnitgnich sil a ten je opit nulovy.
Oznaéime-livysledny momert vnijtic h sil

X
M= k=1" & Fg ;

ziskame druhou impulsovou vitu

Easov4 zmina momertu hybnosti soustary hmotnych bodu je rovna vyslednénmu momertu
vnijtic h sil.
Pro izolovanou soustavu je M = 0 a proto i = 0, co¥wedek zakonu zachovani momentu hybnosti

X
B« = konst.

k=1

Celkovy momert hybnosti izolované soustavy vzhledemk lib ovolnému pevnénu bodu je kon-
stantni.

Volba bodu: Jednaseo momert hybnosti a momert sily vzhledemk libovolnému pevnémubodu
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Tuhé tileso
Tuhé tileso (dale jen tileso) je zvlaltni pgipadtuhé soustary hmotnych bodu, které charakterizuje:
obrovsky poéet hmotnych bodu

vzdalenosti hmotnych bodu jsou konstantni
vzdalenosti hmotnych bodu nez&isi na pusobicit silach.

Realnatilesa nesplduji podminky poslednidvi podminky, proto¥sgjsou buito pru¥nanebo plasticka.

Matematic ky model

K vypogadéanise s velkym poétem bodu aplikujeme aparat spojit ych veliéin (in-
tegrélni a diferencialni poéet) na nespjité prostgedi,pgieem3pgedmkladame, ¥ze
latka v tilese je rozlo¥enapojiti. Zavadimev tilese elemen shmotnosti dm, ktery
je tak maly, aby umo%¥snilpgetiod ke spojitému pojeti, ale tak velky, aby obsahoval
dostateéry poéet atomu nebo molekul (hmotnych bodu).

Pgechod ke spojit ym velieéindm Pgetiod ke spojit ym veliéindm realizujeme formalni transformaci
Mg ! m;
X 9
! dm

K
a vzhledem ke kompatibiliti 1ze pgevzit pojmy ze soustary hmotnych bodu. Plati { po pgebodu ke
spojit ym veliéinam { viechny vztahy a vity (hmotny stged,prvni a druhd impulsova vita).
R
Integrace: Naznaéery integral dm ve skuteénostiznamendintegraci pgescely objem tilesa V.

Novi sezavadi pojem hustota tuhého tilesa

_ dm _ elemert hmotnosti
dv elemert objemu

Takto zavedenahustota je lokalni, tzn. mu¥aeby ruzna v ruznych mistec tilesa. Zavadi sejelti stgedni

hustota = ;. Pro homogenni tileso plati gbar = = konst.
Celkova hmotnost tilesa se pomoci hustoty vyjadgi integraci
z
m = dv:
\%

Hmotn y steged

je de novan analogicky R
e = E1=dm
dm
a pro jednotliv é slo¥ky R R R
« = Eﬁdm; y = Rx_/dm; _ EEdm;
dm dm dm

V pgipadi homogennihotilesa Ize integrace provadit pgesobjem tilesa a psat
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Rovnovaha tuhého tilesa

Aby bylo tileso v klidu a rovnovaze,je nutno splnit dvi podminky:

> ]
vyslednavnijti silaje nulova, F = F = 0, —w
P

vysledny momert vnijti sily je nulovy, M = Nty.

Tyto podminky Ize splnit tgemi ruznymi zpusoly, mame tedy tei rovnova¥ané
polohy:
Stabilni rovnovaha { pgivychyleni tilesa z rovnova¥néolohy vznikne
momert sily, ktery tileso vraci do puvodni polohy.
Labilni rovnovaha { pgivychyleni tilesa z rovnova¥mnépolohy vznikne
momert sily, ktery tileso dale vychyluje z puvodni polohy. ‘

Indiferetni rovnovéaha { pgivychyleni tilesa jsou opit splniny podminky
rovnovahy, nedochazi k daltimu pohybu.

Druh y pohybu tuhého tilesa

Narozdil od bodu setuhé tileso mu¥sepohybovat dvima zakladnimi zpusoby.
Translace

je posuvry pohyb, pgi kterém viechny body tilesa se pohybuji po rovnobi¥anych
tra jektoriich a maji v uréitém t stejnou rychlost a zrychleni.

B
A B = fao fgo= konst. B

dra  _ drg I
dt T dt

d?ra _ d?rp A

@ T a@e /

Translaéni pohyb tilesa je pIni popsan pohybem jediného bodu, napg.hmotného
stgedua Ize u3iitprvniho i druhého Newtonova zakona.

Rotace

je otéeivy pohyb, pgikterém viechny body opisuji kruhové oblouky se stgedyna
oserotace. Plati

d~

dt

d+

dt

Pgitomto pohybu nelzepgimopou¥itprvni Newtonuv zakon (napg.momert dvojice
sil).

Osa: Je-li poloha osy rotace neminnd k vzta¥sném systému, pak se osanazyva pevna Takova osase
realizuje upevninim v lo%islch. Jestli%ese poloha osy mini, pak je to voln& osa.
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Poiklad

llustrativnim pgikladem mu¥ebyt ruské kolo. Pgi pomalém otaeni (! ! 0) se jednotlivé pkabinkyy
pohybuji pouze posuvrym pohybem, nenataéi se vzhledem k zemi. Pgi hodni velké rotaci (! 0) by
dochazelok jejich otaéenikolem stgeduceléhokola.

|

Kinetic k& energie tuhého tilesa

Kinetické energietuhého tilesa je soueetemkinetickych energii vtech jeho bodu

1
Ex = = mkvﬁ:
2
k=1

Energie translace

Vtechny body tilesa maji pgitranslaci stejnou rychlost ¥; = ¥, = = w, = ¥, proto je
1. X
Ex==v2 mg= Zm V%
2 1 2

kde jsme pou¥iilihmotnost hmotného stgedum .

Energie rotace

Vlechny body maji stejnou Uhlovou rychlost ! . Liti sevlak obvodovou rychlosti,
ktera ma pro k-ty bod velikost v = r¢! , kde ry je kolméa vzdalenostod osy rotace
k bodu k. Kineticka energiebodu k tedy je

1 1
Ex = SmyvZ = Zmyr2! 2
k 2 k Vi > klk @
a souetempgesviechny body ziskdime kinetickou energieceléhotilesa
1 X 1. ,X ]
Ex = > mkrﬁ! 2= E! 2 mkrﬁ;
k=1 k=1

kde jsem vyu¥iili konstartnosti Ghlove rychlosti ! .
Vyraz ~ mrg zévisi pouze na rozlo¥senhmotnosti v tilese a neda se obecni vyjadgit pro libovolné

tileso. Nazyva se moment setrvaenosti
X
J= mra:
k=1
Pro kinetickou energii rotaéniho pohybu pak Ize psat

1
Ey = éJ! 2:

Moment setrvaénosti a Uhlova rychlost v tomto vyjadgeni zastévaji analogic ké role jako hmotnost a
rychlost pgitranslaénim pohybu.
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Konigo va vita

Vysledna kinetick& energie obecnéhopohybu je rovna souétu kinetické energie translaéniho pohybu a
kinetické energierotaéniho pohybu

1 1
Ex==m v2+ 2J12
k=MVT s

Momen t setrv aénosti

je skalarni kvantitativni mira setrvaénych vlastnosti tilesa pgi otaéivém pohybu. Pro diskretni rozlo¥eni
latky je de novanavztahem

X
J= mgre;
k=1
pro spojité rozlo¥seni Z
J= r?dm:

Velikost momertu zavisi na ose,k ni¥je poeéitan.
Jednotka momertu setrvaénosti[J] = kg.m?

Polomir setrv aénosti Ry

(té%2gyraéni polomir) je takové vzdalenostod osy pgi které se bude jediny hmotny bod (s hmotnosti
rovnajici se hmotnosti tilesa) chovat pgirotaci shodni s danym tilesem, tj. bude mit stejny momert
setrvaénosti, 7 r

J= r’dm=mRi ! Rg=

o

Vyp oéet momen tu setrv aénosti

R
Zakladem je vypoéet podle de nice, tedy zevztahu J =  r?dm. Vyjadgime hmotnostni elemert pomoci
hustoty a objemu, dm = dV = dxdydz. Pak Ize psat

27227
J= r 2dx dy dz; o) o
— ‘Ja
resp. pro homogennitileso 777 J;
J= r2 dx dy dz: .
Uréuje setedy pomoci tro jné integrace. _’a/
Zname-li moment setrvaénosti k nijak € ose, mu¥.emepou¥ait Steinerovu

vitu . Nedh»je J1 momernt setrvaénostivzhledemk oseo jdouci ti%sittim tilesa.
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Pak momert setrvaénostiJ, vzhledemk jiné oseo® rovnobi¥znés o uréime ze vztahu
Joo = J1 + md?;

kde d je vzdalenostobou os.

Pgiklady

Valcova deska  Vypoeitejte momert setrvaénostihomogennivalcové desky s polomirem R vzhledem

k osejdouci stgedemkolmo na jeji plochu. Tlout»ka desky je h a hustota .

Jeteni dr @
Element plochy deskyméatvar dS = rdrd , objemu pak dV = dSh a elemen of
hmotnosti je dm = r drd h . Po dosazenido de nice ziskame ’ ds

ZRZZ
J=h rid dr=} R “h: R]
0 0 2

Proto¥secelkova hmotnost deskyje m = R 2h, Ize vztah pgepsatdo tvaru

1
Jdeska = émRz:
Koule Uréete momert setrvaénostiJr plné homogennikoule o polomiru R a hmotnosti m vzhledem
k ose,ktera sedotyka koule na jejim povrchu.
Deteni
Pgiklad rozlo%imena dvi éasti.

Podle Steinerovy vity plati Jg = J1 + mR?, proto¥evzdalenostos je
d=R.

Moment vzhledemKk ti%ilti Jt vypoétemez de nice, Jt = %mRz.

\
o

Vysledny momert setrvaénostitedy je X

2 7
Jr = =mR?+ mR? = - mR%;
R™ 5 5

Momen t setrv aenosti a moment hybnosti

Stanovme nyni souvislostmezi momertem setrvaénostiJ a momertem hybnosti B.
Uva¥aujmebod k rotujici okolo svislé osy s thlovou rychlosti . Moment hybnosti
tohoto bodu bude

N«

— — 2.
Be = f Mivic = Mirich;

kde jsmedosadilizaw = ! r«. Soueetpgescelétileso dava ; .
X
b=+ mgrg m
k J

Vyraz se sumaci pgedstauje momert setrvaenosti, tak¥eziskvame rovnici pro
rotaci tuhého tilesa kolem pevné osy

b= Jk;

ktera plati pro tilesa libovolnéhotvaru a pro lib ovolnou osu rotace.

Pohyb ovéa rovnice

Pohybovou rovnici pro rotaci tuhého tilesa okolo pevné osy odvodime ve formalni analogii k pohybové
rovnici hmotného bodu podle druhého Newtonova zakona.
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Rovnice pro momert hybnosti B tuhého tilesa, je¥sama momert setrvaénostiJ vzhledemk pevné ose
rotace, okolo ni%rotuje Ghlovou rychlosti + je

b= J+:
Provedeme-liprvni derivaci podle éasu,ziskame
B= Jk:
Proto¥seplati B= M a &= *, ziskhvame pohybovou rovnici pro rotaci tuhého tilesa kolem pevné osy

M= 3%

Pagiklad

Na setrvaéenik, ktery ma tvar plného homogennihovalce o polomiru R a momert setrvaénostiJ a ktery
je v klidu, zaénev easet = 0 pusobit teenasila F, kterd méa konstantni velikost otaéeni.
Ureete:

1. poeet otaeek setrvaéniku bihem prvnich k sekund,

2. obi¥nourychlost bodu na platti valce setrvaéniku na konci k-té sekundy

3. kinetickou energii valce na konci k-té sekundy

4. polomir setrvaénostiRRgy valcoveho setrvaeniku
Je'eni
Moment M sily F na obvodu valceje M = R F a velikost je M = RF. Pohybova rovnice pro rotaci
kolem pevné osy tedy je

M =J"=RF;
z eéeho¥ziskdme uhlové zrychleni
«_ RF.
=5
Integraci pak ziskame Uhlovou drahu
1., RF 5,
gphi = 2t = 2Jkt,

kde to = 1 s. @eleniulohy tedy jsou:

RF k2t2
4qpiJ

1. Poéetotaéekje n = — =

2. Obi¥narychlost platti valce na konci k-té sekundyjev= R! = R"t = %_

21,2+2
3. Kineticka energieEy = %J! 2= %J("t)2 = Fm'gzt", kde jse vyu¥iilivztahu pro momert setrvaénosti
vélce.
4. Z de nice polomiru setrvaenostiplyne Rg = & = &.

Zakon zachovani momen tu hybnosti pro tuhé tileso

Vyjdeme z pohybové rovnice pro rotaci tuhého tilesa okolo pevné osy 5= M. Jestli3%seM = 0, tzn. na

tileso nepusobi ¥%ady momert sily, pak Ba jeho momenrt hybnosti D je konstantni,

X
B = konst.

k
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Poiklad

Pogateénithlovéa rychlost akrobata, ktery skagetzv. salto, je ! 1 = 2 s ! vzhledem k ose prochéazejici
jeho ti%ittim; jeho momert setrvaénosti vzhledem k té¥%eoseje J; = 1;5 kg.m?. Aby zvylil Ghlovou
rychlost, akrobat pgitahneruce i nohy k tilu. Tim klesnejeho momert setrvaénostina J, = 0;5 kg.m?.
Uréete jeho novou uhlovou rychlost ! ; a zminu kinetické energie EK.

Jeteni
Puvodni momert hybnosti byl by, novy je b, = by. Proto je J1! 1 = Ju! o, tak3e! , = j—z! 1= 6s L
Zmina kinetické energiepak je

1
Ec= 3 Ji'2 3,03 =620

Praci A = Ey vykona akrobat, kdy¥apgitahneruce a nohy k tilu.

Prace pgi otaeeni tuhého tilesa

Vime, %eprace je drahovy Geinek sily. Nyni budeme hledat drahovy Géinek momentu sily.

y+dy .
d ds-
y
y R |':
G
s
i)
X  x+dx

Na bod Il pusobisilaF momertem M = + F. SilaF zpusobiv rovini xy (s osourotace z) posuruti
ds, jeho%avelikost je ds = rd , a prumity do osjsoudx = dssin = rd sin ,dy = +dscos =
+rd cos . Elementarni prace pgirotaci o uheld je

dA = Fydx + Fydy = (Fyx Fxy)d:
Vyraz v zévorce odpovida sougadniciM ;, momertu sily a tedy

dA = M,d:

Celkova prace pgiotoéenitilesa o uhel okolo pevnéosy z je

co¥se zobecni pro libovolnou orientaci osy rotace na

Z 2
A= =MdT
1
Analogie:  Tato rovnice je analogika k de nici prace A = R:f F dr. Analogii Ize nalézt i vykon pagi
otaéenituhého tilesa Z
P—dA—OI Md~= Mk,
Codt o dt S

je-li M = konst.
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Poiklad

Vyp oéitdme praci potgebnouk tomu, aby valec vykonal sestalym zrychlenim pravi n otdéek (nava¥eme
na pgedbozi pagiklad).
Jeteni

Vykonana prace bude 7

A= Md;
0
kde M = RF. Horni mezintegralu je Uhlova draha vykonanabihem prvnich k sekund. Prace potom je

A = RF . Pron otaéekmusibyt ¢ = 2n a gelenimje A = 2nRF .

Rovinny pohyb tuhého tilesa

Tuhé tileso konarovinny pohyb, jestli¥evektor okam3aitérychlosti w, ka¥adéhdimotného bodu k je trvale
rovnobi¥ary s uréitou rovinou; pro ureitost budemeuva¥swgat zpravidla rovinu xy. Rovinny pohyb tuhého
tilesa se skldda z postupnéhopohybu hmotného stgedurychlosti ¥ , ktera le%iv rovini xy, a z rotace
okolo osy prochazejicihmotnym stgedemkolmo k rovini xy.
Paiklady:

Pohyb stgelyv zemslém tihovém poli

Pohyb kol dopravnich prostgedku(kratk odobi)

Pohyb kyvadla

Pohyb planet ve sluneénisoustavi

Rovinny pohyb zahrnuje souéasnidvi rovnice { pohybovou rovnici pro pohyb hmotného stgeduT a
pohybovou rovnice pro rotaci okolo okam¥aitéosy rotace.

fosay
5 T A
Misic
[ y*
r
osax -
X* ]
Pohyb hmotného stgedu
popisuje vektorova rovnice
F= msz ;
Cde2

kde m je celkova hmotnost tilesa, F vyslednd sila pusobici na tileso. Ekvivalentni jsou dvi skalarni
rovnice
d?x

d2
dt2 Fy = o

Fx =m = m—=-:
X dt2

Rotace tuhého tilesa

okolo osy prochazejicihmotnym stgedemT kolmo k rovini xy je popsanarovnici

d2
Jr = atz = My;
kde Jt je momert setrvaenostitilesa vzhledemk osekolmé k rovini XY a prochazejiciti3silttim, M, je

slo¥sk vyslednéhomomertu sily, ktera zpusobuje rotaci tilesa okolo osy z.
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Poiklad

Homogennivalecsevali bezklouzani pgimaaggo vodorovnérovini pusobenimsily F, ktera ma pusobitti
v hmotném stgedu(ti34ilti) valce.Hmotny stgedvalce sepohybuje ve smiru osy x podle vztahu x = %atz,

kde a = konst. Ureete silu F, reakci podlo¥skyN a silu tgeniT.

Deleni
Pusobicisily maji nasledujici slo¥sky

F=(F0); T=(T:0; G=(0;G); N=(0;N):
Vyletgujme postupni dva pohyby:
1. Translaceti%ailti srychlosti ¥ = (0;v), kde v = ‘é—f Zde mame pohybové rovnice
mxr=F T; myr=N G:

Proto¥esevalecnepohybuje ve smiru osyy, je yr = Oatedy N = G. Pro rychlost hmotného stgedu
plati xy = r! = r  kde! je Uhlova rychlost rotace. Zrychleni je dano vztahema= »r = r*°.

2. Rotace okolo vodorovné osy prochazejiciti%sittim s Ghlovou rychlosti! = ?ﬂ_t Pohybova rovnice ma
tvar
J*=Tr;

kde J = Imr2.
Spojenim rovnic pro translaci a rotaci ziskame

1 ,a
-mr<—=Tr ! T= —:
2 r 2

Z rovnice pro xt dostaneme

co¥dava vysledekF = 3ma.
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