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ANOTACE

V této praci jsem se snazil popsat mechanismus zobecnéni fyzikalnich zakond do
¢tyfrozmeérného prostoru (prostoru se étyimi prostorovymi dimenzemi) a nasledné jsem tento
mechanismus pouzil na Maxwellovy rovnice as nimi souvisgjici zakony elektromagnetismu.
Prvni podkapitola druhé kapitoly ma za ukol vysvétlit potiebnou problematiku vektorové
analyzy, tenzorového poctu a specialni teorie relativity, konkrétné ¢tyivektora a zobecnénych
diferencialnich operatora. Ve druhé podkapitole jsem shrnul zakladni informace o
Maxwellovych rovnicich ve 3-D, jgich vyznam, integralni a diferencialni tvar a poté
vyjadieni pomoci potenciali. Konecn¢ ve treti podkapitole jsem popsal prevedeni
Maxwellovych rovnic do relativistického tvaru, ktery je nutny pro pridani dalsiho
prostorového rozmeéru. Ve tieti kapitole jsem rozsiiil relativistické rovnice o jeden prostorovy
rozmér a nasledn¢é odseparoval jejich ¢asové a prostorové casti. Poté jsem tyto nové rovnice
porovnal spavodnimi Maxwellovymi rovnicemi. Na konci kapitoly uvadim nastin
zobecnovani do dalsich rozmeért. Ve ¢tvrté kapitole jsem ziskané vysledky vyuzil k odvozeni
zékladnich zakonu, jako jsou Coulombuv a Biot-Savarttv, ve ¢tyfrozmérném prostoru ajejich
porovnani stémito zakony, tak jak je zname. Tyto odvozené zakony jsem poté predvedl na
jednoduchych prikladech, jako je napt. tvar tenzoru magnetického pole v blizkosti nekonecné
dlouhého vodice ve étyfrozmérném prostoru.

Prohlasuji timto, ze jsem soutézni praci vypracoval samostatné pod vedenim Jana Olsiny a
v seznamu literatury uved| veskerou pouzitou literaturu.

V Praze dne 21. 3. 2007

vlastoru¢ni podpis autora
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1. UVOD

1.1. Uvod

Cilem moji prace je seznamit ctenaie s Maxwellovymi rovnicemi, které predstavuji Gtyfi
zakladni zakony elektromagnetismu. Chtél bych je uvést v jgich diferencialni i integralni
formé a poté ukazat, jak je lze prevést do ¢tyirozmérného prostoru (tzn. pridanim jednoho
prostorového rozméru) a uvést hlavni rozdily mezi t¢émito rovnicemi ve téirozmérném a
¢tyirozmérném prostoru. Je to sice neaplikovatelné na nas vesmir, ale povazuji to za zajimavé
zobecnéni, které by mohlo mit jisté vyuziti. Z téchto ¢tyfrozmérnych rovnic jsem poté odvodil
analogie zakladnich zakona pro vypocet elektrického a magnetického pole jako je Coulombiv
zakon a Biot-Savartiv zakon ve ¢tyfrozmeérném tvaru. Poté bych chtél ukazat aplikaci téchto
odvozenych vztahi na riznych jednoduchych prikladech. V kapitolach jedna a dvaje stru¢né
shrnuti znamych poznatki o Maxwellovych rovnicich. Ve tieti kapitole pak za¢ina vlastni
pievod do 4-D prostoru. Pro pochopeni prace je nutna znal ost diferencialniho poctu.

1.2. Podékovani

Chtél bych podekovat studentovi MFF Janu Olsinovi, ngjen za to, ze u mé vzbudil zajem o
toto téma, ale také za poskytnutou pomoc v prabéhu psani prace, ktera by bez n&j ziggme
vibec nevznikla

1.3. Prehled pouzitého znaéeni

Ctyirozmérnym prostorem myslim prostor, v némz méa souradnicovy systém &tyfi navzajem
na sebe kolmé osy.

V celém textu budu pro vektorova pole psat misto A (t, X, %, X, (x4)) pouze A z divodu
uspory mista, kde osy ct, X, y, z jsou ¢asto znaceny jako X,, X, %,, X, & X, znaci ctvrtou
prostorovou osu ve 4-D (¢tyirozmérném prostoru). Vektory jsou psany tucné, nebo s volnym
indexem, napf.

A = (%%, %, (X,)).

Vsechny indexy (i, j,k) jdou od jedné do tii ve 3-D a od jedné do ¢ty ve 4-D, pouze fecké
indexy (mn,k ) jdou vzdy od nuly, kde nula je ¢asova slozka ¢tyivektoru (tenzoru), tedy
napt. A, = (A, A A AL(A))

V celém textu je pouzivana Einsteinova sumacni konvence, pokud jsou v jednom vyrazu
Vv soucinu dva stejné indexy, automaticky se pres né s¢ita napr. ve 3-D

AB =8 AB = AB,+AB, +AB, nebo

3
dva=TA_STA_TA TA TA
™ ™ I ™ X
Totéz plati i pro fecké indexy, jen se u nich s¢ita od nuly. Pokud jsou viak stejné indexy napr.

N || S : .
u s¢itani nebo odcitani, nestita se pres né, napt. ve vyrazu 2—5 - ﬂ—J jsouobaindexy, i a j,
XX
]

volné — nestita se pres né.



2.UVOD DO PROBLEMATIKY

2.1. Uvod do vektorového a tenzorového poétu

Tato kapitolaje vybérem z literatury aklade si za cil shrnuti problematiky vektorového a
tenzorového poctu, potiebné pro pochopeni prace.

a) Vektorova analyza

Zakladnim nastrojem pro popis elektromagnetismu jsou vektorova pole. Vektorové pole je
funkce, ktera kazdému bodu prostoru prifadi urgity vektor, napi: A =A(x,%,, %) je pole,
které kazdému bodu 3-D prostoru pritadi urcity vektor A . Vektorova analyza se zabyva
diferencialnim poctem téchto vektorovych poli. Prvnim dulezitym nastrojem vektorové
analyzy jetzv. gradient pole, ktery pisobi na skalarni pole a vytvaii z n¢j pole vektorové.
Gradient pole Szapisujeme jako gradS nebo NS , kde symbol N , nabla“ je vektorovy

operator, definovany jako N = i l i— Pro gradient pole Stedy plati
™ I 5
o]
gradS= NS—aaE 15 E—.
éﬂx % "1 5

Gradient pole Snam tedy da vektorové pole, kde jednotlivé vektory budou vzdy ukazovat ve
sméru negjveétsiho ristu S. Pokud budeme mit napt. vztah pro potencial bodového naboje

umisténého v pocatku j = L kde k jeurcita konstantaa r je vzdalenost od pocatku a
r

spocitame jeho zaporny gradient, dostaneme
a%aél 0 qado aé. 60

¢'&r Srz Sr K
-Nj =-k , F=— =
S VAR VR =5 (%% %)

& o

coz je vztah pro intenzitu elektrického pole. Z kulové symetrického skalarniho pole, které
klesalo podle 1/r tedy dostaneme radialni vektorové pole, které miti ve smeru rastu
skalarniho pole a klesa jako 1/r?. Tento vztah mezi potencialem a elektr. polem je definici
potencialu.
Dalsi dulezita operace spoli se nazyva divergence pole. Pisobi vzdy na vektorova
pole aznati se div A nebo také N xA . Divergence pole se spogita jako
RIA = A ﬂAZ ﬂﬂg ‘HA
fix ‘ITx2 ‘|T><3 ™%
Vysledkem divergence je tedy skalarni pole, které tika, jak moc v daném misté vektorové
pole vznika. To je logické, pokud budou vsechny tii derivace kladné, pak pole v daném misté
musi vznikat (protoze roste), na druhou stranu pokud je divergence pole nula, znamena to, ze
v daném bode je bud’ pole ve vsech smérech konstantni, nebo je jedna z derivaci kladna a
druha stejn¢ velka, ale zaporna, tzn. ze to co se ztrati ve smeru jedné osy naopak pribude ve
sméru osy druhé. V obou téchto pripadech nema pole v daném misté zadny zdroj, nic tam
nevznika.

k
=k




Sdivergenci vektorového pole je spojena integralni véta, jez se nazyva Gaussova véta a fika,
ze
(FlivAdV = A ndsS. (2.1)

To znamena, ze vsechno co vznikne v daném objemu V, vytece ven uzavienou plochou S,
ohranic¢ujici tento objem. Také tika, ze pokud se zdroj nenachazi v objemu vyhrani¢eném
plochou S, jejeho prispévek k toku plochou S nulovy. Napt. pro bodovy naboj, umistény

v pocatku souradnicové soustavy, plati, ze divergence pole E je vsude nulova, kromé nuly,
kde je nekonecna. To se da snadno dokazat piimym vypoctem div E jako

aaqo ae aeloo
Sr Sr o _ B3 33 o o3 30
RI>E =k g— > =
A gy 8 a_llﬂx a.ll o + 83 4|a)gﬂ)ﬂg &
a

coz je nulavsude, kromé r = 0. Takze pole bodového naboje vznika pravé jenom tam, kde se
nachazi tento naboj, coz dava smysl.

Dalsim a zatim poslednim zakladnim nastrojem vektorové analyzy je rotace. Pisobi
opét na vektorova pole aznadi se rot A nebotaké N” A . Vektorové souciny obecné se ¢asto
ve slozkach zapisuji takto: A =e; B,C, kde e, senazyva Levi-Civitiiv symbol anabyva
hodnot nula, pokud jsou jakékoli dvaindexy stejné, jedna, pokud jsou 123 a zméni znaménko
pii kazdé vymeéné indexa.

Zapusobenim operatoru rotace na vektorové pole tedy dostaneme opét vektorové pole se
slozkami

Ra=TA TA A A 1A TAD

% TG T T T TXg
Rotace vektorového pole ur¢uje (jak uz nazev napovida) jak pole cirkuluje, jak rotuje, kolem
daného bodu. Je vidét, ze pokud jsou v n¢jakém bodé prostoru zmény pole podie dvou os
presné stejné, je rotace ve sméru zbyvajici osy nulova. Srotaci je spojena dalsi integralni véta,
nazvana Stokesova, ktera vypada nasledovné
gotAndS = pAdl . (2.2)

Rika, ze tok rotace vektorového pole skrz plochu S uréuje jeho cirkulaci podél kiivky L,
ohranicujici tuto plochu. Jako priklad rotace uvedu magnetické pole v okoli primkového
vodice vedouciho elektricky proud. Pro velikost magnetického pole ve vzdalenosti r od

vodice plati |B| = K , kde vektor magnetického pole je vsude kolmy na r . Pro pole tedy plati:
r

B= En, kde n> =nx +n,x, =0 azaroven plati n/ +n’ =1 ztéchto podminek uréime n a
r

nasledné slozky magnetického pole jako B, =- ﬁz a B, =ﬁ2. Jedina nenulova slozka
r r
rotace je ta ve sméru treti osy (té, po které tece proud), protoze v obou zbyvajicich je bud’ B,

nebo derivace podle x, aty jsou nulové.



Pro tfeti slozku rotace mame

aﬁae(lo 3, 00
(rotB), =12 15 _ _ ¢ Yert o S 2—§£-2—X2£° K222 20
™ 1% éﬂxl ﬂxzj &2 X Py &r?
g

Coz je nulové vsude, kromé mista, kde tece proud (nuly). Jak bude pozdgji vidét ze ctvrté
Maxwellovy rovnice, jinak to ani byt nemuze.

b) Tenzory, pseudovektory

V této podkapitole bych chtél shrnout problematiku tenzori, v mife potiebné pro vlastni praci.
Stgj né jako vektor je sloupec (fadek) n éisel ktery po zapﬁsobeni naji ny vektor dé skalér
n" n, ktera po zapusobem na vektor da jiny vektor. Je dulezité tici, ze pokud plati vektorova
rovnice v jedné soustavé, pak plati i ve vsech vztaznych soustavach. Pokud indexem i
znatime fadek matice aindexem | sloupec, vypada soucin tenzoru B s vektorem A, psan ve
dozkach, takto: BA =G
Prosté se negjprve skalarné vynasobi prvni fadek matice s vektorem avznikne ¢idlo, jez je
prvni slozkou vektoru C, poté druhy fadek s vektorem atd. Tenzorové pole je tedy pole, které
kazdému bodu prostoru pritadi néjaky tenzor. Takové pole se realné projevi, az kdyz zatne
pusobit na n¢jaky vektor, stejn¢ jako kdyz napi. magnetické pole nijak silové nepasobi na
naboj, dokud se naboj nezacne pohybovat rychlosti v. V tu chvili uz ma vektor, na ktery
muze pusobit a vytvari silu. Timto se dostavam k dalsi véci, o které se chci zminit ato je fakt,
7e magnetické pole je ve skutecnosti tenzorovym polem.
Vektorové rovnice by nemély meénit svij tvar pii transformaci souradnic, napr. pii rotaci
souradnicového systému. Je to proto, ze vektor by mél byt z definice invariantni vaci prave
tieba rotaci souradnic. Pokud se vsak blize podivame najakykoliv vektorovy soucin, zjistime,
ze tyto pozadavky nespliuje. Napt. sila pasobici na jednotkovy naboj, pohybujici se rychlosti

=(1,0,0) v homogennim magnetickém poli B =(0,0,1) se spocte jako
F=v' B=(010).
Tojev poradku, sila piisobi jen ve sméru osy y, je tedy kolma na magneticke polei na
rychlost. Jenze problémy nastanou pii transformaci. Reknéme, ze oto¢ime viechny tii
soutadnicové osy. Nové vektory v nové soustavy budu znatit ¢arkované. Plati:
F=v' B=(-v) (-B)=F
Sila se tedy nezmeénila, porad miti stejnym smeérem, kladnym. Jenze to je nesmysl, protoze
oba vektory B i v mifi nyni zapornym smérem. Sila méla zmeénit znaménko také, mifit
zapornym smérem. Problém je v tom, Ze magnetické pole neni pravy vektor. Ve skutecnosti
kazdy vektorovy soucin obsahuje jeden nepravy vektor, tzv. pseudovektor, protoze vektorovy
soucin, ktery by obsahoval samé pravé vektory se netransformuje spravné. Magnetické pole
se da invariantné vyjadiit antisymetrickym tenzorem sdeviti slozkami a oznacujeme ho jako
B.
Jeho slozky dostaneme tak, ze vynasobime vektor magnetického pole Levi-Civitovym
symbolem a pos¢itame pro stejné indexy (tomuto postupu se fika dualni operace)

an B3 - B, o

B, =€,B, = (2.3)



Antisymetrie tenzoru spociva v tom ze jeho diagonala je nulova aje podle ni symetricky, az
na opacha znaménka. Nyni mazeme psat spravny vztah pro silu:
F=-v>B8

Pokud ted’ otocime souradnicové osy, vysledna sila bude mit opacné znaménko nez ptivodni,
protoze u rychlosti se znaménko zméni, ale u tenzoru sudého fadu ne. Musi se totiz zménit ve
sméru kazdého z indexi, a protoze indexy jsou dva, dvé minuska daji plus. Pro¢ tedy mtizeme
pracovat s magnetickym polem jako s vektorem, kdyz se ve skutecnosti jedna o tenzor? Je to
sice tenzor ale ma pouze tii razné slozky (dalsi téi pouze s obracenym znaménkem), a proto si
ve tiirozmérném prostoru mizeme tyto tii slozky predstavovat jako slozky vektoru ataké tak
s nimi pocitat.

c) Zobecnéné diferencialni operatory ve 4-D (klasickém)
¢asoprostoru, ¢tyrvektory

Tyto operatory, stejn¢ tak jako ctyivektory, budou potieba pro prevod Maxwellovych rovnic
do relativistického tvaru, ktery je dalezity pro samotné pridani prostorového rozmeru, je to
jedina znama cesta, jak novy rozmer pridat. Neékdy se dava zaporné znaménko k casové
souradnici, nékdy k prostorovym. Ja je budu mit tak, jak jsou v literature [1]. Ctyfvektor je
velicing, ktera se pri Lorentzové transformaci transformuje jako vektor, a ktera ma ftfi
prostorové ajednu ¢asovou slozku a znai se a,, =(a,,a).

Lorentzova transformace pro rovnomerny pohyb rychlosti v ve sméru osy x ma tvar

b= X Vtz , yi=y,
Vv
e
o WX
0=z, t¢=

2
_
V
We

Pri Lorentzové transformaci je invariantni velikost prostoroc¢asového intervalu (ds)z, ktery
ma tvar:

(cdt)”- (cb)”- (dly)"- (dz)” =(catq” - (cbed” - (ay§)"- (29

Jelikoz prostorocasovy interval predstavuje piiklad ctyivektoru (cdt,- dx,- dy,- dz) aprotoze

vsechny ¢tyivektory se z definice musi transformovat stejné, plati toto pro velikost jakéhokoli
¢tyivektoru. Pokud budeme mit dvojici étyivektort, budou se jgich slozky transformovat
stgjné, jako

ah-ab -ab -ab,.

To predstavuje skalarni soucin dvou ¢tyivektora, ktery se zapisuje takto

a.p,=ah-a®b.

Ctyirozmérny gradient musi ze skalarniho pole délat &tyivektorové pole avypada nasledovng
A .0

Nm:gm,'NE. (24)



Minus je u prostorovych derivaci proto, aby se vzniklé pole transformovalo spravné podle
Lorentzovy transformace. Pokud mame napt. skalarni pole Sjako funkci x at a vypocitame
jeho malou zménu DSpii malé zméneé casu (X je konst.) z hlediska stojiciho pozorovatele a
pohybujiciho se pozorovatel e, dostaneme

DS=- 12 pyor 12 pye= 1o

x¢ qt¢ o
kde ¢arkované souradnice znaci souradnice pohybujiciho se pozorovatele. Kdyz nyni
dosadime za tyto ¢arkované souradnice necarkované pomoci Lor. transformace, dostaneme
1S_ 1 A4S, 1So

o - T T—Ccar Ve

it V2 EMtE X

1- 5
c

coz je presné v souladu s Lorentzovou transformaci. Protoze jsme tedy piidali do vztahu pro
DS pred prostorovou derivaci minus, dostali jsme slazky ¢tyivektorového pole.

Divergence ¢tyivektoru je definovanajako

- 1 -

N a ==——+N>a, 25

= e (25)

minusy u gradientu a skalarniho soucinu se vyrusi a dostaneme plus.
Ve ttirozmérném prostoru mame tzv. Laplaceiv operator, definovany jako

2 2 2
e =ffi=d s T (26)
ix* fy" 1z
Pokud udélame to samé s N dostaneme d”Alembertiiv operator W?, pro ktery plati
. 19 -
W=N N == —-N?, 2.7
m ' m C2 ﬂtz ( )

aktery je také skalarni ainvariantni vaci Lorentzové transformaci.

2.2. Maxwellovy rovnice v trojrozmérném prostoru

Maxwellovy rovnice jsou jednim z pilita teoretické fyziky a maji pro ni obrovsky vyznam.
Predstavuji spojeni elektrickych, magnetickych a optickych jevi do jedné teorie
elektromagnetického pole. Diky nim objevil H. A. Lorentz svoji transformaci a nasledné
vznikla Specialni teorie relativity. V této kapitole bych chtél ukazat, jak tyto rovnice vypadaji
aco nam rikaji.

a)Integralni a diferencialni tvar Maxwellovych rovnic

1. Maxwellovarovnice, které setika také Gaussiv zakon elektrostatiky, vypada
v diferencialnim tvaru takto

divE=", 2.8)
e0
kde E jeintenzitaelektrického pole, r je prostorova hustota elektrického naboje a g, je

permitivita vakua. Tato rovnice ve struc¢nosti iika to, ze elektrické pole vznika tam, kde je
pritomen elektricky naboj.




Aplikovanim Gaussovy véty (2.1) dostaneme tuto rovnici v integralnim tvaru
ivEdV = = g av = 2 = Eonds, (29)
\Y € ov € 0 S

kde nje jednotkovy normalovy vektor na plochu Sanaboj Q je celkovy naboj v objemu
ohrani¢eném touto plochou. Tedy tok intenzity elektrického pole uzavienou plochou
Snezalezi viibec narozlozeni naboje v objemu, ktery tato plocha ohranicuje, alejen a pouze
najeho velikosti (ataké na prostiedi v némz se objem a plocha nachazi).

Pokud se bude nachazet naboj Q v poc¢atku souradnicového systému a predstavime si kolem
n¢j kulovou plochu Ss polomérem r, jako na obrazku (obr. 2.1)

E
E

E obr. 2.1

Jelikoz pole E je stejné vsude po povrchu celé této plochy ataké je nani kolmé, prejde plosny
integral do tvaru

(FNdS=ES= Q :
S € 0
A protoze povrch koule o polomérur je S=4pr?® dostaneme po dosazeni
_ 109
dpe, r*’
A jelikoz polejeradialni, tak ve vektorovém tvaru
=1 9 (2.10)
dpe, r

coz je znamy vztah pro intenzitu elektrického pole — Coulombuv zakon.

2. Maxwellova rovnice zni

divB =0, (2.112)
neboli, ze magnetické pole nikde nevznika, nema zadny zdroj — neexistuji magnetické naboje.
Op¢ét pouzitim Gaussovy véty (2.1) dostaneme tuto rovnici v integralnim tvaru

B NndS=0.

S

At s tedy predstavime jakoukoli libovolnou plochu, tok magnetického pole touto plochou
bude nulovy (protoze uvniti této plochy nemtze byt zadny zdroj).

3. Maxwellovarovnice, ktera se téz nazyva Faradayuv indukeni zakon, vypada takto

rotg =- 1111—? : (2.12)

Rika, ze ¢asova zména magnetického pole zpaisobuje rotaci elektrického a naopak.
Dusledky této rovnice jsou Iépe vidét v integralnim tvaru, ktery se da odvodit pouzitim
Stokesovy véty (2.2) jako

(‘jotEdS:—(‘)jT—?dS:— %c‘ﬁmdszﬁﬁxﬂ .
S S S L
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Pokud si zavedeme uzavicenou kiivku L a ozna¢ime tok magnetického pole plochou
ohrani¢enou touto kiivkou jako W, pak seintegralni tvar této rovnice da zapsat jako

el =- W, 2.13)
L ot

Takze budeme mit napt. smycku z dratu a tou budeme otacet v homogennim magnetickém
poli, vznikne na smycce nenulovy kiivkovy integral intenzity el. pole a tedy napéti. To je
elektromagneticka indukce.

4. Maxwellova rovnice, neboli Ampérav zakon, zni

. 19E
rotB=mj+—-—, 214
it (2.14)
kde m je permeabilita vakua, pro kterou plati vztah (odvozeny prave z Maxwellovych
rovnic)
@=L (2.15)
me,
cjerychlost svétlave vakuu a j je plosna hustota proudu, ktera je definovana vztahem
| =g nds, (2.16)
S

kde| je celkovy proud. Tato rovnice tika, ze magnetické pole vznika v okoli prouda
(pohybuijicich se naboji) nebo tam, kde je ¢asové proménna intenzita elektrického pole. Prave
diky tomuto ¢lenu se vakuem mohou sitit pole bez jakychkoli zdroju, ktera pouze nékde
vznikla — jak zanika elektrické pole, vznikdi magnetické a naopak, ze treti Maxwellovy
rovnice, jak zanika magnetické, vznika elektrické — navzajem se ,,drzi pii zivoté*.

Integralni tvar této rovnice dostaneme opét pomoci Stokesovy véty (2.2)

otBonds=ml += 1 aesnds = gl
S c ﬂts L

Pokud oznac¢ime tok intenzity plochou S kterou ohranicuje kiivkall, jako F , mizeme psat:
1 dF

NB>dl =m |+ —— 217
el = mi+ - G @1

Pokud budeme tedy mit ¢asoveé proménné elektrické pole, bude vznikat magnetické pole,
pokud bude nékde téct proud, bude vznikat magnetické pole.

Napi. pokud budeme mit primkovy vodi¢, kterym potece proud | akolem n¢j nazna¢ime
kruznici L jako na obrazku (obr. 2.2)

d»)

B B

obr. 2.2

magnetické pole bude vsude po kruznici stejné ataké s ni bude vsude rovnobézné.
Proto se kiivkovy integral prepise jako

1 dF

WNB>dl =BL=m| + —— .
@)B M
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A jelikoz ¢asova zménatoku intenzity elektrického pole skrz plochu vymezenou kruznici L je

pii konstantnim proudu nulova, mazeme pro velikost magnetického pole ve vzdalenosti r od

proudu psat

=" (2.18)
2pr

coz je znamy vztah pro velikost magnetického pole v blizkosti vodice s proudem.

byVyjadfeni Maxwellovych rovnic pomoci potencialua

Casto je vyhodné piepsat Maxwellovy rovnice pomoci potencialii. Protoze plati
divB =0, muzeme magnetické pole napsat jako rotaci n¢jakého vektorového pole (protoze
divergence rotace je vzdy nula, je to totiz obdobné jako napi. vyraz a>(a' b) =0) Toto
vektorové pole se jmenuje vektorovy potencial aznaci se A . Mame tedy
B=N"A. (2.19)
Pokud tento vysledek dosadime do tieti Maxwellovy rovnice (2.12), dostaneme
rotE =- 1rotA .

qit

Dale po prevedeni najednu stranu a zaméné poradi derivaci dostaneme
rot a% + M 2= 0

& ftg
To znamena, ze vnitiek zavorky miazeme psat jako gradient n¢jakého skalarniho pole (protoze
rotace gradientu je nula vzdy, je to z podobnych divodu jako u vyrazu a” ab =0). Je tedy
E+ﬂ5:-m = E:-Nj-ﬂﬁ, (2.20)

it fit

kde j je elektricky potencial (Ma fyzikalni vyznam: pokud chceme prenést v elektrickém
poli naboj z bodu A do bodu B, je vykonana prace pravé rozdil potenciala téchto bodu:
W=j (B)-j (A))
Protoze magnetické pole je rotace vektorového potencialu, mizeme si pro stejné magnetické
pole vymyslet jiny vektorovy potencial A¢, ktery se bude od necarkovaného lisit jen tim, ze
k nému pricteme gradient néjakého skalarniho poley . Magnetické pole se tim nezmeéni,
protoze rotace gradientu je nula. Muzeme tedy psat
At=A+RNy .

A také

divA¢=divA +N% .

Jelikoz nase poley je naprosto libovolné, mohu si libovolné zvolit i divergenci vektorového
potencialu, protoze pak vhodnou volbou y dostanu pozadovanou hodnotu divergence. Volba

divergence A se nazyva kalibrace.
Pro dalsi zjednoduseni se volba divergence provadi vétsinou takto

10

divA =- = g (2.22)
c
Pokud dosadime vysledek (2.20) do 1. Maxwellovy rovnice, dostaneme
3+ giva=-
Tt e,
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A po dosazeni (2.21) za divergenci potencialu dostaneme vinovou rovnici pro elektricky
potencial
- = —. 222
) -2 . (2.22)
Nakonec do 4. Maxwellovy rovnice (2.14) dosadime z rovnic (2.19) a (2.20), dostaneme

1T ‘HAo_ 1.9 1TA
NN~ A= %J+—ﬁ8 Nj - - %J'gNﬁ'g e
Levou stranu této rovnice stemi rotacemi mizeme rozepsat podle znamé algebraické
identity A" B° C=B(A>C)- (A>B)C.
Po aplikovani této identity narovnici (2.23) a po upravé dostaneme

2

gecl‘l'ﬁt; RiZA + 3%_%j' (2.24)
Vzhledem k tomu Ze vnitiek druhého gradientu nalevé strané rovnice je piesné div A, tyto
dva gradienty se odectou a dostaneme vinovou rovnici pro vektorovy potencial

(2.23)

NdivA- N

N 1PA_
NZA - =- . 2.25
2z ™ (2.25)
Tyto dve rovnice:
o 1 T°A . o 1T r
N°A- = —— =- a Nj-=——=-—
c qt? i b2 i e

piedstavuji zapis Maxwellovych rovnic pro potencialy. Jesté k nim ovsem musime pridat
kalibracni podminku

dva=- 29
c Tt
Vzhledem k rovnici (2.7) mohu tyto dvé vinové rovnice piepsat do tvaru
Wi =1 a wA=mj. (2.26)

0
Pokud budou v téchto dvou rovnicich zdroje (hustoty proudi a naboji) nulové, jsou moznym
resenim i nulova pole, ne vsak jedinym. Druhym reSenim je elektromagneticka vina (proto
vlinova rovnice), ktera se siii prostorem rychlosti c.

c) Rovnice kontinuity pro naboj, pohybova rovnice

Rovnice kontinuity piedstavuje zakon zachovani el ektrického naboje. Pokud mame n¢jaky
objem az n¢j tece proud I, plati pro celkovy naboj v objemu

| =- d_Q
dt
Pokud za proud dosadime z rovnice (2.16) dostaneme
I?ﬁi xndS = - d_Q
S dt
Nyni uzitim Gaussovy véty (2.1) dostaneme rovnici kontinuity
Fiviav =- L & av b divj+ 1 =0. (2.27)
y fty it
Tuto rovnici |ze také ziskat zdivergovanim 4. Maxwellovy rovnice (2.14)
div(rotB)=0=mdivj+ L ﬂd‘llT;/E
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anyni po dosazeni za divergenci elektrického pole z rovnice (2.8)
divj + - =0,

it
Pohybova rovnice pro naboj v elektromagnetickém poli zni
F=q(E+v’ B). (2.28)
Vzhledem k podkapitole 2.1 b) Tenzory a pseudovektory budu pohybovou rovnici pouzivat
spisevetvaru

F=q(E- v8). (2.29)
2.3. Relativisticky zapis Maxwellovych rovnic

Abych mohl pridat 1 prostorovy rozmer, musim nejprve prevést Maxwellovy rovnice do
jejich relativistického zapisu. To budu délat bud’ pres ctyipotencial, nebo z n¢j vychazejici
tenzor elektromagnetického pole. Na zacatku této kapitoly bude ¢ = 1 (pouze pro naledujici
dukaz).

a) Maxwellovy rovnice a tenzor elektromagnetického pole

Mezi hustotou naboje a plosnou hustotou proudu plati vztah

j=vr . (2.30)
Pokud totiz nékde tece proud, pak pro malou zménu naboje Q zacas Dt mame

DQ = jSDt = qvSDt,

kde Sje mala ploska, skrz kterou tece proud. Odtud uz je vidét vztah (2.30).

Nyni, pokud budeme mit ty¢ délky L, scelkovym nabojem Q , hustotou naboje r , a
prafezem S plati pro velikost naboje samoziggme vztah

Q=8 ,r,=3r,

kdeL a r jsou délkaa hustota naboje, kdyz se ty¢ zacne pohybovat rychlosti v ve sméru
svoji délky (ve smeru osy x). Odtud

r=boy —_To (2.31)

L ° J1- 2
kde jsem vyuzil vztah pro relativistickou kontrakci délek L =L v/1- v*.
Pokud se naty¢ bude divat pozorovatel pohybujici se rychlosti u ve sméru osy x, bude se mu
rychlost ty¢e jevit jako ve, pro kterou plati
v-u

ve= : (2.32)
1- uv
Abychom spocitali jakou hustotu naboje r ¢ uvidi pohybujici se pozorovatel, potiebujeme
spocitat vyraz
1 1 _ 1-uv
- 2 4 y? - 2\l 2)
J1- vé \/1_ v +2u2 2uv \/(1 v )(1 u )
1+uv - 2uv
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Nyni uz staci vyjadrit r dze vztahu (2.31)
r

r¢= \/(1

= U (2.33)

oy oY
2 2
% ) \/(1 v )
1/(1— uz) (1— uz)
coz je presné Lorentzova transformace. Pokud spocitame jesté j 4 podie
je=ve o= LU (2.34)
Jla- u2)
vidime, ze to je opét Lorentzova transformace. A pokud se n¢jaké ¢tyfti veliciny transformuiji
podle L. transformace, pak tvori ¢tyivektor.
Hustota naboje a proudu se tedy transformuiji jako ctyivektor, ktery se nazyva ctyivektor
proudu a znaci se
J.=(cr.j).
Hustota naboje je tedy ¢asova slozka ctyivektoru proudu. Z vinovych rovnic (2.26) je vidét,
ze pokud jsou hustoty proudu a naboje slozkami ¢tyivektoru, musi jimi byt i elektricky
potencial a vektorovy potencial, d’Alembertian je totiz invariantni operator, a proto to nijak
neovlivni. Proto mizeme zavést tzv. ctyipotencial A, ktery ma tvar

& ,0
=c—,Ax 2.35
A, Palars (2.39)
V zapise pies étyrpotencial 1ze shrnout Maxwellovy rovnice do jedné ¢asoprostorové rovnice
WA =mJ. . (2.36)

Ja pouziji pro piidani ¢tvrtého rozméru relativistické rovnice s tenzorem elektromagnetického
pole, ktery mam definovan jako

I:r'm = Nn An - NmAﬁ : (237)
Odtud jevidét, ze F,,, =0 a F,, =- F,,. Dalsi slozky tohoto tenzoru ziskame z rovnice (2.37)

1A A _ 1249  TAO_E

F,=--—"—%-—2=-= dobng
"TTEM M o Mty o oo

E ,
F02=?2 a F03=% a dale

:ﬁ_ﬂ:% F :%_ﬂ:_ :%_&:Bl

12 ﬂxl ﬂXQ 13 ﬂxi 2 23 ﬂXQ ﬂXS
Nyni uz muzu tenzor napsat jako matici

@, E E EO

¢ c ¢ ¢

¢ E, :

g-— 0 B -B,C
Fn =¢ é - (2.38)

G- =2 - 0 -

“2 -5 B,

¢ E -

.= B - 0 +

€ > % 2
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Prostorové slozky tohoto tenzoru jsou tedy shodné s tenzorem magnetického pole, plati
F =B;.

Prvni a ¢tvrta Maxwellova rovnice se da pomoci tohoto tenzoru zapsat takto

TF

—=mJ,. (2.39)
P
Pokud nyni polozime m= 0, dostaneme prvni Maxwellovu rovnici jako
TR _115 , r
J,=c = divE=—.
Y e
Pokud polozime m=i, dostaneme ¢tvrtou Maxwellovu rovnici
1= : 1 E . 1B, 1 ﬂE
—=mJ =mj=-—+— p rotB = myj +

B,
Protoze — I ma piesné slozky rotace, napt. proi =1jeto —

x

x-ov¢é slozce rotace.

Tento postup je vlastné separace ¢asové a prostorové slozky ¢asoprostorové rovnice. Druha
¢asoprostorova rovnice obsahujici tenzor el ektromagnetismu, ze které odseparovanim ¢asové
aprostorové slozky dostaneme druhou a tieti Maxwellovu rovnici, je nasledujici

Fm N p L N TF,
X % WX,
Pokud se v této rovnici budou dvaindexy rovnat, napi. m=n, rovnice se vynuluje
automaticky
TF.. N [ N [ ‘ﬂka TR _
LN S | S [ S
Pokud polozime m=0, zbyvaji tedy pro zbylé¢ dvaindexy jen prostorové slozky tj. n =i a
k = j, dostaneme tedy
T, | TF, ﬂF.J = ‘|T ‘ITB

T8 . 11112 coz piesné odpovida

=0. (2.40)

0=—09+ D4+ L =—7. —J apo pievedeni posedni derivace na levou stranu
ix, % ‘IT><0 fix; ‘|T>§ fit
15 T _ 1B

. To jetenzorova rovnice, protoze ma dvavolné indexy.
ix, 1% fit

Pokud se ale vynasobi e, zmeéni se narovnici vektorovou ato nasledujicim zpiisobem

Ml T fIE;

ekjl Bu ekjl E eku

ﬂt 1x; >
Pokud nyni vybereme volny index k, zbyl¢ indexy i aj se mu nesmi rovnat. Nalevé strané
rovnice v epsilonu pii s¢itani tyto indexy prohodime, ¢imz zménime jeho znaménko, jenze to
se prohozenim indext zmeéni i u B; (kvili antisymetrii tenzoru) atak se vzdy tyto dvé slozky
B sectou adaji vyraz 2B, (protOZe pokud vybereme v nasem tenzoru slozku B. , vzdy je bud’

IJ’

B, nebo - B, (k* it j)). Nalevé stran¢ rovnice tedy dostaneme - ZﬂBk
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Na pravé strané rovnice setaké i ani j nesmi rovnat k. Prvni ¢len se da prepsat jako
&y ﬂTE =e,;N,E =(rotE),, zatimco ten druhy je upin¢ stejny, akorat ma opagné znaménko
]
ajelikoz ho od toho prvniho odgitam, sestou seadaji 2(rotE), . Rovnice tedy piesla do tvaru

tieti Maxwellovy rovnice

rotE =- E .

it
Pokud chci dostat z rovnice (2.40) druhou Maxellovu rovnici, musim polozit viechny tfi
indexy pouze prostorové. Prostorové indexy mohou nabyvat tii hodnot a jelikoz se zadné dva
nesmi rovnat, je m=1 n =2 k =3, po dosazeni:

R, + fF;, + P -

0= divB
™% ™ X
Mame tedy dvé ¢asoprostorové rovnice
1-“:n'n — ﬂFrm 1-“:km T“:nk _ r Loar X . , v -,
—=mJ,, + + =0 které po odseparovani ¢asové a prostorové slozky daji
%, > ™ X

Ctyii Maxwellovy rovnice.
b)yKalibraéni podminka, rovnice kontinuity pro naboj

VInova rovnice (2.36) mohla byt odvozena pouze za polozeni kalibracni podminky ve tvaru
divA =- izl :

c It
ktera ma v relativistickém zapisu velmi jednoduchy tvar
N,A,=0. (2.41)
Rovnéz rovnice kontinuity se da velmi jednoduse napsat pomoci ¢tyivektoru proudu
J,=(cr,j) jako
RTT Lo V 2.42)
ix 1t
Nyni kdyz mam rovnice zapsany v relativistickém tvaru, mohu pristoupit k pridani jednoho
prostorového rozméru anasledné separaci ¢asovych a prostorovych slozek vzniklych
¢tyfrozmérnych rovnic.
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3.ZOBECNENI MAXWELLOVYCH ROVNIC
DO 4-D PROSTORU

3.1. Rozsireniv relativistickém zapisu

a) Rozsireni pomoci potenciala a zobecnénych rotaci

Zakladni uvahou pri rozsifovani rovnic o jeden rozmger je, ze vektorovy potencial zastane

vektorovym polem atudiz ze ¢tyipotencial bude mit nyni pét slozek. Vektorovy potencial

nyni vypada takto: A =(A, A, ALA,).

Nejvetsim rozdilem oproti ttirozmeérnému prostoru je fakt, ze magnetické pole uz se nedd
nahradit vektorem. Tenzor magnetického pole mél ve 3-D tii razné dozky atak se snim dalo
pracovat jako s (pseudo)vektorem, ve ctyirozmérném prostoru ma raznych slozek sest a je
jasné, ze sest slozek nemuze tvorit vektor ve 4-D, prosté se tam nevejdou. Ve tiirozmérném
prostoru jsme rotaci vektorového potencialu dostali nepravy vektor. Abychom z ngj ziskali
skutecné magnetické pole, museli jsme ho jesté jednou vynasobit epsilonem a postitat pies
shodné indexy. Této operaci se fika Hodgeova dualita. Jak uz jsem rekl, magnetické pole je ve
4-D tenzor 4” 4, ktery vypada nasledovné

&0 B, B, By 9

B = < BlZ 0 st B24;
! g' BlS - st 0 B34:

e Bl4 - Bz4 - 834 0 (%]
Jeho slozky ur¢im pomoci stejného vztahu, jako byl ve 3-D, pouze ve ¢tyiech rozmérech ma
epsilon ¢tyii indexy ijkl. Pomoci prvniho epsilonu ziskam z vektorového potencialu vyse
zminéné nepravé magnetické pole, néco jako (pseudo)vektor magnetické indukce ve 3-D,
které znac¢im hvézdic¢kou
Bl:l =e;NiA - (3.2
A nyni z néj analogickym postupem jako ve 3-D ziskam tenzor magnetického pole (ovsem
stitam od jedné do ¢tyr)

1 .
B; :Eeijkl By » (3.3

kde jedna polovinaje zde kviili tomu, ze slozky B, se stitgji ajsou tam vzdy dvakrat.

(3.1)

Nyni mohu postupne urcit slozky B; avyjadiit je pomoci vektorového potencialu

_TA TA A TA g TATA

By ™ T , Bu= ™ % ) 24 ™ X )
A TA 5 A TA _IA 1A
B ™ T 2 % I = ™ %
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Nyni mohu napsat tenzor magnetického pole v celé jeho krase

& | A A TA A TA TAO

; ™ T T T T X

1A 1A 0 A A A A~
g —cPe T Pe e e T 3.4)
T STA A TA TA 0 A AT

gﬂx3 ™ T T ™ T -

IA A TA TA A TA 0o =

M T T T T T o
Vektorovy potencial je nyni v jistém smyslu realnéjsi pole (nebo alespon Iépe predstavitelné)
nez to magnetické, je to normalni vektorové pole. Magnetické pole je nyni tenzorové, pasobi
pouze na vektory (rychlost pohybujiciho se naboje).

by Tvar tenzoru elektromagnetického pole ve 4-D

Jak je vidét ze vztahu (3.4) odpovida magnetické pole opét prostorové casti F,, , ma totiz
stejn¢ slozky jako F; =N A - N, A . Tenzor elektromagnetického pole se tedy spocita ze
stejného vztahu jako predtim (2.37) avypada nasledovné

E E E Eo

8

0
¢ c ¢ ¢ ¢
¢ E, N
g' ? 0 BlZ BlS B14;
¢ E -
Fo :g_ ?2 -B, O By Byl (3.5
g —
C- E -B; -By 0 By*
¢ C -
¢ E -
g' ?4 -B, -By -By O p

Opct tedy plati F; = B;.

| ve 4-D samozigjmé plati stejné relativistické rovnice (jen ¢ytivektory maji pét slozek), jako

vinova rovnice pro potencial

WA, =mJ,,

tak dvé rovnice pro tenzor F,,
1., —mJ_a F +‘|Tka +‘|TFnk 0.
i, i B 9,

Tyto dvé rovnice nyni vyuziji pro zpétné ziskani ¢ty Maxwellovych rovnic, ovsem nyni

stenzorem (3.5), takze ¢tyfrozmérnych.
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3.2. Separace €¢asové a prostorové ¢asti

F
Nejprve vezmu rovnici 11”—”“ =myJ,,, abudu postupovat stejn¢ jako ve 3-D.
%

Prvni Maxwellovu rovnici ve 4-D ziskame tak, ze polozime m=0, dostaneme

E = Cn'br = 1 E b E = r_ i
1%, c fx ix &
i nyni bézi od 1 do 4, atak leva stranarovnice je proste divergence étyfrozmérného vektoru E

16 _I& 9& & V& _gyve=". (36)
™ ™ ™ T T e,

Prvni Maxwellova rovnice se tedy nezménila, pouze elektrické pole je ctyirozmérné a hustota
naboje je ve ¢tyirozmérném prostoru.

Ctvrtou Maxwellovu rovnici dostaneme, polozime-li m=i, mame

_ ] F;
5, _ ji:@”h apo dosazeni zaslozky F;
T, o Tx
B8, LYE
_ 195 3.7
i "BJ.+C i’ &7

coz ve slozkovém zapisu predstavuje ¢tvrtou Maxwellovu rovnici ve 4-D. Tato rovnice se da
pfepwtt jako
-N >B +=— 3.8
M+ o’ (3.8)
o - - 1B, . . . .
nebot’ - N*B jeveslozkach: -N;B; =N;B; = ﬂ—' . Leva stranarovnice (3.8) je tedy jakysi
X.
]
analog rotace v trojrozmérném prostoru (ve 3-D platilo - N>B =N~ B, kde oviem vektor
magnetického pole byl pseudovektor, coz zde plati také, v upravené forme, s nasim novym
,,pseudovektorem“ (ktery je nyni ovsem tenzorem) B, , mohu psit

- N )B = E =— 1 Bk = Bk B

ﬂxj 2 Ijkl i ﬂ 82 ijk P+ ﬂ ﬂX
s ohledem navztah (3.3). Jedna polovinatu opét musi byt, protoze tenzory jsou
antisymetrické, tudiz, kdyz obratim hodnoty indexti k a |, oto¢i se mi znaménkoi u B, i u

€« Slozky se sectou ajsou tam dvakrat).

F F
o + e + TRy _ 0 tak, ze opét polozim
ix. % X,

m=0. | nadale plati, ze zadny z indexti se nesmi rovnat jinému, a tak pro zbylé dva indexy
zbyvaji jen prostorové slozky: n =ik = j dostanu
Mo TF0  T6;

Tteti Maxwellovu rovnici dostanu z rovnice

™ ™% %

apo dosazeni za F,, z(3.5)

& & _ T8 (39)
T 9ix fit
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To je tenzorova rovnice, ktera se ve 3-D dala prevést na vektorovou vynasobenim obou stran
e, - Ve 4-D se navektorovou uz prevést ned, protoze bychom ji museli nasobit e, atim
bychom dosahli jen prejmenovani indext z ij na kl . Rovnice (3.9) tedy predstavuje treti
Maxwellovu rovnici ve 4-D.

Abychom dostali drunou Maxwellovu rovnici ve 4-D, musime do rovnice

F F
T + e + Mo 0 dosadit jen prostorové indexy, jakmile totiz dosadime jeden nulovy,
™% ™ X,
dostaneme rovnici (3.9). Ve tiirozmérném prostoru byla jedna kombinace jak dosadit indexy,
nyni mame kombinace ¢tyfi: 123, 124, 134, 234. Jgjich dosazenim dostaneme ¢tyii rovnice:

ﬂBlZ + ﬂBSl + ﬂBZS - 0

™% % X

ﬂBlZ + ﬂB41 + ﬂBz4 = 0,

T e T (3.10)
By , 1By, MBy _g

™ % %

1By | 1B, | 1B, -0

™ I I

Tyto ¢tyfi rovnice predstavyji jistou analogii divergence vektoru, ktera urcéuje jak moc
vektorové pole v néjakém misté vznika a pokud je vsude nulova, pak vektor nikde nevznika.
To funguje tak, ze jsou bud’ vsechny derivace nulové (a pole je tedy vsude stejné) nebo to co
pribude ve sméru jedné osy se zase ztrati ve sméru druhé a derivace se odectou. Tyto Ctyfi
rovnice funguji stejn¢, s tim rozdilem, ze popisuji, jak se ve sméru jednotlivych os méni
sozky tenzoru B, . Je videt, ze pocet tif prvkii pro jednu rovnici je zcela dostatecny, protoze
pokud bychom chtéli naptiklad doplnit né¢jakou slozku ze zbylych rovnic do prvni rovnice,
musela by tato doplnéna byt derivovana podle ¢tvrté osy (1. tii uz tam jsou) ajediné ti
derivace podle ¢tvrté osy ve zbylych tiech rovnicich maji zase stejné slozky B, jako jsou ty

Vv prvni rovnici atudiz to opét pro divergenci nema vyznam. Dalsim duvodem, proc tyto Ctyfi
rovnice predstavuji jakous zobecnénou divergenci tenzoru (zobecnénou proto, ze kdyby tento
tenzor mél slozky vektoru, jako tomu bylo ve 3-D, presly by rovnice (3.10) do obycejné
divergence vektoru (jako tomu bylo ve 3-D) je to, ze ve 4-D jsem tenzor magnetického pole
uréil pomoci zobecnéné rotace vektorového potencialu. Jde o to, ze diky tomu ze ve 3-D
platilo divB =0 jsme mohli psait magnetické pole jako rotaci néceho, co dostalo jméno
vektorovy potencial. Jelikoz slozky B, jsou odvozeny ze zobecnene rotace, musi byt analog

divergence automaticky nulovy po dosazeni slozek vektorového potencidlu zaslozky B;.
Pokud do prvni rovnice z rovnic (3.10) dosadime za B; vektorovy potencial, dostaneme:

‘|T|312+‘|T31+‘|T23:113&11A2 A0, T A A0 T A ﬂAZO

M T DSt Mg oS T g ET, s

Protoze plati L A i A (pro ,,rozumny*, spojity prabeh A).
1%, ‘ITX3ﬂX1
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Podobné pro zbylé tti rovnice z rovnic (3.10) dostaneme:
B, fB, 1B,_ 1T &ﬂAz fAS, T A TAO, T A TAOC_,

o % T TE Mg PO, Ty TEW T g
18, 18, 1B, _ 124 9AO 1afA TAD 1A TAD
T T T TG ST Ty oS T g ST X, 5
a

1B , B, | 1B, ﬂ&ﬂAs ‘ITAZO ﬂaﬂTAz ‘ITA40 ﬂ&ﬂAA ‘ITA_,,O

™o T % EK g XE™ g HEK X g
Po dosazeni vektorového potencialu jsou tedy rovnice (3.10) automaticky nulové —
predstavuji tedy zobecnénou divergenci tenzoru a tikgji, ze tenzor magnetického pole (jeho
slozky) nemaji zadna ziidla, nikde nevznikaji. Coz je logické, pokud neexistovaly magnetické
naboje ve tiirozmérném, neexistuji tedy ani ve ¢tyirozmérném prostoru.
Maxwellovy rovnice ve 4-D tedy zni:

I.divE = o J6 T8 _ T8
€, ﬂxj 1 qt

1-[Blz +ﬂ831 +ﬂBZS :O
™% % X
ﬂBlz + ﬂB41 + ﬂBz4 =0

LB e T V. -f5B = m)J+iE
ﬂle + ﬂB41 + ﬂ834 =0 C ﬂt
™, I X
1By , 1B, , 1By _
™ T %

3.3. Nastin zobecnovani do dalsSich rozmeéra

V této kapitole bych chtél poukazat nato, ze pri zobecnéni do vyssich rozméra zastane
magnetické pole tenzorem druhého fadu. Napi. v pétirozmérném prostoru by mél vektorovy
potencial pét slozek a pseudovektor B” bude nyni tenzor tretiho fadu — bude mit tii volné
indexy. Ziskame ho jako Bj, =€,,,N,A,.

Jenze stgjn¢ jako ve 3-D a 4-D, pravy tenzor magnetického pole dostaneme Hodgeovym

dualem B, =%eijk|m8{;m , kdeve 4-D bylajednapolovina, je nyni jedna sestina, ato proto, ze

nyni je 3! moznych kombinaci jak zvolit indexy a ty se ze stgjnych divoda jako ve 4-D
vsechny sectou.

Magnetické pole je tedy opét tenzor druhého tadu, elektrické je pétirozmérny vektor a
Maxwellovy rovnice ziskame z relativistickych rovnic (2.39) a (2.40).
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4.APLIKACE CTYRROZMERNYCH
MAXWELLOVYCH ROVNIC

4.1. Coulomblv zakon

Ve 3-D se da odvodit zavislost intenzity elektrického pole na vzdalenosti od bodového naboje
velikost Q pomoci Gaussovy véty (2.1) a 1. Maxwellovy rovnice (2.8). Vysledkem je
Coulombuv zakon (2.10). Totéz |ze uéinit i ve ctyirozmérném prostoru tak, ze vyjdeme ze
zobecnéné Gaussovy Véty pro étyii rozméry, ktera ma tvar (zde ovsem A neni vekt. pot.)
CFivAdy, = [pAndv (4.1)
A \Y

kde vektorové pole A jectyirozmeérné, V, je ctyfrozmérny objem a n je opét normalovy
vektor na objem V. Pokud tuto vétu aplikujeme na 1. Maxwellovu rovnici ve 4-D, dostaneme

e9 = BE>naV . 42)

Pokud uzavieny objem V na pravé strané polozime jako povrch ¢tyfrozmérné koule
s polomérem r, dostaneme pro intenzitu vztah

E=1Q 4.3)
S, €

kde symbolem S, zna¢im pravé povrch této 4-D koule. Nyni musime vyjadiit S, jako funkci

r. Pokud si vezmu ¢tyfrozmérny polohovy vektor r = (xl X5y X3, x4) adosadim ho do

Gaussovy véty (4.1) tak, ze za uzavieny objem V beru povrch 4-D koule S, dostanu

odivrayv, = ﬁj ndS, =4V, =rS,, protoze divr =4 ar jevsude rovnobézny s n. Po upravé
v, S,

Protoze V, je primo umérné r*. Staci tedy spocitat objem 4-D koule amamei povrch.
Pro vypocet objemu pouziji analogii s vypoctem objemu 3-D koule. Pri tom vezmu objem
2-D koule, tedy kruhu, a zintegruji podle dx od 0 do r, kde proménna r¢ (polomér okamzitého

s¢itaného kruhu) zavisi na x vztahem: r¢=+/r*- x* Jelikoz timto postupem dostanu jen
polovinu objemu, vynasobim integral jest¢ dvéma. Pro objem 3-D koule tedy mame

V=2 er - xz)dx=gpr3 aanalogicky pro objem 4-D koule dostanu
0

3

r r E
V4:2(‘j/(\/r2— xz)dx:gpdrz— x2) dx. (4.5)
0 0
Zavedu substituci x =rt, po niz se mi integral (4.5) prepise do tvaru
8 41\ 2 E
V,=—prigl- t°)2dt. 4.6
L= 5P d ) (4.6)
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A nyni dalsi substituci t =sin x, po které dostanu
P

2
V, = gp r* ¢pos’xdx. 4.7)
0

Potiebuiji tedy spocitat integral z cosinu na étvrtou. V nadedujicim vypoctu integralu nebudu
opisovat ani dx ani integracni meze. Integral vypocitam metodou per partes, podle které plati:
Ofg = Fg- ¢Fg¢, kdefagjsou funkce, g¢jefunkce g derivovana aF je f integrovana.

Pro mij integral z cos® xmam

. 3 . s ..__dcos’x
(yos’ xcosx =sinxcos’ x- (finx

=sinxcos’® x+3(‘jsin2xcos2 X

Pokud sinus rozepisu podle sin” x =1- cos’ x, dostanu:
(ros’ x =sinxcos’ x+3¢pos’x - 3¢pos’ x apo tpravé avypocteni integralu z cos’ x
: 3 : o
pos’ x = SINXCos X, 3ap0SXSinX +29 Pokud dame tento vysledek do nasich
4 4& 2 25
integracnich mezi a doplnime do vztahu (4.7), dostaneme pro objem 4-D koule

Vv, :%pzr4 apro povrch: S, :%:szre‘. (4.8)

A po dosazeni tohoto vzorce do rovnice (4.3) dostaneme pro velikost intenzity elektrického
pole vztah

E= 12 23 ajelikoz je intenzita pole radialni, mazeme psat
per

E=—1 9. (4.9)
pe,r

Coz je Coulombiiv zdkon ve étyfrozmérném prostoru. Intenzitapoletutedy klesa s 1/r° a
také konstanta je odlisna. Pole vice naboju pak ziskame jako superpozici poli jednotlivych
naboj .

4.2. Magnetické pole ve €étyfech rozmérech, vypocéet
magnetického pole pfimkového vodice

V této kapitole bych chtél uvést srovnani vypoctu magnetického pole ve 3-D prostoru a4-D

prostoru. Proto se nejprve vratim do 3-D prostoru, kvali obecnému vypoctu magnetického

pole.Pokud za predpokladu ¢asové neménnych elektrickych poli provedu divergenci vyrazu

(2.20) pro vypocet elektrického pole pomoci potencialt, dostanu:

divE =- N3

(4.20

A sohledem na prvni Maxwellovu rovnici

R =- 1. (4.12)
e0

Pro potencial plati vztah:

j = 4ple % (4.12)

A potencial od vice naboju je superpozici potencialt od jednotlivych naboji.
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Pokud chci spocitat potencial v bodé 1, a mam urcité rozlozeni naboje v objemu V , mohu
potencial spocitat jako

a1 r(2)ay,
’ (1) B 4pe, \9 P ’ (413

kde dV, je objemovy element v bod¢ 2, r (2) je hustota naboje v tomto elementu a r,, je

vzdilenost bodi 1 a2, r,, =(X - X, Yi- V,.Z - 2,).
Pokud nyni vezmeme ¢tvrtou Maxwellovu rovnici (2.14), dosadime za B vektorovy potencial
aupravime podieidentity A° B~ C=B(A>C)- (A>B)C (to vie za elektrického pole
konstantniho v ¢ase), dostaneme

N2A =-mj, (4.14)
coz je, az ha konstantu, stejna rovnice jako (4.11) ajelikoz stegjné rovnice maji stejna resent,
mame pro vektorovy potencial vztah
A1) = % Oi‘j (2)av,

\Y

Vztah ptimo pro magnetické pole se da potom odvodit z definice vektorového potencialu.
Napi. pro x-ovou slozku magnetického pole (ve 3-D) plati

(4.15)

= 1A ﬂ a po dosazeni za slozky potencialu z rovnice (4.15) dostaneme
v, Tz
Bx_n”b\ ; ﬂ%lg ; ﬂalc_)(_)d rnJ(‘]; _Zz_jzyl_syz(_?dvz,
4p \% ﬂ3/1 el ﬂzl el %] 4p e r12 > @

aprotoze vyraz v zavorce je piesné x-ova dozka vektorového soucinu j ar,,, 1ze psat
(2) ¢
B(1) ="y, Ty ( )3 24y, | (4.16)
.
\% 12
coz je tzv. Biot-Savartiv zakon. Z tohoto jednoho integralu | ze tedy pti znamych hustotach
proudu hned vypocitat magnetické pole v ngjakém bode.
Nyni se presuneme opét do ctyirozmérného prostoru. Pri polich konstantnich v ¢ase i zde

plati
E=-Kj , (4.17)
ataké: Nj =- - (4.18)
0

Ze vztahu (4.17) jsem urcil vztah pro potencial (s ohledem na (4.9)) jako:
, 1 Q

= =. 4.19
I = 2ot 12 (4.19)

A pokud oznac¢im element ¢tyirozmeérného objem v bodé 2dV,, , mohu analogicky se
vztahem (4.13) psat
a1 r(2)av
J (1) - 2. O 2 =
4p € A P
Pokud si napisu ve slozkach étvrtou Maxwellovu rovnici ve 4-D (3.8) nasledujicim zpisobem
(véeje stale konst. v ¢ase):
| IJ nB J j (421)

(4.20)
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A za B; dosadim vektorovy potencial zevztahu B; =N ;A - N, A, dostanu

(NN A - N (NA)=mj;. (4.22)
A jelikoz je viechno konstantni v ¢ase, je N. A =divA =0, proto mam z (4.22) rovnici
N’A =mj. (4.23)

A to je opét, jako ve 3-D, az na konstantu stejna rovnice jako ta pro potencial (4.18).
A protoze, jak uz bylo fe¢eno, stegjné rovnice maji stejna feseni, mohu sohledem na vztah
(4.20) ve dlozkach psat

\ ji 2
A (1) =- &2() (2 )d“42' (4.24)
4'p \ rlZ
Plati B, (1)= ﬂﬂ ) - %(1) nyni mohu do této rovnice dosadit potencial ze vztahu (4.24),
Xi1 X1
dostanu
_m =® 1 &106 . 1 ee1 60
BiY)=-5 Cli(2)¢cz+ 1i(2) g7V (4.25)
]() 4I02v€§'( )ﬂ)ﬂerliﬂ ( )ﬂlegrliﬂb *

apo uprave:
i (2 i |
B”- (1)= I’T})2 ‘881.( )(rlz)J 4]1( )(I‘lz)I
2 v‘% Mo

CoZ je pravé Biot-Savartav zakon, zobecnény do étyfrozmérného prostoru. Ma oproti tomu ve
3-D jinou konstantu pred integralem a také magn. pole klesa svyssi mocninou vzdalenosti.
Clen v ¢itateli predstavuje zobecnény ctyifrozmérny vektorovy soudin. Nyni nam opét staci
znat hustoty proudu a muzeme slozky tenzoru magnetického pole spocitat primo z jednoho
integralu. Ted’ mohu pristoupit k jednoduchym aplikacim téchto ¢tyirozmérnych rovnic.
Ve trojrozmérném prostoru plati pro magnetické pole ve vzdalenosti r od nekone¢né dlouhého
_e mlx, mix .0

& 201> 201" g
Nyni spocitam podobu tenzoru magnetického pole ve vzdalenosti r od podobného vodice ve
¢tyfrozmérném prostoru, pravé pomoci zobecnéného Biot-Savartova zakona. Vodic, ktery byl
predtim valec s prarezem S (ktery byl nekonec¢né maly), bude nyni ¢tyfrozmérny valec
s prafezem V (jeho prutrez bude koule). Proudovou hustotu si ve ¢tyfrozmérném prostoru
definuji jako hustotu proudu protékajiciho ne plochou, ale objemem (protoze prave ten je nyni
prarez 4-D téles). Pokud umistim tento 4-D vodi¢ na treti osu, mohu pro proudovou hustotu
psat: j; =(0,0,j,0) apro r,: (r,), =(%, %X, x,). Jediné nenulové slozky B, tedy budou
takové, u kterych jeden z indexta nabyva hodnoty 3. Napt. ozku B,, spocteme ze 4-D Biot-
Savartova zakona (4.26) jako

Ba(1)=- 2 Ss(2)%, - mxl Lox, (4.27)

2 4 42 2 4
2p v, "2 pT T,

protoze plati: dV,, =Vdx, ataké jV =1, pokud r ozna¢im kolmou vzdalenost od bodu 1

4o

o (4.26)

-l

primkového vodice (osa z) kterym tece proud I, B

k proudu, mohu psit: r3 = (r2 + xj)z.
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Stimto vztahem seintegral (4.27) prepise jako

2 X +arctgaexou
_ rrw o mxl gt &gl _ mxl
= pr ol +x) ag=- S e ; =- A (4.28)
2p é 2r u dpr
g iy
kde pro vypocet integralu (‘)(Z;Z)de anasledné limity jsem pouzil program Mathematica
re+x
5.0. Naprosto anal ogickym postupem dostaneme
__ mX,l _mx,l
B, =- Ior’ aB,= 4pr43 . (4.29)

Nyni mohu tedy napsat tvar tenzoru mag. pole v okoli ¢tyfrozmérného vodice s proudem
(miticim ve sméru treti osy) jako:

& myx,| o}

g 0 0 "ot 0 :

¢ o Jmxl g s

_g 4pr3 -
B; “Cmxl  mxl . + (4.30)

¢ 0 +

g4pr3 4pr? dpr =

mX,| N

0 0o -2 :

g 4pr? @

Je celkem intuitivni, ze magnetické pole klesa ve 4-D s druhou mocninou vzdalenosti, protoze
stejné jako elektrické pole je odvozeno ztoku plochou, ktera ma ve 4-D tii rozméry, je
magnetické pole odvozeno z cirkulace po kiivce, nyni dvourozmeérné.

Timto zpiasobem (i kdyz integraly by byly mnohem dlozitéjsi) bychom mohli dostat ze
zobecnéného Biot-Savartova zakona tenzor magnetického pole za libovolného rozlozeni
proudu.
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5.ZAVER

5.1. Zaver

Cilem této prace bylo ukazat ctenaii metodu rozsiteni Maxwellovych rovnic o jeden
prostorovy rozmér a hlavni rozdily mezi elektromagnetismem v nasem, tiirozmérném
prostoru a ve ¢tyfrozmérném prostoru. Vysledkem je sedm zobecnénych Maxwellovych
rovnic a z nich odvozené zobecnéné zakony Coulombiiv a Biot-Savartiv. Nékdo by mohl fici,
7e jsou tyto rovnice z praktického hlediska naprosto bezvyznamné, nebot’ nezijeme ve 4-D
prostoru a nemizeme je v realném svété tedy vyuzit. Ja si vsak myslim, ze patrani po tom, jak
by fyzika vypadala v prostorech sjinou dimenzi, neni zbyte¢né. Za prvé, ¢lovék se vzdy
snazil, aby jeho poznatky byly co nejobsahlejsi a nguplnéjsi, i kdyz nekteré z nich nemély
zadné okamzité vyuziti. Za druhé, jsou teorie, které fikgji, ze fakt, ze nas prostor ma tii
dimenze, je pouze nahoda. Studium toho, jak vypadaji fyzikalni zakony ve vicerozmérnych
prostorech, by mohlo piinést odpovéd’ na otazku, zda je to pravda.
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