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1. PoJEM MIRY

1.1. MnoZinové funkce. Nechf X je abstraktni mnozina a G C 2X . Zna&ime

R = [—00, +0].
Jakakoli funkce
7:G—R
se nazyva mnozinovd funkce. Mnozinové funkce se vétSinou pouzivaji k “méfeni” mnozin. Nékdy budeme
pouzivat pro mnozinovou funkeci znacéeni (G, 7), abychom soucasné uvedli i znak pro jeji definiéni obor.

1.2. Rozsifeni a ztZeni mnozinové funkce. Nechf X je abstraktni mmnozina, U, V C 2%, u je
mnozinovéa funkce na U a v je mnozinova funkce na V. Rikdme, Ze v je rozsiveni u, jestlize d C V a
u(A) = v(A) pro kazdou A € U. Naopak, mnoZinovou funkci p v tomto pt¥ipadé nazyvéime zuZenim
mnozinové funkce v z V na U a znacime ji v|U.

Méjme t¥idu Z mnozinovych funkci. Mnozinovou funkci (G, 7) budeme nazjvat nejuzsim prokem t¥idy
Z, jestlize je zuZenim vSech ostatnich prvka tfidy Z. Nejuzsi prvek t¥idy mnozZinovych funkci nemusi
obecné existovat, ale pokud existuje, je uréen jednoznac¢né (to je okamzité vidét z definice).

1.3. Délka intervalu. Nechf a,b € R, a < b. Mnozinu

I € {[a,b], [a,b), (a,b], (a;b) }

nazveme (jednorozmérnym) intervalem a pfifadime ji

b—a, a<b
1.1 01(1) = ’ ’
(11) () {07 o

(druhy pfipad uvazujeme zv1ast, abychom se vyhnuli nepiijemnostem s rozdilem co — co0). Index “1”
zde znaéi jednorozmérnost a budeme jej zatim vynechavat. Pfedpis (1.1) definuje na systému Z vSech
intervali I C R mnozinovou funkci, kterd se nazyva délka intervalu. Jednim z prvnich cila teorie miry
je najit vhodné rozsifeni této mnozinové funkce.

1.4. o-algebra. Necht X je abstraktni mnozina. Systém S podmnozin X se nazyva o-algebra, jestlize
(SA-1) D e S,
(SA-2) AcS = X\Ae€eS,
(SA—S) Aj €S, 7=12,... = UjAj eS.

Dvojice (X, S) se nazyva méritelny prostor. Mnoziny A € S se nazyvaji S-méfitelné mnoziny. Nehrozi-

li nedorozuméni, budeme mluvit kratce o meévitelnych mnozindch.
1.5. Vlastnosti o-algebry.

(a) X €8,

(b) A, BeS = B\AcS,

(c) Aj €§,j=1,2,... = mjAj €Ss.
1.6. Priklady o-algeber.

(a) {0, X}

(b) Systém 2% vsech podmnozin mnoziny X.

(c¢) Borelovské mnoZiny na topologickém prostoru, viz. 1.8.

(d) Lebesgueovsky méfitelné mnoziny, viz. 1.16, 8.1

(e) Systém vSech uzavienych (resp. otevienych) podmnozin topologického prostoru netvoii obecné

o-algebru, napiiklad protoze neni splnén pozadavek (SA-2)

1.7. Generovani o-algeber. Je-li F libovolny systém podmnozin X, potom existuje nejmensi o-algebra
obsahujici F. Tuto o-algebru dostaneme jako prinik vSech o-algeber obsahujicich F.

1.8. Borelovské mnoziny. Necht X je topologicky prostor a G je systém vsSech jeho otevienych pod-
mnozin. Potom definujeme B(X) jako nejmensi o-algebru obsahujici G (viz. 1.7).

o-algebra B(X) obsahuje kromé otevienych mnozin téz vechny uzaviené mnoziny. V R jsou borelovské
vSechny intervaly, mnozina vSech racionalnich ¢isel, atd. Ptriklady neborelovskych mnozin se konstruuji
velmi tézko.
1.9. Mira. Necht (X,S) je méfitelny prostor. Mnozinové funkce i : & — [0, 00] se nazyva mira, jestlize
spliuje

(Mi-1) () =0,



Mi-2) (o-additivita) jestlize A; € S, j =1,2,..., jsou po dvou disjunktni, potom
J
p(JA) =D nl4)).
J J

Trojice (X, S, i) se nazyva prostor s mirou.
Zdtraznéme, Ze definice miry zahrnuje, Ze hodnoty jsou nezaporné a defini¢ni obor je o-algebra.

1.10. Priklady mér.

(a) Diracova mira 6,: X je libovolnd mnozina, a € X, S = 2%,

1, a€A,

(b) Pocitaci mira X je libovolnd mnozina, S = 2%. Poéitaci mira pfifadi kazdé mnoziné A C X
pocet jejich prvkid. Nekoneénym mnozindm piifadi prosté oo, nerozlisSuje nekoneéné mohutnosti.
(c¢) Lebesgueova mira zobeciiuje pojem délky intervalu, obsahu “obrazce” ¢i objemu “télesa”, viz.
1.16, 8.1.
(d) Hausdorffova mira je druh d-rozmérné miry v R%. Zobeciiuje pojem délky kiivky (n = 1), a
povrchu zakfivené plochy (n =2, d = 3).
1.11. Terminologie teorie miry. Mira p na métitelném prostoru (X, S) se nazyva
(a) konecnd, jestlize u(X) < oo,
(b) o-konecnd, jestlize existuji X1, Xo, -~ € S tak, ze u(X;) <ooa X =J; X,
(¢) pravdépodobnostni, jestlize u(X) =1,
(d) dplnd, jestlize kazd4 podmnoZina mnoZiny miry nula je méfitelnd (a tudiz také miry nula).
Fréaze skoro vsude nebo u-skoro viude se pouziva ve spojeni s vliastnosti bodd mnoziny X. Rekneme-li,
Ze takové vlastnost plati skoro vSude (nebo ve skoro vSech bodech), znamend to, Ze je splnéna az na
mnozinu miry nula, neboli, Ze existuje mnozina N € S miry nula tak, Ze vlastnost je splnéna ve vSech
bodech mnoziny X \ N. Pouzivad se zejména pro rovnost a nerovnosti mezi funkcemi a pro bodovou
konvergenci posloupnosti funkci.
1.12. Z4plnéni miry. Necht (X, S, 1) je prostor s mirou. Potom existuje nejuzsi rozsifeni miry (S, i)
na Uplnou miru. Vysledna mira se nazyva ziplnénim miry p a znadi (S, 7). Konstruuje se jako

S={ECX:3E,E'€S:ECECE', w(E"\ E") =0},
A(E) = u(E") (= n(E")).
(Dokazte jako cviceni!)
1.13. Trik zdisjunktnéni. Necht A;, Ay, --- € S. Potom existuji po dvou disjunktni E;, Fs,--- € S
tak, ze
AU UA,=FU---UE, Vk=1,2,....
Tuto vlastnost maji
Ei=A;, FEy=As\A;, E3=A3\(A1UA,)....
1.14. Vlastnosti miry. Necht 4; € S.
(a) A1 C Ay = u(Ay) < u(As).
(b) Jestlize A; € S, j=1,2,..., A1 C Ay C ..., potom
nlJ4y) = lim i 4;).
J
(c) Jestlize A; €S,j=1,2,..., Ay D Ay D ..., ajestlize u(A;) < oo, potom
w()A)) = lim pu(A;).

J
Diikaz. (a) je snadné. K diikazu (b) pouzijeme trik zdisjunktnéni 1.13. (c): Pouzijeme (b) na A;\A4,;. O
1.15. Priklad. Necht X = R, S = B(R) a p je Lebesgueova mira (viz. nize). Necht A; = [j, 00). Potom
A; N\, 0, a presto p1(A;) — oo. Je to tim, ze v 1.14 (c) neni splnén pfedpoklad o kone¢nosti (Az).
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1.16. Lebesgueova mira v R"™. Mnozinu @ C R™ nazveme n-rozmérnym intervalem, jestlize existuji
jednorozmeérné intervaly I1,..., I, C R tak, ze

Q=1 x---x1I,.

Mnozinu v8ech n-rozmérnym intervalti budeme znacit Z,,. Kazdému n-rozmérnému intervalu @) priradime
jeho objem predpisem

0, (Q) =41(11) ... 41 (1),
kde £1(I) je jako v 1.3.

Lebesgueovu miru v R™ definujeme jako nejuzsi aplnou miru, kterd kazdému intervalu prifadi jeho
objem (v jednoroznérném piipadé délku, v dvourozmérném obsah). Budeme ji znacit (9, A,,). Mnoziny
nalezejici M, budeme nazyvat lebesqueovsky meritelné mnoziny. Index “n” oznacujici dimenzi budeme
vétsinou vynechavat.

Dtkaz, ze (Z,,%,) lze rozsifit na Gplnou miru a mezi takovymi rozsifenimi opravdu existuje nejuzsi

prvek, neni iplné lehky a odlozime jej na pozdéji (viz. 8.5).
1.17. Lebesgueovsky neméritelné mnoziny. Ackoli Lebesgueova mira je definovana jako “nejuzsi”,
je dostatecné Siroka. Existuji sice Lebesgueovsky nemétitelné mnoziny, ale diikaz jejich existence neni
konstruktivni. Filosoficky vzato, z hlediska vypoc¢ti v aplikacich nemize mit vliv na vysledek, zda nemé-
fitelné mnoziny existuji nebo ne. Vynechat dikaz méfitelnosti mnoziny, je-li jeji méfitelnost pozadovana,
je vsak hrubou matematickou chybou.

2. MERITELNE FUNKCE

2.1. Znaceni. Je-li X abstraktni mnozina a A C X, znac¢ime X, charakteristickou funkci mnoziny A,

neboli
X, (@) = 1, z€A,
A0, 2 ¢ A

Symbol oo miize byt uzit pro +o0o. Na R zavadime algebraické operace a nerovnosti pfirozenym zpiisobem.
Soucet a + b ma smysl pokud a € R nebo b € R nebo a a b jsou nekonecna stejného znaménka. Soucet
00 4 (—00) smysl nemé. Soucin ab ma smysl vzdy (dtlezité !!), ve “sporném piipadé” zavadime

(2.1) 0 o0 = 0.

Podil a/b mé smysl s vyjimkou pfipadi a/0 a a +o00/ + 0.

Intervaly typu (a,b), [—00,b) a (a,+00] budeme nazyvat topologicky oteviené. Rekneme, Ze mnozina
G C R je oteviend, jestlize ji lze vyjadfit jako sjednoceni topologicky otevienych intervaléi. Snadno
nahlédneme, Ze kazdé takové sjednoceni lze upravit na sjednoceni spocetné. Mnozinu M C R nazveme
ve shodé s 1.8 borelovskou, jeslize nalezi do nejmensi o-algebry generované otevienymi podmnozinami
R. Systém vSech borelovskych podmnozin R znaé¢ime B(R).

Je-li f: D — R funkce, definujeme f+ = max{f,0}, f~ = max{—f,0}. (Maximum & minimum dvou
funkci se definuje bod po bodu.) Tedy

f=r—r, fl=fr+f.
Je-li f funkce na D a M C R, znacime
{feM}={zeD: f(x) e M},

podobné zavidime znaceni jako {f > a}, {f = a}.
Symbolem ¢ o f zna¢ime slozenou funkci = — ¢(f(x)). Znadeni f~! pouzivame pro inverzni funkci
k f.
fV celé kapitole (s vyjimkou zavedeni jednoduchych funkei) budeme uvazovat méfitelny prostor (X, S).
2.2. Méfritelné funkce. Necht D € S. Rekneme, Ze funkce f : D — R je S-méfFitelna, jestlize pro kazdy
interval I C R je {f € I} € S. Bude-li z kontextu jasné, v jaké o-algebfe pracujeme, budeme mluvit
prosté o “méfitelnych funkcich”.
2.3. Pozorovani. Nechf D, D; € S.
(a) Je-li f méfitelnd na D a Dy C D, pak f je méFitelnd na D;.
(b) Je-li funkce f: D — R S-méFitelnd na Dy a Dy a D = Dy U Do, pak f je méfitelnd na D.
2.4. Ovéiovani méfitelnosti. Uvazujme D € S a funkci f : D — R. Piedpoklddejme, Ze vime napf.,
ze



(*) Pro vSechna g € Q je {f >q} €S.
Ukézeme, 7Ze (x) sta¢i k ovéfeni méfitelnosti funkce f.
1. Necht a < 0o, najdéme raciondlni éisla g; ™\, a. Pak

{f>a}= U{f > gj}-

J
2. Nechf a > —o0, najdéme raciondlni &isla r;  a. Pak

{f>a}= m{f >y}

3. Necht b € R, pak
{f <o} =D\{f>0b}, {f<b}=D\{f=>0}.
4. Nechf a, b € R, a < b. Potom

{felat} ={fzatn{f <b}
a podobné pro ostatni typy intervali.

2.5. MéFitelnost vzort borelovskych mnozin. Necht M C R je borelovskd mnoZina a f je méritelnd
funkce na D € S. Potom {f € M} € S.

Drikaz. Systém mnozin F := {M C R : {f € M} € S} je zfejmé o-algebra obsahujici véechny topolo-
gicky oteviené intervaly, a tudiz i vSechny oteviené podmnoziny R. Jelikoz B(R) je nejmensi o-algebra
s takovou vlastnosti, je nutné B(R) C F. O

2.6. Méritelnost slozené funkce. ]Echt’ f je méritelnd funkce na D € S a ¢ je spojitd funkce na
oteviené nebo uzaviené mnoziné G C R. Potom mnozina D' := {f € G} je méfitelnd a slozend funkce
po f je méritelnd na D’.

Diikaz. Je-li a € R, potom G N ¢~ !((a,]) je borelovskd podmnozina R a tudiz podle véty 2.5 je
{pof>a}={f€Gny1((a,o0])} mefitelnd mnozina. Funkce f je tedy méfitelna podle 2.4. O

2.7. Varovani. Budeme-li sklddat spojitou a méfitelnou funkci v opa¢ném poradi, vysledek nemusi byt
méritelny. Také neni obecné pravda, Ze inverzni funkce k métitelné funkci by byla méritelna funkce.
2.8. Operace s méfFitelnymi funkcemi. Necht funkce f, f; jsou méritelné funkce na D € S. Pak plati
ndsledujici:

(a) Funkce |f|, £+, f~, f? jsou méritelné na D, 1/f je méritelnd na {f # 0}.

(b) Funkce f1 + fo, f1 — fo, f1f2, f1/[f2 jsou méFitelné vidy na mnoZingé, kde ucinénd operace ddvd

smysl podle 2.1.

(¢) Funkce sup; f;, inf; f;, limsup; f;, liminf; f; jsou méritelné na D.

(d) Mnozina D' vsech bodi, kde existuje lim; f; je méFitelnd a lim; f; je méritelnd na D'.
Dikaz. (a) je disledek véty 2.6.

(b): Je vyhodné “odpreparovat” diskusi mnoZiny, kde jedna z funkci nebo obé nabyvaji nevlastnich
hodnot a zaméfit se na mnozinu {f; € R} N {f2 € R}. Mame

{itfo>ay= {J {h>pyn{fe>qh

P,q€Q
p+q>a

Dale 1
fife =7 ((h+ 222 = (i = £2%).
Ostatni je snadné.
(c): Je
{sup f; > a} = J{f; > a}
7 J

a odtud odvodime i zbytek.
(d) Mame
{lim f; existuje} = {limsup f; = liminf f;}
] j

=D\ (U {liminf f; < p < limsup fj}>
PEQ ! J
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O

2.9. Jednoduché funkce. Nechf S C 2% je mnozinovy systém (ne nutné c-algebra). Funkci f na
D € S nazveme S-jednoduchou, jestlize f je linearni kombinace charakteristickych funkci mnozin z S, tj.
existuji-li mnoziny A; e Sao; € R, j=1,...,m, tak, ze

m
f = z:lanAj.
ji=

Pokud bude jasné, jaky mnozinovy systém méme na mysli, budeme mluvit prosté o jednoduchych funk-
cich.

2.10. Aproximace jednoduchymi funkcemi. Necht (X,S) je mévitelny prostor. Necht f je nezdapornd
meritelnd funkce na D € §. Potom existuji nezdporné jednoduché funkce fi, / f. Navic, f lze vyjdadrit
ve tvaru

(2.2) = 277,

j=—o0

kde E; € S.

Dikaz. PoloZzme
Pr=J{[277, i+ 1)277) + i je liché celé}.
7

Potom
f= Z 2_jXE7"
j=—o0 '
kde
Ej:={f € P;}.

Jelikoz P; jsou borelovské, {f € P;} jsou méfitelné podle véty 2.5. Jednd se vlastné o dyadickou expanzi
f(z); x € E; pravé kdyz f(z) ma na j-tém misté v dyadickém rozvoji jednicku. Jednoduché funkce fj
mutzeme definovat vzorcem
k
— —J
fo = Z 277X,

j=—k

3. ABSTRAKTNI LEBESGUEUV INTEGRAL

Necht (X,S,u) je prostor s mirou. V této kapitole zavedeme abstrakini Lebesguetv integrdl z p-
métitelné funkce.

Lebesgueovo pojeti nabizi alternativni cestu k definici integralu pfes interval (viz. kapitola 4), takto
vybudovany integral dava pouzitelnéjsi teorii nez integral Newtoniv nebo Riemanniiv. Znac¢né Siroka t¥ida
integrovatelnych funkci je jen jednou z mnoha vyhod. V moderni matematické literatuie se integralem
bez piivlastku rozumi vzdy integral Lebesguetv. Vyznam Newtonova a Riemannova integralu zistava
ve sféfe didaktiky.

Pfi Lebesguovském integrovani se vSak nemusime omezovat na funkce redlné proménné. Obecné pojeti
abstraktniho Lebesgueova integralu na libovolném prostoru s mirou ma mnoho aplikaci v analyze, teorii
pravdépodobnosti a v matematice vibec, v této obecnosti Riemannova i Newtonova metoda nenabizeji
ani Castecné reseni problému.

3.1. Déleni. Koneény soubor mnozin {4;,...,4,,} C S nazveme délenim mnoziny D € S, jestlize
mnoziny A; jsou po dvou disjunktni a

Ua—p
j=1

3.2. Charakteristika jednoduchych funkci. Necht f je nezdpornd méFitelnd funkce na D. Pak je
ekvivalentni

(1) f je jednoduchad,

(ii) f nabyvd jen konecné mnoha hodnot,



(iil) emistuje deleni {A;}L, mnoziny D a nezdpornd Cisla a;, j=1,...,m tak, Ze
f= Z QjXy,-
J

Diikaz. Implikace (i) = (ii) a (iii) = (i) jsou zfejmé. Pro (ii) = (iii), necht oy, ..., ay, jsou hodnoty,
kterych nabyva funkce f a polozme A; = {f = a;}. O
3.3. Konstrukce integralu. Nechf f je méfitelné funkce na D € S (s hodnotami v R). Integral [, f du

vybudujeme ve t¥ech krocich.
1. Je-li f nezdporna méritelna funkce, definujeme

/ fdu= sup{z a;i(A;) : {A;} je déleni D,
(3.1) b j=1

0<oa; < fnaAj, jzl,...,m}.
Soucty vyskytujici se v (3.1) nazyvame dolnimi soucty k funkci f. Integral z nezdporné métitelné funkce

je definovan vZdy, mtize ovSsem nabyvat nekonec¢né hodnoty.
2. V obecném piipadé, kdy f je méfitelnd funkce na D, definujeme

(3:2) [ sau=[ rran- [ 5 dn,
D D D
pokud rozdil v (3.2) méa smysl. Pokud
/ f*du=/ f7dp = oo,
D D
zustava integral funkce f nedefinovan.
3. Je-li f méfitelnd (pfesné: S-méfitelnd) funkce na D’ C D a u(D \ D’) = 0, je ucelné definovat

/Dfdu= D/fd/L

Smysl takového integralu a vysledek samoziejmé v tom pripadé nezavisi na volbé D’.
V nékterych ptipadech je ti¢elné pouzivat podrobnéjsi zapis

/D f(z)du(z) pro /D fdp.

Je-li integral |, p fdp definovén, fikdme téz, ze md smysl, nebo ze funkce f md integrdal. Je-li navic
tento integral konecné ¢islo, fikame, Ze || p [ dp konverguje nebo Ze f je integrovatelnd.
3.4. u-mé&Fitelné funkce. Je-li f méfitelnd (pfesné: S-métitelnd) funkce na D' C D a u(D\ D') =0
(to je situace, kterd se naskytla v tfetim kroku definice integrélu), nazveme funkci f p-méfitelnou na D.
V dalsim budeme jako “méfitelnou” oznacovat kazdou funkci na D € S ktera je p-méfitelna. V kontextu
integralu podle Lebesgueovy miry bude méritelnad funkce znamenat A\-méfitelnou funkci.

3.5. Ruzné vlastnosti Lebesgueova integralu. Necht D € S a f, g jsou méritelné funkce na D.
(a) Je-li f >0, D1, Dy €S a Dy C Dy C D, pak

/ledu</DZfdu~

(b) Jestlize D1, Dy € S, D1 N Dy =0 a D1 U Dy = D, pak
/ fau=[ fau+ [ fdp
D D1 Do

(¢) Je-li [, |fldp < o0, pak |f] < co skoro vsude.
(d) Je-li [, |fldp =0, pak f =0 skoro vsude.
(e) (monotonie) Jestlize f, g magi integrdl a f < g skoro viude, pak

/Dfduﬁ/ngu-

(f) Je-li ngd,u < o0 a|f] < g skoro vsude, pak [ je integrovatelnd.

7



Diikaz. (a), (b), (c) jsou snadné. (d): Jestlize mnoziny E; := {|f| > 277} maji miru nula, pak f = 0
skoro viude. Pokud jedna z nich m4a kladnou miru, pak 277 u(F;) je dolni soudet k |f| a tudiZ integral
|f| je kladny. (e): Tvrzeni je snadné, pokud 0 < f < g na D. V obecném pfipadé se diikaz provede
rozdélenim na mnoziny {f <0< g}, {f < g <0}, {0 < f < g}, {9 < f} a diskusi. (f) plyne z (e) a
definice integralu. O

3.6. Lemma o monotonii. Necht D € S. Necht {A;}}_1, {Bi}jL; jsou déleni D a

A1y ..y Qp. 517"'7ﬂm

jsou nezdpornd redlnd cisla. JestliZe
m n
E BiXp, < g Xy,
i=1 j=1

potom
(3.3) Y Bin(Bi) <Y au(Ay)
i=1 j=1

Dikaz. Je-li A; N B; # (), potom z pfedpokladii plyne 3; < a; a tudiz
(3.4) Bin(A; N By) < apu(A; N By).

Pokud A; N B; = 0, pak u(A; N B;) = 0 a zase dostdvame (3.4). Sectenim pfes 4, j a zdménou pofadi
sumace dostavame

(3.5) SN Bim(A; N B) <> ayu(A; N By)
i=1 j=1 j=1i=1
Jelikoz
> wA;NB) =uBi), > uA;NB;) = p(4)),
j=1 i=1
z (3.5) dostavame (3.4). O

3.7. Integral jednoduché funkce. Necht D € S. Necht {A;}7_; je déleni D a cu,. .., ay jsou nezd-

pornd redlnd ¢isla. Potom
[ (o) du= Y a4
D=1 j=1
Dikaz. Ozna¢me
f= Z anAj '
j=1
Je-li
Z Bin(B
i=1
dolni soucet k f, podle lemmatu 3.6 dostavame
ZﬂiN(Bi) < Z%’N(A )
i=1 j=1

a pfechod k supremu pfes vSechny dolni soucty dava

[ rau<y amta)
D =

Jelikoz
n
Z ap(Ay)
j=1
je téz dolni soucet k f, mame i obracenou nerovnost. (|
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3.8. Dusledek. Je-li f nezdpornd méfitelnd funkce na D € S, potom
/ f= sup{/ s: 0<s<f, s je jednoduché.}
D D

3.9. Leviho véta. Necht {f;} je posloupnost méritelngch funkci na D € S, 0 < fi < fo < ..., a
f=1lim f;. Potom

(3.6) [ sau=tim [ fan
D i Jp
Diikaz. Necht
> an(4)
j=1
je dolni soucet k f. Oznacme

n
s = g oszAj,
Jj=1

zvolme 7 > 1 a poloZzme
E, = {Tfk > S}
Snadno ovéfime, ze | J, Ex = D. Podle 1.14 (b),

p(A;) = lim pu(A; 0 Ey),

tedy (zdména limity a kone¢né sumy neni zadny problém)
n
(3.7) Zaj,u( —hmZa],u N Ey).
j=1

Kazdy soucet

> au(A; N Ey)
j=1

je dolni soucet k 7 f}, tedy limitu na pravé strané (3.7) mizeme shora odhadnout limitou

lim/ T f1. dps.
k Jp

Tedy (vytknuti konstanty pfed integral neni problém, srov. 3.11(b))

Zaj,u <hm7’/ frdu.

Prechodem k supremu pfes vSechny dolni soucty k f dostédvame

/f@gwg/hw
D k Jp
/f@gm/ﬁw
D kE Jp

Opac¢nd nerovnost je ziejma. O

a pfechodem pro 7\, 1 mame

3.10. Spojita zavislost na integra¢nim oboru. Necht D, E;, € S, E1 C E5 C ..., U, Ex = D. Necht
f je mezdpornd meévitelnd funkce na D. Potom

/fAm .

Diikaz. Staci aplikovat Leviho vétu na f = fXEk. O



3.11. Linearita integralu. (a) Necht f, g jsou mévitelné funkce na D € S. Potom

/D(f+g)du=/Dfd/~e+/ngu,

ma-li pravd strana smysl. (b) Necht f je mérFitelnd funkce na D € S a v € R. Pokud f md integrdl, pak
/ vfdu:v/ fdp.
D D
Diikaz. Tvrzeni (b) je zfejmé.

(a): Nejprve predpokladejme, Ze funkce f a g jsou nezdporné a jednoduché. Podle véty 3.2 najdeme

vyjadfeni
n m
fzzanAjv 9226ZXB“
j=1 i=1

kde {A;}7_;, {Bi}iZ, jsou déleni D a ay,...,an, Bi,. .., m jsou nezapornd realna cisla. Potom také
{AjNnB;: i=1,...,m,j=1,...,n} je déleni D a

P33l N,

i=1 j—=1

[ sn=>" i)
D =

/ gdu="y_ Bip(B;)
D i=1

Podle véty 3.7

a
/D(f +g)dp =Y (a;+ Bi)u(A; N By).
i1 j—1
Mame o ’
JRIELTED 9) SR AVENE)
=1 j=1
= Z Z a;u(A; N B;) + Z Zﬁz‘u(Aj N B;)
j=1i=1 i=1 j=1

= a;u(4) + > Bip(B;)
j=1 i=1

Tim je dikaz proveden pro jednoduché funkce.
Necht f a g jsou nezdporné méfitelné funkce. Podle véty 2.10 existuji nezaporné jednoduché funkce
fi /" f, 9 / g. Pak také (f; +g;) /" (f + ¢). Podle predchozi ¢asti dikazu

/D(fj+gj)u=/iju+/ngu

a na obou stranach rovnosti pouzijeme Leviho vétu k limitnimu pfechodu. To nam d4& dtkaz pro nezaporné
méfitelné funkce. V pfipadé, Ze f a g jsou integrovatelné funkce na D, bud

D" ={|f]+1g] < oo}
Potom D' € §, D' C D a u(D\ D’) = 0. Na D’ plati

f+9 T+ +9g =(+9 +f+g".

Podle predchoziho kroku mame
+ - - g — o
/D(f+g) du+/Df du+/Dg du—/D[(erg) +f7+g ldu
= [ o+t

:/D(f+g)‘du+/Df+du+/Dg+du~
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Vhodnym preskupenim séitancti dostaneme

/D(f+g)+du—/D(f+g)‘du=/JJf*du—/Df‘dqu/Dg*du—/Dg‘dm

coz je dokazovany vzorec. O

4. LEBESGUEUV INTEGRAL NA PRIMCE

Integral podle Lebesgueovy miry A budeme nazyvat (klasickym) Lebesgueovym integrilem. V této
kapitole dokdZzeme, Ze pro kazdou spojitou funkci f na intervalu [a, b] splyva

fdx
[a,b]
s Newtonovym integralem funkce f pfes [a,b]. Pro klasicky Lebesgueiiv integral funkce f pfes interval
(a,b) budeme téz pouzivat tradiéni znaceni
b
/ f(z)dx.
a

Pouzivani klasického Lebesgueova integralu je mnohem vyhodnéjsi nez pouzivani Riemannova ¢i New-
tonova integralu, nebot vede k “Gplnéjsi” t¥idé integrovatelnych funkci.

Lze dokazat, Ze kazdd Riemannovsky integrovatelna funkce je Lebesgueovsky integrovatelné a Lebes-
guelv integral v tomto pripadé splyva s Riemannovym. Opac¢né inkluze neplati, lebesgueovsky integro-
vatelnych funkci je vic.

Lebesguetv integral nepokryva tzv. neabsolutné konvergentni integraly, napt.

* sinx
dx,
0 X

které v jednoduchych pfipadech zachycuje Newtontv integral. Pro hlubsi studium neabsolutné kon-
vergentnich integralti se hodi pojem Perronova nebo Kurzweilova integralu. Neabsolutné konvergentni
integraly vyuzivaji eukleidovskou strukturu a nemaji rozumny protéjsek na obecnych prostorech s mirou.

4.1. Neuréity Lebesgueuv integral. Necht [ je spojitd funkce na intervalu (ag,by) a F je primitivnd
funkce k f. Potom

b
/ f(z)dz = F(b) - F(a)
pro kaZdy interval [a,b] C (ag,bo).

Diikaz. Zvolme libovolné ¢ € (ag,a) a polozme

ce= [ s e
Snadno ovéfime, Ze G’ = f na (¢, bp). G a F jsou tedy primitivni funkce k f na (¢, bg), a tudiz se lisi jen
o additivni konstantu. Proto
/ " fa)de = G(b) — Gla) = F(b) — F(a).
' (|

4.2. Kritérium konvergence Lebesgueova integralu. Nechf f je spojitd funkce na intervalu (a,b).
Necht F' je primitivni funkce k f a G je primitivni funkce k |f|. P¥ipadné jednostranné limity funkce F'
v krajnich bodech intervalu (a,b) znac¢ime

F(a+) = T1_1>r£1+ F(z), F(b—)= lim F(x).

z—b—

(a) Jestlize funkce G je omezend, potom konverguje i fab f(z) dx a plati

b
(4.1) / F(@)de = F(b—) — Fla+).

(b) Jestlize funkce G je neomezend, potom Lebesgueiv integral ff f(x) dz diverguje.

11



Diikaz. (a) Zvolme ¢ € (a,b) a najdéme intervaly [a;,b;] tak, ze a < aj < ¢ <b; <b, a; \,a, b; /b.
Podle vét 4.1 a 3.10 je

/|f |d:17*hm/ |f(z |dx*hm( (b;) — G(e)) < 0.

Tedy podle véty 3.5 (f) integral f pfes (c,b) konverguje a pro £ € (¢, b) médme s pomoci véty 4.1

I /f ) da| = |/f dz|</|f )| da.

b
lim z)|dx =0,
i /5 1)

Jelikoz podle 3.10 je

mame
b
F(b=) = lim F(©) = F@)+ [ f@)da
Podobné u ‘
Flat)=F(c)— [ f(z)dx

Odectenim dostaneme (4.1).
(b) Necht F' je primitivni funkce k f, G je primitivni funkce k |f|. Potom funkce G je neklesajici,
nebot |f| > 0. Podobné jako v pfipadé (a) ukdZeme za pomoci vét 4.1 a 3.10, ze

/ |f (z)] dx —hm/ )| dz = lim(G(b;) — G(a;)) = oo.

j
Tedy podle véty 3.5 (f) Lebesgueiv integral funkce f pfes (a,b) diverguje. O

4.3. Vztah mezi Newtonovym a Lebesguoevym integralem. Pfedchozi vétu lze ¢ist jako tvrzeni
o vztahu mezi Newtonovym a Lebesgueovym intervalem. Pfipomenme, ze Newtonuv integrdl funkce f
od a do b je definovan vyrazem F'(b—) — F(a+) v pFipadé, Ze existuje primitivni funkce F' k f na (a,b)
a jeji vlastni limity F'(b—) a F(a+). V takové situaci fikdme, Zze Newtoniv integral funkce f od a do b
konverguje. Pokud konverguje Newtoniv integral od a do b z funkci f a | f|, fikdme, Ze Newtontv integral
funkce f od a do b konverguje absolutné.

Za spole¢ného piedpokladu, ze f je spojitd funkce na intervalu (a,b), dostavdme z véty 4.2 dostavame
tato tvrzeni:

(a) Jestlize konverguje Lebesguetiv integrdl z f od a do b, konverguje i Newtoniv a to absolutné.

(b) Jestlize Newtoniv integrdl z f od a do b konverguje absolutné, pak konverguje i Lebesguetiv.

(¢) Pokud konverguje jak Lebesguetiv, tak Newtoniv integrdl z funkce f, pak oba maji stejnou hodnotu.

Tvrzeni (b) a (c) plati i bez pfedpokladu spojitosti, ale diikaz je slozit&jsi. Tvrzeni (a) naopak spojitost
vyzaduje. Jinak neplati zddna inkluze mezi t¥idou vSech lebesgueovsky integrovatelnych funkci a tfidou
vsech newtonovsky integrovatelnych funkci.
4.4. Vztah mezi Riemannovym a Lebesguoevym integrialem. Necht f je Riemannouvsky integro-
vatelnd funkce na [a,b]. Potom Lebesguetdv integrdl funkce f od a do b konverguje a je roven integrdlu
Riemannovu.

Diikaz. Necht R je Riemanntiv integral funkce f od a do b. Z definice Riemannova integralu plyne, ze
existuji po ¢astech konstatni funkce g;, h; tak, zZe

b b
4 <f>h /gj(z)dx/R, /gj(w)dx\R.

Funkce g = sup; g; a h = inf; h; jsou méfitelné podle véty 2.8. Mame

b b b b
RSSUpj/ng/QS/hSiI;f/ hj <R.

Tedy funkce h — g je nezédporna méfitelnd a [(h—g) = [ h— [ g = 0. Podle véty 3.5 je h = g s.v., tedy
ih = fs.v. Tim je dokdzdna méfitelnost funkce f. Protoze f je omezena na [a,b], je Lebesgueovsky

integrovatelna a
fi=]n-
12



5. ZAMENA LIMITY A INTEGRALU

/limijIir.n/ i
D J J Jp

plati pro Lebesguetiv integrdl za znacné obecnych predpokladii. Na druhé strané je snadné sestrojit
protipiiklady (napf. pro klasicky Lebesguetv integral f;(z) = j%e~9%, D = (0,00)), a tudiz je zapotiebi
tyto predpoklady hlidat.

V dalsim budeme uvaZovat prostor s mirou (X, S, u).

Vzorec

5.1. Fatouovo lemma. Necht D € S a {f;} je posloupnost nezdpornych méritelnych funkci na D.
Potom

(5.1) / liminf f; dp < limlinf/ fdu.
D i Jp
Dikaz. Pro k=1,2,... mame
. s ‘
/Djl,rzlg fidp < ;gg/D fidp
Limitni p¥echod pro k — oo s pouzitim Leviho véty na posloupnost {inf;>x f;}x dava (5.1). |

5.2. Lebesgueova véta. Necht D € S a f, f;, j =1,2,..., jsou méFitelné funkce na D. Necht posloup-
nost {f;} konverguje skoro vsude k f. Necht existuje integrovatelnd funkce g (takzvand majoranta) tak,
Ze

(5.2) |fi(x)] < g(z), j=12,..., xz€D.

Potom

(5.3) /szlijm/ij.

Diikaz. Mtzeme predpokladat, Zze uvazované funkce jsou konecné a konvergence nastava vsude, jinak
bychom z D odstranili mnozinu miry nula. Pouzijeme additivitu integralu a Fatouovo lemma na funkce

g+ fj, g — f;. Dostaneme
/ félim_inf/ fi Slimsup/ fi g/ 1.
D J D j D D

coz je (5.3). O

5.3. Lebesgueova véta pro fady. Necht D € S a g;, j =1,2,..., jsou méritelné funkce na D. Necht
rada Zj g; konverguje skoro vsude. Necht existuje integrovatelnd funkce g (takzvand majoranta) tak, Ze

k
(5.4) ’Zgj(x)‘gg(x), k=1,2,..., xz€D.
j=1
Potom
(5.5) / > gidp= Z/ 95 dps.
D= —~JD
J J
Driikaz. Staci pouzit additivitu integralu a Lebesgueovu vétu na castecné soucty. |

Piedpoklad (5.4) se tézko ovéfuje, protoZe malokdy umime spoéitat ¢astecné soucty fady. Vyjimku
tvori geometrické fady, ale i tam jsou jednodussi cesty k cili. Nasledujici véty obsahuji prakticka kritéria
pro zadmeénu fady a integralu.

5.4. Leviho véta pro fady. Necht D € S a g;, j = 1,2,..., jsou nezdporné méfitelné funkce na D.
Potom

(5.6) /ngj du=Z/ng dys.

Diikaz. Staci pouzit Leviho vétu 3.9 na ¢astecné soudty. ]
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5.5. Zaména Fady a integralu. Necht D € S a g;, j = 1,2,... jsou méritelné funkce na D. Predpo-
klddejme, Ze je splnéna aspon jedna z ndsledujicich podminek:
(a) g; = aq’, kde a, q jsou mé¥itelné funkce, |q| <1, a In ﬁ du konverguje (geometrickd fada),
(b) 3, Jp lgsldp < oo,
© [, lojldu < o,
(d) g; = (=1)?hj, hy > ha > hg > --- >0, h; — 0, hy je integrovatelnd (alternujici fada).
Potom rada Zj g; konverguje skoro vsude a plati vzorec

sdp = id
/Dzj:gj H zj:/ng My

Diikaz. (a) odvodime z formule pro ¢asteéné soucty geometrické fady. Zameénu lze provést podle Lebesgue-
ovy véty 5.3, majoranta fT“q. Pouzijeme-li Leviho vétu 5.4 na |g;|, zjistime, Ze podminky (b) a (c)
jsou ekvivalentni. Pfedpoklddejme tedy (b) nebo (c). Funkce g := }_.[g;| je integrovatelna, a tudiz
podle véty 3.5 koneénd skoro vSude. V bodech z, kde je g(z) konec¢na, konverguje fada Zj g;(z), nebot
konverguje absolutné. Mizeme tedy pouzit Lebesgueovu vétu 5.3 s majorantou g. V pfipadé (d) fada
Zj g; konverguje podle Leibnitzova kritéria a ¢astecné soucty maji majorantu hq, tudiz mizeme provést

zdménu podle Lebesgueovy véty 5.3. |

5.6. Varovani. Vsimnéte si dobre pofadi operatortt Y, [,|...| v podminkach 5.5 (b), (c) ! Jen velmi
slaby student se miize radovat, kdyz ovéri treba

/D‘zj:gjd,u‘ < 00.

6. INTEGRAL ZAVISLY NA PARAMETRU

V této kapitole uvazujeme prostor s mirou (X,S,u) a D € S. Cilem je studovat chovani funkce

F(t) = /D £t z) d(z),

kde t je dalsi proménné (“parametr”). Je-li f funkce dvou proménnych ¢ a x, zavedeme funkce f(-,x)
proménné ¢ a f(t,-) proménné x predpisem
f(t7) T f(tvx)a
fG,z): t— f(t,x).
6.1. Limita integralu zavislého na parametru I. Necht P je metricky prostor a A C P. Bud
a € A\ A. Necht funkce f : A x D — R md ndsledujici vlastnosti:
(Li-1) Pro skoro vSechna x € D existuje . lintl N f(t, x).
—a,te
(Li-2) pro vdechna t € A je funkce f(t,-) méritelnd,
(Li-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vSechnat € A a x € D je |f(t, )| < g(x).
Potom

(6.1) /D lim Af(t,x) du(x) =  lim /D ft,x) du(x).

t—a, te t—a,teEA
specidlné vgrazy vyskytujict se v (6.1) magji smysl.

Diikaz. Pripomenme, ze v metrickych prostorech lze pouzit ekvivalentni tzv. Heineovu definici limity:
K dikazu tvrzeni

tin [ fe)da= [ lim 7t do

t—a D Dt—»a

staci ovérit, ze pro kazdou posloupnost t; — a bodt mnoziny A plati

tim [y, dn = [ tim gt e

To je vSak zfejmé z Lebesgueovy véty 5.2. Poznamenejme, Ze aspon jedna takova posloupnost {¢;}
existuje, a tudiz funkce

lim f(t,-) = lim f(¢;,-)
J

t—a
je méfitelna. O
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6.2. Limita integralu zavislého na parametru II. Necht P je metricky prostor a A C P. Bud
a € A\ A. Necht funkce f : A x D — R spliiuje (Li-1) a (Li-2) z véty 6.1. Necht funkce f je nezdpornd
a

/D lim Af(t,ac) du(z) = oo.

t—a,te

Potom

lim /D ft,x) du(x) = co.

t—a,t€EA
Diikaz. Dtikaz probihd jako u véty 6.1, pouze misto Lebesgueovy véty pouzijeme Fatouovo lemma. [

6.3. Poznamka. Tvrzeni 6.1 a 6.2 o zdméné limity a integralu plati téz v situaci, kdy nap¥. A = (0, +00) a
a = +o00. Substituce t — 1/t pfevadi problém na limutu v nule zprava, ktera uz zfejmé spada do kontextu
metrickych prostord.

6.4. Spojitost integralu zavislého na parametru. Necht P je metricky prostor. Bud a € P a U
okoli bodu a v P. Necht funkce f:U x D — R md ndsledujici viastnosti:

(Sp-1) Pro skoro vSechna x € D je funkce f(-,x) spojitd v a,
(Sp-2) pro vSechna t € U je funkce f(t,-) méritelnd,
(Sp-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vSechnat € U a x € D je |f(t,z)| < g(x).

Potom pro vsechna t € U je f(t,-) integrovatelnd a funkce

F:t r—>/ ft,x) du(x)
D
je spojitd v bodé a.
Dikaz. Véta je ziejmym dusledkem véty 6.1, kterou aplikujeme na A = U \ {a} O
6.5. Derivace integralu zavislého na parametru. Necht (X,S, ) je prostor s mirou a I C R je

otevreny) interval. Necht funkce f : I x D — R md ndsledujici vlastnosti:

(De-1) Pro skoro vSechna x € D je funkce f(-,x) diferencovatelnd na I,
(De-2) pro viechna t € I je funkce f(t,-) méritelnd,
(De-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vSechnat € I ax € D je

0] < o),

(De-4) existuje to € I tak, Ze f(to,-) je integrovatelnd na D.

Potom pro vsechna t € I je f(t,-) integrovatelnd na D, funkce

Fite /D £t ) du()

je diferencovatelnd na I a plati vzorec
P = [ Dt duta).
p Ot

Diikaz. Necht a,b € I, b # a. Podle véty o stiedni hodnoté pro skoro kazdé x € D existuje £ mezi a a b
tak, Ze
f(b,x)—f(a,a:)’ ’af ‘
— L s == < .
i o (60| < g(a)

Odtud plyne, ze funkce
f(b,l’) — f(a7$)
b—a
je integrovatelnd, tudiz, volime-li a = ¢y, i funkce f(b,-) je integrovatelné. Zvolme znovu a € I. UvaZujme

I —

funkci
f(t,l') - f(a,x)
h(t,z) = f—a 7%
%(a,x), t=a.
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Z predpokladi a vyse dokdzaného je jasné, Ze funkce h(t,x) spliiuje pfedpoklady véty 6.4 pro spojitost
v bodé a (s majorantou g), tedy

F/(a) = lim J2L 2 40@) — Jp fesz) dy)
t—a t—a
o fta? (a,x)
Tim je véta dok4zana. U

6.6. Priklad. Uvazujme funkci

o0 1 _
F(t) = LT —tw gy,
2
0 X

Potom F je spojita na [0,00) (majoranta z=2(1 — cosz)) a pro t € (0,00) je

oo 1 _
F'(t) = —/ 28T e dz,
0 x

" _ * —tx
F'(t) = (1 —cosz)e " du.
0

Zde jiz nemtzeme najit majorantu najednou pro ¢ € (0, 00), poslouzi

1—cosx
T — 7670,26
T

x+— (1 —cosx)e

i

—ax

pro t € (a,00). JelikoZ pro p > 0, ¢ € R je

e—Pzr—igx } ) 1
— Re
z=0

oo o0 3
/ e PT cosqrdx = Re/ e PrTIT dp = — Re[
0 0

p+iq p+iq

_ P

PP +q*
mame

t t 1
F”t = — — = .
®) 2 241 t(t2+1)

Jelikoz

lim F(t) = lim F'(t) =0,

t—o0 t—oo

snadno ovérime
1
F’(t)zln(1+t—2)7 t € (0, 00),
Ft) =" — arctgt 1t1(1+1) te[0,00)
=—— ——=tln — )
5 arctg 5 2 ) , 00
Specialné dostavame

(6.2) / Tl po) =

Bud

Potom integrovanim per partes dostaneme

Gla) = 1—c0sa+/a 1—cosxdx
0

a
Limitni pfechod s vyuzitim (6.2) dava

% sinx

lim dxr = lim G(a) = —

a—oo [, xT a— 00
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6.7. Zavedeni Gamma a Beta funkce a rekurentni formule. Funkci Gamma definujeme na inter-
valu (0, 00) pfedpisem

(6.3) I(s) = /000 ¥l e da.

(Ovéfte samostatné konvergenci integralu!) Integrovanim per partes zjistime pro s > 0

(6.4) I'(s+1)= / x¥e Fdx = / sa® e " dr = sT(s).
0 0

Funkci Beta dvou proménnych p > 0, ¢ > 0 definujeme predpisem

1
Blp.q) = / 2 L(1 - 2)1~ L da.
0

(Ovéite samostatné konvergenci integralu!) Integrovanim per partes odvodime pro p,q > 0

1 1
(6.5) pBOa+ 1) = [ pr (1 a)tde = [ 271 )7 do = gBp+ L)

0 0
6.8. Derivovani funkce I'. Formalnim derivovdnim za integra¢nim znamenim dostaneme rekurentné

oo
) (s) = / ¥ H(Inz)* e da.
0
Vzorec lze odiivodnit pouZzitim véty o derivovani podle parametru pro s € (p,q), kde 0 < p < ¢ < o0,
S majorantou
o) = (@ 2t e

Funkce Gamma je tedy nekonecné diferencovatelnd, tim spi$ spojitd na (0, c0).

6.9. Prubéh funkce Gamma. Ziejmé I'(s) > 0 pro s > 0. Druh4a derivace je zfejmé kladnd, tedy
Gamma je striktné konvexni na (0, 00). Mame

o0 oo —x
. 1 e Tdx
lim z° le ®dz = =0
o s70+ 0 x

a tudiz podle véty 6.2 je

o0
lim I'(s) = lim ¥t e " dx = +o0.
s—0+ s—0+ /o
Podobné se ukaze
o0 “+o0
lim I'(s) = lim 2 le *dr = 00 = 00.
5§—00 0 s—00+ 1

7. KONSTRUKCE MER

V této kapitole uvedeme obecné schéma pouzivané ke konstrukci mér. Motivem jsou aplikace na
konstrukce mér v analyze, zvlasté Lebesgueovy miry, a aplikace v teorii pravdépodobnosti.

7.1. Vné&jsi mira. Vnéj§i mirou na mnoziné X rozumime mnozinovou funkci v : 2% — [0, 00] (tedy
definovanou na vSech podmnozinich X) splitujici nésledujici pozadavky:

(VM-1) ~(0) =0,

(VM-2) AC B = ~(4) <~(B),

(VM-3) v(Uj2, 45) < 3772, 7(4;) (o-subadditivita).
S vnéjsimi mérami se budeme setkavat predevsim jako s mezistupném pii konstrukci miry.
7.2. Z vychozi mnozinové funkce k vn&jsi mire. Necht G C 2X a 7 : G — [0,00] je mnozinova
funkce na X spliiujici

(7.1) Deg, 7(0)=0.

Podmince (7.1) budeme fikat poddtecni podminka. Pro A C X polozme
oo o0
(A =if{d_7(G;):G; €6, |JG; oA}
j=1 j=1
(uvédomte si, ze inf } = +00). Kazdy soudet

ZT<Gj)7

j=1
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kde
Gj €gq, UGj DA,

j=1
nazveme hornim souctem k 7*(A). Uzitecnost konstrukce doklad4 nésledujici véta.

7.3. Vé&ta o 7*. Necht G, 7 a 7 jsou jako v 7.2. Potom 7" je vnéjsi mira.

Dikaz. (VM-1) a (VM-2) jsou ziejmé. (VM-3): Chceme-li dokazat

ziejmé se stac¢i omezit na pripad, kdy na pravé strané mame koneéné ¢islo. Volme £ > 0 a naleznéme
G:eg, i,7=12,..., tak, aby

U G:DAja ZT(G;) < 7TF(Aj) +27 .
i=1 i=1

Potom
UaioJaia Y n(G)<d m(4)) +e.
Jri=1 j=1 Jri=1 j=1

Tedy

j=1

T*(U Aj) < ZT*(Aj) +e.
J (|

7.4. v-mé&Fitelné mnoZiny. Nechf v je abstraktni vnéjsi mira na X. MnoZinu M C X nazveme ~-
méritelnou (podle Carathéodoryho), jestlize pro kazdou “testovaci” mnozinu T C X plati

YT) =T M) +~(T\ M)
Systém vSech (carathéodoryovsky) méfitelnych mnozin znaéime 2(y) a mnozinovou funkeci ~|9(7y)
znacime °.
K dtkazu y-méftitelnosti mnoziny M staci ovéfit pouze nerovnost
NT) 2 AT M) +~(T\ M),
a to jeSté samoziejmeé jen v piipadech, kdy v(T') < +oc.
7.5. Carathéodoryova véta. Necht ~y je abstrakini vnéjsi mira na X. Pak systém IM(~y) tvori o-algebru
a v° je uplnd mira.

Diikaz. Thned je vidét, ze 0, X € (), a jestlize M € M(y), potom i X \ M € M(y). Budte A,
B € M(7), chceme ukédzat, ze i AUB € M(y). Volme tedy testovaci mnozinu T' C X. Pouzijeme postupné
T pro testovani méFitelnosti A a TN A, T\ A pro testovani méFitelnosti B. Dostaneme (symbolem M®
budeme znacit X \ M)

YT) =T NA)+~(T N A,

)
YT NA) =~v(TNANB)+~(TNANB°,
(T NAY) =~4(TNA°NB) +~(T N AN B°),
takze (pouzijeme také subadditivitu )
YT)=v(TNANB)+v(TNANB) +~v(TNA°NB) +~(TNA°N B°)
>~y(TN(AUB))+~(TN(AUB)°).

Kombinaci operaci doplitku a sjednoceni lze také odvodit méfitelnost rozdilt a konecnych sjednoceni.
Mgjme nyni posloupnost {E;} po dvou disjunktnich y-méfitelnych mnozin. Indukci dostaneme z pred-

choziho, ze pro kazdé m = 1,2,... a pro kazdou testovaci mnozinu T' C X je
(7.2) WT) =Y AT NE) +~(T\ | E))
j=1 j=1
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Podrobnéji: pro m = 1 je to méfitelnost E;. Plati-li (7.2) pro m, pouZijeme testovaci mnozinu T\U;’;1 E;
na meéftitelnost F,, 1 a dostaneme

m—+1

(7.3) T\UE —W(TﬂEmH)—F*yT\UE

Se¢tenim (7.2) a (7.3) dostaneme (7.2) pro m + 1. Z (7.2) mame hned

ZvTﬂE +7T\UE

j=1

a odtud limitnim prechodem pro m — oo

(7.4) f: (TNE; +7T\UE

j=1
Nyni dokéZeme, Ze pro A; € M(v) je |, Aj € M(y). Vyrobime po dvou disjunktni E; z A; podle 1.13.
Potom E; € M(y) podle prvni ¢asti dikazu. Pouzijeme o-subadditivitu v na (7.4) a dostaneme

T)= Z’Y(TQEJ) +9(T\ U Ej)

HT N E) +4(T N\ E)),

j=1 j=1

coz dava y-méritelnost mnoziny
(oo} oo
Ue=U4
=1 j=1

Zbyva dokazat, ze ° je mira. Vime, ze y(#) = 0. Bud {E;} posloupnost po dvou disjunktnich ~-
méfitelnych mnozin. Potom pouzijeme (7.4) na

T =

s

E;
1

J

(pro >) a o-subadditivitu v (pro <) a dostaneme

(U B =Y v(E)
j=1 j=1
Uplnost miry 7° je snadna. (|

7.6. Zakladni konstrukce. Zékladni schéma konstrukce miry probiha ve dvou krocich. Vyjdeme z ne-
zaporné mnozinové funkce (G, 7), od které nechceme téméf nic — pfedpokladame jen pocateéni podminku
(7.1). V prvnim kroku vytvofime podle 7.2 a 7.3 vngjsi miru 7*, v druhém kroku pak podle 7.4 a 7.5
(aplnou) miru (IM(7*), 7°). Pro vyslednou miru zavedeme zkracené znaceni
(7.5) (G, 7') = (M(r7), 7°).
Konstrukei obvykle povazujeme za ispé$nou, jestlize (G, 7') je rozsifenim (G, 7). Tento pfipad nastane
pfi konstrukci Lebesgueovy miry, coz uvidime v nésledujicich kapitolach.
7.7. Test méFitelnosti. Necht (G, T) je nezdpornd mnoZinovd funkce na X spliujici poédteéni podminku
(7.1) a H C X je libovolnd mnoZina. Necht H spliiuje podminku

VGeG: GNHeG, G\Heg, 7(G)=7(GNH)+7(G\H).
Potom H € G'.

Drikaz. Nechf T' C X je libovolnd “testovaci” mnozina. Necht 3 7(G;) je horni soucet k 7*(T'). Potom
>_;7(G; N H) je horni soucet k 7*(T'N H) a 3, 7(G; \ H) je horni soucet k 7*(T"\ H). Tedy

(TNH)+ 7 (T\ H) < ZT(Gj NH)+ ZT(GJ« \H) = ZT(Gj).



Prechodem k infimu pfes vSechny horni souc¢ty dostaneme
T(TNH)+7(T\H) <7t*(T).
Tedy H je T7*-méfitelnd mnozina. O

7.8. Dynkiniiv systém. Nechf X je abstraktni mnoZina. Systém mnozin D C 2% se nazyva Dynkindv
systém, je-li splnéno

(D-1) 0, X €D,

(D-2) A, BED, BCA => A\BeD.

o0

(D-3) Jestlize A; € D jsou po dvou disjunktni, pak A; eD.

j=1
Kazdé o-algebra je Dynkintv systém.

Dulezitost Dynkinovych systémt spoc¢iva v tom, Ze jsou li p, v dvé miry na (X, S), u(X) = v(X) < oo,
potom systém mnozin {A € S : u(A) = v(A)} je Dynkintv systém (obecné ne o-algebra: uvazujte napt.
miry A— A{r € A:2>0}) a A— A{z € A: 2z <0}) na intervalu [—1,1]).

7.9. Generovani Dynkinovych systému. Je-li F libovolny systém podmnozin X, potom existuje
nejmensi Dynkintiv systém obsahujici F. Tento Dynkindv systém dostaneme jako prinik vSech Dynki-
novych systémi obsahujicich Fu budeme jej znacit §(F). Dale budeme znadit o(F) nejmensi o-algebru
obsahujici F.

7.10. Véta o Dynkinovych systémech. Necht F je systém podmnozin X uzavreny na konecné priniky.
Potom §(F) = o(F).

Dikaz. Necht A € o(F). Ozna¢me Fy = {B € o(F) : AN B € 6(F)}. Jestlize A € F, pak Fy4 je
Dynkintv systém obsahujici F, tedy Fa D 6(F). Necht nyni A € 6(F), potom podle pfedchoziho kroku
je Fa Dynkintv systém a obsahuje F. Pak ale podobné jako v pfedchozim kroku je F4 D 6(F). Dokézali
jsme, Ze systém J(F) je uzavieny na pruniky. Kazdy Dynkintv systém uzavieny na pruniky je vSak zfejmé
o-algebra, tedy 6(F) je o-algebra obsahujici F. Z minimality obou systémil plyne, ze §(F) = o(F). O

7.11. Véta o jednoznaénosti. Necht F je systém podmnoZin X uzavieny na konecné priniky. Necht u

a v jsou miry na o(F), které se shoduji na F. Jestlize existuji Xy, € F tak, Ze p(Xp) < oo a |J Xp =X,
kEN

pak p=v na o(F).

Diikaz. Pro kazdé k € N je systém mnozin {4 € o(F) : p(AN Xi) = v(AN Xg)} Dynkintv systém

obsahujici F a tudiz i 6(F) = o(F) (rovnost nastava podle véty 7.10). Kazdou mnozinu A € o(F)

miizeme napsat jako pod dvou disjunktni sjednoceni

A={]4;,
J

kde
A= AN Xy, AQZ(A\X1)0X27 A3:(A\(X1UX2))QX37....
Protoze podle vyse dokézaného je p(A;) = v(A;) pro viechna j € N, dostavame p(A) = v(A). O

7.12. Okruh. Nechf X je abstraktni mnozina. Systém mnozin O C 2% se nazyva okruh, je-li splnéno
(O-1) Ve O,
(0-2) A, Be 0O = AUBeO, A\BeO.
Ziejmé A, B € O ma téz za nasledek ANB € 0. Kazda o-algebra je okruh, ale pojem okruhu je mnohem
obecnéjsi.
7.13. Pramira. Nechf X je abstraktni mnozina a O C 2% je okruh. Mnozinova funkce 7 : O — [0, o]
se nazyva pramira, jestlize splinuje
(Pr-1) 7(0) =0,
(Pr-2) jestlize Ac O, A; €O, j=1,2,..., Aj jsou po dvou disjunktni a A = Uj A;, potom

m(A) = ZW(A]-).
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Pozadavek, ze hodnoty jsou nezaporné a defini¢ni obor je okruh, je soucasti definice pramiry. V piipadé
pramiry se muze stat, Ze sjednoceni po dvou disjunktnich mnozin z O nelezi v O, coZ neni v rozporu
s (Pr-2).

Rekneme, Ze pramira 7 na O je o-konecnd, jestlize existuji X; € O tak, Ze

m(X;)<oo, j=12..., a X=[]JX;
j=1

7.14. Hopfova véta. Necht O je okruh podmnoZin X a 7 je pramira na O. Necht Sy je nejmensi o-
algebra obsahugici O. Potom existuje mira puo na Sy, kterd rozsiruje ww. Jestlize m je o-konecnd, pak je
takovd mira po na Sy urcena jednoznacné.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze 7’ je rozsiteni 7. Zvolme A € O. Potom podle tvrzeni 7.7 je A € M(7*) = O'.
Potfebujeme ukazat, ze
m(A) = 7(A) (= 7'(4)).
Jelikoz 7(A) je horni soudet k 7*(A), mame
7" (A) < w(A).

Necht A; € O, j =1,2,...,U; 4; D A. Vytvoime z {A;} po dvou disjunktni systém {£};} podle 1.13.
Pak podle (Pr-2)

m(A) = ZTF(A NE;) < ZT((E]‘) < Z’IT(AJ‘).

J J J

Prejdeme-li na pravé strané k infimu pres vSechny horni soucty, dostaneme

w(A) <7 (A).

Tim jsme dokazali, Ze 7’ je rozsifeni 7. Mira 7’| Sy je hledané rozsifeni m na Sy. Je-li navic m o-koneén4,
pak z véty 7.11 plyne jednoznacnost takového rozsifeni. O

8. LEBESGUEOVA MIRA

V této kapitole splatime dluh z prvé kapitoly a ukazeme, Ze existuje Lebesgueova mira.

8.1. Lebesgueova mira v R". V 1.16 jsme zadefinovali Lebesgueovu miru (9, \) = (9M,,, A,,) jako
nejuzsi uplnou miru v R™, ktera kazdému n-rozmérnému intervalu @) pritadime jeho objem, tedy rozsifuje
munozinovou funkci (Z,£) = (Z,, £,).

Problém této definice tkvi v tom, Ze existence Lebesgueovy miry neni zfejma. Abychom ji dokézali,
pomoci zdkladni konstrukce sestrojime miru (Z’,¢') = (Z,,,¢,,) (znaceni jako v 7.6) a ovéiime v nékolika
pristich tvrzenich, Ze tato mira mé pozadované vlastnosti.

8.2. Méritelnost borelovskych mnozin. KaZdd borelovskd podmnozina R™ je £*-mévitelnd.

Diikaz. Necht H je poloprostor tvaru {z € R" : x; < a}, kde a € R. Potom pro kazdy interval Q € Z,
je

QNHEeTZ,, Q\HeZ, a LQNH)+L{Q\H)=0Q).
Tedy H € 9, podle tvrzeni 7.7. Jelikoz borelovska o-algebra je ziejmé generovana takovymi poloprostory
a M(L*) je o-algebra, je B(R™) C M(£*). O
8.3. Vnéjsi mira intervalu. Je-li Q € Z, pak £*(Q) = £(Q).

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze interval @) je kompaktni, tj. uzavieny a omezeny, a meze jsou racio-
nélni. Zvolme e > 0. Najdeme posloupnost {G} intervalt tak, ze

o0 o0

QclJGr a D UG <(Q) +e.
k=1 k=1

Muzeme predpoklddat, ze Gy jsou oteviené a jejich meze jsou raciondlni, nebof kazdy interval G je

obsazen v otevieném intervalu G’ s raciondlnimi mezemi, jehoZ objem se od objemu G libovolné mélo

lisi. Potom ovSem z kompaktnosti () plyne, Ze existuje m prirozené tak, ze

QC U G-
k=1
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Mame vyjadfeni
Q = [alabl} Xoeee X [anvbn]v
Gr = (ap,b3) x ---x (af,b}), k=1,2,...,m,

kde vSechna dcisla a',b",a},b% jsou racionalni. Bud ¢ jejich nejmensi spoleény jmenovatel. Uvazujme
mnozinu krychli

Q:{(%’zl_ﬂ)x...x(ﬁf%l): ZGZ”}

q
a pro K € Q ozna¢me

ﬁK . 1, kdyi K C Gg,
710 jinak.

(Q) = D HE)< D D BRUK) =D BEUE) =Y UGh).
k=1

KeQ, KCQ KeQ k=1 k=1KeQ
Tim je dikaz hotov pro kompaktni interval s raciondlnimi mezemi. V obecném piipadé dokonc¢ime diikaz
tak, Ze (Q budeme aproximovat posloupnosti kompaktnich intervalt s racionalnimi mezemi zevnitf. [

Mame

8.4. Struktura méfitelnych mnoZin. Necht E € Z'. Potom
(a) ezistuje posloupnost {G,;} otevienych mnozin tak, Ze

G;DE al'(G;\E)—0,
(b) ezistuje posloupnost {F;} uzavienych mnoZin tak, Ze
F;CEal'(E\Fj)—0,

(c) existuje posloupnost {K;} kompaktnich mnoZin tak, Ze
K;cBat(B\|JK;)=0.
J

Naopak, kazdd mnozina E C R™ magici nékterou z vlastnosti (a), (b), (c) lezi vT'.

Dikaz. (a) Jde vlastné o to dokdzat, ze ke kazdému ¢ > 0 existuje oteviend mnozina G D FE tak, Ze
V(G \ E) < e. To dokézeme ve dvou krocich.

1. krok. Budeme pfedpoklddat, ze ¢/(E) < oo. Zvolme £ > 0. Podle definice ¢’ existuje posloupnost
{Qi} otevfenych intervald tak, ze

EclJ@i, D Qi) <l(E)+e.

PoloZzme

¢=J Q.
i€EN
Potom G je zfejmé oteviend nadmnozina F a

v\ B <¢(Jo\E)
= (U Qi) £(E)
<Y UQ) - U(E)) SU(B)+e-L(B) ==

2. krok. V obecném prfipadé napiSeme mnozinu F ve tvaru po dvou disjunktniho sjednoceni mnozin z Z'

jako E = |J FEk, kde ¢'(Ey) < oo, Pro kazdé k € N najdeme podle prvniho kroku otevienou mnozinu
kEN

G* D Ey, tak, ze £/(G* \ E)) < 27 %¢. Potom pro G = |J, G* platd G D E a ¢'(G\ E) < e.
(b) dostaneme z (a) pfechodem k dopliiktim.
(c) Podle (b) existuje posloupnost {Fj} uzavienych mnozin tak, ze

Fy CEaE’(E\UFk> = 0.
k

Mnoziny Fj, N [—m,m]™, k,m =1,2,..., jsou kompaktni a lze je usporddat do posloupnosti.
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Pokud E mé nékterou z vlastnosti (a), (b), (c), pak se lisi od borelovské mnoziny o mnoZinu miry nula.
Borelovské mnoziny jsou ¢-métitelné podle véty 8.2, méfitelnost £*-nulovych mnozin plyne z uplnosti
miry ¢. Tudiz E C Z'. O

8.5. Véta o existenci Lebesgueovy miry. Lebesgueova mira v R" ezistuje. KaZdd borelovskd mnoZina
je A-méritelnd.

Diikaz. Podle vt 8.2 a 8.3 je ¢ rozsifeni £ na tiplnou miru. Je-li u rozsifeni £ na tGplnou miru, urcité se
shoduje s ¢ na £*-nulovych mnoZinich. Jelikoz systém F vSech mnozZin, které jsou bud intervaly nebo
{*-nulové, je uzavieny na konecné pruniky a R" lze napsat jako sjednoceni spocetné mnoha intervala
koneéné miry, podle véty (7.11) je p = ¢ na o(F). Podle véty 8.4 je ' C o(F), tedy z minimality
dostavdme I’ = o(F) Tedy (Z',¢') je nejuzsi rozsifeni ¢ na Gplnou miru. O

9. SOUCIN MER A FUBINIOVA VETA

9.1. Soucin mér. Necht (X,S,u), a (Y,7,v) jsou prostory s mirou. Necht miry u, v jsou o-konecné.
Uvazujme systém S x 7 vSech podmnozin X XY tvaru A x B, kde A € §, B € 7. Takovym mnozindm
budeme fikat méritelné obdélniky. Na S x 7 definujeme mnozinovou funkci p x v piedpisem

pxv (A x B) = u(A)v(B).

Definujeme soucin meér u®@v jako nejuzsi miru na X xY', ktera kazdému méritelnému obdélniku Q € Ax B
pritadi puxv (Q). Dale definujeme uplng soucdin mér ;@ v jako nejuzsi rozsifeni p X v na Gplnou miru.
Podobné jako u Lebesgueovy miry je tfeba ukazat existenci nejuzsiho prvku ve t¥idé moznych rozsireni.
9.2. Mé&Fitelnost méfitelnych obdélnika. Necht (X,S,p), a (Y, T,v) jsou prostory s mirou. Potom
kazdy meéritelny obdélnik je (uxv)*-méritelny.

Diikaz. Uvazujme mnozinu E € §. Chceme dokdzat (u x v)*-méfitelnost mnoziny £ x Y. Bud A x B €
S x T méfitelny obdélnik. Potom

(AxB)N(ExY)=(ANE)xBeSxT, (AxB)\(ExY)=(A\E)xBeSxT

(1 x V) (A x B)N (B x Y)) + (ux 1)((Ax B)\ (E x Y)) = (u x v)(4 x B).

Tedy E x Y je (u x v)*-méfitelnd podle tvrzeni 7.7. Podobné bychom dostali méfitelnost X x F' pro
kazdou F' € 7. Tedy

ExF=(ExY)N(X xF)eM((nxv)).

O
9.3. Vnéjsi mira méritelného obdélniku. Je-li A€ S a BT, pak
(uxv)*(AxB) = pxv (AxB).
Diikaz. Necht
> uxv (4; % Bj)
j=1
je horni soucet k (1 x v)*(A x B). Potom pro kazdy bod = € X je
v(B)X,(z) < V(Bj)XA,- ().
j=1
Podle véty 5.5 (a) je
(x)(AxB) = [ B dus [ S uB, de=Y" [ v(B)x,, du
X X j=1 j=1
= Z(N x v)(4; x Bj)
j=1
O
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9.4. Existence soudinu mér. Necht (X,S,u), a (Y,T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry p, v jsou
o-konecné. Necht U je nejmensi o-algebra obsahujici S x T a Ul je nejmenst o-algebra obsahujici S x T
a vsechny (pxv)*-nulové mnoziny. Potom (uxv)'|U je soucin mér p a v a (uxv)' |U je uplng soucin
mer | a v.

Dikaz. Podle vét 9.2 a2 9.3 je (uxv) rozsifeni pxv na tplnou miru. Je-li p rozsifeni pXv na iplnou miru,
urc¢ité se shoduje s (uxv) na (uxv)*-nulovych mnozinich. Jelikoz systém F vSech mnozin, které jsou
bud intervaly nebo (uxv)*-nulové, je uzavieny na koneéné priniky a X x Y lze napsat jako sjednoceni
spocetné mnoha méfitelnych obdélniki kone¢né miry, podle véty (7.11) je p = (uxv)’ na U = o(F).
Tedy (uxv) |U je nejuzsi rozsifeni uxv na tplnou miru. Podobné Ize dokazat, ze (uxv)'|U je nejuzsi
rozsifeni puXv na miru. ]

9.5. Poznamky. Podobnou metodou jako v diikazu véty 8.4 bychom mohli dokizat, ze U = (S x T) a
tedy Uplny soucin mér p a v neni nic jiného nez (uxv)’.

Z vét 9.2, 9.3 vidime, Ze rozsifeni pXv na (iplnou) miru miZzeme provést bez omezujicich predpokladi,
avSak pokud miry g a v nejsou o-konecné, mohli bychom ztratit jednoznacnost, kterou potfebujeme
k nalezeni nejuzsiho rozsiteni.

9.6. Rezy. Nechf M C X x Y. Znac¢ime

M** ={yeY:(z,y) € M}, xeX,

MY ={zeX:(z,y) € M}, yevy.
Tyto mnoziny se nazyvaji rezy.
9.7. Vypocet souéinové miry mnoziny. Necht (X,S,pn) a (Y,T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry
i a v jsou o-konecné. Bud (R, p) soucin mér pu a v. Necht M je p-méFitelnd mnoZina. Potom pro kazdé
x € X je mnoZina M** v-méritelnd, funkce x — v(M®™*) je méfitelnd a

o) = [ w17

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze miry p a v jsou konecné. Potom systém vSech mnozin M, pro které
tvrzeni plati, je Dynkiniv systém obsahujici vSechny méfitelné obdélniky. Tudiz podle véty 7.10 tvrzeni
plati pro kazdou p-méfitelnou mnozinu. Prechod k obecnym o-koneénym méram predstavuje nezazivny
technicky detail. a

9.8. Fubiniova véta. Necht (X,S,u) a (Y,T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry p a v jsou iplné a
o-konecné. Bud (R, p) soucin mér u a v a (R,p) jejich uplng soucin. Necht f je p-mévitelna funkce na
p-méritelné mnoZine M C X x Y. Predpokladejme, Ze integral

/ f(x.y) dp(z. )
M

ma smysl. Potom pro u-skoro vsechna x md smysl integrdl

@)= [ i),

/gdu
X
a

91) [ sewasen = [ gdo= [ ([ i) de).

Diikaz. 1. krok. Podle véty 9.7 tvrzeni plati pro f = X,, kde A lezi v o-algebie R.

2. krok. Je-li N (p x v)*-nulova, pak existuje E € R tak, ze E D N a p(E) = 0. Z platnosti tvrzeni
pro X snadno odvodime platnost tvrzeni pro X .

3. krok. Obecnou mnozinu M € R miizeme napsat ve tvaru disjunktniho sjednoceni M = AU N, kde
A€ R aN je (puxv)-nulova. Dikaz tvrzeni pro f = X,, dostaneme z prvniho a druhého kroku.

4. krok. Vime-li, Ze tvrzeni plati pro charakteristické funkce mnozin z R, rutinnim postupem pies
jednoduché funkce a nezaporné méritelné funkce odvodime obecny piipad.

funkce g md integrdl

|
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9.9. Poznamka. Role prostori X a Y ve Fubiniové vété je symetricka. Proto také plati Fubiniova véta
ve tvaru

92) e = [ ([ resdu) aw

a je-li splnén predpoklad existence integralu

/M f(x.y) dp(e. ),

miizeme ospravedlnit zaménu potfadi integrace

S e we) i = ([ s du) aw

9.10. Souciny kone¢né mnoha meér. Zcela stejné bychom “vynasobili” koneéné mnoho prostort s
mérami (X;,S;, i), ¢ = 1,2,...,n, pouze vyklad by byl méné ptrehledny pro velké mnozstvi indext.
Také mtizeme prevést tllohu na predchozi rekurentnim nésobenim, napf.

ﬂl@@ﬂn = (Nl@"'@ﬂn—l)@ﬂn-
9.11. Lebesgueova mira a souéin mér. n + m-rozmérnd Lebesqueova mira je uplngm soucinem n-

rozmeérné a m-rozmeéerné Lebesgueovy miry.

Diikaz. Nechf A C R™ je méfitelnd. Podle véty 8.4 (a) existuji oteviené mnoziny G; C R"™ a A, .,-nulova
mnozina N C R" tak, ze

= (Ne)\w
=1
Potom
AxR" = ()G x R™)\ (N x R™),
=1
tedy Ax R™ je A\, 4m-méfitelnd. Podobné R™ X B je A, 4, -méFitelnd pro kazdou A, méfitelnou B. Tedy

“métitelné obdélniky” jsou A,,,-méfitelné. Odtud plyne, ze jak A, je nejuzsi Gplna mira, v niz jsou
vSechny méritelné obdélniky méritelné a je to tedy tplny soucin mér A, a A,,. |

9.12. P#iklad. Nechf N C R je neméfitelnd mnozina. Potom N x {0} je Ap-nulovd v R?, tudiz Ao-
méfitelnd, ale neni \; ® Aj-méritelna. Predchozi véta tedy ztrati platnost, nahradime-li tplny soucin
oby¢ejnym soucinem.

9.13. Priklad. Pocitejme

72 * 2arctgx
7 = larctg® 232, = /0 a2
2
1.2 [arctg(yw)]y o dx

-l

/ /1+:v2 1+yw2)dy)dx
:// 1+ 22) 1+yx2)
[

1—

2/1 Iny _dy 722/ ¥ Inyd
T = y dy

—9

ZZn—I—l

n=0

1+ a2 ]00

In
y |: 1+$2 x=0
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(odivodnéte samostatné pouziti Fubiniovy véty a zdménu Fady a integralu). Oznac¢me

1111
—§+E+6—2+8—2+...,
1 1 1 1
L=ptatrtn
1 1 1 1
Potom mame
V=L4+S, V=2, L:%,

a odtud
=1 4 w2
—=V==-L=—.
>3 al="¢
k=1

9.14. Piiklad (Ratajovy dlazdi¢ky). Rozdélme R? na étverce Q;; = [i,i+1) x [4,j+1). Necht funkce
f:R? — R je definovéna piedpisem

1, xEQiJ‘, 0<j:i+1,

f(x7y): _1a l.eQi,jv 0<7’:j+17
0 jinak.
Pak
[ee] (oo} oo oo
/ (/ f(w,y)dy) dr=1# -1 =/ (/ f(w,y)dw) dy.
10. VETA O SUBSTITUCI
10.1. Diferencovatelné zobrazeni. Necht G C R" je oteviend mnozina a ¢ = (¢1,...,¢0m) : G = R™

je zobrazeni diferencovatelné v bodé x € G. Matice linedrniho zobrazeni ¢’ (t) se nazyva Jacobiho matice
zobrazeni ¢ v bodé t. Je to tedy matice

0p; "

ot; ®) i=1,..,m

j=1,...,n

Zobrazeni ¢ : G — R™ nazveme reguldrni, jestlize ma spojitou derivaci (tj. spojité vSechny parcidlni
derivace) a jeho Jacobiho matice mé vSude v G hodnost n.

10.2. Jakobian. V této kapitole se budeme zabyvat moznosti zdmény proménnych v integralu prostied-
nictvim zobrazeni ¢ : G — R™. Budeme tedy vySetfovat jen pfipad m = n. Pak je Jacobiho matice
¢tvercové a jeji determinant nazveme jakobidnem zobrazeni ¢ v bodé€ t.

10.3. Véta o substituci. Necht G C R"™ je oteviend mnoZina a ¢ : G — R"™ je prosté requldrni
zobrazeni. Necht u je funkce na M C ¢(G). Potom

/ u(z) di = / u( ()| o(t)] dt,
M o1 (M)

pokud alespori jedna strana md smysl. (Piipomerime, Ze aby integrdl mohl mit smysl, je mj. nutné, aby
integracni obor byl méritelnd mnoZina a integrovand funkce byla méritelnd)

Diikaz. Dukaz uvedeme ke konci kapitoly. |
10.4. Polarni soufadnice. Necht

G—{(Z)eRzz r >0, —7r<a<7r}.

Zobrazeni ¢ : G — R? dané predpisem

y(r, @)
x(r,a) := 1 cos a,

olr.a) = (“’“"“)),

y(r,a) :=rsina

se nazyva zobrazeni poldrnich souradnic.



10.5. Véta o polarnich souiadnicich. Necht ¢ : G — R? je zobrazeni poldrnich souradnic. Potom ¢
je prosté reguldrni zobrazeni a Jo(r,a) = r. Je-li M C R? a a u funkce na M, potom

(10.1) / u(z,y)dedy = / u(r cosa, r sina) rdrda,
M GNe=1(M)
pokud alesponi jedna strana md smysl.
Diikaz. Soustava rovnic
T cosa = x,

rsina =y
s podminkou (;) € G mé pravé jedno feseni
T = \/m7
a=2 arctg(¢)
T+ /2?4 y?

pokud (;) ¢ N := (—00,0] x {0}. Ovéfeni hladkosti a vypocet jakobidnu je rutinni zaleZitost. Vzorec
(10.1) dostaneme z véty o substituci 10.3, uvazime-li, ze A(N) = 0. O

10.6. Sférické souradnice. Necht tentokrat

r
G= @ €R3:r>0,—z<o¢<z,—7r<ﬂ<7r.
38 2 2

Zobrazeni ¢ : G — R? dané predpisem

z(r, a, B)
@(T,Oé,ﬁ) = y(rvaaﬂ) y
z(r, a, B)
z(r,a, 3) :==1r cosa cos 3,
y(r,a, 8) :=r cosa sin g,
z(rya, B) :==r sina
se nazyva zobrazeni sférickych souradnic.

10.7. Véta o sférickych soufadnicich. Necht ¢ : G — R? je zobrazeni sférickijch souradnic. Potom
@ je prosté reguldrni zobrazeni a Jp(r,a, 3) = —r?cosa. Je-li M C R® a u funkce na M, potom

/ u(z,y,z)dxdydz
(10.2) M

= / u(r cos accos 3, v cos asin 3, rsin ) 2 cos o dr da d3,
Gne=1(M)

pokud alespon jedna strana md smysl.

Diikaz. Soustava rovnic
rcosacosf =z,

rcosasinfg =y,

rsina =z
r
s podminkou | « | € G ma pravé jedno Feseni
B
r = /12 + y2 + 222,
) z
o = arcsin ———,
Vaz+y?+ 22
0 = 2arctg S
T+ /2?2 +y?
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T
pokud [y | ¢ N := (—00,0] x {0} x R. Ovéfeni hladkosti a vypocet jakobidnu je rutinni zalezitost.
z

Vzorec (10.2) dostaneme z véty o substituci 10.3, uvdzime-li, ze A(N) = 0. O

V dalsim se budeme zabyvat dikazem véty o substituci.
10.8. Lemma o mife linearniho obrazu. Necht L : R™ — R" je linedrni zobrazeni. Potom pro kaZdou
méritelnou mnoZinu E C R™ je L(E) méFitelnd a plati
AML(E)) = [JLIAE).

Diikaz. Jestlize L je singuldrni, pak L(R™) je linedrni podprostor R™ dimenze < n a tudiz A\(L(F)) =0 =
|JLIA(E) pro kazdou mnozinu £ C R"™. MiZzeme tedy pfedpokladat, Ze zobrazena L je regularni. Potom
inverzni zobrazeni je spojité a obraz L(E) kazdé borelovské mnoZiny je borelovskd mnozina. Nejprve
dokazeme, ze existuje konstanta o > 0 tak, ze pro kazdou borelovskou mnozinu £ C R" je

(10.3) AML(E)) = aA(E).
PoloZzme
a = A(L([0,1)™)) > 0.

Definujme mnozinovou funkci p na B(R™) pfedpisem

W(E) = ML(E))/cv.
Ptedevsim, jelikoz L a L~! jsou méfitelné, mnozinova funkce u je mira. Pfedpoklddejme, Ze g je pfirozené
¢islo a @ je krychle [0,1/¢)™. Potom kazdd posunutéd kopie () mé stejnou miru p a [0,1)™ lze disjunktné
rozlozit na ¢™ takovych kopii. Proto

Pomoci aditivity mér nahlédneme, ze
u(I) = A1)
pro kazdy interval o racionalnich mezich. Protoze systém takovych intervalti je uzavieny na konecné
priniky a generuje Dynkindv systém B(R"™), podle véty o jednoznacnosti 7.11 je ;1 = A na borelovskych
mnozinich. Zaplnénim dostaneme (10.3) pro kazdou A-méfitelnou mnozinu. Zbyvéa dokazat, ze « = JL.
Nejprve dokazeme tvrzeni pro zobrazeni

Lx:(d1x17...,dnm"), reR",

kde dy,...,d, jsou nezaporna reilna cisla. Potom matice L je diagondalni matice, ktera mé diagonélni
prvky dy, ..., d,. Pro kazdy n-rozmérny interval @ je L(Q) také n-rozmérny interval a

UL(Q)) =dy...d, €(Q) = JL L(Q).
Ve stejném poméru dopadaji také horni soucty k libovolné mnoziné, tedy pro méfitelné mnoziny mame
ML(E)) = |JL| M(E).

Je-li L izometrické linedrni zobrazeni, potom zobrazuje jednotkovou kouli {z : |z| < 1} na sebe a tudiz
a = 1. Konec¢né, je-li L libovolné linearni zobrazeni, pak linearni algebra tvrdi, ze existuji izometricka
linedrni zobrazeni P, () (reprezentovand ortogonalnimi maticemi) a “diagonalni” linedrni zobrazeni D tak,
7e L = QDP. (Ozna¢me (€1, ...,¢&,) kanonickou bazi prostoru R™. Matice zobrazeni L*L je symetrickd
pozitivné definitni a tudiz existuje ortonormalni baze ( ﬁ, ceey ﬁ) prostoru R” slozené z vlastnich vektori
matice L*L. Existuji tedy A\; > 0 tak, ze

L*Lf; =)2f;, i=1,....n.

—

Potom @, D and P se konstruuji jako linedrni zobrazené trznsformujici baze na béaze: P( f;) = €&,
D(€;) = Ni€i, Q(Ni€i) = L(f;). Méame




tedy @ je ortogondlni.) S vyuzitim véty o soucinu determinantt dostdvdme pro kazdou méfitelnou mno-
zinu E C R", ze L(E) je méfitelnd a
ML(E)) = MD(P(FE))) =det DA(P(E)) = det D A(E)
= |det @ det D det P| A(E) = | det(QDP)| A\(E)
= |det L| A\(E).

10.9. Znaceni. V dal$im budeme znadit
B(z,r)={z €eR": |z —z| <r}
(tedy B(z,7) je koule o stbedu z a polom2ru r), a pro dan0 mno6iny X, Y C R™ bude
X+Y={z=y:zeX, yeY}
Norma line4drniho zobrazeni L je
IL|| :=sup{Lz : z € R", |z| < 1}.
10.10. Kli¢ovy odhad. Necht L je linedrni zobrazeni, p > 0, 0 < r < p||L|| a Q = [—p, p]™. Potom
A(L(Q) + B(0,7)) \ L(Q)) < Cp" H|L["Hr,
kde
C, = 22" (n 4 2)" !
Dikaz. Necht S je sténa krychle @, S’ je (n — 1)-rozmérnd krychle rovnobézné s S se stiedem v pocatku
a u je jednotkovy vektor kolmy na L(S’). Najdéme pfirozené ¢islo k tak, aby bylo
kr < p||L|| < (k + 1)r.

Uvazujme vrstvy

A; = (L(S) + B(2iru,r) i=0,1,... k.
Necht z;,z; € L(S), y; € B(2iru,r), y; € B(2jru,r). Jestlize x; + y; = =; + y;, pak z kolmosti u a
x; — x; a trojuhelnikové nerovnosti dostdvame

[27ru — 2irul < |(2jru — 2iru) + (x5 — ;)| < |(2jru — 2iruw) + (z; — 2:)| = [(2jru — 2iru) + (y; — y;)|
< ly; — 2iru| + |y; — 2jru| < 2r,

coz je mozné pouze jen kdyz i = j. Tedy systém mnozin {A4;} je po dvou disjunktni. Bud ¢t € S a
y € B(2iru,r). Potom

t| < dv/n < on,

1] < on L,

ly — 2iru| <,

[2iru| = 2ir.
Tedy
[Lt+y| < 2+ 1r+on|L]| <2k+Dr+nk+1)r < (n+2)kr+ (n+ 1)r <2(n+ 2)kr,
neboli
JAi € B(0,2(n + 2)kr) C (=2(n + 2)kr, 2(n + 2)kr)".

Jelikoz pocet vrstev je k 4+ 1 a kazda z nich mé stejnou miru, je
AMA) < ((n+2)kr)"/(k +1) < 2" (n+ 2)"k"1r™ < 22" (n +2)"p" Y|L|"r

Necht z € (L(Q) + B(0,7)) \ L(Q). Potom existuje z € Q tak, %e |x — Lz| < r. Na tsecce spojujici L'z
a z najdeme bod 2/, ktery lezi na hranici ). MiZeme predpokladat z = z’. Tedy

(L(Q) + B(0,1)) \ L(Q) < [ JL(S) + B(z,7)),
S

kde S probiha vSechny stény krychle @, kterych je 2n. Tedy
A(L(Q) + B(0,r)) \ L(Q)) < 22" (n + 2)" T p"TH|L|" 7.
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10.11. Véta o substituci-nerovnost. Necht G C R"™ je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je spojité
diferencovatelné zobrazeni. Necht E C G je mé¥itelnd mnoZina. Potom

(p(E)) < /E | T(t)] dt.

Diikaz. Muzeme ptedpokladat, e E je omezend a E C G, jinak bychom E rozloZili na spoéetny systém
disjunktnich mnozin, pro které by dodatecny predpoklad platil. Zvolme ¢ > 0. Najdeme omezenou
otevienou mnozinu U C G tak, ze U C G a

(10.4) / |[Jo(t)] dt < / |Jo(t)| dt + €.
U E
Funkce Jp a ¢’ jsou stejnomérné spojité na U. Najdeme tedy konstantu C' a polomér 6 > 0 tak, aby pro
vsechna s,t € U platilo
s —t| < = [J(s) — Je(t)| <e,
(10.5) ls—t[<d = ll¢'(s) —&'M)l <&,
le' )] < C.

Rozdélime U na po dvou disjunktni sjednoceni krychli
J

kde kazda krychle (); ma primeér mensi nez §. Oznac¢me z; stied krychle ();, p; polovi¢ni délku jeji hrany
a Lj = ¢'(z;). Necht t € Q;. Potom

o0) = 9025) = 100 = ) < | [ (e + €00~ )~ ()~ Ly (et - =) ]
R i e R AN

< /01 (25 + &(t = 25)) = Ll [t — 2] dg
< e 2np;.
Tedy
0(Q;) € L(Qy) + B(p(z)) — L), 2nep;)
Z posunuté verze lemmatu 10.10, z lemmatu 10.8 a odhadu (10.5) dostaneme
C(p(Q5)) < ML;j(Q))) + Cn(Cpj)" ™ 2nep;
= / (JL; +27"C,C" '2ne) dt

g/ (Jo(t) + (1 + nC,C" 1)e) dt.
Q

J

Sectenim pies j a pouzitim (10.4) dostaneme
Clo(E) < 30 (9(Q)) < / (To(t) + (1 +nCC™Y)e) dt < / To(t) dt + = + (1+nCrC™ 1Y e \(U).
; U E

Limitni pfechod ¢ — 0 dava pozadovanou nerovnost. O

10.12. Sardova véta. Necht G C R" je otevrend mnoZina a ¢ : G — R™ je spojité diferencovatelné
zobrazeni. Necht

Z={teG: Jyp(t) =0}.
Potom Ap(Z)) = 0.

Diikaz. Tvrzeni je ztejmym dutisledkem predchozi véty 10.11. (|
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Dikaz véty o substituci. Mizeme pfedpokliddat, ze M = ¢(G), tedy uvazujeme méfitelnou funkci v na
©(G). Také muzeme predpokladat, Ze funkce u je nezdpornd. Jestlize zobrazeni ¢ je reguldrni a prosté,
podle véty o inverznim zobrazeni je inverzni zobrazeni téZ regularni a prosté. Necht ' C G je borelovska
mnozina. Potom ¢(E) je také borelovskd mnoZina, nebot zobrazeni ¢ ~! je spojité. Podle véty 10.11
mame

N (B)) < /E Tp(t)] dt.

Odtud také dostaneme, ze obraz A-nulové mnoziny je A-nulovd mnozina. Mame-li tedy nezdpornou mé-

fitelnou funkci f : G — R, pak postupné dostaneme méfitelnost funkce f o ¢! a vzorec

(10.6) o (@) da < /G F(8) | To(0)] dt.

»(G)

Tvrzeni uz jsme dokazali pro charakteristickou funkci méritelné mnoziny a odtud obvyklym postupem
pies jednoduché funkce plyne pro kazdou nezdpornou méfitelnou funkci. Vyménime-li role ¢ a ¢! a

uvazujeme-li nezdpornou méfitelnou funkei v na p(G), dostaneme méfitelnost funkee v o ¢ a vzorec

(107 Lot [ @ i@ e

»(GQ)

Uvazime-li, Ze

polozime-li f(t) = u(e(t)) v (10.6) a v(z) =

<
—~
8
~—
~
<
—~~
AS)
L
~
—~
8
=
<
—~
—_
e
BN |
~—
(oW
o
(2}
o+
V)
=]
[¢]
=
e

coz jsme méli dokazat. O

11. PROSTORY LP

11.1. LP-normy. Necht (X, S, i) je prostor s mirou. Definujeme A(X) jako mnozinu vSech S-méfitelnych
funkei u s definiénim oborem D,, € S, skoro vSude definovanych (tj. (X \ D,) = 0)) a skoro vsude
konecénych.

Jsou-li u, v € A(X), pak soudet u(z) 4+ v(x) ma smysl skoro viude na X, tedy u +v € A(X).

Na A(X) zavedeme ekvivalenci

u~ v jestlize u = v skoro vSude.

Je-liue A(X) al<p< oo, definujeme
» 1/p
fullyi= ([t d) "
b's

lull oo := inf{C >0: |u] < C skoro Véude}.

Dale definujeme

11.2. Youngova nerovnost. Jsou-li a,b >0, p,q € (1,00), pg = p+ q, pak

a? bl
ab < — + —.
p q
Dikaz. Pro a = 0 nebo b = 0 je ditkaz trividlni. Jinak z konkavity logaritmu dostavame, ze
aP b 1 1
In(— + —) > ~1In(a?) + = In(b?) = In(abd).
( P ) ’ (a”) . (b%) = In(ab)

11.3. Holderova nerovnost. Jsou-li u,v € A(X), p,q € (1,00), pq = p+ q, pak
uvllr < [Jullpllvflg-

Rovnost nastdvd, pravé kdyz existuji a,b € [0,00) (aspori jedno z nich nenulové) tak, Ze alu|P = b|v|?
skoro vsude.
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Dikaz. Oznac¢me
s=ullp, t=lvlg

Mizeme predpokladat, ze funkce u, v jsou nezdporné a ze 0 < s < 0o, 0 < t < oo. Potom pro skoro kazdé
z € X méame z Youngovy nerovnosti

Zintegrovanim podle x dostaneme
1 1 1
— wdpy < — 4+ —=1.
st Jx P q
Tvrzeni o rovnosti dostaneme analyzou dikazu. O
11.4. Minkowského nerovnost. Jsou-li u,v € A(X), p € (1,00), pak
[+ vllp < flullp + [[vllp-

Diikaz. Muzeme predpokladat, ze 0 < ||ul|, < 00, 0 < ||v||, < co. Pro skoro kazdé z € X mame

1/p

u(@)| < (Ju@P + o@)?)

1/p

o@)] < (Ju(@) + @)
tedy po seéteni a umocnéni na p
u(z) +v(@) [P < (Ju(@)] + [o(@)])" < 27 (Ju(@) P + u(z) P),

takZe |lu+ v|[, < co. S pomoci Hélderovy nerovnosti, kde definujeme g = 25, dostaneme
/ lu+vlPdp < / lu+ v[P~u| du + / lu+v[P~tv| dp
p's p's b

(11.1) g(/x |u+v|1’du)l/q(/xu|pd#)1/”
(L oran) ([ o)™

1/q
0<(/ |u+v|pd,u) < 00,
X

miizeme timto vyrazem vydélit obé strany nerovnosti (11.1) a dostaneme pozadovany vysledek. (|

Jelikoz

11.5. Zavedeni Lebesgueovych prostoru. Necht 1 < p < oo. Prostor LP(X, S, u), krdtce L?(X) nebo
LP(u), definujeme jako mnozinu vSech v € A(X), pro néz

[ullp < oo

Na prostoru LP(X) budeme uvazovat dvé rovnosti. Jedna bude “oby¢ejnd” rovnost funkci, druhé rovnost
skoro vsude, neboli ekvivalence ~. V druhém pfipadé prvky prostoru formalné vzato nejsou funkce,
ale tfidy sobé ekvivalentnich funkci. Linearni operace a norma nezavisi na volbé reprezentanta t¥idy
ekvivalence.

Prostor LP(X) vybaveny rovnosti ~, linedrni strukturou a normou je normovany linearni prostor.
Vskutku: jediné, co neni zfejmé nebo aspon velmi snadné, je trojuhelnikova nerovnost pro 1 < p < oo,
ale to je Minkowského nerovnost. Zdturaznéme, ze mezi pozadované vlastnosti v definici normy patti

|lu|| =0 = wu je nulovy prvek prostoru,

coZ je umoznéno tim, Ze namisto rovnosti = uvazujeme rovnost ~.

11.6. Uplnost prostortt LP. Necht {f;} je posloupnost prokii LP(X), cauchyovskd v normé | ... |-
Pak existuje f € LP(X) tak, Ze || f; — fll, — 0. Ddle ezistuje posloupnost {g;} vybrand z {f;} tak, Ze
g; — [ p-skoro vsude.
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Diikaz. Dikaz provedeme pro p < oo; piipad p = oo je odlisny a snadné&jsi. Jelikoz {f;} je cauchyovska

posloupnost, lze z ni vybrat posloupnost g; tak, Ze pro vSechna j = 1,2,... plati
(11.2) g1 — g5l < 277.
Polozme

hi = |g1| + lg2 — g1l + - + |gk — gr—1l,
h = lim hy
k—o0
Z trojuhelnikové nerovnosti pro LP-normu a (11.2) dostaneme

k—1

elly < llgrlly + D llgi1 = gillo < llonlly + 1.
j=1

Podle Leviho véty 3.9 a pfedchoziho odhadu je
o=t [ W d = tin e < (ol + 1)
X k Jx k

Funkce hP je tedy integrovatelnd a tim spis skoro vSude koneénd (viz. 3.5 (c)). Uvazujme bod x, v ném?z
h(z) < co. Potom fada

o0
g1+ Z(9j+1(95) —9;(@))
j=1
konverguje, nebot konverguje fada absolutnich hodnot. Tim jsme dokédzali existenci limity
f(2) = lim g;(x)
J]—00

v kazdém takovém bodé z. Lebesgueova véta 5.2 s majorantou hP dava

tim [ 17 =g du= [ Jim |7 - g du=0.
Jj—oo Jx x j—oo

Znovu pouzijeme, ze {f;} je cauchyovska posloupnost, a dostdvame

I1f = fille < I = g5llp + lgs = fillp — O
Tvrzeni o konvergenci skoro vsude jsme dokazali v pribéhu. |

11.7. Hustota jednoduchych funkci. Jednoduché LP-funkce jsou husté v LP(X), 1 < p < oo.

Diikaz. Necht f € LP(X). Chceme najit posloupnost {f;} jednoduchych funkei tak, aby || f; — f|l, — 0.
Mizeme predpoklddat, ze f > 0. Podle véty 2.10 existuji jednoduché funkce f; > 0 tak, ze f;  f.
Z Lebesgueovy véty 5.2 (majoranta |f|P) dostaneme

/ |fj — fIP dz — 0.
X

O
12. VETY O KONVERGENCI
Bud (X, S, 1) prostor s mirou.
12.1. Cebysevova nerovnost. Necht f > 0 je métitelnd funkce na D € S a a > 0. Potom
d
WD = a < 22T
a
Diikaz. Ziejmé
d
poniszaps [ gy Dol
Dn{f>a} @ a
([l
12.2. Konvergence v mife. Necht f, f;, j = 1,2,..., jsou méfitelné funkce na D € S. Rekneme, Ze

fi — f v mife, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati
Jim p({lf; - f1=€}) = 0.
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12.3. e-0 spojitost integralu. Necht f je integrovatelnd funkce na X. Potom ke kaZdému € > 0 existuje
6 > 0 tak, Ze pro vsechna E € S plati

wE) <éd = /E|f|du<£.

Driikaz. Necht
E; ={lfl = j}-
Podle Lebesgueovy véty 3.9 (majoranta |f|) je

tin [ \fldn =t [ 171, du=o.
J—= JE,; J—oo Jx 7

takze existuje k € N tak, ze

€
/ |f|dﬂ<§-
Ey
Necht £ € S, u(E) < 0 := 5. Potom

/E|f|du=[mk |fdpa+/E\Ek \Fldy
d ku(E
s/Ekm o+ ku(E)

<<+

e €
2 2

O

12.4. Jegorovova véta. Necht (X, S, 1) je prostor s mirou, kterd je konecnd. Necht {f;} je posloupnost
S-méritelnych funkci na X. Predpoklddejme, Ze f; — f skoro vsude. Potom pro kazdé € > 0 existuje
mnozina G € S tak, Ze u(G) < e a fj — f stejnomérné na X \ G.

Dikaz. Muzeme piedpokladat, ze f = 0. Zvolme £ > 0. Ozna¢me

B = J{Ifil = 1/k}.

(2]
Potom
HpME@=uq)%)=0
j
(zde jsme vyuzili, ze u(X) < oo, viz. 1.14(c)), a proto existuje Gy, € {Ei 1 j € N} tak, ze
w(Gr) < 27%e.
Polozme

G =JGx
k

Potom u(G) < e. Je-li ddno pfirozené k, potom existuje pFirozené j tak, ze Gy = Ei Je-lii>jaxé¢G,
potom |f;(x)| < 1/k. Tedy f; — 0 stejnomérné na X \ G. O

12.5. Cantelliho véta. Necht {E;} je posloupnost méritelnych podmnozin X. Jestlize

o0

ZM@Rﬂ%

potom



Dikaz. Mame

MNUE) = mxUn)
k=1 j=k j=k
< klglf\lj_zkﬂ(EJ) =0

O

12.6. Vztah konvergence v mife, konvergence skoro vSude a konvergence v LP. Necht f, f;
jsou meéfitelné funkce na X. Pfipomenime, ze konvergence f; — f v LP znamend podle definice

If; = fllp — 0.
(a) Necht fj — f v LP(X). Potom f; — f v mife.
To je snadny diisledek CebySevovy nerovnosti 12.1.
b) Necht f; — v mire. Necht existuje “integrovatelnd majoranta” g € LP(X), p < oo, tak, Ze
J ] g ] g
|f;] < g skoro vsude, j =1,2,.... Potom f; — f v LP(X).
Bez Gjmy na obecnosti f = 0. Pro kazdé € > 0 mame

/Ifjlpdué/ Ifj\”dﬂ+/ Ifjl”du+/ £ du
X {Ifi1<eg} {g<e} {1f;1>€2}

Ss/ gpd;H—/ gpdu+/ gP du.
X {g<e} {If51=e?}

Prvni integrél jde k nule pro € — 0. Druhy také, to plyne z Lebesgueovy véty 3.9 s majorantou gP. Tteti
integral jde k nule pro j — oo z véty 12.3 a definice konvergence v mife.

(c) Necht u(X) < oo. Jestlize f; — f skoro vsude, pak f; — f v mire.

To je snadny dusledek Jegorovovy véty 12.4.

(d) Jestlize f; — f v mire, pak existuje vybrand posloupnost, kterd konverguje skoro viude.

Bez Gjmy na obecnosti f = 0. Polozme f;o) = f; aprom = 1,2,... najdeme {f;m)}j vybranou
z {f;m_l)}j tak, ze

D n({lfy™] = 1/m}) < oo

Podle Cantelliho véty 12.5 je pak i

p(Em) =0, kde By = () J{1£™] = 1/m}.

k=1 j=k
Ziejmé
x ¢ E, = limsup|f;m)(x)| <1/m.
J
Polozme g; = f;j ). Potom pro kazdé m je {g;}; aZ na koneéné mnoho ¢lenti vybrand posloupnost

z {f;m)}j, tedy g; — 0 skoro vSude.

13. ZNAMENKOVE MIRY

13.1. Znaménkova mira. Necht (X,S) je méfitelny prostor. Mnozinova funkce v : S — R se nazyva
znaménkovd mira na S, jestlize spliiuje

(ZM-1) v () =0,

(ZM-2) jestlize A; € S, j =1,2,..., jsou po dvou disjunktni, A = A;, potom
j=1
v(A) =Y v(4)).
j=1

Nékdy se pro znaménkovou miru pouziva termin ndboj. Oproti mife, znaménkova mira mtze nabyvat i
zapornych hodnot, ale nesmi nabyvat hodnot 400, —oo.
Snadno nahlédneme, Ze systém vSech znaménkovych mér tvori vektorovy prostor.
35



Omezeni na konecné hodnoty vylucuje Lebesgueovu miru nebo nékteré mnozinové funkce, které lze
ziskat jako rozdily nezdpornych mér. Lze uvoaZovat zobecnéni znaménkovych mér, které zahrne i tyto
pripady, ale zde se tim nebudeme zabyvat.

13.2. Variace znaménkové miry. Necht (X,S) je méfitelny prostor a a v je znaménkova mira na S.
Pro F € S definujme

|V|(E) = sup{Z| i)l : E; €S jsou po dvou disjunktni, UEj - E}
J
Mnozinovéa funkce |v| se nazyva variace znaménkové miry v. V definici variace neni podstatné, zda
uvazujeme konecné ¢i nekonecné soucty. Také mizeme uvazovat jen takové soucty, Ze sjednoceni mnozin
E; je celé E.

13.3. Variace miry je mira. Necht (X,S) je méritelny prostor a v je znaménkovd mira na S. Potom
|v| je mira na S.

Diikaz. Uvazujme posloupnost {E;} po dvou disjunktnich méfitelnych mnozin a jejich sjednoceni E.

Jsou-li
> (B
i
dolni souéty k |v|(E;), j =1,2,..., pak

>l

.3
je dolni soucet k |v|(E). Odtud

(13.1) WI(B) = > IVI(E)).

Naopak, bud

dolni souéet k |v|(E). Potom z (ZM-2) dostaneme
(A = 1S A 0 B < S (AN By, k=12,
J J
z (13.1) plyne

S Wl ANEy) < WI(E;),  j=1,2....
k

Z|1/Ak |<Z(Z|V| (A, N E;) ) Z(ZM (A, N E;) )
SZM Ej)

Piechodem k supremu pfes vSechny dolni soucty k |v|(E) dostavdme
(13.2) WI(B) <) IVI(E))
J

Z (13.1) a (13.2) plyne, Ze |v| je mira. O

Tedy

13.4. Véta o variaci. Necht (X,S) je mérFitelny prostor a v je znaménkovd mira na S. Potom |v|(X) <
0.

Diikaz. V prvnim kroku uvazujeme Y € S tak, Ze |[v|(Y) = oo (je-li tvrzeni véty pravdivé, takovd by
vibec neméla existovat) a najdeme mnozinu A € S, A C Y tak, Ze

w[(A) =1, [|(Y\A4)>1
Podle definice variace existuje posloupnost {4;} po dvou disjunktnich mnozin z S, A; C Y, tak, ze

(13.3) Z|u )| > (V)| + 3.
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Nyni rozlisime dva pfipady. Jestlize existuje ¢ tak, ze [v(A4;)| > 1, potom poloZzme

A=A,
Mame
v(Ai) =v(Y) —v(Y \ Ay),
tedy
(13.4) (A < )|+ (Y \ A)| < (V)] + > [v(4;

J#i
Se¢tenim (13.3) a (13.4) dostaneme
(A + (V)] +3 < (Y)] + (A +2 ) [v(4))
J#i
Tedy
(Y \A) =D [v(A))] > 3/2> 1.
Jj#i
Druhy pfipad je, ze pro |v(4;)| < 1 pro vSechna i. Najdeme nejmensi k tak, ze
D4y =1,
i<k

a polozime

Potom

7 minimality k£ dostaneme
S OAN <D (A + (A < 1+1 =2,
1<k i<k
tedy (13.3) dava
S A = () +3-2>1.

>k
Odtud dostaneme

(Y \A) =D v(4))] > 1.
j>k

Nyni predpokladejme, ze |v|(X) = oo a polozme Y; = X. Podle pfedchoziho kroku existuje A € S,
A C Y tak, ze

w|(A) =1, |v|(Y1\4)>1
Jelikoz

v[(4) + [v[(Y1\ A) = [v](Y1) = o0

asponi jedna z mnozin A, Y7 \ A mi nekone¢nou variaci a tu vybereme jako Y3. Timto zptsobem indukci
zkonstruujeme posloupnost {Y;} mnozin z S tak, ze

X=Y1D20YDY;D

M\ Vi) 21, G=12....

Ke kazdé z mnozin Yy \ Yiy1 najdeme dolni soucet

> (B >1/2,  Ej €S8, Ej, C Y\ Yiy1 po dvou disjunktni.

Bud jesté
E=|JE;.
ki
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Potom podle (ZM-2)
(13.5) v(E) =Y v(Ej).
ki
Rada na pravé strané nemtize konvergovat absolutné, proto ji lze pierovnat tak, aby rovnost (13.5)

neplatila a tim dostavame spor. O

13.5. Jordanuv rozklad znaménkové miry na kladnou a zdpornou &ast. Necht (X,S) je méfi-
telny prostor a v je znaménkova mira. Potom existuje (pravé jedna) dvojice (v, v~ ) (nezdpornych) mér
na (X,S) tak, ze

v(E)=vT(E)-v (E), EcS,

V|[(E) =vH(E)+v (E), EE€S.
Mira vt se nazyva kladnd édst v, mira v~ se nazyva zdpornd &dst v a rozklad v = vT — v~ se nazyva
Jordaniv rozklad. Miry v a v~ dostaneme ze vzorctl
_ Yl(E) + () _l(E) - v(E)

2 ’ 2 ’

13.6. Integrovani podle znaménkové miry. Necht v je znaménkova mira na (X, S). a f je S-méfitelna

funkce na D € S. Definujeme
/ de:/ fdu+—/ fdv™
D D D

14. DERIVOVANI A ROZKLAD MER

vH(E) v~ (E) EeS.

pokud rozdil vpravo mé smysl.

14.1. Absolutni spojitost a singularnost. Necht (X, S) je méfitelny prostor. Necht p a v jsou miry
na S. Rekneme, Ze v je absolutné spojitd vzhledem k i, znadeni v << p, jestlize pro kazdou E € S plati

(14.1) wE)=0 = v(E)=0.
Rekneme, 7e v a i jsou navzajem singuldrni, znaceni pulv, jestlize existuji X, X, € S tak, ze
(14.2) X=X,UX,, w(X,) =v(X,)=0.

Budeme uvazovat i pfipad, Ze v je znaménkova mira. Potom definice absolutni spojitosti zustava beze
zmény a v definici singularity pozadujeme |v|(X,) = 0. Zfejmé v << p <= |v| << L.

14.2. Mira s hustotou. Necht (X,S, 1) je prostor s mirou a f je p-integrovatelnd funkce na X. Pro
E € S bud

I/(E):/Efdu.

Potom v je znaménkova mira, kterd se nazyva mira s hustotou f. Naopak f se v této situaci nazyva

hustota nebo Radon-Nikodgmova derivace miry v (vzhledem k p) a znaéi g—”.
m

14.3. Lebesgue—Radon—Nikodymova véta. Necht (X,S, ) je prostor se o-konecnou mirou a v je
znaménkovd mira na S. Potom
(a) (Lebesgueova véta) existuje prdvé jedna znaménkovd mira v, na S tak, Ze v, << p a (v —v,) Ly,
(b) (Radon-Nikodymova véta) ezistuje pravé jedna (aZ na modifikace na mnoZindch p-miry nula)
u-integrovatelnd funkce f tak, Ze

w(E) = [ fau

pro kazdou E € S, neboli f = Cél”:.

Dikaz. Tvrzeni o jednoznacnosti je velmi snadné. Napf. v ¢asti (a) si uvédomime, ze pokud by existovaly
rizné miry vy a vs s vlastnostmi, které vyzadujeme od v,, pak v; — 5 by byla absolutné spojita vzhledem
k u. Soucasné
v —ve=(v—1w2)—(v—11),
takze miry vy — 15 a p by byly navzajem singulédrni. Uvazujme rozklad X = X, U X, kde
11 — vsl(Xa) = p(Xs) = 0.
Potom z absolutni spojitosti bychom dostali, Ze téz |11 — v2|(X) = 0, takze |v1 — o] = 0, spor.

Dikaz existence rozdélime do nékolika kroki
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1. KROK: Nejprve predpokladejme, Ze v a p jsou koneéné (nezdporné) miry na S. Ozna¢me o = p+v.

Uvazujme funkcional
1
U(u) = —/ u2dcr—/ wdv.
2 J/x X

s =1inf{¥(u): u € L*(0)}.

Oznacéme

Jelikoz z Youngovy nerovnosti plyne

2
(14.3) /udug/ |u|dag/(1+“—)da,
X X X 2 2

je s> —%O’(X), tedy je to konecné ¢islo.

Najdéme v; € L%(0) tak, Ze
s = T(vj) \,s.

b—a\2 b+a\2 a® b?

(o) (=5

2 2 2 2

dosadime a = v;(z), b = vg(z) a vyintegrujeme podle o. Dostaneme

R 2 . 2 2 UQ.
(14.4) /(”ﬂ o) do+/ (””L—”k) da:/ “—kda+/ % do.

Jelikoz

Do elementérni rovnosti

dostavame z (14.4)

L 2
/(u) dUJr/(ijrvk)dqung/ ’Ujdl/+$j+/vkdl/+sk,
X 2 X X X

L 2
/(u) do < s;+ sk —25s— 0.
X 2

Tedy posloupnost {v;} je cauchyovské v L?(c). Podle véty 11.6 existuje vybrana posloupnost (ozna¢me
ji stejné) tak, ze

a odtud

v =V 0-S.V. a / lv; —v|*do — 0.
X

Z Fatouova lemmatu dostavame

(14.5) / v?do < lim inf/ U? do
b'e boJx

Dale, z Holderovy nerovnosti

1/2 1/2
(14.6) / lv; —v|dv < / lv; —v|do < (/ (v; —v)? da) (/ 1d0) — 0.
X X X X

Z (14.5) a (14.6) plyne
U(v) < liminf ¥(v;) =lims; = s.
Tedy pro viechna w € L?(0) dostaneme
U(v) < U(w).
Dosadime-li w = v + tu, kde t € R, t # 0, mame

1 1
—/ U2d0'—/ vdyg—/(v—|—tu)2do—/(v—|—tu)dy
2 Jx p's 2 Jx X

t2
t/ udugt/ Uuda+—/u2do.
X b'e 2 Jx
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Po vykréceni ¢ a limitnim pfechodu ¢t — 0 z obou stran (zadporna ¢t davaji obrdcenou nerovnost) dostaneme

(14.7) /uduz/ vudaz/ vud,u—i—/ vudv
e X X X

pro kazdou u € L?(o). Polozme
X, ={v <1}, X ={v>1}, Xo = {v < 0}.

Potom volba u = Xx, dava
v(X;) = / vdo > o(Xs) = u(Xs) + v(Xs) > v(Xs).
Xs

Odtud vidime, Ze v = 1 skoro vSude na X a pi(X;) = 0. Testujeme-li (14.7) funkei u = X , dostaneme
0(Xp) = 0. Definujme miry v, a v, predpisem

vo(E) =v(ENX,), vs(E)=v(EnXs), EesS.

Potom z toho, co jsme doposud dokézali, plyne, Ze i a v jsou navzajem singularni. Vzorec (14.7) miizeme
prepsat v podobé

(14.8) Aﬁmhziégﬂ—de

kde g je nezaporna S-méfitelna funkce, £ € S a za u jsme dosadili gX. Vzorec (14.8) urcité plati pro
kazdou nezapornou S-méftitelnou funkci g: i kdyby nebyla integrovatelnd, muzeme ji zdola aproximovat
jednoduchymi funkcemi, které integrovatelné jsou, a pak pouzit Leviho vétu 3.9. Necht E € S. PoloZzme

1
1 LcENX
p)={ =@ 7 - = vg.
9(@) {0, 2 ¢ ENX,, J=vg

Potom (14.8) dava
/ fdu=v(ENX,) =v.(E).
E

Odtud plyne tvrzeni (b) véty i absolutni spojitost v, vzhledem k .
2. KROK. Predpokladdejme nyni, ze v je znaménkova mira. Potom aplikujeme predchozi ¢ast na kladnou
a zépornou ¢ast miry v (Jordaniv rozklad, viz. 13.5) a vyuZijeme toho, Ze

v=vt—uv.

3. KROK. Je-li mira u o-kone¢nd, rozdélime X na spocCetné mnoho S-méfitelnych ¢asti, na nichz je u
kone¢na, pouzijeme predchozi kroky a nalezené objekty “poslepujeme”. Podrobnosti jsou nezajimavé. [

14.4. Absolutné spojita a singularni ¢ast. Mife v, z véty 14.3 se tika absolutné spojitd ¢dst miry v
a mife v, := v — v, se tika singuldrni ¢dst miry v. Rozkladu v = v, + v, se fikd Lebesqueuv rozklad miry
v.

14.5. Integrovani podle miry s hustotou. Necht (X,S,u) je prostor se o-konecnou mirou, v je
znaménkovd mira na (X,S), v << u, a g je S-méritelnd funkce na D € S. Potom

/ng=/gd—Vdu,
D p dp

Diikaz. Podle definice tvrzeni plati, kdyz g je charakteristicka funkce méfitelné mnoziny. Zbytek je rutinni
zélezitost (jednoduché funkce, limitni pfechod). O

pokud md aspor jedna strana smysl.

14.6. Hahnav rozklad znaménkové miry. Necht v je znaménkova mira na (X,S). Dvojici (P, N)
mnozin z S nazveme Hahniiv rozklad miry v, jestlize PUN = X, PN N = () a pro kazdou E € S je

W(ENP)>0, v(ENN)<O.
Potom také pro kazdou E C S ziejmeé plati
vi(E)=v(ENP), v (E)=-v(ENN).
Existence Hahnova rozkladu plyne snadno z Radon-Nikodymovy véty: je-li f = %7 pak ({f > 0},

{f < 0}) je Hahntv rozklad. Jind moznost je tfeba ({f > 0}, {f < 0}). Jednozna¢nost je splnéna v té
podobé, ze jsou-li (P;, N;) Hahnovy rozklady, i = 1,2, pak |v|(P; \ P2) = |v|(N1 \ N2) = 0.
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14.7. Spojité a diskrétni miry. Necht (X, S, u) je prostor s mirou. Pfedpoklddejme, Ze S obsahuje
viechny jednobodové mnoziny. Rekneme, Ze mira p na S je

e spojitd, jestlize u({x}) = 0 pro vSechna z € X,

o diskrétni, jestlize existuje spocetnd mnozina S C X tak, ze u(X \ S) = 0.

14.8. Charakterizace diskrétnich mér. Mira p je diskrétni, pravé kdyZ exzistuje spocetnd mmnoZina
S C X tak, Ze

wE)= 3 ufa}), E€S.

zeENS
Diikaz. Dtikaz je ziejmy. O

14.9. Rozklad miry na spojitou a diskrétni ast. Necht (X,S, i) je prostor se o-konednou mirou.
Predpokladejme, Ze S obsahuje vsechny jednobodové mnoZiny. Potom existuje rozklad

B = e+ W,
kde . je spojitda a uq je diskrétni.
Diikaz. Polozme
S ={z:pu{z}) >0}
JelikoZ p je o-konecna a jednobodové mnozZiny jsou méfitelné, mnozina S je spocetnd a méritelna. Defi-
nujme miry p. a fig predpisem

ﬂC(E):M(E\S)v /ffd(E):/J‘(EmS)a Ees.
Ziejmé . je spojitd a ug je diskrétni. O
15. VETY O APROXIMACI
15.1. Nosi¢ funkce. Necht X je metricky prostor. Oznaéme C(X) linedrni prostor vSech spojitych funkci
na X. Je-li f € C(X), ozna¢me
spt f = {f # 0}.
Mnozina spt f se nazyva nosi¢ funkce f. Je-li K C X kompaktni, definujme
Ck(X)={felC(X):sptfC K}
Konecéné definujme
Ce(X) = [ J{Ck(X): K C X, K kompaktni}.

V dal$im budeme zachazet s Lebesgueovou mirou v R". Je-li 2 C R™ méfitelnd mnozina, chdpeme
prostor LP(Q2) jako prostor LP(Q, M|, AMq), kde M|q je o-algebra vSech Lebesgueovsky meéfitelnych
podmnozin Q a A|g je Lebesgueova mira uvazovana jen na mnozinach z 9|q.

15.2. Véta o hustoté spojitych funkci v LP. Necht Q2 C R" je oteviend mnoZina. Necht 1 < p < 0.
Potom C.(Q) je hustd v LP(Q).
Diikaz. Necht nejprve G C § je oteviend mnozina kone¢né miry. Potom existuje rostouci posloupnost
G, omezenych otevienych podmnozin 2 tak, ze G; C Q a G =J ; G- Polozme
fi(z) = min{1, j dist(z,0G;)}.

Potom 0 < f; <1,sptf; CG; CQaf; / X Podle Lebesgueovy véty 5.2 je

||fJ - XG”P — 0.
Je-li E C Q méfitelnd mnozina koneéné miry, podle véty 8.4 existuje posloupnost {G;} otevienych
mnozin tak, ze G; D F a

AMGj) — A(E).
Pfitom mtizeme najit G; tak, aby platilo G; C . Potom zase

HXGJ- — Xgllp — 0.

Ukézali jsme, Ze v LP-uzavéru C.(Q) lezi charakteristické funkce méfitelnych mnozin koneéné miry. Odtud
snadno pfejdeme k jednoduchym funkcim a véta 11.7 ukazuje, ze LP-uzavér C.(§2) je celé LP(Q). O

15.3. Poznamka. Véta 15.2 neplati pro p = oo, jako protiptiklady mohou slouzit charakteristické funkce
omezenych intervalti na R.
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15.4. Luzinova véta. Necht Q C R™ je oteviend mnoZina a f je méfitelnd funkce na Q. Necht € > 0.
Potom existuje spojitd funkce g na Q tak, Ze

nd{f #4g}) <e

Drikaz. Nejprve predpokladejme, ze  ma kone¢nou miru a f je omezena. Potom f € L'(Q) a tudiz
podle véty 15.2 existuje posloupnost {f;} funkci z C.(Q) tak, ze

1f; = fll = 0.
Mitzeme predpokladat, ze
15 = flln <477
Polozme
95 = fi+1— [
g9j»  ma{lg| <277}
g =427 mafg>27).
—-277 mna{g; <277},

o0
g=h +Z§j'
j=1

Potom g je soudet stejnomérné konvergentni fady a tudiZ spojita funkce. Podle CebySevovy nerovnosti
12.1 je

@
o
I

A{F; # 9i1) = Mllgil > 277}) < Pellg;lh <27,
tedy
)‘({f # g}) < e.

Piipad, Ze f je neomezend, prevedeme na predchozi. Necht
Bo={lfl>k, keN

Potom

hyMEQ:AQJ&):&

a tudiz najdeme k tak, Ze A(Ex) < €/2. Nyni sta¢i aproximovat funkci fXj . P¥ipad, kdy mnozina 2 ma
nekonecnou miru, se prevede na predchozi pomoci tzv. rozkladu Jednotky Podrobnosti zde nebudeme
uvadeét. |

16. MERITELNA ZOBRAZENI A OBRAZ MIRY

16.1. Mé&Fitelné zobrazeni. Necht (X,S), (Y, 7) jsou méfitelné prostory. Rekneme, ze f je méritelné
zobrazeni (X, S) do (Y, T), jestlize pro kazdou E € 7 je f~'(E) € S.
Uvédomme si, ze méfitelnd funkce je méfitelné zobrazeni do (R, B(
domnivat, Ze kone¢nd métitelnd funkce je méritelné zobrazeni do (R,
16.2. Skladani méFitelnych zobrazeni. Necht (X,S), (Y,7T), (Z,

méritelné zobrazeni (X,S) do (Y, T) a g je méfitelné zobmzem (Y,7) d
zobrazent (X, S) do (Z,U).

g\

). Bylo by zavaznou chybou se

g

e

jsou méritelné prostory, [ je
Z,U). Potom go f je méritelné

SN

Diikaz. Dtikaz je ziejmy. O

16.3. Obraz miry. Necht (X,S), (Y,7) jsou méfitelné prostory, p je mira na (X,S) a f je méfitelné
zobrazeni (X,S) do (Y, 7). Potom mnozinova funkce

fu): B p(f7H(E), EeT
se nazyva obraz miry L.
Obraz miry je zfejmé mira.
16.4. Pi¥iklad. Necht G C R™ je oteviend mnozina a f : G — R™ je prosté regularni zobrazeni. Necht

i je borelovskd mira na G s hustotou |Jf| (Jf je jakobidn funkce f). Potom pro kazdou borelovskou
mnozinu M C f(G) je



16.5. Véta o obrazu miry. Necht (X,S,u), (Y,T,v) jsou prostory s mirou, f je méritelné zobrazeni
(X,S8) do (Y,7T) av = f(u). Potom pro kazdou T-méFitelnou funkciu na'Y je

[ v = [ @) aua)

pokud aspor jedna strana md smysl.

Diikaz. Diikaz je rutinni zdlezitost (pTfes charakteristické funkce, jednoduché funkee, ...). O

17. LEBESGUE-STIELTJESOVY MIRY A DISTRIBUCNI FUNKCE

17.1. Neklesajici funkce. Necht F': R — R je neklesajici funkce. Potom F' mé v kazdém bodé x € R
jednostranné limity

Flat):= lim F(y),  Fle-):= lim F(y)

a v nevlastnich bodech jednostranné limity

F(—co+):= lim F(y), F(+0o—):= lim F(y)

y——oo+ y—oo—
Mnozinu boda nespojitosti (“skokd”) funkce F' znaéime Sp. Je
Sp={zeR: F(z—) < F(z+)}.
Mnozina Sr je (nejvys) spocetné.

17.2. Lebesgue-Stieltjesova mira. Mira y na (R, B(R) se nazyva Lebesgue-Stieltjesova mira, jestlize
u(I) < oo pro kazdy omezeny interval I.

Rekneme, 7ze Lebesgue-Stieltjesova mira p je indukovand neklesajici funkci F, (zna¢ime p = prp),
jestlize
(17.1) —0o<a<b<oo = F(b+)— F(at+) = pu((a,b]).
Pokud F je zprava spojitd, mizeme v (17.1) nahradit jednostranné limity funkénimi hodnotami.
17.3. Z funkce udélame miru. Necht F : R — R je neklesajici funkce. Potom existuje prdvé jedna
Lebesgue-Stieltjesova mira u na R tak, Ze plati (17.1). Pritom
p(R) = F(4+o00—) — F(—00+).
Diikaz. Necht 7, je systém vSech intervall typu (a,b] v R. Na Z; uvazujeme mnoZinovou funkci
m: (a,b] — F(b+) — F(a+)

a aplikujeme zdkladni konstrukci 7.6. Zuzeni nalezené miry na B(R) bude hledand mira p. Podobné
jako u konstrukce Lebesgueovy miry ukazeme, ze p je rozsifeni m, které jednoznacéné urceno vlastnosti
(17.1). O

17.4. K mife najdeme funkci. Necht u je Lebesgue-Stieltjesova mira na R. Potom existuje zprava
spojita neklesajici funkce F tak, Ze plati

(17.2) —o<a<b<oo = p((a,b]) = F(b) — F(a).
Jsou-li Fy, Fy zprava spojité neklesajict funkce splriujici (17.2), potom Fy a Fy se lisi o konstantu.

Diikaz. Zvolime F(0) a dalsi funkéni hodnoty dopoéitdme z (17.2), kde volime (a,b] = (0, ] pro = > 0,
(a,b] = (x,0] pro z < 0. a

17.5. Neklesajici funkce absolutné spojité, singularni spojité a funkce skoku. Podle véty 17.3
kazda omezend neklesajici funkce F' indukuje Lebesgue-Stieltjesovu miru jp. Rekneme, ze F je

o absolutné spojitd, je-li pp << A,

o singuldrni, je-li pp LA,

o funkce skoku, je-li pp diskrétni.
Omezenost funkce F' jsme predpokladali jen z terminologickych diavodu. Kdyby F' byla neomezena, bylo
by v prvém piipadé presnéjsi pouzivat termin “lokélné absolutné spojita”.
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17.6. Rozklad omezené neklesajici funkce. Méjme omezenou neklesajici funkci ' : R — R a
indukovanou Lebesgue-Stieltjesovu miru p = pp. Potom p lze podle vét 14.3 a 14.9 rozdélit
W= ta + tes + Ld,

kde pg << A, fes LA, pg LA, pes je spojitd a pg je diskrétni. Tomu odpovidaji funkce

Fa(x) = /La((—OO, IL‘]),
(173) ch(m) = Mcs(<_ooax])a

Fy(x) := pa((—00, z]) — F(a+) + F(z).
Funkce F, je absolutné spojita, F.s je singularni spojita, Fj je funkce skoku a

F(z) = F(—o0o+4) 4+ Fu(x) + Fes(2) + Fy(x).

17.7. Nahodna veli¢ina. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, neboli prostor s pravdépodob-
nostni mirou. A-méfitelnd funkce X : Q — R se bude nazyvat nahodnd veli¢ina.

17.8. Distribuéni funkce a rozdéleni ndhodné veli¢iny. Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni
prostor a X je ndhodné veli¢ina na 2. Funkce

F(z) = P({X <))

se nazyva distribucni funkce ndhodné veli¢iny X a znaéi Fx. Mira X (P) na (R, B(R)) (obraz miry, viz.
16.3) se nazyva rozdéleni ndhodné veli¢iny X a znaéi px; je to pravdépodobnostni Lebesgue-Stieltjesova
mira.

17.9. Vyuziti rozdéleni ndhodné veliéiny. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X je nd-
hodnd veli¢ina na Q a p = px. Potom pro kaZdou borelovskou mnozinu E C R je

P{X € E}) = u(E).
Necht ¢ : R — R je borelovsky méfitelnd funkce. Potom

/ 6o XdP = / 6(x) du(z),

Q —o00

pokud md asport jedna strana smysl.

Diikaz. Plyne z véty 16.5. ]

17.10. Vlastnosti distribuénich funkci. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X je ndhodnd
velicina na Q a F' = Fx. Potom

(DF-1) F je neklesajici,

(DF-2) F je zprava spojitd a

(DF-3) F(—oco+) =0, F(+o00—)=1.

Diikaz. Dtkaz je ziejmy. O

17.11. Charakterizace distribuc¢nich funkci. Vétu 17.10 mtzeme obratit. Jestlize F' : R — R splriugje
(DF-1)—(DF-3), pak ezistuje pravdépodobnostni prostor (, A, P) a ndhodnd veli¢ina X na Q tak, Ze F
je distribucni funkce X.

Dikaz. Uvazujme identickou funkci X : z +— x na pravdépodobnostnim prostoru (R, B(R), ur). Podle
véty 17.3 mira pp existuje, a ziejmé mé pozadované vlastnosti. O

17.12. Terminologicka poznamka. Na zdkladé vét 17.10 a 17.11 mZzeme termin “distribucni funkce”
pouzivat pro funkci F': R — R spliiujici (DF-1)—-(DF-3), aniZz bychom méli na mysli néjakou konkrétni
nédhodnou veli¢inu, které by byla funkce F' pfifazena.

17.13. K mife najdeme distribuéni funkeci. Necht p je pravdépodobnostni Lebesgue-Stieltjesova mira
na R. Potom existuje prdvé jedna distribucni funkce F' tak, Ze plati (17.2). (Srov. 17.4)

Diikaz. Hledana funkce je
F(x) = p((—o0, z]).
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17.14. Skoky a derivace distribuéni funkce. Necht F je distribu¢ni funkce, u = pur, pq je absolutné
spojita ¢ast pup a
diig

F="n

Potom pro kazdy bod z € R je
F(z) — F(z—) = p({z})
(to je snadné), a
F' = f skoro viude
(to je tézké)
17.15. Vyuziti distribuéni funkce ndhodné veli¢iny. Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor,
X je ndhodnd velicina na Q) a F = Fx.
(a) Necht F je absolutné spojitd. Potom pro kaZdou borelovskou mnoZinu E C R je

PU{X € E}) = /EF’(:C) da.

Necht ¢ : R — R je borelovsky mé¥itelnd funkce. Potom

/ng)onP: /0; (z) F'(2) da,

pokud md aspon jedna strana smysl.
(b) Necht F je funkce skoki a Sg je mnoZina skokd funkce F. Potom pro kaZdou borelovskou mnoZinu
ECR je

PU{X€E}) = ) (F(x)-F(x-)).
zeSFNE
Necht ¢ : R — R je borelovsky méfitelnd funkce. Potom

/Q poXdP =Y ¢(x)(F(z) — F(z-)),

TESFE
pokud md asponi jedna strana smysl.

Diikaz. Diikaz pomoci véty 17.9 je snadny, v piipadé (a) se vSak zprostfedkované opird o Radon-
Nikodymovu vétu a netrividlni tvrzeni v 17.14. a

17.16. Priklady distribu¢nich funkci. Kazda spojité diferencovatelna distribué¢ni funkce je ptikladem
absolutné spojité distribucéni funkce, tfeba

1
F(x)=1/2+ ;arctanx.

Funkce Xi0,00) je typicka funkce skokt. Singularni spojité funkce se konstruuji hife, prikladem je tzv.
Cantorova funkce.
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rozsifeni mnozinové funkce, 1.2

fez, 9.6

Sp, 17.1

Sardova véta, 10.12

sférické souradnice, 10.6
singuldrni ¢ast miry, 14.4
singularni funkce, 17.5
singularni mira, 14.1

skok, 17.1

skoro vsude, 1.11

soucin mér, 9, 9.1, 9.10, 9.11
spojita mira, 14.7, 14.9

test métitelnosti, 7.7
testovaci mnozina, 7.4
trik zdisjunktnéni, 1.13

uplna mira, 1.11
uplny prostor, 11.6
uplny soucin mér, 9.1, 9.11

variace znaménkové miry, 13.2

véta o hustoté spojitych funkei 15.2
véta o jednoznacnosti, 7.11

véta o substituci, 10, 10.3

véta o variaci, 13.4

vnéjsi mira, 7.1

Youngova nerovnost, 11.2

zékladni konstrukce, 7.6
zémeéna limity a integrédlu, 5
zéporna ¢ast funkce, 2.1
zaporna ¢ast miry, 13.5
znaménkova mira, 13, 13.1
zuplnéni miry, 1.12

zuZeni mnozinové funkce, 1.2
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