Uvod do funkcionalni analyzy

Ladislav Luksan

2002

Obsah
1_Uvod

2 Metricke prostory|

2.1 Zakladnipoymy| . . . . . . . . ...
2.2 Uplné prostory| . . . . . . . .. ... ... ...
[2.3  Separabilni prostory| . . . . . ... ...
[2.4  Kompaktni prostory| . . . . ... ... ... ... L.

[3 Banachovy prostory|
[3.1 Zakladni pojmy| . . . . . ... o
[3.2 Spojita linearni zobrazeni| . . . . . . ... ...

1lbertovy prostor
[4  Hilb Y|
4.1 Zakladnipoymyl . . . . . . . . ...

[5 Parcialni diferencialni rovnice (PDE)|
[p.1 Zakladni pojmy| . . . . . ... ... oo oo
.2 Eliptické (stacionarni) PDE| . . . . ... ... ... .. ......




1 Uvod

Tento text byl pouzit jako podklad pro stejnojmennou prednasku v predmeétu
Aplikovana matematika na Fakulté mechatroniky Technické university v Liberci
(FM TUL). Tim byl podminén vybér latky a zpusob vykladu. ProtoZe se na
FM TUL neprobira teorie Lebesgueova integralu ani hlubsi partie teorie mnozin
a topologie, uvadim nékterd tvrzeni bez dikazu. Hloubavy ¢tenaf nalezne tyto
dikazy spolu s dalsimi partiemi funkcionalni analyzy v doporucené literatufe:

A .E.Taylor: Uvod do funkcionalni analyzy, Academia, Praha 1973.

A. Kufner: Geometrie Hilbertova prostoru. SNTL, Praha 1973.

J. Nagy: Vybrané partie z moderni matematiky, SN'TL, Praha 1976.

W. Rudin: Analyza v redlném a komplexnim oboru. Academia, Praha 1977.

J. Lukes: Zapisky z funkcionalni analyzy. Karolinum, Praha 1998.

Funkcionalni analyza vznikla na zakladé snahy zobecnit pojmy klasické ana-
Iyzy (zejména pojmy konvergence a spojitosti) na obecnéjsi prostory a objekty.
V tomto textu se budeme zabyvat vlastnostmi topologickych, metrickych, Bana-
chovych a Hilbertovych prostoru (jsou sefazeny od obecnéjsich ke specidlnéjsim)
a linedrnimi objekty v téchto prostorech. Na zavér jsou uvedeny nékteré pojmy z
teorie parcialnich diferencialnich rovnic, které budou pouzity v dalsich prednas-
kach pfedmétu Aplikovanad matematika. V textu jsou ¢asto pouzity kvantifikatory
V (pro kazdy) a 3 (existuje).

2 Metrické prostory

2.1 Zakladni pojmy

Definice 1. Necht X je mnozina a p: X x X — R je redlna funkce takova, Ze

Pak fekneme, Ze (X, p) je metrickym prostorem. Funkce p se nazyva metrika.

Piiklad 1. Necht C' je mnozina komplexnich ¢isel a p(x,y) = | — y| Va,y € C.
Pak plati (a)-(c) a (C, p) je metricky prostor.
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Priklad 2. Nechf R" je mnozina n-rozmérnych redlnych vektoru a

n

p(‘ruy) = Z('rk_yk)2 vx?iye R"

i=1

Pak plati (a)-(c) a (R",p) je metricky prostor. Podminky (a), (b) jsou zfejmé.
Abychom dokézali (c), dokdzeme nejprve Schwartzovu nerovnost

n
E TrYk
k=1

Protoze pro libovolné ¢islo A\ plati

n n
SNPIE NP
k=1 k=1

n n

Z(fﬂk +Ay)? = Z(xz + 202y + A°y7)
k=1 k=1
k=1 k=1 k=1

musi byt diskriminant této kvadratické nerovnosti nekladny, takze

n 2 n n
(zxkyk> BBy
k=1 k=1 k=1

z ¢ehoz plyne Schwartzova nerovnost. Pouzitim této nerovnosti dostaneme

Ple,2) = ) (ex—=a) =) [(on— ) + (e — )
k=1 k=1
< D (e —u)? + 2D (o — e (ye — )| + Dok — =)
< D (=g 20D (@ —y) | Dk — =) Y (s — )
k=1 k=1 k=1 k=1

2

= Pz, y) + 2p(z,y)p(y, 2) + p*(y, 2) = (p(x,y) + p(y, 2))?

odkud plyne (c).

Piiklad 3. Necht l; je mnozina posloupnosti {xy} C R (t.j. * = {x1,22,...})
takovych, ze



(o ¢]
Z :1:2 <oo Vel
k=1

PoloZzme

o0

pla,y) = | > _(wx —)? Va,y €l
k=1
Pak plati (a)-(c) a (I3, p) je metricky prostor. Podminky (a), (b) jsou zfejmé a (c)
se dokazuje podobné jako v prikladu 2.

Piiklad 4. Necht [, je mnozina vSech omezenych posloupnosti {zx} C R (t.j.
r={x1,29,...}) a

sup |zg| < oo YV €l
keN

Polozme

P(Iay)zsumxk—yﬂ vxayeloo
keN

Pak plati (a)-(c) a (I, p) je metricky prostor. Podminky (a), (b) jsou zfejmé a

p(z,z) = sup |z, — 2] <sup (|or — yi| + |ye — 2x])
keN keN

< sup|zk — yx| + sup |yp — 2|
keEN kEN

= plz,y) + ply, 2)

Piiklad 5. Necht Cfa,b] je mnozina vSech funkci spojitych na intervalu [a, 0]
(—o<a<b<o)a

pla.y) = max (o) ~y(0)]) Vo.y € Cla.b

Pak plati (a)-(c) a (C[a, b], p) je metricky prostor. Podminky (a), (b) jsou zfejmé
a

p(r,2) = max (Jx(t) — 2(1)])
< max (Jz() —y(@)| + ly(t) — 2(t)])
< max (Jo(t) —y(@®)]) + max (ly(t) — 2()])
)

p(x,y) + ply, 2
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Piiklad 6. Necht Ls[a, b] je mnozina vSech funkei integrovatelnych (v Lebesgu-
eové smyslu) s kvadratem na intervalu [a, b] (—oo < a < b < 00), takze

b
/ 2 (t)dt < 0o Va € Lfa,b]

Necht Ls[a,b] je mnozina t¥id funkei z Ls]a, b] (t¥idy oznacujeme vlnovkou), pfi-
femz x1 € T, x9 € &, pokud 1 = x5 skoro vsude v [a, b], a

\// ))2dt VYr ez, yeqy

Pak plati (a)-(c) a (Ls[a, b], p) je metricky prostor. Podminky (a), (b) jsou zfejmé,
(c) se dokazuje podobné Jako v prikladu 2.

Piiklad 7. Necht £[a, b] je mnozina vSech funkci omezenych skoro vsude v [a, 0]
(—o0 < a < b < o0), takze

ess sup |z(t)] < oo Vz € Loo[a,Dd]
te(a,b]

(vyraz na levé strané je nejmensi ¢islo ¢ > 0 takové, Ze mnozina téch ¢ € [a, bl
pro néz |z(t)| > ¢, ma Lebesgueovu miru nula). Necht L. [a,b] je mnozina t¥id
funkei z Ly ]a,b] (t¥idy oznacujeme vinovkou), pficemz x; € I, x5 € T pokud
x1 = x5 skoro viude v [a, b] a

Pl ) = ess sup [+()] ~y(0)] Vo€ Ty
tcla,

Pak plati (a)-(c) a (Lso|a, b], p) je metricky prostor. Podminky (a), (b) jsou zfejmé,
(c) se dokazuje podobné jako v piikladu 5.

Definice 2. Necht (X, p) je metricky prostor, x € X a e > 0. Mnozinu

B(x,e) ={y € X : p(z,y) < e}

nazveme otevienou kouli se stfedem v bodé z € X a polomérem ¢ > 0.

Definice 3. Necht (X, p) je metricky prostor a G C X. Jestlize Vo € G 3¢ > 0
tak, ze B(z,e) C G, Fekneme, ze mnozina G C X je oteviend. Necht F' C X.
Jestlize mnozina X\ F' C X je oteviend, fekneme, ze mnozina F' C X je uzaviena
(symbolem X\ F' oznacujeme doplnék mnoziny F v X).

Véta 1. Plati toto:

(a) Mnoziny X a ) (cely prostor a prazdnd mnoZina) jsou oteviené.



(b) Jsou-li G; C X, 1 <i<mn, oteviené, je G = [ G; oteviena.
i=1

(¢) Sjednoceni libovolného poé¢tu otevienych mnozin je oteviend mnozina.

Dukaz: (a) Podle definice 2 lezi kazda oteviend koule v X. Prazdna mnozina
neobsahuje zadny bod, takze definice 3 je pro ni v poradku.

(b) Necht G =, G;az € G. Pak z € G; V1 < i < n. Jelikoz G;, 1 < i <n,
jsou oteviené, existuji ¢isla e; > 0, 1 < i < n, takova ze B(z,&;) C G; V1 < i < n.
Polozime-li ¢ = min(ey,...,&,), plati B(xz,e) C G; V1 < i < n a tedy B(z,¢e) C
G.

(c) Necht x lezi v sjednoceni G otevienych mnozin. Pak z lezi alespon v jedné z
nich spolu s n&jakou otevienou kouli B(z,¢). Pak ale B(z,¢) lezi také v G.

Piiklad 8. Kone¢nost poctu mnozin v (b) je podstatnd. Uvazujme metricky
prostor (R", p) z piikladu 2. Necht

G’Z-:B(O,l—l—%) Vie N
Pak

ﬁGi:{xGRn:p(aﬁ,O) <1}

i=1

a tato mnozina (uzaviena jednotkova koule) neni oteviena.

Dusledek 1. Plati toto:

(a) Mnoziny X a () jsou uzaviené.

n
(b) Jsou-li F; C X, 1< i< n,uzaviené, je F' = |J F; uzaviena.
i=1

(c) Prunik libovolného poc¢tu uzavienych mnozin je uzaviena mnoZina.
(plyne to z véty 1 a De Morganovych pravidel).
Definice 4. Necht X je mnozina a 7 je systém podmnozin X takovych, ze
(a) XeTaleT
(b) Jestlize G; € T,1<i<n,pak G=()_, G, €T.

(c) Sjednoceni libovolného po¢tu mnozin z 7 je prvkem 7.



Pak fekneme, ze (X,7) je topologicky prostor a mnozina G € 7 je oteviena.
Jestlize G € T a F = X\G, fekneme, Ze mnoZina F' je uzaviena.

Definice 5. Necht (X, 7) je topologicky prostor a x € G € 7. Pak fekneme, ze
G je okolim bodu z. Systém vSech okoli bodu x oznacime O(zx).

Definice 6. Necht (X,7) je topologicky prostor a B C 7. Jestlize Vo € X
a VG € O(x) existuje B € BN O(x) tak, ze B C G, fekneme, Ze B je baze
topologie 7.

Poznamka 1. Necht (X, 7) je topologicky prostor a B C 7 je béaze topologie 7.
Pak G € T praveé tehdy, jestlize pro libovolny prvek z € G existuje B € BNO(x)
tak, ze B C G.

Poznamka 2. Systém otevienych kouli B(z,¢), z € X, € > 0, je bazi topologie
v metrickém prostoru (X, p) (dokonce kdyz £ > 0 jsou racionélni).

Definice 7. Necht (X, 7) je topologicky prostor a A C X. Vnitikem A° mnoZiny
A nazveme nejveétsi otevienou mnozinu obsazenou v A, neboli

A = U G, G — otevrene

GCA

Uzavérem A mnoziny A nazveme nejmensi uzavienou mnozinu obsahujici A, ne-

boli

A= ﬂ F, F —uzavrene
ACF
Hranici mnoZiny A nazveme mnozinu A’ = A\ A°. Jestlize A = X, fekneme, Ze
mnozina A je husta v X.

Poznamka 3. Plati (X\A4)? = X\A, (X\A4) = X\A% a (X\A) = A’ (stadi

pouzit De Morganova pravidla).

Definice 8. Necht (X, 7) je topologicky prostor, {z,} C X (posloupnost bodi z
X) az € X. Jestlize ke kazdému okoli G € O(z) existuje index ng € N takovy,
ze T, € G VYn > ng, fekneme, Ze {x,} konverguje k bodu x a piseme z,, — z.

Poznamka 4. Sta¢i uvazovat pouze G € BN O(x) (konvergenci lze definovat
pomoci baze topologie).

Véta 2. Necht (X, p) je metricky prostor, {z,,} C X axz € X. Pak z,, — x pravé
tehdy, jestlize p(z,,z) — 0 (takto se vétSinou definuje konvergence v metrickych



prostorech).

Dukaz: (a) Necht z, — x podle definice 8. Pak pro kazdou otevienou kouli
B(z,e) € O(x) existuje index n. € N takovy Ze x, € B(x,e) ¥n > n., neboli
p(xn,x) < e V¥n > n.. Plati tedy p(z,,z) — 0.

(b) Necht p(z,,z) — 0 a G € O(x). Jelikoz mnozina G je oteviend, existuje
oteviend koule B(z,e) C G a jelikoz p(z,,z) — 0, existuje index n. € N takovy,
ze x, € B(z,e) C G Vn > n..

Definice 9. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X a x € X. Jestlize exis-
tuje posloupnost {z,} C A tak, ze z,, — x, fekneme, Ze = je limitnim bodem
mnoziny A.

Véta 3. Necht (X, p) je metricky prostor a A C X. Pak A (uzavér) je mnozinou
vsech limitnich bod mnoziny A.

Diikaz: (a) Necht z € X\A. Jelikoz mnozina A je uzaviend, je X\ A oteviend.
Existuje tedy oteviena koule B(x,¢) C X\A. Pak ale p(z,y) > ¢ Yy € A D A,
takze x neni hromadnym bodem mnozZiny A.

(b) Necht 2 € A neni hromadnym bodem mnoziny A. Pak existuje ¢islo ¢ >
0 takové, Ze p(z,y) > € Vy € A, neboli A C X\B(z,¢). Uzaviend mnozZina
AN X\B(z,¢) tedy obsahuje A ale neobsahuje A, coz je ve sporu s definici 7.

2.2 Uplné prostory

Definice 10. Necht (X, p) je metricky prostor a {x,} C X. Jestlize ke kazdému
Cislu € > 0 existuje index n. € N takovy, ze m > n., n > n. = p(Tp,x,) < €,
fekneme, ze posloupnost {z,} je cauchyovska.

Definice 11. Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize ke kazdé cauchyovské
posloupnosti {x,} C X existuje bod = € X takovy, ze x,, — x, fekneme, Ze
prostor (X, p) je uplny.

Piiklad 9. Prostor (R", p) z pfikladu 2 je tplny (nebot mnozina redlnych cisel
je uplnd).

Piiklad 10. Prostor (Q",p) n-rozmérnych racionélnich vektoru s metrikou z
ptikladu 2 neni aplny (nebof mnoZina raciondlnich ¢isel neni tplnd). Plati vSak

Qn = R", takze Q" je husty v R™.

Piiklad 11. Prostor (I3, p) z ptikladu 3 je tplny:



(a) Je-li posloupnost {x,} C Iy cauchyovské pak i posloupnost slozek je cauchy-
ovské nebof, oznac¢ime-li z,, = {£}, &Y, ...}, plati

[e.e]

& =G < (| DG = 67 = p(@m, Tn)

k=1
VI € N. Existuji tedy limity &' — & VI € N. Oznaéme = = {&1,&, ...}

(b) Ukdzeme, ze x € ly. Jelikoz {z,} je cauchyovska, existuje index m € N
takovy, ze p(x,,x,m) < 1 Vn > m. Ozna¢me M = p(z,,,0) + 1. Necht n > m a
[ € N. Z trojihelnikové nerovnosti plyne

l 00
STE2 < | (€2 = p(@,0) < p(n, Tn) + P20, 0) < 1+ p(am, 0) = M
k=1 k=1

Jelikoz & — &, V1 < k <[ al je konecné, plati

(c) Ukazeme, ze x,, — x. Necht € > 0. Jelikoz {z,} je cauchyovska, existuje index
n. € N takovy, ze p(z,, ) < € Yn,m > n.. Pak pron,m > n. al € N miuzeme
psat.

l

Z ék )2 < p(wg, 1) < €

k=1

coz v limité pro m — oo dava

Limitnim pfechodem pro [ — oo dostaneme p(z,,z) < & Vn > n. a podle véty 2
plati z,, — x.

Piiklad 12. Prostor (I, p) z ptikladu 4 je tplny:



(a) Je-li posloupnost {x,} C Il cauchyovska pak i posloupnost slozek je cauchy-
ovska nebot plati

|€lm - gln| < sup |§IT - €Z| = p(Tp, Tn)
keN

VI € N. Existuji tedy limity &' — & VI € N. Oznaéme = = {1, &, ...}

(b) Ukazeme, Ze = € l. Jelikoz {x,} je cauchyovskd, existuje index m € N
takovy, ze p(zn, ) < 1 Vn > m. Oznacme M = p(x,,,0) + 1. Necht n > m. Z
trojihelnikové nerovnosti plyne

&' < sup &kl = p(20, 0) < p(@n, Tm) + p(Tm, 0) <1+ p(x,0) = M
€

Vi e N. Jelikoz &' — &, plati |§] < M VI € N a tedy sup || < M < oo.
keN

(c) Ukézeme, Ze x, — x. Necht ¢ > 0. Jelikoz {z,,} je cauchyovska, existuje index
n. € N takovy, ze p(x,,x,) < e Vn,m > n.. Pak pro n,m > n. muZeme psat

&' =& < plan, wm) <€

VI € N, coz v limité pro m — oo dava |£' — &| < e VI € N. Tedy p(z,,z) =
supren &1 — &kl < € Vn > n. a podle véty 2 plati z,, — .

Piiklad 13. Prostor (Cfa,b], p) z piikladu 5 je Gplny, nebot konvergence v met-
rice p je stejnomérnou konvergenci a ta zachovava spojitost.

Piiklad 14. Prostor (C|a,b|, p) s metrikou

ple,y) = / l2(t) — (1) dt

neni Uplny, nebot konvergence v této metrice neni stejnomérnou konvergenci a
muze se stat, ze x, — = a funkce z neni spojita.

Piiklad 15. Prostor (Ls[a,b], p) z ptikladu 6 je tplny (aplnost tohoto prostoru
byla jednim z duvodu pro zavedeni Lebesgueova integralu).

Piiklad 16. Prostor (Ls[a, b], p) z piikladu 7 je Gplny (limita posloupnosti funkci
omezenych skoro vsude je funkce omezend skoro vsude). Princip dukazu je prak-
ticky stejny jako u prikladu 12.

Véta 4. Necht (X, p) je metricky prostor, ktery neni aplny. Pak existuje tplny
metricky prostor (X, p) takovy, ze X = X (X je husty v X) a p(Z,7) = p(z,y)
pokudz=rxe X ag=yeX.
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Diikaz: (a) (Konstrukce prostoru X) Cauchyovské posloupnosti {z;} C X,
{yx} C X nazveme ekvivalentni, jestlize p(xy,yr) — 0. Ze jde o ekvivalenci,
plyne bezprostiedné z podminek (a)—(c) v definici 1. Napfiklad tranzitivita plyne
z (c), nebot p(zk, yx) — 0 a p(yk, 2x) — 0 implikuji

p(@r, z) < p(Tr, y) + p(Yr, 26) — 0

Prostor X je mnozina viech t¥id ekvivalence Cauchyovskych posloupnosti. Pokud
{z,z,x,...} € T ztotoznime T s x (piSeme T = ).

(b) (Metrika na X) Metriku na X definujeme vztahem

k—oo
pokud {1} € 7 a {yx} € §. Korektnost této definice plyne ze zavedené ekviva-
lence posloupnosti a z trojuhelnikové nerovnosti. Je také ziejmé, ze pokud = = x

ag=y (tj{z,z,z,. ..} etal{yyy, ...} €7),plati p(Z,7) = p(z,y). Platnost
podminek (a), (b) z definice 1 je zfejma. Trojuhelnikovou nerovnost dokazeme
takto

p(@,2) = lim p(zg, 2) < lim (p(ze, yi) + p(ye: 2¢))

Him p(ae, i) + m p(ys, 2)

IN

(@ 5)+ (5. %)

(c) (Hustota X v X) Necht {z;} € # € X a e > 0. Jelikoz posloupnost {z}
je cauchyovskd, existuje index n € N takovy, Ze p(x,,zr) < /2 Vk > n. Necht
{Tn, xp,xp, ...} € Ty, takze T, = x, € X. Pak plati

p(T,Ip) = lim p(zy,20) <€/2 <

(d) (Uplnost prostoru X) Nechf posloupnost {#,} € X je_cauchyovska. Je-
likoz X je husty v X, existuje ke kazdému prvku 7, € X prvek y, € X
takovy ze p(Tn,¥n) < 1/n, kde {Yn,Yn,Yn,---} € ¥n. Uvazujme posloupnost
{y1,Y2,93,...} C X. Zvolme € > 0. Jelikoz posloupnost {Z,} C X je cauchyov-
ské, existuje index n. > 4/¢ takovy, ze
P Ty &) < Ym,n > n.
Pak plati
s o) = s T) < )+ s ) + 0 ) < o+ 7 < 32 <

PYms> Yn) = P\Yms Yn) = PYms Tm) T PATm; Tn) T P\ Tn, Yn m 4 n_45 €
Vm,n > ne, takze posloupnost {Y1,92,93, ...} C X je cauchyovska. Existuje tedy
prvek T € X takovy, ze {y1,y2,¥s,...} € &. Ukdzeme, Ze p(Z,,Z) — 0. Jelikoz
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jsme dokéazali, ze pro libovolné ¢islo € > 0 existuje index n. € N takovy, ze
P(Ym, Yn) < 3/4e, Ym,n > n., plati

S . 3
AT, Pn) = N p(ym, yn) < 7€ <€

Vn > n. a tedy p(Z,9,) — 0 Jelikoz zaroven p(Z,,9,) — 0 (nebot p(Zy, Jn) <
1/n), plati

p(Z,&n) < p(Z, Gn) + p(Gn, Tn) — 0
Definice 12. Necht (X, p) je metricky prostor a A C X. Cislo

diam(A) = sup p(z,y)
z,yeA

nazveme diametrem mnoziny A. Jestlize diam(A) < oo, fekneme, Ze mnozina A
je omezena.

Véta 5. (Cantorova véta o pruniku) Necht (X, p) je tplny metricky prostor.
Necht F; D Fy, D F3... je posloupnost neprazdnych uzavienych podmnozin X
takova, ze diam(F,,) — 0. Pak existuje pravé jeden bod x € X takovy, ze

[e.e]
T E ﬂ F,
n=1

Dukaz: (a) (Existence) Jelikoz mnoziny F,, n € N, jsou neprazdné, existuji
body z,, € F,,, n € N. Necht ¢ > 0. Jelikoz diam(F},) — 0, existuje index n. € N
takovy, ze F,, C F,_  a diam(F,) < € ¥Yn > n.. Jelikoz pro m > n > n. plati
p(xm, x,) < diam(F,) < e, je posloupnost {z,} cauchyovska. Jelikoz prostor
(X, p) je Gplny a mnozina F,. C X je uzaviend, existuje bod = € F),_ takovy, Ze
z, — = € F,_. Jelikoz € > 0 je libovolné, plati z € (2, F),

(b) (Jednoznacnost). Jestlize x1 € (), Fn, 2 € ()oy Fn @ 21 # 2o, pak z1 € F),
axy € F, VYn € N atudiz diam(F,)) > p(x1,z2) > 0 Vn € N, coz je ve sporu s
tim Ze diam(F,) — 0.

Véta 6. (Banachova véta o kontrakci) Necht (X, p) je Gplny metricky prostor a
T : X — X je kontrahujici zobrazeni, t.j. pro Vx,y € X plati

p(T'(2), T(y)) < ap(z,y)
kde 0 < a < 1. Pak existuje alespoii jeden bod z* € X, takovy, ze T'(z*) = z*.

Dikaz: Zvolime bod zy € X libovolné a konstruujeme posloupnost x; = T'(x),
xo = T(z1),. ... Pak plati
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p(xpsr, wx) = p(T(21), T(21-1)) < ap(zp, vp_1) < ... < Fp(wy, 1)

p p p

p(xk—i—pa zk) < Zp(l'k—i-i)xk—&—i—l) < Z ak+i_1p($1, 550) = Oékp(iﬁl,xo) Z o't

=1 =1 =1

Oék

< a"p(x1, o) Z o't = p(z1, To)
i=1

l—«o

Vp € N. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Necht n € N je ¢islo takové, ze

a’I’L

1—
Pak pro libovolné dva body xy, xj4p, kde E > n a p € N, plati

,xg) <
aﬂ(fﬂl To) <€

ak a

P(Tpsp, Ti) < - p(x1,20) < =

<
ap(I17$0) €

takze posloupnost {z;} je cauchyovska. Protoze prostor (X, p) je uplny, existuje
bod z* € X takovy, ze x;, — x*. Jelikoz plati

P, T(x%)) = p(T(x), T(2")) < ap(ay, 27)

p(x*, T(x*)) = 0 (nebot xy, 1 — z*). Plati tedy T'(x*) = x*.

2.3 Separabilni prostory

Definice 13. Rekneme, Ze mnozina A je spocetnd, jestlize je bud konecné nebo
existuje prosté zobrazeni mnoziny prirozenych ¢isel N na A.

Priklad 17. Mnozina vSech sudych ¢isel je spocetna, nebof existuje prosté zob-
razeni n < 2n.

Véta 7. Kazda podmnozina spocetné mnoziny je spocetna.

Diukaz: Necht mnozina A je spofetnd a B C A. Je-li B konecné, neni co do-
kazovat. Budeme tedy predpokladat, ze B je nekonecna. Jelikoz mnozina A je
spocetna, lze jeji prvky usporadat v posloupnost {a, } (nebot existuje prosté zob-
razeni mnoziny prirozenych ¢isel N na A). V tomto pfipadé muzeme B chéapat
jako podposloupnost B = {b; : b; = a,,,i € N} vybranou z posloupnosti {a,}.
Pak ale ¢ < b; = a,,, je prosté zobrazeni N na B.
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Véta 8. Kartézsky soucin spoc¢etnych mnozin (mnozina vSech dvojic) je spocetna
mnozina.

Dukaz: Nechf A = {a; :i € N}, B={b; : j € N} jsou spofetné mnoziny a

X=AxB= {iL’Z’j iy = (ai,bj),z' € N,j € N}
Zapisme prvky X do dvojrozmérné tabulky
T11 T12 213

To1 Tz XT23
T31 T32 X33

Tyto prvky muzeme uspotradat podle vedlejsich diagonal
X = {x1, 29, 73,74, T5, Tg, - . .} = {T11, T12, Ta1, T13, Taz, T31, - - -}
takze existuje prosté zobrazeni

n o (HJ_Q)Q(HJ_I)H

N na A x B.
Disledek 2. Mnozina racionélnich ¢isel je spocetna.
Véta 9. Sjednoceni spocetného systému spocetnych mnozin je spocetnad mnozina.

Dukaz: Necht A;, i € N, je spocetny systém mnozin a kazdd mnoZina A; =
{ai1,a42,...} je spoCetnd. Pak méme stejnou situaci jako v dikazu véty 8

11 Q12 413
Q21 Q22 0A23
a31 Aazz as3

Véta 10. Mnozina realnych ¢isel z jakéhokoliv intervalu (s ruznymi koncovymi
body) je nespocetna.

Dukaz: Staci se omezit na interval [0, 1] (existuje prosté zobrazeni intervalu [0, 1]

0,1
na jakykoliv interval s ruznymi koncovymi body). Piedpokladejme, Ze ¢isla z [0, 1]
lze usporadat v posloupnost x1, xo, ..., kde v dekadickém tvaru
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o= 0,668 ...
m = 0,686 ...

a &€ {0,1,...,9}. Zkonstruujme ¢islo 2 = 0,£,6&3. .. € [0,1] tak, aby

G#E a &#0, &#9,
527&522 a 527&0’ 527&97

Pak zfejmé = # x1, ¥ # xo, ... , takze x neni prvkem posloupnosti x1, s, . ..

Definice 14. Necht (X, p) je metricky prostor. JestliZe existuje spocetna mno-
zina A hustd v X (t.j. A = X), fekneme, ze prostor (X, p) je separabilni.

Piiklad 18. Prostor (R", p) z ptikladu 2 je separabilni, nebof mnozina n-rozmérnych
raciondlnich vektoru Q™ je spocetné a hustd v R" (kazdé redlné ¢islo je limitou
posloupnosti racionalnich ¢isel).

Priklad 19. Prostor (I, p) z ptikladu 3 je separabilni. Ozna¢me I, C I, mno-
zinu posloupnosti majicich konecny pocet nenulovych prvku, které jsou navic
racionalni. Tato mnozina je spodetna. Dokdzeme, Ze je hustd v l. Necht z =
{ZL’l,IQ, .. } € ly ae > 0. Jelikoz

o

2
E Ty < 00
k=1

existuje ¢islo n € N takové, Ze

(e e

IEE

k=n+1

Najdeme y = {y1,ys, ...} € I tak, aby y, = 0 pro k > n—+1a |zx —y| < /v2n
pro k < n. Pak plati

82

N |

n

> e2 1
PP (x,y) = Z(xk — )’ + Z x;, < Nom T 552 =’
k=1 k=n+1

takze p(z,y) < €. Jelikoz € > 0 je libovolné je I, hustd v I,

Priklad 20. Prostor (I, p) z piikladu 4 neni separabilni. Necht {z,} C Il je
libovoln4 spocetnd mnozina v l.. Jeji prvky oznacime z,, = {£7, &5, .. .}. Polozme
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r=1{&,&, ...}, kde & = &F+1, pokud |€F] < 1a & =0, pokud |£F| > 1. Pak pro
libovolny index k € N plati | — &F| > 1. Necht z,, je libovolny prvek spodetné
posloupnosti {x,} C l. Pak plati

p($,$n> = sup ’5]6 - 5}?‘ > !fn - 52‘ >1
keN
takze {x,} neni husta v l.

Piiklad 21. Prostor (C|a, b], p) z pfikladu 5 je separabilni, nebot mnozina poly-
nomu s racionalnimi koeficienty je spocetné a hustd (podle Weierstrassovy véty)
v Cla, b].

Piiklad 22. Prostor (Ls[a,b], p) z ptikladu 6 je separabilni, nebot mnozina jed-
noduchych (po ¢astech konstantnich) funkci nabyvajicich racionalnich hodnot a
definovanych pomoci intervalu s racionalnimi kone¢nymi body je spocetné a husta

v (L2 [G, b]a /0)
Piiklad 23. Prostor (Ls[a,b], p) z piikladu 7 neni separabilni.

Véta 11. Metricky prostor (X, p) je separabilni pravé tehdy, 1ze-li z kazdé baze
topologie vybrat spocetny podsystém, ktery je téz bazi topologie.

Definice 15. Systém otevienych mnozin G C 7 nazveme otevienym pokrytim X,
jestlize plati

Je=x

Geg

Véta 12. Metricky prostor (X, p) je separabilni pravé tehdy, lze-li z kazdého
otevieného pokryti X vybrat spocetny podsystém, ktery je téz pokrytim X.

Véta 13. Necht G C 7 je systém (neprazdnych) disjunktnich otevienych mnozin
v separabilnim metrickém prostoru (X, p). Pak G je spocetny.

Dukaz: Necht A je spocetnd mnozina hustd v X a G € G. Jelikoz G je oteviena,
existuje oteviend koule B(z,e) C G. Jelikoz A je hustd, lezi v této oteviené kouli
alespon jeden bod y € A, tedy y € G N A. Necht G, G4 jsou ruzné mnoziny z G
ay; € GiNA, y, € GoNA. Protoze Gi NGy = (), plati y; # yo. To tedy znamena,
7e pocet bodu v A nemuze byt mensi nez pocet mnozin v G. Jelikoz mnozina A
je spocetna, musi by i systém G spocetny.
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2.4 Kompaktni prostory

Definice 16. Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize kazda posloupnost {z, } C
x obsahuje podposloupnost, kterda ma limitu v X, fekneme, ze prostor X je kom-
paktni.

Dusledek 3. Kompaktni metricky prostor je tuplny.

Definice 17. Necht (X, p) je Gplny metricky prostor a necht K C X. Jestlize
kazda posloupnost {z,} C K obsahuje podposloupnost, kterd ma limitu v K,
fekneme, ze mnozina K je kompaktni.

Véta 14. Kazda kompaktni mnozina v tplném metrickém prostoru je omezena
a uzaviena.

Dukaz: (a) (Omezenost) Nechf K C X neni omezend (takze diam(K) = o).
Pak lze zkonstruovat posloupnost {z,} C K takovou, Ze p(zx,x,) > 1 Vk < n.
Pokud by tato konstrukce selhala pro néjaké n € N, muselo by Vz,y € X platit

p(x,y) < p(x,x:) + p(xi, ;) + p(x5,y)
Vi, 7 < n, neboli

ple.y) < minp(z,zy) +minp(or, y) + diam{z,. .., 2,1} <

< 24 diam{zy, ...,z 1} < ©

(coz je ve sporu s predpokladem ze diam(K') = oo). Takto zkonstruovana posloup-
nost neobsahuje zadnou Cauchyovskou a tedy ani zadnou konvergentni podpo-
sloupnost, nebot pro m # n plati p(z,,, z,) > 1.

(b) (Uzavienost) Necht K C X je kompaktni a {z,} C K je posloupnost,
ktera ma limitu v X. Tato posloupnost je cauchyovska, takze musi obsahovat
podposloupnost, kterd méa limitu v K. Jelikoz kazda podposloupnost konvergentni

posloupnosti ma stejnou limitu jako puvodni posloupnost, plati x,, — =z € K a
tedy K C K.

Piiklad 24. V prostoru (R", p) z pfikladu 2 je mnozina K C R" kompaktni
pravé tehdy, je-li omezenda a uzaviena.

Piiklad 25. V prostoru (Cla,b], p) z ptikladu 5 je mnozina K € Cla, b] kom-

paktni praveé tehdy obsahuje-li funkce stejnomérné omezené a stejnomérné spojité
(Arzelova-Ascoliho véta).

17



Priklad 26. V neomezenych nekoneénérozmérnych prostorech neni uzaviena
jednotkova koule kompaktni, i kdyZ je omezend a uzaviend (Rieszovo lemma).
Zvolime-li napiiklad v I (nebo v l) posloupnost {x,} takovou, ze

1 = {1,0,0,...}
Ty = {0,1,0,}
zs = {0,0,1,...}

plati p(x,,0) = 1 Va,, (takze {z,} lezi v uzaviené jednotkové kouli) a p(x,, z,) >
1 pro m # n (takze z {x,} nelze vybrat cauchyovskou a tudiz ani konvergentni
podposloupnost).

Véta 15. Metricky prostor (X, p) je kompaktni pravé tehdy, lze-li z kazdého
otevieného pokryti X vybrat konec¢ny podsystém, ktery je téz pokrytim X.

Disledek 4. Kompaktni prostor je separabilni.

Poznamka 5. Timto ekvivalentnim zpusobem se definuje kompaktnost v topo-
logickych prostorech. Topologicky prostor (X, 7) je kompaktni, 1ze-li z kazdého
otevieného pokryti X vybrat kone¢ny podsystém, ktery je téz pokrytim X.

Véta 16. Metricky prostor (X, p) je kompaktni pravé tehdy, 1ze-li z kazdého sys-
tému uzavienych mnozin, ktery ma prazdny prunik vybrat koneény podsystém,
ktery mé prazdny prunik (plyne to z véty 15 a z De Morganovych pravidel).

Véta 17. Necht K C X je kompaktni mnozina v metrickém prostoru (X, p) a
f X — R je funkce spojita na K. Pak existuji body u,v € K takové, ze

f(u) = inf f(y)

yeK

f(v) = sup f(y)

yeK

Dikaz: Podle definice infima existuje posloupnost {y,} C K tak, ze f(y,) —
inf ek f(y). Jelikoz K je kompaktni, 1ze z této posloupnosti vybrat konvergentni
podposloupnost {z,} C K. Ozna¢me u € K limitu této podposloupnosti (tedy
zn — u). Jelikoz funkece f je spojita, plati

f(u) = lim f(z,) = lim f(y,) = inf f(y)
n—00 n—00 yeK
Dikaz pro supremum je analogicky.
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Diusledek 5. Necht K C X je kompaktni mnozina v metrickém prostoru (X, p)
a x € X. Pak existuji body u,v € K takové, ze

—  inf
p(x,u) inf p(z.y)
p(x,v) = supp(x,y)
yeK

Funkce p(z,-) : K — R je totiZ spojitd na K nebot z trojuhelnikové nerovnosti
plyne

Ip(z,y) — plz,2)| < p(y,2)

Véta 18. Necht K C X je kompaktni mnozina v metrickém prostoru (X, p)
a f: X — R je funkce spojitd na K. Pak f je stejnomérné spojitd na K (ke
kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, ze pro x,y € K plati implikace

p(r,y) <o =|f(x) - fy)| <e

Diikaz: Predpokladejme, ze funkce f je spojita ale neni stejnomérné spojita na
K. Pak musi existovat ¢islo € > 0 a posloupnosti {z,} C K a {y,} C K tak,
ze p(Tn,yn) < 1/n a |f(z,) — f(yn)] > € Vn € N. Jelikoz K je kompaktni,
lze z téchto posloupnosti vybrat podposloupnosti {x,,} C {z,} a {yn,} C {yn}
(indexy n; jsou spoleéné obéma podposloupnostem) takové, ze z,, — = € K a
Yn, — y € K. Pak ale

p(e,y) < p(@, n;) + P(Tns; Yni) + P(Yniy) = 0
takze x = y, Ze spojitosti funkce f pak plyne

coZ je ve sporu s predpokladem zZe |f(x,,) — f(Yn,;)

< [f(@n) = F@) +1f(yn) = fy)| =0

> €.

Poznamka 6. Kompaktni mnoziny maji podobné vlastnosti jako omezené uza-
viené intervaly [a,b] C R. Proto lze definovat prostory C(K), L2(K), Loo(K),
které maji podobné vlastnosti jako C|a,b], La[a,b], Ls|a, b].
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3 Banachovy prostory

3.1 Zakladni pojmy

Budeme predpokladat, Ze ¢tenai ma zakladni znalosti o linearnich prostorech,
alespon v rozsahu jaky se pouziva v R". Nebudeme tedy vysvétlovat pojmy jako
linearni podprostor, linearni kombinace, linearni obal, linedrni nezavislost. Pri-
pomenime, zZe v abstraktnim linedrnim prostoru nemusi existovat konecné béaze.
Takovy prostor se nazyva nekonecnérozmérny. I v nekonec¢nérozmérném prostoru
vSak existuje baze (spocetnd nebo nespocetna).

Definice 18. Necht X je linearni prostor a 7 je topologie na X (ve smyslu defi-
nice 4). Jestlize soucet a skalarni nasobek jsou spojitymi funkcemi v topologii 7,
fekneme, ze (X, 7) je linedrnim topologickym prostorem.

Poznamka 7. Je-li topologie urc¢ena metrikou mluvime o linedrnich metrickych
prostorech. K tomu, aby (X, p) byl linedrnim metrickym prostorem staci, aby
platilo

plx+z,y+z2) = p(z,y)
p(Az, \y) = |A|p(z,y)

Vr,y,z € X a VA € R. Skutecné, pokud z,, — z, y, — y a A\, — A, plati

plan +ynx+y) = plen =2,y = yn) < p(zn = 2,0) + p(0,y — yn)
p(n, ) + p(Yn y) — 0

P AT, Ax) < p(Apn, An) + p( Az, Ax)

[Aulp(@n, ) + [An — Alp(z,0) — 0

Poznamka 8. Spliuje-li metrika podminky uvedené v poznamce 7, plati

p(y, z) = p(y — 2,0)

V tomto ptipadé sta¢i zavést funkei jedné proménné ||z|| = p(x,0). Snadno se lze
presvédcit, ze tato funkce vyhovuje podminkdm definujicim normu.

Definice 19. Necht X je linearni prostor a || - || : X — R je funkce takova, ze

(a) [lzll =0
|z =0 & z=0
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(b) [[Az] = [Alll«]
() llz+yll <zl + vl

Pak fekneme, ze (X, || - ||) je linedrnim normovanym prostorem. Funkce || - || se
nazyva normou (symbol ||-|| v oznaceni normovaného linedrniho prostoru budeme
v dal$im textu vynechavat).

Poznamka 9. Je-li zadédna norma spliiujici podminky (a)—(c), muzeme definovat
metriku p(z,y) = ||z — y||, ktera splituje podminky (a)—(c) z definice 1. V tomto

pripadé rikame, ze metrika p je indukovana normou. Snadno se ukéze, zZe metrika
indukovana normou spliuje podminky uvedené v poznamce 7. Skutecné

pletzyt+z) = letz=(+2)l=lzr-yl=ply)
pAz, Ay) = [[Ax = Ayl = [Nz =yl = [Alp(z, y)

Definice 20. Banachovym prostorem nazveme normovany linearni prostor, ktery
je uplny v metrice indukované normou.

Priklad 27. Prostory z piikladti 1-7 jsou normovanymi linearnimi prostory,
zavedeme-li normy

el = [z, zeC

n
el = \Zﬂfi zeR"
k=1

o0
=] = \Zﬂii x €l
k=1

|zl = suplzr], z€ls
keN
|lz|| = max|xz(t)], =€ Cla,b]
tela,b]
b
lzll = /x2(t)dt, v € Lofa, ]
e = ess sup [2(t)), = € Loofa,b
tela,b]

VSechny tyto prostory jsou Banachovymi prostory.
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3.2 Spojita linearni zobrazeni

Necht X,Y jsou linedrni normované prostory a T : X — Y je zobrazeni. Pak se
zavadéji tii dilezité mnoziny, definiéni obor zobrazeni D(T") C X, nulovy prostor
zobrazeni N'(T') C X a obor hodnot zobrazeni R(T') C Y. Plati

DT) = {reX:TxeY}
N(T) = {zeX:Tx=0}
R(T) = {yeY:y=Tz, € DT)}

Pokud piseme T : X — Y, predpokladame obvykle, ze D(T') = X. Pokud D(T') =
X a R(T) =Y, tikdme, ze T je zobrazeni X na Y. Je-li zobrazeni T' linedrni
(definice 22) jsou mnoziny D(T') a N(T) linedrnimi podprostory X a mnoZzina
R(T) je linedrnim podprostorem Y.

Definice 21. Nechf X,Y jsou linedrni normované prostory a 7' : X — Y je
zobrazeni. Nechf z € X. Jestlize Ve > 0 30 > 0 tak, Ze |y — z|| < 0 = ||T(y) —
T(x)|| < e, fekneme, Ze zobrazeni T' je spojité v bodé x. Je-li zobrazeni T spojité
v kazdém bodé x € X, fekneme, Ze je spojité (na X).

Poznamka 10. Z definice 21 plyne, ze zobrazeni T je spojité v bodé = € X,
pravé tehdy, jestlize ke kazdé oteviené kouli B(T'(z),e) C Y existuje oteviena
koule B(z,d) C X takova, ze T'(B(x,0)) C B(T(x),€) nebo, obecnéji, jestlize ke
kazdému okoli V' € O(T'(x)) existuje okoli U € O(z) takové ze T'(U) C V.

Véta 19. Necht X, Y jsou linedrni normované prostory a 7' : X — Y je zobrazeni
X na Y. Pak T je spojité pravé tehdy, jestlize pro kazdou otevienou mnozinu
G C Y je T7Y(G) oteviend mnozina (pouzivaime oznaceni T-!(G) = {z € X :

T(z) € G}).

Dukaz: (a) Necht zobrazeni T je spojité a G C Y je oteviend mnozina. Pak pro
kazdy bod z € T71(G) existuje oteviend koule B(T(x),e) C G a oteviend koule
B(z,d0) C X tak, ze T(B(z,0)) C B(T(z),e) C G. Tedy B(x,8) C T (G) a
T7YG) je oteviend mnozZina.

(b) Necht z € X a necht pro otevienou mnozinu B(T(z),¢) je T~ (B(T(x),¢))
oteviena mnozina. Tato mnozina obsahuje bod x a néjakou otevienou kouli
B(x,0). Pak ale plati T'(B(x,d)) C B(T'(x),€) a zobrazeni T je spojité v bodé x.

Definice 22. Nechf X,Y jsou linedrni normované prostory a T' : X — Y je
zobrazeni. Jestlize plati
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T(x+y) = T(x)+T(y),
T(\x) = M(x)

Vz,y € X a VA € R fekneme, Ze zobrazeni T je linedrni. Jestlize navic ||T(z)|| =
||| Vx € X, fekneme, Ze zobrazeni T je izometrické. Existuje-li prosté spojité
izometrické linearni zobrazeni X na Y (izometricky izomorfizmus), fekneme, ze
prostory X a Y jsou izometricky izomorfni a pisSeme X = Y (izometricky izo-
morfni prostory mohou obsahovat rtizné prvky ale maji vzdy stejnou strukturu).
Linearni zobrazeni ¢asto nazyvame linedrnim operdtorem a piseme Tz = T'(x).

Definice 23. Rekneme, 7e linearni zobrazeni 7' : X — Y je omezené, existuje-li
konstanta M > 0 takova, ze ||Tx|| < M|z|| Vz € X.

Véta 20. Necht X, Y jsou linearni normované prostory a 7' : X — Y je linearni
zobrazeni. Pak bud T je spojité v kazdém bodé = € X nebo neni spojité v zadném
bodé x € X. Linearni zobrazeni T': X — Y je spojité prave tehdy, je-li omezené.

Dikaz:(a) Necht 1,25 € X a T je spojité v z;. Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje
d > 0 tak, ze |ly1 — 21| < 6 = ||[Ty1 — Tx1]| < e. Necht ||ys — z2|| < 0. Oznaé¢me
d=x1—x3ay =ys+d Pak ||y — 1] = ||(v2 + d) — (x2 + d)|| < I, takze
|Ty1 —Tx1|| < e. Z linearity pak plyne ||Tys—Txs| = |T(y1 —d) —T(x1—4d)| < e.
(b) Je-li zobrazeni T" omezené, je spojité v nule, nebot ||Tz| < M||z||, takze
|z|]| = 0 = ||Tz|| — 0 (vyuzivame toho, Ze T(0) = 0). Je-li naopak T spojité v
nule, existuje § > 0 tak, ze ||Tz|| < 1, pokud ||z|| < . Necht y € X. Polozme
z = (0/2)(y/llyll), takze |[z[| = 6/2 < 0. Pak plati y = (2/6)|[y[= a

1Tyl = (2/0)llylT= < (2/0)]lyll
Polozime-li M = (2/6), plati | Ty| < M||y|| Vy € X.

Definice 24. Necht X,Y jsou linedrni normované prostory a 7' : X — Y je
omezené linearni zobrazeni. Cislo

17| = Sup 17|

nazveme normou 7.

Poznamka 11. Je to skuteéné norma. Podminky (a), (b) jsou zfejmé. Dale plati

T+ 15| = ”51H1p |(Th + T3)z|| < ”51”11) (1T || + | Toz]]) <
z||=1 z||=1
= HSIHIP | Thz|| + HSllllp | Toz|| = [|T1]] + || T2
z||=1 z||=1
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Véta 21. Necht X, Y jsou linedrni normované prostory a T': X — Y je linedrni
zobrazeni. Pak inverzni linedrni zobrazeni 77! : ¥ — X existuje a je omezené
pravé tehdy, existuje-li konstanta m > 0 takova, ze

[Tx|| = mllzl] VzeX (%)
Dukaz: Jestlize plati (x), pak z Txs = T'zq plyne xs = x4, nebot

1 1
|22 — 21]] < —[|T (22 — 21)|| = = | Tx2 — Ta1|| = 0
m m

Zobrazeni T—! tedy existuje. Z Tx = y plyne z = T 'y, takze pouZitim (x)
dostaneme

B 1
1Tyl < —llyll Yy eY

Zobrazeni T7! je tedy omezené. Existuje-li naopak T~! a je-li omezené, musi
existovat konstanta M > 0 takova, ze

1Tyl < Mlyll VyeY
Z T 'y = x plyne y = Tz, takZe plati (x) s m = 1/M.

Véta 22. Necht X,Y jsou linedrni normované prostory. Prostor [X, Y] vSech
spojitych linearnich zobrazeni 7' : X — Y s normou z definice 24 je linearnim
normovanym prostorem. Je-1i Y uplny je i [X, Y] Gplny.

Dikaz: To ze [X,Y] je linedrnim normovanym prostorem plyne z poznamky
11. Piedpokladejme, Ze prostor Y je tplny. Necht posloupnost {T},} € [X,Y] je
cauchyovska a ¢ > 0 (libovolné). Pak existuje index n. € N takovy, ze ||T,,—T,| <
e Vm,n > n.. Necht z € X. Pak

[T = Tyxl| < [| T — Tullllz]l < efl]

Vm,n > n., takze posloupnost {T,,x} C Y je také cauchyovska a protoze prostor
Y je tplny, ma tato posloupnost limitu v Y. Definujme zobrazeni 7': X — Y
predpisem

Tr = lim T,x Vre X

n—oo

Zobrazeni T je linearni (nebot limitni pfechod zachovava linearni operace). Jelikoz
posloupnost {7},} je cauchyovska, je omezend, takZe existuje konstanta M takova
ze ||T,|| < M Vn € N. Pro libovolny prvek = € X, tedy plati ||T,z|| < M|z||
Vn € N, coz pro n — oo dava ||Tx| < M]||z||. Zobrazeni T je tedy omezené,
a podle véty 20 plati 7' € [X,Y]. Ukazeme, ze T,, — T. Jiz jsme dokazali, Ze
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| Tz — Toz|| < el|z|| Vm,n > n., coz pro m — oo dava ||Tx — T,z|| < ¢||z| a
protoze bod = € X je libovolny, dostaneme ||T" — T,,|| < e. Jelikoz € > 0 bylo
zvoleno libovolné, plati ||T'— T,,|| — 0, neboli T,, — T.

Véta 23. (Banach, Steinhaus) Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Necht {7}, } C
[X,Y] je mnozZina spojitych linedrnich zobrazeni. Je-li mnozina {7,z} omezena
Vr € X, je i mnozina {||7,]|} omezena.

Véta 24. Necht XY jsou Banachovy prostory a {7,,} C [X,Y] je posloupnost
spojitych linedrnich zobrazeni takova, ze lim T,x existuje Vx € X. Pak existuje

n—oo

spojité linearni zobrazeni T' C [X,Y] takové, ze T,x — Tx Vx € X.

Dukaz: Pro libovolné = € X je posloupnost {7, x} omezend, nebot je konver-
gentni. Podle Véty 23 je i mnozina {||7,||} omezend. Existuje tedy ¢islo M > 0
(které nezavisi na n € N) takové, ze

I Toz || < [Tl )] < Mjz]] Vo e X

Definujme zobrazeni T' tak, ze

Tr = lim T,x Vre X

n—oo

Pak T je linearni (nebot limitni pfechod zachovava linearni operace) a plati
Tl = tim || Ta]| < Mz

takze T' je omezené a tedy spojité.

Véta 25.(O otevieném zobrazeni) Necht X,Y jsou Banachovy prostory a 7' :

X — Y je spojité linearni zobrazeni X na Y (t.j. R(T) = Y). Pak T zobrazuje
otevienou mnozinu G na otevienou mnozinu 7'(G), kde

TG)={yeY :y=Tzx, v € G}

Véta 26. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T : X — Y je prosté spojité
linedrni zobrazeni. Pak T~! je spojité linedrni zobrazeni.

Dtikaz: Je to bezprostfedni dusledek Véty 25 a Véty 19.
Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Neni-li podprostor D(T') C X (defini¢ni
obor) uzavieny v X, mize se snadno stat, ze linearni zobrazeni 7" neni spojité (je

to ukdzano v piikladu 28). V tomto pfipadé je vhodné zavést pojem uzavienosti
zobrazeni, ktery v jistém smyslu nahrazuje pojem spojitosti zobrazeni.
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Definice 25. Necht X,Y jsou lineadrni normované prostory, D(7) C X a T :
D(T) — Y je linearni zobrazeni. Jestlize mnozina G(T') = {(z,Tx) : x € D(T)}
je uzaviend v X X Y, fekneme, Ze zobrazeni T je uzaviené. Mnozina G(T'), ktera
je linedrnim podprostorem X X Y, se nazyva grafem zobrazeni 7.

Poznamka 12. Normu v X x Y miiZeme zvolit libovolné. V dalsim textu budeme
predpokladat, ze plati ||(z,y)|| = ||z + [[y||.

Véta 27. Necht X, Y jsou linedrni normované prostory a T': D(T') — R(T) je
prosté uzaviené linearni zobrazeni. Pak T~ ! : R(T) — D(T) je prosté uzaviené
linearni zobrazeni.

Diukaz: Defini¢nim oborem zobrazeni T~! je mnozina R(T). Jelikoz

G(T™") ={(.T"'y),y € R(T)} = {(Tx,z),z € D(T)}

a mnozina na pravé strané (ktera se 1isi od G(7') pouze poradim prvki ve dvojici)
je uzavrena, je i mnozina na levé strané uzaviena.

Priklad 28. Existuji uzaviena linedrni zobrazeni, ktera nejsou spojita. Definujme
zobrazeni T : C'[0,1] — C[0,1] (C[0,1] C C[0,1] je mnoZina funkci, které maji
spojitou derivaci v [0,1]) pfedpisem Tx = 2’ (derivace). Zfejmé 7' je linedrni
zobrazeni. Je-li x,, = t" Vn € N, plati Tz,, = nt" ! ¥n € N a tudiz

Al = ) =1

lznll = masc(t”)

T2, = max(nt"')=n
te€[0,1]

Vn € N. Zobrazeni T neni omezené, nebot

sup [[Tz|| = sup ||T,|| = supn = oo
[lz]|=1 neN neN

a neni tedy spojité. Necht {z,} C C*0,1] a (z,,2,) — (z,2') € C[0,1] x C[0, 1].

Jelikoz || (zy,, )) — (z, 2")|| = ||zn—2||+||2], —2'||, znamena to, ze z,, — = € C|0, 1]

a x, — 2’ € C[0,1]. Jelikoz prostor C[0,1] je uplny a konvergence z!, — ' je

stejnomérna na [0, 1], plati 2’ € C[0,1] (takze x € C[0,1]) a Tx = 2'. Cili

(2, T2yn) — (2, Tx) € C*0,1] x C[0,1]
Zobrazeni T je tedy uzaviené.
Véta 28. Necht X,Y jsou linedrni normované prostory a 7' : D(T) — Y je
linedrni zobrazeni s definiénim oborem D(T") C X. Je-li mnozina D(T") uzaviena

(v X) a je-li zobrazeni T' spojité, je T' uzaviené.
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Dukaz: Predpoklddejme, ze mnozina D(T) je uzaviena a zobrazeni T je spo-
jité ale neni uzaviené. Pak graf G(T) C X x Y neni uzavieny, takZe mnozina
(X x Y)\G(T') neni oteviena. Existuje tedy dvojice (z,y) € (X x Y)\G(T) ta-
kova, ze B((x,y),1/n)NG(T) # 0 Vn € N. To znamen4, Ze existuje posloupnost
{(xn,Txy)} C G(T) takova, ze (z,,T,) — (z,y), neboli z,, — x a Tz, — v.
Jelikoz mnozina D(T') je uzaviend, plati © € D(T'), takze nutné y # Tx (nebot
(x,y) ¢ G(T)), coz je ve sporu se spojitosti zobrazeni T

Véta 29. (O uzavieném zobrazeni) Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T :
X — Y je uzaviené linearni zobrazeni (s definiénim oborem D(T") = X). Pak T’
je spojité.

Dikaz: Kartézsky soucin X x Y s normou

Gz, Il = Nzl + llyl

je Banachovym prostorem. Protoze zobrazeni T je uzaviené, je linedrni podpro-
stor G(T') = {(z,Tz) : v € X} uzavieny v X x Y, takze je to Banachuv prostor.
Definujme linearni zobrazeni P : G(T') — X predpisem

Pz, Tx) =z
Jelikoz

[e]l < flell + [[Tz]| = || (=, T)]]

je P spojité v 0 (a tedy spojité). Inverzni zobrazeni existuje a je definovano
predpisem

P 'z = (z,Tx)
Podle Véty 26 je P! spojité, takze i T' je spojité, nebot

ITz)| < |z + T2l = [z, T2)l| = [|IL7 ] < |27 [|=)

Definice 26. Necht X je linedrni normovany prostor. Linearni zobrazeni x* :
X — R nazveme linearnim funkcionalem a piSeme

v*(x) = (2%, 2)

Prostor [X, R| vSech spojitych linearnich funkciondlu s normou z definice 24,
nazveme dualnim prostorem k prostoru X a oznacime ho X*.

Poznamka 13. V prostoru X* jsou linearni operace definovany takto
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(" +y"x) = @)+ (Y, 2)
(Ar* x)y = MNa*,x)

Vx € X a norma vztahem
|27 = sup (2", z)
lzll=1
Piiklad 29. Necht [y je prostor posloupnosti = = {¢,} C R takovych, ze
Iz = | D I&k]? < o0
k=1
Pak [ je prostor posloupnosti z* = {¢;} C R takovych, ze
lz*[l = 4| D 1€? < o0
k=1
(tedy I3 = l5) a plati
<x*7 QZ) = Z ’5:516
k=1
(je to dusledek véty 43). Podobné Li[a, b] = La[a,b] a

(2" ) = / 2 (D (t)dt

Priklad 30. Necht /,, kde 1 < p < oo, je prostor posloupnosti z = {¢,} C R
takovych, ze

] = (Z!fk\p> <0
k=1

Pak [* je prostor posloupnosti z* = {{;} C R takovych, ze

1
o] = (i |§*\q)q < o0
- k
k=1

kde (1/p) + (1/q) =1 (tedy Iy = 1,) a plati
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(@, 2) =) &
k=1
Podobné Ly[a,b] = L,[a,b] a
b
(2" ) = / 2 (D (t)dt
(pfechod od Ls|a,b] k L,a,b] je stejny jako pfechod od I3 k 1,,).

Piiklad 31. Necht I; je prostor posloupnosti z = {£,} C R takovych, ze

Izl =) l&l <0
k=1

Pak [} je prostor posloupnosti z* = {¢;} C R takovych, ze

7| = sup [[&]]
keN

(tedy I} = l») a plati

k=1

Podobné Li|a,b] = Ly[a,b] a
b
(2", a) = / 2 (D) (t)dt

Véta 30. Nechf X je linedrni normovany prostor. Je-li X* separabilni, je i X
separabilni.

Piiklad 32. Neplati [7 = [; (I; je separabilni ale [, neni separabilni). Oznac¢ime-
li ¢y C Il podprostor posloupnosti {{,} C R takovych, zZe

lim & =0

k—o0

Pak CS = ll.

Definice 27. Necht X je Banachuv prostor. Zobrazeni p : X — R nazveme
sublinedrnim funkcionalem, jestlize plati

plz+y) < pla)+ply) Ve,yeX
p(Az) = Ap(x) pokud A>0
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Véta 31. (Hahn, Banach) Necht X je linedrni normovany prostor, V' C X jeho
vlastni linedrni podprostor (t.j. V' # X) ap : X — R sublinearni funkcional. Je-li
v* € V* linearni funkcionél takovy, ze (v*,v) < p(v) Vv € V, existuje linearni
funkcionél z* € X* takovy, ze (z*,v) = (v*,v) Vv € V a (2%, x) < p(z) Vo € X.

Dusledek 6. Necht X je linedrni normovany prostor, V' C X jeho vlastni linedrni
podprostor. Je-li v* € V* existuje z* € X* takovy, ze (z*,v) = (v, v) Yo € V a
|z*|| = [|[v*|| (vyuziva se toho, Ze funkciondl p(z) = ||v*||||z]| je sublinearni).

Dusledek 7. Necht X je linearni normovany prostor a z € X. Jestlize (z*,v) =0
Va* € X pak x = 0.

Definice 28. Nechf X je Banachuv prostor a X** = (X*)* (prostor dualni k duél-
nimu prostoru). Jestlize X** = X (prostory X*™* a X jsou izometricky izomorfni),
fekneme, ze X je reflexivni.

Priklad 33. Prostory [, a L,a,b] jsou reflexivni pro 1 < p < oo (viz piiklad 29
a priklad 30). Prostory [y a Li|a,b] nejsou reflexivni (viz ptiklad 31 a vétu 30).
Prostory I, a Loo[a, b] nejsou reflexivni (viz piiklad 32 a vétu 32). Prostor Cla, 0]
neni reflexivni.

Véta 32. Necht X je Banachuv prostor. Je-li X reflexivni, je kazdy jeho uzavieny
linearni podprostor reflexivni.

Véta 33. Necht X je Banachuv prostor. Pak X je reflexivni pravé tehdy, je-li
X* reflexivni.

Definice 29. Necht X je linedrni normovany prostor, {z,,} C X az € X. Jestlize

(%, ) — (2%, x) V2" e X*

fekneme, ze posloupnost {x,} C X konverguje slabé k bodu z € X a piSeme
Tp — T.

Véta 34. Necht X je linedrni normovany prostor a {z,} C X. Jestlize z,, — z,
pak z, — z.

Dukaz: Jestlize x,, — x, pak ||z, — x| — 0. Pro kazdy spojity linedrni funkcional
x* € X existuje ¢islo ||z*]| < oo tak, zZe

(2%, 20 — )| < l2* lan — 2]l = 0

takze (z, — ) — 0, éli (z,) — .
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Poznamka 14. Slabou konvergenci lze definovat zavedenim slabé topologie.
Tento zpusob neni pfili§ nadzorny. Definice 29 je pro nase tcely postacujici.

Poznamka 15. Slaba konvergence je slabsi nez konvergence definovana pomoci
normy, nebot z,, — x obvykle neimplikuje z, — z. V kone¢nérozmérnjch pro-
storech vsak oba pojmy splyvaji.

Piiklad 34. Uvazujme posloupnost {z;} € [y takovou, Ze

rr = {1,0,0,}
To = {0,1,0,}
3 = {0,0,1,...}

JelikoZ ||Zm — Zn|| = V2 ¥m,n € N, neni tato posloupnost cauchyovska a tudiz
ani konvergentni. Zvolme libovolny spojity linearni funkciondl x* € [;. Pak X* =

{1 CcRa

oo
|27l = | D 1&I? < o0
k=1

(viz piiklad 29). Plati tedy & — 0 a tedy (%, zx) = & — 0. Jelikoz to plati pro
libovolny spojity linedrni funkciondl z* € I3, je posloupnost {x;} slabé konver-
gentni.

Definice 30. Necht X je Banachuv prostor a necht K C X. Jestlize kazda
posloupnost {z,} C K obsahuje podposloupnost, ktera je slabé konvergentni
v K fekneme, Ze mnozina K je slabé kompaktni.

Véta 35. Necht X je reflexivni Banachuv prostor. Pak mnozina K C X je slabé
kompaktni pravé tehdy je-li omezena a slabé uzaviena.

», v . v v s, . ov w
Poznamka 16. Mnozina K C X je slabé uzaviena, jestlize z {z,} C K ax, — x
plyne x € K. Kazda slabé uzaviena mnozina je uzaviena.

Definice 31. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T : X — Y je spojité
linedrni zobrazeni. Jestlize pro kazdou omezenou posloupnost {z,} C X lze z
posloupnosti obraztu {T'z,} C Y vybrat podposloupnost, kterd je konvergentni
v Y, fekneme, Ze zobrazeni T je kompaktni (nebo totalné spojité).

Véta 36. Kompaktni linedrni zobrazeni T': X — Y zobrazuje slabé konvergentni
posloupnosti {x,} C X na konvergentni posloupnosti {T'z,} C Y.
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Poznamka 17. Nechf X,Y jsou Banachovy prostory a T : X — Y je spo-
jité linearni zobrazeni. Jestlize prostor Y je konecnérozmeérny, pak zobrazeni T'je
kompaktni.

Véta 37. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a {7,,} C [X,Y] je posloupnost
kompaktnich linearnich zobrazeni. Jestlize T,, — T', pak T je kompaktni.

Poznamka 18. Casto, zejména v Hilbertovych prostorech, je spojité linedrni
zobrazeni T limitou posloupnosti kone¢nérozmérnych spojitych linearnich zobra-
zeni. Pak podle poznamky 17 a podle véty 37 je T kompaktni. Kompaktni linearni
zobrazeni jsou zobecnénim konecnérozmeérnych spojitych linedrnich zobrazeni a
jejich fada vlastnosti se na né prenasi. Kompaktni linearni zobrazeni maji velky
vyznam ve spektralni teorii a v teorii integralnich rovnic.

4 Hilbertovy prostory

Vlastnosti Hilbertovych prostorit jsou zaloZzeny na pouziti skalarniho soucinu,
ktery zobrazuje X x X do télesa skalari vystupujictho v definici linearniho
prostoru. Z hlediska aplikaci je vyhodné pracovat s télesem komplexnich cisel.
Abychom formélné zjednodusili vyklad, omezime se na redlné Hilbertovy pro-
story, 1 kdyz v ¢asti tykajici se ortonormalnich posloupnosti a Fourierovych ko-
eficientu jsou dukazy vedeny tak, zZe je lze pouzit i pro komplexni Hilbertovy
prostory.

4.1 Zakladni pojmy

Definice 32. Necht X je (redlny) linedrni prostor a (-,-) : X x X — R je funkce
takova, ze

(a)

8
<
SN—
/\
\_/

(¢) (Az,y) = Az, y)

(
(
(b) (
(
(¢ +9,2) = (2,2) + (3,2)
Pak fekneme, Ze (X, (-, -)) je redlnym lineadrnim prostorem se skaldrnim souc¢inem.
Funkee (-, ) se nazyva skalarnim soucinem.

Poznamka 19. V komplexnim linedrnim prostoru se skalarni souéin (-,-) : X X

X — C definuje tak, ze podminky (a), (c) zustanou stejné a podminka (b) se
nahradi rovnosti
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(z,y) = (y,2)
(komplexné sdruzené ¢islo). Ziejmé (z,z) = (z,z), takZe (z,x) je redlné ¢islo a
podminka (a) ma smysl.

Véta 38. Necht X je linedrni prostor se skalarnim souc¢inem. Pak X je linedrnim
normovanym prostorem s normou definovanou vztahem

le]l = v/ (2, 2)

Dikaz: Podminky (a), (b) pro normu plynou bezprostfedné z podminek (a), (b)
pro skalarni souc¢in. Abychom dokazali (c), dokdzeme Schwartzovu nerovnost

|,y < [yl
Jelikoz Vo, y € X a VA € R plati

|z +Myll? = (24 y,z+ My) = (z,2) + (2, \y) + Ay, 2) + X (y, )

= [lzI* + 2A\(z, y) + X*[lyl|* = 0

musi byt diskriminant této nerovnosti nekladny, takze

(z,9)” < ll=[I* |yl

coz dava Schwartzovu nerovnost. Nyni

lz+yll* = (@+y,z+y)=lz]*+20y) + lyl* < ll=l* + 20z lyll + [yl
2
= (=l -+l

coz dava trojuhelnikovou nerovnost.

Definice 33. Norma ||z|| = /(x,z) se nazyva normou indukovanou skalarnim
soucinem. Metrika p(z,y) = /(x —y,x — y) se nazyva metrikou indukovanou

skalarnim soucinem.
Véta 39. Skalarni soucin je spojity v indukované metrice.
Dikaz: Plati
|l +yl? = (z+y.z+y) = [lz|* +2(z,y) + y]?
lz —yl* = (v —-yz—y)=[z]* —2(z,y) + [yl
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takze
1 2 2
(@.9) = 7 (le+yl* = llz —yI*)
a spojitost skalarniho souc¢inu plyne ze spojitosti normy.

Véta 40. Norma indukovand skalarnim soucinem splnuje rovnobéznikovou rov-
nost

lz +yl1* + llz = yl* = 2 (l=]* + llyl*)

Spliuje-li néjakd norma rovnobéznikovou rovnost, miuzeme zavést skalarni soucin
vztahem

(z,y) == (lz + ylI> = lz — y*) (%)

1 =

Dikaz: (a) Pro normu indukovanou skaldrnim souc¢inem plati

lz+yll* +llo —ylI* = (@+y)@+y)+ @ —y)z-y)
=zl + 2(z,y) + lylI* + l[I* — 2=, ) + [ly]I*
= 2lz|* +2[ly|®
(b) Ze vztahu (*) plynou bezprostiedné podminky (a), (b) pro skaldrni soucin.

Plati totiz (z,x) = ||2z]|*/4 = ||z|]?, takze (z,z) > 0 a (z,2) = 0 & x = 0.
Symetrie je ziejma. Z rovnobéznikové rovnosti plyne

lutz+ol”+llutz—ol* = 2fu+tz]*+2]o)*
lu =z + ol +llu—z =0l = 2llu—=z[*+ 2]}’

coz po odecteni dava

(lu+z+v)? = lu—z+v|*)+(lu+z —v|* = [Ju— 2z — v|]) = 2|lutz|*-2[|u—z|?

neboli (podle (x) po vydéleni ¢islem 4)

(u+v,2)+ (u—0v,2) =2(u,2)

Polozime-li v = u, dostaneme

(2u, z) = 2(u, z)

Polozime-li x = v + v, y = v — v, a pouzijeme-li predchozi vysledek, dostaneme
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(0,2) + (g 2) =2 (1

coZ je vzorec pro soucet. P¥imo z (x) plyne (—z,y) = —(z,y). Necht m,n € N.
Pak muzeme psat

D) =)

(mz,y)=(zt+a+.. . zy) =@y + @y +.. (r,y) =m(zy)

J

a
(men) =0 (o)
n—r,y|=n(-vy
n

neboli

(%xy) = %(l’,y)

Pro libovolné A € @ (racionélni) tedy plati

(Az,y) = Az, y)
a protoze funkce (-, y) je spojita, plati to i pro libovolné X\ € R.

Definice 34. Hilbertovym prostorem nazveme linedrni prostor se skalarnim sou-
¢inem, ktery je Gplny v metrice indukované skalarnim soucinem.

Poznamka 20. Hilbertuv prostor je Banachovym prostorem s normou induko-
vanou skaldrnim soucinem.

Priklad 35. Prostor R" se skaldrnim soucéinem

k=1

je Hilbertovym prostorem (viz piiklad 2).

Priklad 36. Prostor ls se skalarnim souc¢inem

k=1

je Hilbertovym prostorem. Jelikoz Vn € N plati

35



3
3

TN

n
2
g TpYp < xy, Y
k=1 k=1 k

Il
fa

(Schwartzova nerovnost) dostaneme v limité

oo oo o0
S mue < ([ D 22 | D <o
K1 K1 K1

takze skalarni soucin je definovan Vz, y € l. Ovéfeni podminek (a)-(c) je trividlni.
Norma

indukovanda skaldrnim soucinem splyva se standardni normou v Il (ptiklad 27),
takze [y je tplny. Stejnym zpusobem lze ukazat, Ze prostor Lo[a,b] se skaldrnim
soucinem

b
(@) = [ (oo
je Hilbertovym prostorem.

Priklad 37. Prostor C|a,b] neni Hilberovym prostorem. Uvazujeme pro jedno-
duchost prostor C[0, 1]. Polozme z = t* a y = t. Pak

z]| = Q%Hﬂzl

lyll = Q%HF=1
lz+yll = g@ﬁ@+1ﬂz2
|z —yll = ggﬁ@—lﬂ>0

Odtud

lz+yll* + llz = yl* > 4 =2 (=] + [ly]]*)

takze neplati rovnobéznikova rovnost. Podobnym zpusobem lze ukézat, ze pro-
story lw a Loo[a, b] nejsou Hibretovymi prostory. Dokonce ani prostory I, a L,[a, b]
nejsou Hilbertovymi prostory pro [ # 2.
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Poznamka 21. V prikladu 37 jsme ukézali, Ze v pomérné mélo klasickych Ba-
nachovych prostorech lze zavést skalarni soucin. Na druhé strané jsou Hilbertovy
prostory primym zobecnénim konec¢nérozmérnych Eukleidovskych prostoru a maji
fadu vyhodnych vlastnosti, které opodstatnuji jejich zavedeni.

Véta 41. Necht X je Hilbertuv prostor, V' C X je jeho uzavieny linearni pod-
prostor a x € X. Pak existuje pravé jeden prvek v € V takovy, ze

— || = inf [lz — y|| = p(a,V
lz — vl = inf flz —y[ = p(z, V)

Diukaz: Z definice infima plyne, Ze existuje posloupnost {v,} C V takovd, ze

lim ||z — v,|| = p(z, V)

n—oo

Z rovnobéznikové rovnosti plyne

lom —val® = [l = vn) = (@ —vw) |* =

= 2llz —val* + 2]z — vall* = Iz — vn) + (& — va)|I* =
2
= 2ll(@ — va)l” + 2ll(z — vm) |* — 4

1
T — §(vm + vy)

Vm,n € N a jelikoz ||z — v, || — p(z, V), ||z —v,|| — p(z,V) a

1
T — = (v +vp)

<

1 1
< llw = vl + 5l = vall = p(z,V)

plati

[vm = va|* = dp(2, V) = dp(2, V) = 0

takze posloupnost {v,} C V je Cauchyovska. Protoze prostor X je uplny a V' je
jeho uzavteny podprostor, plati v,, — v € V. Ze spojitosti normy pak plyne

p(x.V) = lim [l — v = [lz — o]

Definice 35. Necht X je Hilbertuv prostor a necht x,y € X. Jestlize (x,y) = 0,
fekneme, ze prvky x,y € X jsou ortogonalni.

Definice 36. Necht X je Hilbertuv prostor a V' C X je jeho linearni podprostor.
Pak linearni podprostor
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Vi={we X:(w,v)=0 YvecV}

nazveme ortogonalnim doplikem V.

Véta 42. Necht X je Hilbertuv prostor, V' C X je jeho uzavieny linedrni pod-
prostor a z € X. Pak existuje pravé jedna dvojice v € V a w € V* takova, ze
T =v+w.

Dukaz: (a) (Existence) Necht = € X. Necht v € V' je prvek takovy, ze||x —v|| =
plx, V). Pakv+ Ay e Vav—lyeV VyeVaV\>0, takze plati

lz = vl < o —v+Myl* = |z = v]]* + 2Mz — v, y) + X*ly||*
lz = vl < o —v =2yl =z —v]|* = 2Mz — v, y) + M|yl

neboli

2|(z —v,y)| < AJy|I®
coz v limité pro A — 0 dava (z — v,y) = 0. PoloZime-li w = x — v lze psét
r=v+wanplati (w,y) =0Vy € V, neboli w € V+.
(b) Abychom dokézali jednoznac¢nost, budeme predpokladat, ze x = v; + w; a
T = vy + ws, kde vy, v5 € V a wy,wy € VL. Pak
Vt+w —v—wy=x—r=0=v; —v3 =wy —wy

Ale v; — vy €V awy —wy € V5, takze

(U1 — V2,01 — Uz) = (v1 — Vg, Wy — wl) =0
neboli vy = vy a Wy =T — V] = & — V9 = Ws.
Dusledek 8. Necht X je Hilbertuv prostor a V' C X je jeho uzavieny linearni
podprostor. Pak V # X = V1 #£ 0 (existuje w € X\V tak, ze (w,v) = 0
Yo e V).

Véta 43. (Riesz) Necht X je Hilbertuv prostor a z* € X* je spojity linedrni
funkcional na X. Pak existuje pravé jeden prvek x € X takovy, ze

(% y) = (v,y) VyeX

a |lz*]| = ]

Dukaz: (a) (Existence) Oznacme
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V=_{yeX:(x*y)=0}C X

nulovy podprostor linearniho funkcionalu x* € X*. Snadno se dokaze, ze V je
uzavieny linedrni podprostor X. Jestlize V = X, pak (z*,y) = 0 Vy € X a lze
polozit z = 0. Jestlize V # X, existuje podle diisledku 8 nenulovy prvek w € V+.
Ziejmé (z*,w) #0 a

e ’y>w€V Vye X
(z*, w)
takze
w,y — (v ’y>w =0 WweX
(*, w)
neboli

Polozime-li

méame (z,y) = (z*,y) Yy € X.
(b) (Jednozna¢nost) Necht x1,25 € X jsou dva prvky takové, ze (zq,y) =
(x9,y) = (z*,y) Vy € X. Pak pro y = z; — x5 plati

||$1 - I2H2 = (Il — T2,T1 — $2) = ($1,$1 - $2) - ($2,$1 - xz) =

= (2%,x1 —@x9) — (2", 21 —x9) =0

(c) (Norma) Plati

|z*|| = sup [(z",y)| = sup [(z,y)| < sup [lz[| [ly] = [|=|
lyll=1 lyll=1 llyll=1

z druhé strany dostaneme

l2]|* = (z,2) = (2", 2) < [|l="|| |||

coz dohromady dava ||z*|| = ||=||.

Diusledek 9. Kazdy Hilbertuv prostor je reflexivni (podle Véty 43 plati X =
X* = X").
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4.2 Ortonormalni baze

Definice 37. Necht X je Hilbertuv prostor a necht M C X je mnoZina prvku
takovych, ze

r,yeM a x=y< (r,y)=1
,ye€M a z#ys (v,y)=0

Pak fekneme, Ze mnozina M C X je ortonormalni. Jestlize navic z x € X\ M a
(x,y) =0 Vy € M plyne x = 0 (t.j. jestlize neexistuje nenulovy prvek x € X\ M
ortogonalni ke vSem prvkim mnoziny M) fekneme, ze ortonormalni mnozina M
je uplna v X.

Priklad 38. V prostoru l; je mnozZina

e = {1,0,0,...}
e; = {0,1,0,...}
€3 = {0,0,1,}

ortonormdlni a tplné. Pro kazdou nenulovou posloupnost z = {x1,z5,...} C R
existuje k € N tak, ze x; # 0 a z definice skalarniho soucinu v [, (ptiklad 34),

plyne (e, z) = x # 0.

Véta 44. Necht X je Hilbertuv prostor a {x,} C X je ortonorméalni posloupnost
v X. Pak plati

(e 9]

>zl < el ()

Diukaz: Jelikoz posloupnost {z,} C X je ortonormalni, plati

T — Z(:p,xn)mn = ||z|* - (:E,Z(m,zn)mn> + (Z(m,mn)xn,x> +
+ D (@, 20) (@0, 0) = |z = Y |(@, )P > 0

Vn € N. Limitnim pfechodem pro m — oo dostaneme (x).
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Poznamka 22. Nerovnost () se nazyva Besselovou nerovnosti. Cisla (z,x,)
se nazyvaji Fourierovymi koeficienty prvku =z € X (vzhledem k ortonorméalni
posloupnosti {z,} C X).

Véta 45. Necht X je Hilbertuv prostor, {z,} C X je ortonormalni posloupnost
v X a {a,} C R je posloupnost sklalaru. Pak pro libovolné m € N plati

m m
T — g ool >l — g (x, 25)x,
n=1 n=1

Dukaz: Jelikoz posloupnost {z,} C X je ortonormélni, plati

2

m m m
= HxH2 - <x72&nxn> - (Z anxn,x> + Z ’CYTL|2
n=1 n=1 n=1

= el + D@ zn) — anl® = (@, 20)|?
n=1 n=1

m
xr — E ATy
n=1

2

m m
> 2l = Yl 2 = o = Y (e 20,
n=1 n=1

(posledni rovnost je odvozena v Dukaz:u Véty 42).

Poznamka 23. Véta 45 demonstruje minimalizacni vlastnost Fourierovych ko-
eficientu. Je-li {x1,..., 2, } koneénd ortonormalni mnozina a V' linearni obal této
mnoziny, pak prvek x € X je na V nejlépe aproximovan prvkem

m

v = Z(m,xn)xn

n=1

Véta 46. Necht X je Hilbertuv prostor, {z,} C X je ortonormélni posloupnost
v X a {a,} C R je posloupnost sklalaru. Pak fada

[eS)
E Qnln
n=1

konverguje pravé tehdy, jestlize

(e o]

S fal? < oo (+)

n=1

V tomto ptipadé
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Dukaz: Oznacme

JelikoZ posloupnost {x,} C X je ortonormadlni, plati

m 2 m m m
s = snl* = || e —<Zakxk72ak“)—zlam
a=n k=n k=n k=n

takze posloupnost {s,} je Cauchyovska (a protoze X je tplny je zaroveti konver-
gentni) pravé tehdy, plati-li (x). Zbytek dukazu je ziejmy

Definice 38. Necht X je Hilbertuv prostor, M C X je ortonormalni mnozina
a L(M) je linearni obal mnoziny M (mnozina vSech linedrnich kombinaci prvku

mnoziny M). Jestlize L(M) = X, fekneme, Ze M je ortonormalni baze v X.
Véta 47. V kazdém Hilbertové prostoru existuje ortonorméalni baze.

Véta 48. V separabilnim Hilbertové prostoru existuje spocetnd ortonormalni
béze.

Dikaz: Predpokladejme, ze M C X je nespocetna ortonormalni baze. Jelikoz
pro Vz,y € M plati

P, y) = (v —y,x —y) = ||z]* + [ly]|* = 2

existuje nespocetny systém disjunktnich otevienych kouli B (x, V2 / 2) CcX,xze€e
M. Pro libovolnou spoc¢etnou mnozinu {x,, } C X pak musi existovat prvek x € X
takovy, ze {z,} N B (z,v/2/2) = 0. MnoZina {z,} C X tedy nenf hustd v X.

Véta 49. Nechf X je separabilni Hilbertuv prostor a {z,} C X je spocetna
ortonorméalni mnozina. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) {z,} C X je tplnd v X.

(b) {z,} C X je ortonormalni baze v X.
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(c) Pro libovolny prvek z € X plati

Dz =l (%)

n=1

Dukaz: (a) = (b): Pfedpokladejme, Ze (b) neplati. Pak podle Dusledku 8 existuje
nenulovy prvek z € X\{z,} takovy, ze (x,z,) = 0 Vn € N, coz je ve sporu s (a).
(b) = (c): Plati-li (b), existuje posloupnost {«,} C R, takova, ze

[
xr = E (07 7™
n=1

Pouzijeme-li vétu 45 a rovnost z dikazu véty 44 dostaneme

m m m
x—Zanxn > :U—Z(x,xn):cn = ||z|]? —Z|(m,xn)|2
n=1 n=1 n=1

coz v limité pro m — oo dava

0> ol = 3 [(z, 20)
n=1
Pouzijeme-li Besselovu nerovnost (véta 42) dostaneme ().
(c) = (a): Pfedpokladejme, Ze (a) neplati. Pak existuje nenulovy prvek z €
X\{z,} takovy, ze (z,z,) = 0 Vn € N. Podle (%) v8ak plati ||| = 0, coz je spor.
Poznamka 24. Rovnost (%) se nazyva Parsevalova rovnost.

Véta 50. Kazdé dva separabilni Hilbertovy prostory jsou izometricky izomorfni.

Dikaz: Jsou-li X,Y dva separabilni Hilbertovy prostory, existuji spocetné orto-
normalni baze {z,} C X, {y,} CY aprox € X, y € Y plati

oo
T = Zanxn, a, = (z,x,) Vn € N
n=1

n=1

Definujeme zobrazeni I : X — Y tak, ze

y=Ilr < a,=03, YneN
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Toto zobrazeni je ziejmé linearni, prosté a zobrazuje X na Y. Protoze

1zl = [l =D 18 = lewl” = |||
n=1 n=1

je I izometrické.
Disledek 10. Pro libovolny separabilni Hilbertiv prostor X plati X = [s.

Disledek 11. Hilbertuv prostor je separabilni pravé tehdy, existuje-li v ném
spocetnad ortonormalni baze. Prvni ¢ast tohoto tvrzeni udava véta 46. Druha
cast plyne z toho, Ze existence spocetné ortonormalni béaze dovoluje sestrojit
izometrické zobrazeni tohoto prostoru na ly (dukaz véty 50), ktery je separabilni.

5 Parcialni diferencialni rovnice (PDE)

5.1 Zakladni pojmy

Parcialni diferencialni rovnice jsou rovnicemi, ve kterych vystupuji parcialni deri-
vace funkci vice proménnych. Vétsina fyzikalnich zékonu je popsana parcidlnimi
diferencialnimi rovnicemi a jejich feSeni je hlavni tlohou v fadé technickych apli-
kaci.

Priklad 39. Necht Q je oblast v R® (oteviend souvisld mnoZina) a Q' je jeji
hranice. Hleddme funkci v : R® — R takovou, ze

0*u(zx) N 0*u(x) N 0u(zx)

dx? O3 or2 Jlx) Vrel
u(x) =g(x) Veel

(Poissonova rovnice pro potencial).

Piiklad 40. Necht € je oblast v R* a € je jeji hranice. Hleddme funkeci u :
R} x R — R (u=u(z,t)) takovou, 7e
ou  0%u  0*u  *u

R = t Q t T
ot "oz Tom Tam Wt Vee vielnT]

u(z,0) =v(z) Vre
u(x,t) =g(z,t) Vexe, Vtel0,T]
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(Rovnice difuze nebo vedeni tepla).

P¥iklad 41. Necht Q je oblast v R® a Q' je jeji hranice. Hleddme funkci u :
R} x R — R (u = u(z,t)) takovou, ze
Pu  u N 0?u N 0%u
o2 0z Ori 013

= f(a,t) VoeQ, vtel[0,T]

u(z,0) =v(z) Vre
Ou(z,0)

u(z,t) = g(z,t) VeeQ, Vtel0,T]

(VInové rovnice, rovnice kmitani).

Definice 39. Necht Q je oblast v R s hranici Q. Necht a;;(z), bi(z), c(z) (1 <
i <n,1<j<n) jsou funkce spojité v Q (tedy prvky z C(2)). Symbol

n n 82 n )

i=1 j=1

nazveme linedrnim diferencidlnim operatorem 2. fadu na €.

Poznamka 25. Diferencialni operdtor L je linedrnim zobrazenim L : C?*(Q) —
C(Q2) (C*(R) je prostor funkei, které maji spojité k-té parcialni derivace na €.
Z¥ejms C?(Q2) C C(Q).

Definice 40. (Klasifikace) Necht 2 je oblast v R™ a L je linearni diferencialni
operator 2. fadu na ). Oznac¢me

ajr(z), ..., a(x)
a1 (), ..., apn(x)
(a) Jsou-li vSechna vlastni ¢isla matice A(x) nenulovd a maji-li stejnd zna-

ménka, fekneme, Ze operator L je elipticky v bodé x. Plati-li to Vx € ,
fekneme, ze operator L je elipticky v 2

(b) Jsou-li vSechna vlastni ¢isla matice A(z) nenulova a jedno z nich mé opacné
znaménko nez vSechna ostatni, fekneme, ze operator L je hyperbolicky v
bodé x. Plati-li to Va € 2, fekneme, zZe operator L je hyperbolicky v €.

(c) Je-li jedno vlastni ¢islo matice A(x) nulové a ostatni jsou nenulovd a maji
stejna znaménka, fekneme, ze operator L je parabolicky v v bodé x. Plati-li
to Va € (), fekneme, ze operator L je parabolicky v €.
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Priklad 42. Matice operatoru z ptrikladu 39 mé tvar

takZe tento operator je elipticky. Matice operatoru z prikladu 40 ma tvar

1000
0100
A= 0010
0000
takze tento operator je parabolicky. Matice operatoru z prikladu 41 ma tvar
100 O
010 O
A= 001 0
000 —1

takZe tento operator je hyperbolicky.

Poznamka 26. Tyto tfi typy linedrnich operatoru 2. fadu (linedrnich PDE 2.
fadu) se nejcastéji vyskytuji v technickych aplikacich. A¢ vypadaji velmi po-
dobné, lisi podstatné

(a) z hlediska teorie
(b) z hlediska aplikaci

(c) z hlediska numerického feseni

5.2 Eliptické (stacionarni) PDE

Pro zjednoduseni tivah budeme uvazovat pouze eliptické operatory tvaru

"9 ou
=3 gr (g )+

kde p € C*(Q), p(z) > 0Ver € Q aqe C(Q), g(r) > 0 Vz € Q. Matice A je v
tomto pripadé diagonalni a plati

Qi = P, 1<i<n
dp

b; = , i1<n
a.ﬁlfi -



Definice 41. Necht Q je oblast v R, p € C'(2) a ¢ € C(). Funkci u €
C?*(©2) N C(2) pro kterou plati

Lu(z) = f(z) Vel (%)

u(z) =g(z) Vre

nazveme klasickym feSenim tlohy (x).

Poznamka 27. Klasické feseni PDE nemusi existovat. Predpoklad u € C%(9) je
prilis silny. Proto se zavadi pojem slabého feseni.

Definice 42. Funkci v : Q2 — R, ktera ma spojité parcialni derivace libovolného
fadu a kterd je rovna nule v jistém okoli €2’ nazveme testovaci funkci. Prostor
testovacich funkei oznac¢ime C§°(€2). Plati

C(Q) € C®(Q) C CHQ) € C(Q).

Poznamka 28. Pfedpokladejme, ze u € C?(Q)NC(Q) je klasické feseni tlohy ().
Vynésobime-li rovnici Lu = f testovaci funkci v € C§°(Q2) a integrujeme-li pies (2,
dostaneme podle Greenovy formule

" Ou; O
L dQ= dQ)
[ r S5 o= [
=1
Proto muzeme na FeSeni tlohy (%) nahlizet jako na funkci spliiujici tuto integralni
identitu Yov € C§°(2).

Definice 43. Necht u € Ly(Q?). Funkci du/0z; definovanou skoro vsude na
nazveme zobecnénou derivaci funkce u podle z;, jestlize pro kazdou testovaci
funkci v € C§°(2) plati

Ou vdQY+ | u v

d2=10
0z o Oz

Poznamka 29. Existuje-li klasicka derivace, plati podle Gaussovy-Ostrogradského

vety
/_8(uv) :/ uon;dS
Q &’Ez ’

kde n = (nq,...,n,) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly. Derivovanim souéinu
a vyuzitim toho, ze v = 0 na 2, dostaneme
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0

coz je vztah z definice 43. Klasicka derivace, pokud existuje, je i zobecnénou
derivaci. Definice 43 vsak dovoluje zavést zobecnénou derivaci, i kdyz klasicka
derivace neexistuje.

Definice 44. Prostor W, (Q) C Ly(Q) funkci z Ly(Q) jejichz zobecnéné derivace
ou/0xy,...0u/0x, patii opét do Lo(Q2) a kde norma je dana predpisem

nazveme Sobolevovym prostorem. Sobolevuv prostor je Banachovym prostorem
(je tplny, linedrni operace jsou definovany jako v Ly(Q)). Symbolem Wy () C
W} () nazveme podmnozinu funkei v W} (), které lze dodefinovat tak, aby se
rovnaly nule na . Ziejmé C$°() € W(9Q).

Definice 45. Necht f € Ly(Q) a g € W4 (). Rekneme, Ze funkce u € W () je
slabym FeSenim ulohy (), jestlize plati

(2) u—g €W ()
(b) pro kazdou funkei v € W (Q) plati
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