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Uvod

Tento text vznikl na zakladé poznamek k mé semestralni pfednasce o variacnich
nerovnicich na FAV ZCU v Plzni v jarnim semestru 1996. Obsahuje skute¢né
pouhy tvod do této problematiky. Mym cilem bylo predevsim seznamit ctenare
s tim, jak se k pojmu varia¢ni nerovnice dojde, jak lze ve tvaru varia¢ni nerovnice
formulovat ve slabém smyslu nékteré zakladni typy okrajovych tuloh pro obyce-
jné i parcialni diferencialni rovnice s jednostrannymi podminkami a jaké zakladni
metody lze pouzit. V kazdé z prvnich ¢tyf kapitol je podan diikaz existence a
jednoznacnosti FeSeni pro jistou tfidu varia¢nich nerovnic a teorie je doplnéna
prikladem. Metody dtikazu existence ve vSech pfipadech jsou zaroven teoret-
ickym podkladem k numerickému p¥istupu, ale tyto otazky zde jiz rozebirany
nejsou. Posledni kapitola je vénovana dalsim piikladam.

Piiklady jsou psany nezavisle na teorii. Po jejich prostudovéni (i s vyneché-
nim teorie) by ¢tenaf mél ziskat mj. jasnou pfedstavu o pojmu slabého FeSeni
okrajové ulohy a jeho souvislosti s varia¢nimi nerovnicemi, specialné ovSem
s linearnimi i nelinearnimi rovnicemi. V kazdém ptikladu je vzdy ukazano, jak
dand volba prostoru a konvexni mnoziny zajisti, Ze varia¢ni nerovnice je slabou
formulaci néjaké okrajové ulohy. Ve vSech ptikladech tykajicich se parcidlnich
rovnic je to udélano bez podrobného zkoumaéni, zda uzité tivahy jsou korek-
tni. V kap. 1 jsou vSak vysvétleny i vSechny technické detaily (napf. zavedeni
normdlové derivace ve smyslu funkcionalu) nutné k tomu, aby se zcela seriozné
ukézalo, v jakém smyslu slabé Feseni skuteéné spliiuje okrajovou tlohu. Slo mi o
to, aby se ¢tendf po prostudovani piikladd (pfipadné i bez studia vét o existenci
FeSeni) naucil k dané okrajové tloze nalézt spravny prostor a konvexni mnozinu
odpovidajici slabému feseni.

V textu se zkoumaji pouze tlohy eliptického typu. Pro pfipad pfislusnych
evolu¢nich tloh je ¢tendf odkdzan na [2] nebo [7]. Pro hlubsi studium prob-
lematiky varia¢nich nerovnic doporucuji knihy [3], [5], [9], [10].
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Seznam znaceni

e RY — realny eukleidovsky prostor dimenze N

e V — redlny Banachiv prostor s normou || - || (pokud nebude uvedeno néco
jiného)

e V* — dudlni prostor k prostoru V s normou || - ||«

e || - [|x — norma na prostoru X

e D() — mnozina funkci nekoneéné-diferencovatelnych na €2, které maji
kompaktni nosi¢ uvnit¥ 2

e C(Q) — prostor funkci spojitjch na Q

e C*(Q) — prostor funkei majicich derivace do fadu k spojité na (2 a spojité
prodluzitelné na €2

e L,(Q2) — Lebesguetv prostor funkci integrovatelnych s p-tou mocninou

° W]f(Q) — Sobolevtv prostor funkci majicich zobecnéné derivace do fadu k
integrovatelné s p-tou mocninou

e — —silna konvergence

e — —slaba konvergence

o Vu= [%’ N 6‘?;] — gradient funkce u



1 Motivace, varia¢ni pristup

Motivace

Pro nejjednodussi predstavu uvazujme nejdiive redlnou funkci ®: RV — R
N proménnych. Oznaéme 6®(u;h) (pro u,h € RY) jeji derivaci v boé u ve
sméru h, tj.
) th) — @
0P (u; h) := lim (u+th) (u)

t—0 t ’

(1.1)

pokud tato limita existuje. Pokud funkce ® nabyva svého minima na RV v bo-
dé u, tj. ®(u) = min,cpny P(v), a je pritom diferencovatelnd v bodé u, pak
ziejmé 6®(u;v) = 0 pro viechna v € RV.
Pokud ® nabyva v bodé u svého minima jenom na néjaké konvexni uzaviené
mnozing K C RY | tj.
ue K, ®(u)=min®(v), (1.2)
veEK

pricemz ® je opét diferencovatelna v u, pak pouze
ue K, 6P(u;v—u)>0 provsechna v € K. (1.3)

Totiz ® je neklesajici ve smérech v—u jdoucich do K, ale mtiize klesat ve smérech
ven z K. Uvédomme si, zZe konvexnost mnoziny K je zde podstatnd, protoze pro
nekonvexni mnozinu K tsecka spojujici v, u € K nemusi lezet v K a tedy ® miize
i v takovém sméru v — u v okoli bodu u klesat.

Uloha nalezeni bodu u spliiujictho (1.3) je nejjednodussi formou variaéni
nerovnice. Nize uvidime, ze ma smysl stejnou tlohu zkoumat pro ptfipad funkci-
onali na nekonecné-rozmérnych prostorech. Ukadzeme obecné souvislosti mezi
FeSenim varia¢ni nerovnice a bodem u, ve kterém funkcional nabyva svého mi-
nima na mnoziné K. Uvidime, ze jakozto varia¢ni nerovnici lze vhodnou volbou
prostoru, mnoziny K a funkcionalu formulovat fadu okrajovych tloh, mj. tlohy
s volnou hranici nebo tlohy s jednostrannymi okrajovymi podminkami. Neni
pritom nutné pracovat s derivaci funkcionalu, 1ze misto ni uvazovat i obecny
operator. V tom pripadé ovSem uz nejde o tlohu varia¢niho charakteru a k je-
jimu feSeni je nutno uzit jiné pristupy, nezli variacni pocet.

Obecna formulace

V dalsim bude vzdy V realny Banachtv prostor s normou || - ||, V* bude
znacit jeho dudlni prostor, tj. prostor vSech spojitych linedrnich funkcionali
naV, ® : V — R bude (nelinedrni) funkcional na V. Dualitu mezi V a V*
budeme znadit (-,-), tj. (¢,v)(= ¢(v)) bude hodnota linedrniho funkciondlu
peV*vbodéveV.

Derivaci 0®(u; h) funkciondlu ® v bodé u ve sméru h (nyni pro u,h € V)
definujeme vzorcem (1.1) (pokud tato limita existuje) jako v pfipadé redlné
funkce zminéné vyse.

Definice 1.1. Pokud 0®(u;h) existuje pro kazdé h € V a pfitom zobrazeni
®'(u): h — 6®(u; h) je spojity linedrni funkcional na V, pak fekneme, ze ® mé



v bodé u diferencidl Gateaux ®'(u). Budeme fikat, ze ® je G-diferencovatelny
(diferencovatelny ve smyslu Gateaux) v bodé u resp. na néjaké podmnoziné
K CV, jestlize & ma diferencidl Gateaux v bodé u resp. v kazdém bodé u € K.

Pokud funkcional ® je G-diferencovatelny v bodé u, pak tedy pro pevné
u €V je ®(u) € V* a plati (®'(u),h) = é®(u;h). Pokud ® nabyva v bodé
u € K svého minima na néjaké konvexni uzaviené mnoziné K C V, tj.

ue K, ®u)= 11}1&1}(1 D (v), (1.4)

pak stejné jako vySe pro funkci vice proménnych dostavame
we K, (®(u),v—u)>0 provsechna v € K. (1.5)

K tomu, aby néjaky funkcional ® byl G-diferencovatelny v bodé u, je prede-
vsim nutné, aby byl definovan na okoli tohoto bodu. Méa-li byt G-diferencovatelny
na néjaké mnoziné K, musi byt definovan na jejim okoli. Pro jednoduchost
budeme predpokladat, ze ® je definovan na celém V, i kdyZ to vétsSinou neni
potieba. Jen ve vyjimecénych pfipadech, kdy nepotfebujeme G-diferencovatelnost
a vyuzivame skutecné jen chovani funkcionalu na K, budeme uvazovat funkciona-
ly definované pouze na K, tj. ® : K — R (napf. lemma 1.2, véta 1.4). Podotkné-
me jesté, ze bychom se vlastné vétsinou mohli obejit i bez pojmu G-diferencovatel-
nosti a mohli se omezit na existenci derivace 6P (u; v—wu) ve v8ech smérech v —u,
v € K, tj. ve smérech jdoucich do K. Prakticky bychom tim vsak kromé for-
malnich komplikaci pFilis neziskali.

Zobrazeni u — ®'(u) je specidlnim typem zobrazeni V do V*. MiiZeme ovSem
uvazovat obecné zobrazeni T': V — V* a zabyvat se tilohou

ue K, (T(u),v—u)>0 provsechna ve K, (1.6)

kde K je opét konvexni uzaviena mnozina ve V. Takové tlohy se nazyvaji vari-
aéni nerovnice. V pfipadé, Zze T je potencidlni operator (tj. existuje k nému
funkcional @ : V — R takovy, ze ®'(u) = T'(u)), lze tuto Glohu psat ve tvaru (1.5).
To je skutecné uloha variacni, jak jsme vidéli vyse. V pripadé nepotencidlniho
operatoru T v8ak (1.6) s variaénim po¢tem nesouvisi.

Vyse jsme vlastné dokazali nasledujici tvrzeni o existenci FeSeni variacni
nerovnice:

Véta 1.1. Bud K C V uzaviend konvexni mnoZina, ®:V — R funkciondl
G-diferencovatelny v bodé u spliiujicim (1.4). Pak u je TeSeni variacni nerovni-
ce (1.5), tj. (1.6) s T = P'.

Operator T je ¢asto typu T'(u) = A(u) — f, kde A: V — V* je operator
se specifickymi vlastnostmi, f € V* je dany prvek (pravd strana). Variaéni
nerovnice (1.6) ma pak tvar

ue K, (A(u),v—u)>(f,v—u) provsechna v € K. (1.7)



Poznamka 1.1. Pokud operdtor A: V — V* je potencidlni, tj. existuje G-
diferencovatelny funkcional ®4: V — R takovy, ze ®’,(u) = A(u) pro vSechna
u € V, pak téz operator T'(u) = A(u) — f je potencidlni, pficemz T (u) = &' (u),
kde ®(u) = ®4(u) — (f, u) pro vSechna u € V.

Poznamka 1.2. Je-li K =V, pak je zfejmé podminka (1.7) ekvivalentni s rov-
nosti A(u) = f. Pokud mnozina K neni podprostorem prostoru V, pak tloha
(1.7) je nelinedrni i tehdy, je-li operator A linedrni. Jsou-li uy, us FeSeni pfislusnd
pravym strandm fi, fo, nemusi soucet ciui + cous (c1,c2 € R) vibec lezet
v mnoziné K.

Piiklad 1.1. (Jednostrannd dloha pro obycejnou diferencidlni rovnici) Bud
V =W3(0,1), f € L2(0,1) dané funkce. Pak V je dokonce Hilbertv prostor se
skalarnim soucinem

1
(u,v) = / uw'v' + uv de.
0
Funkci f mizeme ztotoznit s funkciondlem f € V* — podrobnéji viz pozn. 1.7
nize.
Uvazujme funkcionadl ®: V — R definovany predpisem

1 /1 1
b(u) = —/ |u'|? + a|ul? dz f/ fudz,
2 Jo 0
kde a > 0 je dana konstanta. Pak ® je G-diferencovatelny na V a plati

(®'(u),0) = | (@)

d; 1 (!
=< _/ (| +t'* + alu+ tv]* — - (u+tv)) dz
0

t=02
1

:/ u'v' + auv — fodz.
0

Podrobné to dokézeme pro vicerozmérny ptipad v pfikladu 1.2).
Je-li @(u) = min,epwy(0,1) P(v), pak (®'(u),v) = 0 pro kazdé v € W3(0,1),
tj.

1 1
/ w'v + auvdx = / fvdz pro viechna v € W, (0,1),
0 0
tedy wu je slabé feseni okrajové ulohy
—u" 4+ au= f na (0,1) (1.8)
W (0) = /(1) = 0, (1.9)

(Ukéze se to standardnimi ivahami o slabych FeSenich, nize je provedeme v mirné
slozitéjsi formé pro pfipad nerovnice ve vyssi dimenzi.)
Polozme nyni

K = {v e W;(0,1); v(0) >0, v(1) >0}



a pfedpokladejme, Ze plati (1.4). Podle véty 1.1 spliiuje u nerovnici
1
uekK, / o' (v —u)+au(v—u)— f(v—u)dz >0 pro viechna v € K. (1.10)
0
Ukézeme, Ze je pfirozené feSeni nerovnice (1.10) povazovat za slabé feseni okra-
jové ulohy
—u” +au=f ma (0,1), (1.11)
u(0) 2 0, u(1) > 0, w(0) <0, w(1) >0, w'(0)u(0) = w'()u(1) = 0. (L12)
Pro libovolné ¢ € D(0,1) je u+ ¢ € K, nebot u € K a ¢(0) = (1) = 0.
Dosazenim v = u £ ¢ do (1.10) dostdvéame

1
/ u'¢ 4+ aup — foder =0 pro vechna ¢ € D(0,1). (1.13)
0

(Nerovnost > 0 plati pro +¢ a zarovenl pro —y, tedy musi nastat rovnost.)
Integraci per partes druhého a tfetiho ¢lenu dostaneme

/01 (u - /:[au(f) — £(©) d€> #'dz =0 pro viechna ¢ € D(0, 1)

Odtud plyne (podrobné viz pozn. 1.15 na konci kapitoly)

o (z) - /0 “(au(e) - F(&))de = C

pro néjaké C' € R. Tedy «’ je absolutné spojitd a mé skoro vsude na (0,1)
derivaci
u”’(z) = au(z) — f(z).

Z vét o vnofeni (viz napf. [8] nebo [1] a tam uvedena literatura) mame W (0,1) C
L2(0,1) (dokonce je W3 (0,1) C C([0,1])) a predpokladdme f € L2(0,1), tedy
odtud u” € Ly(0,1), tj. u € W2(0,1) C C([0,1]).

Nasobme posledni rovnici funkei v — u, v € K libovolné, a integrujme per
partes:

/o ' (v —u') + au(v —u)dr — o' (1)(v(1) — u(1)) + u'(0)(v(0) — u(0))

:/Olf(v—u)dx.

Zaroven plati nerovnice (1.10) a odtud
u' (1) (v(1) — u(1)) — u'(0)(v(0) —u(0)) >0 pro vsechna v € K.

Samoziejmeé ke kazdému £ > 0 existuje v € K takové, ze v(0) = £, v(1) = u(1),
tedy
—u'(0)(¢€ —u(0)) >0 pro viechna & > 0.



Pokud u(0) = 0, pak odtud pouze —u’(0) > 0. Pokud u(0) > 0, pak & — u(0)
probihd pro ¢ > 0 interval [—u(0), +00] a dostaneme u’(0) = 0. Podobné volbou
srovnévacich funkei v splitujicich v(0) = u(0), v(1) > 0 dostaneme

u'(1)(€ —u(1)) >0 pro vsechna & > 0.

Odtud «'(1) > 0, protoZze mame u(l) > 0. V pfipadé u(l) > 0 dostavame
dokonce /(1) = 0. Zavedeme-li tedy slabé feseni okrajové tlohy (1.11), (1.12)
jako TeSeni varia¢ni nerovnice pro nas specificky funkcional a konvexni mnozi-
nu K, splituje toto slabé Feseni rovnici (1.11) ve smyslu skoro v§ude a okrajové
podminky (1.12) v klasickém smyslu. Toto slabé feSeni se tedy lisi od klasického
(které ovSem pro nespojitou pravou stranu f nemuZe existovat) pouze tim, Ze
neni dvakrat spojité diferencovatelné (jen u € W3 (0, 1)) a rovnice tedy nemtize
byt splnéna vsude, ale jen s.v. Uvidime pozdéji, ze ve vicerozmérnych prikladech
analogicky zavedené slabé feseni se lisi od klasického (které vétsinou neexistuje)
i tim, Ze také okrajové podminky jsou splnény jen v jistém zobecnéném (slabém)
smyslu.

Uvédomme si jesté, ze —u/(0) resp. u'(1) odpovida ve vicerozmérném piipadé
derivaci ve sméru vnéjsi normély (viz priklad 1.2).

Poznamka 1.3. Z uvedeného postupu je vidét, Ze kdybychom uvaZovali pravou
stranu f € C([0,1]), dostali bychom feseni u € C?([0,1]), tedy Tesen{ varia¢ni
nerovnice (1.10) by bylo zaroveti klasickym FeSenim okrajové tilohy (1.11), (1.12).
Naopak, mohli jsme uvazovat i obecnéjsi funkce f nezli z Ly(0,1). Uvidime to
v dalsim, kde se budeme zabyvat analogickou situaci pro parcialni rovnice a
klasické feseni okrajové tlohy nedostaneme ani pro f € C(Q).

Dosud tedy pouze vime, Ze pokud ug realizuje minimum funkcionalu na
konvexni mnoziné, pak je feSenim varia¢ni nerovnice, coz muze byt napriklad
FeSenim jisté okrajové tlohy. Budeme se zabyvat dalsimi prirozenymi otazkami:

e zda také (za vhodnych pfedpokladii) kazdé Feseni variaéni nerovnice je téz
minimizér funkcionalu,

e zda takové feSeni skutecné existuje a zda je jediné,

e jaké dalsi okrajové tilohy lze varia¢nimi nerovnicemi popsat vhodnou vol-
bou prostoru V, konvexni mnoziny K a operatoru 7',

e zda a jak je mozné dokazat existenci FeSeni obecné varia¢ni nerovnice (1.6)
¢ (1.7) i bez pfedpokladu potencidlnosti.

Poznamka 1.4. UkaZme, Ze je-li K konvexni uzavieny kuzel ve V s vrcholem
v pocatku, tj. K je konvexni uzaviend mnozina takova, ze

0 € K a pokud u € K, pak také tu € K pro kazdé ¢t > 0,
pak (1.6) je ekvivalentni s ulohou

ue€ K, (T(u),v)>0 provsechna ve K, (T(u),u)=0. (1.14)



Prvni nerovnice v (1.14) plyne z (1.6) volbou v = u + 0, o € K libovolné,
rovnice (Tu,u) = 0 plyne z (1.14) postupnou volbou v = 2u, v = 0. Opacné,
(1.6) se dostane ode¢tenim posledni rovnosti od pfedchozi nerovnosti v (1.14).
Analogicky ovSem pro variaéni nerovnici (1.7), ktera je specidlnim pfipadem.

Zvlastni roli hraji konvexni funkcionaly.

Definice 1.2. Bud K C V konvexni mnozina. Funkcional ® : K — R nazjvame
konvexni respektive striktné konvexni na K, jestlize

D(tu+ (1 —t)v) <t®(u)+ (1 —¢)®(v) pro viechna u,v € K, ¢ € (0,1),
respektive
D(tu+ (1 —t)v) < t®(u)+ (1 —t)®(v) pro vSechna u,v € K, t € (0,1).

Lemma 1.1. Bud K C V konvexni mnozina, ®: V — R bud funkciondl G-
diferencovatelny na K. Potom ® je konvexni na K pravée kdyz

D(v) > ®(u) + (@' (u),v —u) pro vechna u,v € K. (1.15)

Dikaz. Jeli ® konvexni, pak pro vSechna u,v € K, ¢t € (0,1) méme
O(u+t(v—u)) <t®(v) + (1 —1)0(u),
coz lze pro t € (0,1) pséat jako

D(u+t(v—u)) — P(u)
t

< P(v) — P(u).
Limitnim pfechodem ¢ — 04 odtud
(@(u), v —u) < 2(v) — D(u),

tj. plati (1.15). Opacné, je-i w,v € K, t € (0,1), dostaneme uzitim pod-
minky (1.15) (jednou pro v = w + t(v — w) a v, podruhé pro stejné u a w
misto v)

O (w+tv—w)) —td(v) — (1 —t)P(w)
N——_— —
< B(u) — tB(ur) — 1 (), 0 — ) — (1 — () — (1 — ) (), w0 — )
= —t(®' (u),v —u) — (1 = t)(®’'(u),w —u) = 0.

Tedy ®(w + t(v —w)) <tP(v) + (1 — t)P(w), tj. P je konvexni. O

Nyni muzeme ukazat, Ze FeSeni varia¢ni nerovnice za rozumnych predpoklada
minimizuje funkciondl ® na K (tj. opac¢né tvrzeni k vété 1.1).



Véta 1.2. Bud K C V uzaviend konvexni mnoZina, ®:V — R funkciondl
konverni a G-diferencovatelny na K. Je-li u TeSeni variaéni nerovnice (1.5),
pak plati (1.4).

Dtukaz. Stadisi uvédomit, ze plati-li (1.5), pak podle lemmatu 1.1 je
®(v) > &(u) + (®'(u),v —u) > ®(u) pro viechna v € K.

O

Oznac¢me V** dudlni prostor k prostoru V*, tj. prostor vSech spojitych line-
arnich funkcionald na prostoru V*.

Definice 1.3. Banachuv prostor V je reflexivni, jestlize kanonické zobrazeni
i: V— V** definované predpisem i(u)(u*) = (u*,u) pro kazdé u* € V*,u €V,
je zobrazenim na V**.

Poznamka 1.5. (Eberleinova-Smuljanova véta) Banachtiv prostor je reflexivni
pravé tehdy, jestlize kazd4d omezend mnozina v ném je slabé kompaktni (tj.
z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat posloupnost slabé konvergentni). Viz
napf. [1].

Poznamka 1.6. Kazdy Hilbertiv prostor je reflexivni. Prostory L, Wf (pro
redlné p > 1 a celé k > 0) jsou reflexivni.

Definice 1.4. Funkciondl ® : V — R nazyvame koercivni na K, jestlize

D(v) = +00. (1.16)

im
vEK, ||v]|—o0
Zformulujme nyni jednoduchou vétu o existenci minima funkcionalu, ktera

je spolu s vétou 1.1 zaroven tvrzenim o existenci feSeni variac¢ni nerovnice. Je
specialnim pripadem ponékud obecnéjsi véty 1.4 nize.

Véta 1.3. (Existence minima) Bud V reflexivni Banachiv prostor, K C V
uzaviend konvexni mnozina, ®: K — R spojity konvexni funkciondl koercivni
na K. Pak funkciondl ® nabjvd minima na K, tj. existuje u € K splriugici (1.4).

Pokud je K omezend mnozina, pak ovSem pfedpoklad koercivity (1.16) je
splnén automaticky.

Definice 1.5. Funkcional ®: K — R nazyvame slabé zdola polospojity, jestlize
plati implikace

up € K, up = u=— ®(u) < liminf ®(uy,).

Lemma 1.2. Bud V reflexivni Banachiv prostor, K C V wuzavfend kon-
vexni mnozina. Pak kaZdy spojity konvexni funkciondl ®: K — R je slabé zdola
polospojity.



Dtikaz. Ukazeme nejdiive, ze ® je slabé zdola polospojity praveé kdyz mnozina
E(a) = {u € K; ®(u) < a} je slabé uzaviend pro kazdé a € R. Bud ® slabé
polospojity zdola, u,, € E(a), u, — u, un, € K. Pak téz u € K, nebot konvexni
uzaviend mnozina je slabé uzaviend (viz napf. [1], Exercise 2.1.37). Ze slabé
polospojitosti zdola plyne ®(u) < liminf ®(uy,) < a, tj. u € E(a). Tedy E(a) je
slabé uzavtena.

Bud E(a) slabé uzaviena pro kazdé a € R a necht ® neni slabé zdola polospo-
jity. Pak existuje posloupnost u,, € K takova, ze u, — u, ®(u) > liminf ®(uy).
Zvolme a takové, ze ®(u) > a > liminf ®(u,). Mizeme pfedpokladat, ze
un € E(a). (Jinak bychom mohli vybrat podposloupnost s touto vlastnosti a
pracovat s takovou podposloupnosti.) Ze slabé uzavienosti E(a) plyne u € E(a),
tj. ®(u) < a, coz je spor. Tedy ekvivalence je dokdzéana.

Je-li @ spojity konvexni funkcional, pak mnozina F(a) je uzaviena a konvexni
pro kazdé a € R, tedy je i slabé uzaviena, tedy ® je slabé zdola polospojity. [

Z lemmatu 1.2 plyne, ze véta 1.3 je dusledkem nasledujictho obecnéjsiho
tvrzeni.

Véta 1.4. (Existence minima) Bud V reflexivni Banachiv prostor, K C V uza-
vrend konvexni mnozina, ®: K — R slabé zdola polospojity funkciondl koercivni
na K. Pak funkciondl ® nabjvd minima na K, tj. existuje u spliugici (1.4).

Dtukaz. Existuji v, € K takova, ze ®(v,) — inf,cx P(v) < +00. Je |lv,|| <
C pro néjaké C > 0. Jinak by totiz existovala podposloupnost vy, ||vk, || — oo,
a podle predpokladu koercivity (1.16) by bylo lim ®(ug,) = 400, coz by byl
spor. Prostor V je reflexivni a proto existuje vybrana posloupnost vy, , vg, — u.
Mnozina K je konvexni a uzaviend, tedy slabé uzaviena, tedy u € K. Ze slabé
polospojitosti zdola ®(u) < liminf ®(vg,) = lim ®(v,) = inf,ex P(v), tedy
nutné ®(u) = min,ex @(v). O

Véta 1.5. (Jednoznacnost) Je-li K C V konvezni a ®: K — R striktné kon-
vexni, pak ezxistuje nejvyse jedno u spliugict (1.4).

Dikaz. Bud ®(u1) = ®(u2) = min,ex ®(v). Z definice striktni konvexnosti

(I)(ul + ug

; ) < %(@(ul) + @ (1)) = min @(v),

COZ je spor. O

Dusledek 1.1. Bud V reflexivni Banachiiv prostor, K C V uzaviené konvexni
mnozina. Je-li ®: V — R slabé zdola polospojity, G-diferencovatelny, konvexni
a koercivni funkcional na K, T' = &', pak (1.6) m4 alesponi jedno feSeni. Je-li
® navic striktné konvexni, pak (1.6) mé pravé jedno feSeni.
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Je-li A potencialni operator, tj. existuje funkcional ®4 spliujici podminku
o'y, = A, a je-li navic P4 slabé zdola polospojity, konvexni a koercivni, pak
varia¢ni nerovnice (1.7) mé pro kazdé f € V* alespoii jedno feSeni. Je-li navic
® 4 striktné konvexni, pak varia¢ni nerovnice (1.7) mé pro kazdé f € V* prévé
jedno TesSeni.

Plyne to pfimo z vét 1.1, 1.2, 1.4, 1.5, poznamky 1.1 a toho, ze ® 4 je zfejmé
konvexni resp. striktné konvexni resp. slabé zdola polospojity pravé kdyz ma
tuto vlastnost funkcional ® definovany predpisem ®(u) = P 4(u) + (f,u).

Podle lemmatu 1.2 tvrzeni ztstane v platnosti, pokud predpoklad slabé
polospojitosti zdola nahradime predpokladem spojitosti.

Snadno se ovéri, ze V, K a ® z prikladu 1.1 spliuji vSechny pfedpoklady
vét 1.1,1.2, 1.4, 1.5. (Dokézeme to podrobné pozdéji pro slozitéjsi situaci ve vyssi
dimenzi — viz pfiklad 1.5). Tedy existuje pravé jedno feSeni okrajové tlohy (1.8),
(1.9).

Budeme se dale zabyvat vicerozmérnou analogii prikladu 1.1.

Poznamka 1.7. Je-li V podprostor Sobolevova prostoru W3 (Q2) (kde €2 je ome-
zend oblast v RV ) a f € Lo((2), pak miizeme funkci f ztotoznit s funkcionalem f
definovanym pfedpisem f(v) = [, f(z)v(x)dz. Budeme nékdy psat f misto f,
tedy v tomto smyslu bude f € V*, Lo(Q) C V*.

Priklad 1.2. (Linedrni eliptickd rovnice se Signoriniho okrajovou podminkou)
Bud Q omezena oblast s lipschitzovskou hranici 9Q v RY, I'p, Ty oteviené
disjunktni podmnoziny 99, meas(0Q \ (I'p UTx)) =0, a > 0. PoloZzme

V={veW;(Q); v=0 na I'p ve smyslu stop}

(podrobnéji o stopach viz pozn. 1.11 nize). Tedy V je Hilbertv prostor se
skalarnim soucinem

(u,v) = /Q(Vu - Vo 4 uwv) dz,

kde Vu znaci gradient funkce wu, tj.

N

ou Ju Ju Ov

Viz napt. [4]. Pfislusnd norma je ddna vyrazem

Jull = ( [ avup + |u|2>dx)1/2,

kde |Vul?2 = Vu - Vu = 3 (| 2 2) dz. Definujme operdtor A: V — V*

Jj=1 8£Cj
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predpisem
(A(u),v) = / Vu - Vv +auvdx pro viechna u,v € V.
Q

Bud f € Ly(Q), tedy také f € V* ve smyslu poznamky 1.7. Pak feSeni rovnice

Alu) = f
je slabym feSenim okrajové ulohy
—Au+au = f na Q, (1.17)
0
w=0 na Tp, a—z —0 na Ty, (1.18)

kde g—z znadi derivaci ve sméru vnéjsi normadly. Viz napt. [4], pro ptipad I'p = 92
(tj. Dirichletova podminka je pfedepsdna na celé hranici) téz [1]. Polozme navic

K ={v eV; v>0naTly ve smyslu stop}.

Ukazeme, Ze FeSeni varia¢ni nerovnice (1.7) na K s uvazovanym prostorem V,
operatorem A a pravou stranou f je ,slabym FeSenim“ okrajové tlohy (1.17),

ou ou
_ > = > — = : .
u=0mna I'p, uw>0, o > 0, uan 0 na I'y (1.19)

O smyslu okrajovych podminek (1.19) viz pozn. 1.8 niZe. Nerovnice (1.7) je
(s pouzitim pozn. 1.7) ekvivalentni s tilohou

u € K,

/Vu-V(vfu)Jrau(vfu)d:cz/f(vfu)d:c pro vSechna v € K.
Q Q

Necht u je FeSeni této nerovnice. Pro ¢ € D(Q) jev =u+ ¢ € K, nebot u € K,
¢ = 0 na 0f2. Dosazenim dostaneme

/ Vu-Vy+aupdr = / fedx  pro vSechna ¢ € D(Q). (1.20)
Q Q

Piedpoklddejme pro jednoduchost, Ze feseni u je tak hladké (napi. u € C?(Q)),
Ze je mozno provést vSechny nasledujici iivahy. To ve skute¢nosti obecné neni
pravda, ale vSem nasledujicim ivaham lze dat presny vyznam i bez predpokladu
hladkosti — viz pozn. 1.14 nize. UZitim Greenovy formule (viz pozn. 1.12 nize)
plyne z (1.20)

/(fAu +au)pdx = / fedz  pro vSechna ¢ € D(Q)
Q Q

a odtud
—Au+au = f.

Dirichletova podminka v = 0 na I'p plyne z volby prostoru V. Vynasobenim
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posledni rovnosti v — u a uzitim Greenovy formule vyjde

/Vu-V(v—u)—i—au(v—u)dac— @(U—u)df‘
o) I'nv 371

= / f(v—u)dz pro vSechna v € V.
Q

Omezime-li se na v € K a uzijeme toho, Ze u je feSeni nerovnice, dostaneme

0
—u(v —u)dl’ >0 pro vSechna v € K. (1.21)
I';v on

Pro w € K libovolné je v = u + w € K a tedy z posledni nerovnosti plyne

/ @w dl' >0 pro vSechna w € K.
T an

Odtud g—z > 0 na I'y, nebot pfedpokladédme spojitost g—z a kdyby %(xo) <0
pro néjaké xy € I'y, pak by bylo i g—g(x) < 0 na okoli U(zo) bodu x¢ v 952 a
nasli bychom hladkou funkci w € K, w > 0 na U(x), w = 0 na 0Q\ U (xo), tedy
fFN 9uwdl’ < 0, coz je spor. Volbou v =0 v (1.21) dostavéme fFN Juydl < 0.
Vime uz ale g—z >0, u > 0naly atedy ugz = 0 na I'y. Tedy kdyby feSeni
variaéni nerovnice (1.7) s uvazovanym operatorem a konvexni mnozinou bylo
hladké, bylo by feSenim okrajové ulohy (1.17), (1.19). To uz je divod k tomu
zavést slabé feSeni tlohy (1.17), (1.18) jakozto FeSeni nasi variaéni nerovnice. Ve
skutecnosti Feseni této variaéni nerovnice (tj. slabé feseni okrajové tlohy (1.17),
(1.19)) sice zminénou hladkost nema4, ale ukazeme déle v pozndmce 1.14, v jakém
smyslu pfesné ulohu (1.17), (1.19) spliuje.

Poznamka 1.8. Okrajové podminky na I'yv v (1.19) se nazyvaji Signoriniho
okrajové podminky. Jejich obecnéjsi tvar je

uze, Moo w2y (1.22)
kde ¢ je zadand rozumnd funkce. Podrobnéji napf. [3], [10]. Pro jednoduchost
v nasem piikladu uvazujeme ¢ = 0. Smysl této okrajové podminky je nasledu-
jici. Hodnota popisovand funkci u (napf. teplota nebo koncentrace) v libovolném
bodé z € I'y nesmi klesnout pod pfedepsanou hodnotu ¢(x). Pokud by proces
popisovany rovnici mél vést k takovému poklesu, proudi hranici do oblasti praveé
takové mnozstvi tepla ¢i materialu, jaké poklesu zabrani. Hranice je pfitom uza-
viend tam, kde hodnota wu je nad pfedepsanou hranici. Pokud ¢ je konstantni,
pak si pod regula¢nim systémem zajistujicim takovy tok hranici miZeme pied-
stavit rezervoar obklopujici I'y z vnéjsku oblasti, ktery méa nekonecnou kapacitu
a je v ném koncentrace ¢, pricemz na I'y je jednostrannid membrana umoziiu-
jici volny tok do oblasti, nikoli ven. Zdiraznéme, Ze nase rovnice popisuje sta-
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cionarni stav prislusného evoluéniho procesu popsaného rovnici

ou
— = Au— .
5 u—au+ f

Poznamenejme jesté, Ze Fizeni teploty (staciondrni i evoluéni pfipad) lze rea-

Poznamka 1.9. (Némyckého operatory) Bud  omezena oblast v RV s lips-
chitzovskou hranici, h(z, §) funkce definovand pro s.v. x €  a v8echna £ € R™.
Necht h mé Caratheodoryho vlastnost, tj. pro kazdé pevné £ € R™ je funkce
h(-,€) méfitelnd na Q, pro s.v. x € Q je funkce h(z,-) spojitd na R™. Operéa-
tor H, ktery m-tici funkci ui(x),. .., um(z) na Q ptifadi funkci

H(ug, ... yum)(x) = h(z,ur(z),. .., um(x)),

se nazyva Némyckého operator dany funkci h. Pro nas bude dulezita nasledujici

Véta o Némyckého operatoru: Pokud existuji redlnd cisla pi,...,pm, 7,
pi > 1, r>1, a funkce g € L,.(Q) takova, Ze

m
o, &1, )| < gl@) +e Y 1gP 7T, (1.23)
j=1
pak Némyckého operator H je spojitym zobrazenim prostoru L, (€2) x ... x

Ly, (©) do L,(£2). Specialné je-li

B &)l < C(14016PT) S prz1,

Jj=1

pak H je spojity operdtor (L,(2))™ do L,(Q). Viz téz [4] a tam uveden4 lite-
ratura.

Existence feSeni ulohy z pfikladu 1.2.

PoloZzme

D(u) = /Q %(|Vu|2 + alul?) — fudax.

Ukazeme, ze takto definovany funkcional ® je spojity, striktné konvexni, G-
diferencovatelny, v pfipadé a > 0 (a v pfipadé meas(I'p) > 0 také pro a = 0) i
koercivni, a Ze je to potencidl k operdtoru A(u) — f z prikladu 1.2.

Funkce h(€) = |£]? je spojita a splituje podminku ristu z véty o Némyckého
operatoru z poznamky 1.9 s m = 1, p = 2, r = 1. Tedy Némyckého operator
u — |u|? je spojité zobrazeni Ly(2) do L1(f2). Specialné pro kazdé u € W} (Q)
je ®(u) konecné d¢islo, tj. funkciondl ® je korektné definovan. Je-li u, — u

14



ve W} (Q), pak up, — u v Ly(Q), Lo — 9% v [,(Q) (j = 1,...N). Odtud

81, ox
Junl? = [ul? v L1(9), | %22 ” = |22 ]* v L1(9). Tedy

u
|52
/|Vun|2+a|un|2d:ce/|Vu|2+a|u|2d:£,

Q Q

tj. ®(un) — P(u). Tedy @ je spojity. Funkce h je zaroven striktné konvexni a
odtud snadno plyne, ze ® je striktné konvexni. Ukazme, ze ® je G-diferencova-
telny. Bud u,v € V a polozme

g(t,x) = %(lv(u(x) +to(@)? + alu(z) + to(@)|) - f(u(z) + tv(z)).

Potiebujeme dokazat, ze existuje

lim O(u+tv) — D(u) _ %L:O </Q ot 2) d:c>.

t—0 t

Funkce ¢ je méfitelnd v = pro kazdé ¢ € (—1,1), existuje koneéna derivace
%(t,z) pro vSechna ¢t € (—1,1) a s.v. x € €, integral fQ g(t, ) dz konverguje
pro kazdé t € (—1,1) a plati

\—Z}(az] 5| + eltut te)ol + o
N
<>(l7 7]+
Ou ou_ Ou

Maéame u, v, Do 61 € Lo(2) a z Holderovy nerovnosti plyne uv, 5=+, fv €
J J

ov |2
6$j

) +alfuel + [u)? + [ fol.

L1(Q). Tedy 8t( ,+) ma integrabilni majorantu. Tim jsou ovéfeny predpoklady
véty o derivovani integralu podle parametru a odtud

d dg ]
E(/Qg(t,x)dx) = /Q E(t,x)dac pro vSechna ¢ € (—1,1).

Specialné

lim D(u+tv) —
t—0 t

() z/(Vu-Vv—i—auv—fv)dac
Q

Posledni vyraz je pro pevné u spojity linedrni funkcional na V. (Ke spojitosti
sta¢i uzit Holderovu nerovnost.) Tedy existuje diferencidl Gateaux ®'(u) a je

(D' (u),v) = / (VuVv + auv — fv)dz
Q
Déle pro a > 0 je
1 .
®(u) > 5 min(L,a)ull* = || fllz, - [lul,

tedy @ spliiuje téZ podminku koercivity (1.16). Podle vét 1.3, 1.5 existuje tedy
za predpokladu a > 0 pravé jeden bod u € K splijici ®(u) = min,ex P(v) a
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tento bod wu je podle vét 1.1, 1.2 jedinym FeSenim nerovnice (1.7), tedy je téz
jedinym slabym FeSenim okrajové tlohy (1.17), (1.19), jak jsme ukazali vySe.

Poznamka 1.10. Je-li meas(I'p) > 0, pak pfedpisem

(u, vYo = ( /Q Vqudac)l/Q

je na V téz definovan skalarni soucin a

1/2
o = ( / |Vu|2dx)
Q

je ekvivalentni norma na V, tj. existuji ¢1, co > 0 takova, ze
clull < J|ullo < e2]lu|| pro vSechna u € V.

Viz napt. [8]. I v piipadé a = 0 tedy dostavame

1
®(u) = S lull§ = [1£llz. o,

tedy limj,|—oo ®(u) = +o00. Tedy v pfipadé meas(I'p) > 0 dostaneme i pro
a = 0 existenci a jednoznacnost slabého feseni tlohy (1.17), (1.19).

Poznamka 1.11. (Stopy funkci) Bud Q omezen4 oblast v RV s lipschitzovskou
hranici 0f2, p > 1 realné ¢islo. Existuje pravé jedno spojité linearni zobrazeni
T: W, () — Ly(09Q) takové, ze Tu = ulapq (restrikce u na 9Q) pro viechna
u € C°°(Q). Viz napi. [8]. Funkci Tu € L,(09) nazyvame stopou funkce u €
W, (). Misto T'u budeme ¢asto psét u nebo ulgg. Vyrok u = v na 9Q (nebo
na I' C 09) ve smyslu stop bude znamenat Tu = Tv s.v. na 9Q (nebo na
I' C 99Q). Pokud budeme nékdy psét pouze u = v na 9Q (nebo na I' C 9f) pro
u,v € WI}(Q), budeme mit vzdy na mysli rovnost ve smyslu stop. Stejné ovSem
pro nerovnost u > v.

Poznadmka 1.12. (Greenova formule) Je-li {2 omezend oblast v RY s lipschit-
zovskou hranici, w,v € C*(Q), pak plati Greenova formule

a—xjvd:cf /wa—m]der/aQwvnde,

kde n; je j-té slozka jednotkového vektoru vnéjsi normaly n k 2. Tato formule

ziistavé v platnosti i pokud pouze w € Wy (2), v € W}(Q) pro néjaka realnd

p>1,q>1, % + % =1 (tedy specidlné pro w,v € W}(£)). Pfitom oviem g;” ,

% znadi zobecnéné derivace a w, v na 02 v integralu pfes hranici se chapou ve
J
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smyslu stop (pozn. 1.11). Pro derivaci ve sméru vnéjsi normély g—z plati

tedy pro u € W2(Q), v € W}(Q) je

/Auwud:c:f/V’wVvder/ @vdl“.
Q Q a0 On

Poznamka 1.13. (Derivace podle normdly) Pro funkci u € W3 (Q) je defi-
novéana pouze jeji stopa na hranici, ale jeji derivace (tedy ani derivace ve sméru
normadly) obecné neni na hranici definovana v z4dném smyslu. Pokud u € W3 ()
a navic Au € Ly(f) (pficemz jesté nemusi byt u € W2(Q2)), pak lze definovat
derivaci ve sméru vnéjsi normaly N(u) jakozto linedrni spojity funkcional na
W3 () definovany piedpisem

(N(u),v) = / (Au-v+ Vu-Vo)dz pro viechna v € Wy (Q).
Q

Pokud je u hladk4 funkce (u € C2(f2)), pak plati Greenova formule, tj. klasické
derivace g—g podle normaly spliuje

0
/ 2lpdr = / (Au-v+ Vu-Vuv)dz pro viechna v € Wy (Q).
o0 On Q
Tedy v tom piipadé
ou

N(u),v) = —uovdl, 1.24

V.0 = [ Ft (1:24)
tj. funkciondl N (u) je reprezentovan klasickou norméalovou derivaci. V obecném
pripadé budeme psat g—z = 0 na I' (pro néjakou podmnozinu I' C 99), pokud
(N(u),v) = 0 pro kazdou funkci v € Wy (2) takovou, ze v = 0 na 9Q \ T
ve smyslu stop (viz pozndmku 1.11). Podobné budeme v obecném piipadé psat
gv > 0naT, pokud (N(u),v) > 0 pro kazdé v € W3 (), v = 0na 0Q\T, v >0
na I" ve smyslu stop. Pro hladkou funkci v je zfejmé g—z = 0 resp. g—z >0nal

podle této definice praveé kdyz g—z = 0 resp. g—z > 0 na I' v klasickém smyslu.

Poznamka 1.14. (Pfesny smysl tlohy (1.17), (1.19)) Na zakladé pfedchozi
poznamky miizeme odvodit, v jakém smyslu obecné FeSeni varia¢ni nerovnice
z piikladu 1.2 je feSenim okrajové tlohy (1.17), (1.19). Vhodnou volbou testo-
vacich funkei jsme uz ziskali (1.20), coz znamend —Au + au = f ve smyslu
distribuci (viz napf. [6], strucné téz [1], str. 38). Mame u € L2(Q), f € L2(2) a
proto Au existuje nejen jako distribuce, ale jakozto funkce z L2(Q2) a plati

—Au+tau=f sv.v Q.

Dirichletova podminka u = 0 na I'p je splnéna ve smyslu stop diky volbé pros-
toru V (viz pozn. 1.11). Déle postupujeme stejné jako v piikladu 1.2 za pred-
pokladu hladkosti feSeni u, ale misto klasické normalové derivace g—z pracujeme
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s derivaci chépanou jako funkciondl N(u) z poznidmky 1.13 a misto Greenovy
formule pouzivame definici N (u). Vynésobenim v —u, integraci a uZitim definice
funkciondlu N (u) dostaneme

/ Vu- V(v —u)+ au(u —v)de — (N(u),v —u) = / flv—wu)dz
Q Q
Omezime-li se na v € K a uZijeme toho, Ze u je feSeni nerovnice, dostaneme
(N(u),v—u) >0 pro viechna v € K.
Pro w € K libovolné je v = w + u € K a tedy z posledni nerovnosti plyne
(N(u),w) >0 pro vSechna w € K.

To znamend (vzhledem k definici K a poznamce 1.13) N(u) > 0 na I'y. Volbou
v = 0 dostaneme (N (u),u) < 0. Vzhledem k tomu, Ze u € K, je téz (N(u),u) >
0, tedy (N (u),u) = 0. V tomto smyslu mfizeme chapat podminku %% - u = 0 na
Ty z (1.19).

Poznamka 1.15. Dokazme zde pro tplnost néasledujici zndmé tvrzeni, které
jsme pouzili v prikladu 1.1.
Je-li f € La(Q) a plati

1
/ f(x)¢' (x)dx = 0 pro viechna ¢ € D(0,1), (1.25)
0

pak existuje konstanta C' takovd, Ze f(z) = C pro s.v. z € (0,1). UkdZeme
nejprve, ze (1.25) plati pravé kdyz

1
/ f(z)yY(z)dr =0 pro vSechna 9 € D(0, 1) takovi, ze (1.26)
0

/Olw@)de 0.

Je-li totiz v = ¢', ¢ € D(0,1), pak folwdx = fo o'dz = (1) — p(0) =
0; naopak, je-li v € D(0,1) fo pdax = 0, pak funkce p(z) = foxw(f) d¢ je
nekoneéné krat spojité dlferencovatelna spliiuje ¢’ =1 a p(z) = 0 na [0,e] U
[1 —¢,1], kde € je tak malé, ze ¢p(x) = 0 na [0,]U[1 —¢, 1], tedy je ¢ € D(0,1).
Tedy (1.25) je skute¢né ekvivalentni s (1.26).

Zvolme pevné ¢q € D(0, 1) takové, ze fol vo(&)d€ = 1. Pro kazdé ¢ € D(0,1)
polozme

() = 0(2) — po(a) / o(6) de.

Pak ¢, € D(0,1), [ $e(€)dé = 0. Tedy podle (1.26) mame

/0 F(€)p(€) dt = / F©)u(€) d + / F(©)p0(€) dé /0 o(€) de

1
= / Cop(£)d¢  pro vsechna ¢ € D(0,1),
0
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kde C = fol F(&)po (&) d€ nezavisi na . Z hustoty D(0,1) v L3(0,1) (viz napt.
[1] nebo [8]) plyne, ze fol f(@)eo(z)dx = fol Co(z) dz i pro vSechna ¢ € Ly(0,1),
coz znamend f(z) = C s.v. na (0, 1).
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2 Projekce na konvexni mnoZinu. Metoda
postupnych aproximaci

Predpoklddejme nyni, ze V je Hilberttiv prostor. Podle Rieszovy véty o re-
presentaci pak lze kazdy funkciondl u* € V* ztotoznit s bodem u € V tak,
ze u*(v) = (u,v) pro viechna v € V (zdvorky nyni znad¢i skaldrni souéin), tedy
V lze ztotoznit s dudlem V* = V.

Lemma 2.1. Bud'V redlny Hilbertiv prostor, K konverni uzaviend mmnoZina
ve V. Pak ke kaZdému u € V ezistuje prdve jeden bod Pxu € K takovy, Ze

- P = mi — . 2.1
lu = Preul| = min [lu — v]] (2.1)

Tento bod je zdrovern jedinym bodem prostoru V, spliiujicim podminky

u€ K, (u— Pgu,v— Pgu) <0 pro kazdé v € K. (2.2)

Dtukaz. Budwu e V. Existuji v, € K takové, ze lim ||u—v,|| = inf,cx [[u—v].
Posloupnost v,, je zfejmé omezend a miizeme proto predpokladat v, — vy (viz
pozn. 1.5, 1.6). Polozime Pxu = vg. Madme u—v,, — u— Pgu a tedy |[u— Pru| <
liminf ||u — v,|| = inf,ek ||u — v|. Konvexni uzaviend mnoZina je téz slabé
uzaviend, tedy Pxu € K. Proto nemuZe byt ||u — Pxu| < infyex ||u—v||, tedy
je |lu — Pgu|| = min,ex ||u — v|| a existence bodu spliiujiciho (2.1) je dokdzéana.

Dokazme, 7Ze z (2.1) plyne (2.2). Prou € K je Pxu = u a (2.2) je zfejmé. Bud
u € K. Bud v € K libovolné a uvazujme 2-rozmérny podprostor Vo generovany
vektory u— Pgu, v— Pru. Ten lze ztotoznit s eukleidovskou rovinou a(2.2) plyne
z obrazku — tihel sevieny vektory u — Pxu, v — Pxu je tupy.

Kdyby existovaly dva body Pxu, Pxu € K spliiujici (2.2), pak

(u — Pgu, ]SKU — Pru) <0, (u— JSKu, Pru — JSKu> <0.
Sectenim
(Pru — ISKU, Pru — ﬁKu> <0, tedy Pxu= ISKU,
tj. bod spliiujici (2.2) (a tedy i bod splitujici (2.1)) je uréen jednoznac¢né. O
Definice 2.1. Projekci na konvexni uzavienou mnozinu K v Hilbertové pros-

toru nazyvame zobrazeni, pfifazujici bodu u € V bod Pgu splijici (2.1), tj.
nejblizsi bod v K k bodu u.

Poznamka 2.1. Je-li K podprostor prostoru V, pak Pk je ortogonalni projekce
prostoru V na K. Podminka (2.2) je v tom pfipadé ekvivalentni s podminkou

(u— Pgu,v) =0 prokazdé v € K,
t.j. u — Pgu je ortogonalni k podprostoru K. Projekce Pk je linearni zobrazeni

praveé kdyz K je podprostor.
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Poznamka 2.2. Plati || Pxu — Pkv| < ||u—v]|| pro vSechna u,v € K, specidlné
Pk je spojité zobrazeni. Pro pfipad N = 2 (tj. kdyZ V je rovina) stac¢i nakreslit
si obrazek. Obecné mame podle lemmatu 2.1

(u— Pgu, Pkv — Pgu) <0, (v— Pgv, Pku— Pgv) <0,

seCtenim dostaneme (u — v — (Pgu — Pgv), Pxkv — Pgu) < 0, coZ znamend

| Pxu — Pgo|? < (u—v, Pxu — Pxv) < ||u—v| - ||Pxu — Pgo.
Odtud plyne nase nerovnost.
Véta 2.1. Bud v > 0 libovolné dané. Pak u € V je fesenim nerovnice (1.7)
pravé kdyz

u = Pg(u—~(A(u) - f)).

Dikaz. Podle lemmatu 2.1 je posledni rovnost ekvivalentni s podminkou

ve K, (u—v(A(u)—f)—u,v—u) <0 pro viechna v € K.
To je v8ak ekvivalentni s (1.7). O

Zduraznéme, ze pokud K neni podprostor, pak rovnice z véty 2.1 je nelinearni
i v pfipadé, kdy A je linedrni a f = 0 (viz téZ pozn. 2.1).

Véta 2.1 ndm umozni k dikazu existence Feseni variac¢ni nerovnice a jeho
aproximaci vyuzit

Banachuv princip kontrakce (viz napt. [1], Theorem 2.3.1) Bud V Banachiv
prostor, B: V — V bud operator kontrakce, tj. existuje C' € 0, 1) takové, ze

[1B(u) = B(v)|| < Cllu = v].

Pak existuje pravé jeden pevny bod @ operatoru B, tj. pravé jedno u € V takové,

ze B(u) = @. Je-li ug € V libovolné, u,, = Bu,—1 prou =1,2,..., pak u, — 4,
n—1
||Un*ﬂ|‘§1_c|‘U17uO“ pro n=1,2,...

Definice 2.2. Operator A se nazyva lipschitzovsky, jeslize existuje M > 0
takové, ze

|A(u) — A(v)|| < M|ju—v| pro vSechna w,v € V.

Véta 2.2. Bud V Hilbertiv prostor, K wuzaviend konverni mnoZina ve V,
AV =V lipschitzovsky operdtor spliugict s néjakym C > 0 podminku

(A(u) — A(v),u —v) > Cllu —v||* pro viechna u,v € V. (2.3)
Pak pro kazdé f € V existuje prdvé jedno teSeni variacni nerovnice (1.7).

Zvolime-li pevné v € (0, I%/[—CQ) (kde M je z definice lipschitzovskosti), ug € V
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a poloZime
Up = PK(unfl - V(A(unfl - f))a

pak u, — u, kde u je fesenim (1.7). Navic

(1= 290 + 720!
27vC — ~v2M? ’

lun —ul < n=12....

Dtukaz. Podle véty 2.1 a Banachova principu kontrakce staci dokazat, ze
operator S(u) = Px(u — v(A(u) — f)) je operatorem kontrakce s konstantou
C = 1—2yC + v2M?. Podle pozn. 2.2, predpokladu lipschitzovskosti a (2.3)
dostavame

15 () = S()|I* = || Px (u — y(A(u) = ) = Px (v = v(A(v) = )))]?
< Jlu—v = y(A(u) — A(v))|]?
=(u—v,u—v)—2v(u—v, Alu) — A(v))

+ 72 (A(u) — A(v), A(u) — A(v))
< Jlu = vlf* = 29Cllu — vf|* + 9 M?||u — v||?
=(1-29C ++v’*M?)||u —v||*.

Tedy S je operator kontrakce, pokud v € (O, ]2\4—02), nebot pak 1 —2yC +~2M? <
1. Samoziejmé je 1 — 2yC' + v2M? > 0, coz plyne z viSe uvedeného odhadu.
(Plyne to ov8em i rovnou z toho, Ze pfedpoklad lipschitzovskosti a (2.3) zarucuji
M > C' a v tom pripadé je uvazovany kvadraticky vyraz nezdporny pro vSechna

~.) O

Priklad 2.1. (Nelinedrni eliptickd rovnice s jednostrannou okrajovou podmin-
kou) Bud € omezen4 oblast s lipschitzovskou hranici 9 v RY | I'p, I'y oteviené
disjunktni podmnoziny 92, meas(0Q\ (I'p UTx)) = 0, a > 0. Uvazujme funkce
aj(r, &) = aj(z,&,...,€N), 7 =0,1,2,..., N, definované na Q x RN*!  které
maji Caratheodoryho vlastnost (viz pozn. 1.9). Pfedpokladejme, Ze existuje g €
Ly(Q) am,C > 0 tak, Ze jsou splnény nasledujici podminky:

N 1/2
5(0,6) ~ ag(oml < m( 3016 = il (2.4

pros.v. x €, viechna &,ne RV j=0,...,N,
N

N
> aj(@,8) —a(z,m) (& —ny) > CD_Ig =yl (2.5)
=0 =0

pros.v. z € Q, a viechna &, ne RV,

Polozme V = {p € W3(Q2); » = 0 na I'p ve smyslu stop} jako v piikladu 1.2.
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Definujme operator A: V — V piedpisem

N
(A(u),v) = / Zaj(:c;u, Vu)ﬁ + ao(z, u, Vu)v dz.
Q5 Iz

Ukézeme, Ze pro
K ={¢ €V; ¢ >0 na I} ve smyslu stop} (2.6)

(snéjakym Iy C I'y) a f € La(Q) (tj. také f € V* =V ve smyslu pozndmky 1.7)
je TeSeni nerovnice (1.7) slabym FeSenim okrajové tlohy

N
- Z %(aj(:c,u, Vu) + ao(z, v, Vu)) = f na Q, (2.7)
= J
N
u =0 na I'p, Zaj(ac,u,Vu)nj =0 na I'y \ Iy, (2.8)
j=1
N
Zaj(ac,u,Vu)nj Z z,u,Vu)n; =0 na Iy,  (2.9)

kde n; znaci n-tou slozku vektoru vnéjsi normdly. Déle ukdzeme, Ze dokonce pro
kazdou konvexni uzavienou mnozinu K ve V jsou splnény predpoklady véty 2.2,
tedy speciélné je zarucena existence a jednoznac¢nost slabého feseni tlohy (2.7)-
(2.9). Toto Feseni se dostane metodou postupnych aproximaci.

V prvé fadé operdtor A je spojity operator V do V, nebof Némyckého
operatory definované funkcemi a; jsou za predpokladu (2.4) spojité operatory
(L2(Q))N*1 do La(Q) (viz pozn. 1.9). S pouzitim Helderovy nerovnosti a pred-
pokladu (2.4) dostavame

[A(u) = A(v)[| = llSlﬁgl(A(U) — Av), ¢)

N dp
= sup /[; a;j(z,u, Vu) — a;(z, v, V“))a_xj

llell<1

+(ao(z, u, Vu) — ag(x,v, Vo)) }dac

N
< sup Z</ la;(z,u, Vu) — a;(z,v, Vo |2d:c /‘
T \Ja

<17
lell <192

, 1/2 , 1/2
([ Jaoteu, V) = aofaro, Vo) de ) ([ Jof? o)
Q Q

< (N + 1)m(/Q IV (u— )+ |u— v|2dz)1/2
= (N +)mflu— o,

1/2
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tedy operator A je lipschitzovsky. Z predpokladu (2.5) dostaneme

(A(u) — , U — V) Z/ a;(x,u, Vu) — aj(z,v VU))a(g:c_j v)

+ (ao(z, u, Vu) — ag(x,v, Vo)) (u — v)| dz

> C/ (IV(u— v)|2 + |u —v|?) dz
Q
=Cllu— v||2.

Jestlize tedy K je libovolna konvexni uzaviena mnozina ve V, pak podle véty 2.2
existuje pravé jedno FeSeni nerovnice (1.7) pro kazdou pravou stranu f € V.
Toto Teseni se dostane metodou postupnych aproximaci: je-li v € (O, m),
ug € K libovolné, u, = Pr(up—1 — v(A(un—1) — f)) pro n = 1,2,..., pak
Uy — U, kde u je zminéné feseni. Navic

(1= 290 + 22N 4 1)m2)r!
29C — v2(N + 1)2m? ’

lun — | < n=12,....

Zbyvé dokazat, ze pro K z (2.6) je FeSeni varia¢ni nerovnice slabym Fesenim
okrajové ulohy (2.7), (2.8), (2.9). Nerovnice (1.7) mé tvar

ov ou

N
ue K, /QZaj(:c,u, Vu)(a — %) + ao(z,u, Vu)(v —u)dz  (2.10)
j=1 J J

Z/f(v—u)dac pro vSechna v € K.
Q

Piedpoklddejme pro jednoduchost, Ze vSechny funkce a; i feSeni u jsou tak
hladké, Ze miizeme provést vSechny nasledujici operace. (To ve skuteénosti neni
pravda, ale i bez tohoto pfedpokladu lze pouZit stejné ivahy jako v pozn. 1.14).
Stejné jako v piikladu 1.2 z (2.10) plyne volbou v = u 4 ¢ pro ¢ € D(Q)
libovolné a uzitim Greenovy formule

Y9
Za—a]xuVu)—i—ao(acuVu)) f na Q.

Vynasobenim rovnice vyrazem v — u a opétovym uzitim Greenovy formule
dostaneme

N
v ou
/Q;aj(x,% VU)(a—x] - a—m]) + ao(z, u, Vu)(v — u) dz

/BQiaj(x,u,Vu)nj(vu)dS/Qf(vu)dz
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Odtud a z toho, Ze je splnéna nerovnice (2.10), plyne

N
/ Zaj z,u, Vu)nj(v—u)dS >0 pro viechna v € K.
09

Volbou v = u+w, w € K, w =0 na I'y \ Iy dostaneme

/ Za] z,u, Vu)njwdS >0 pro viechna w =0 nal'y~Ty, w >0 na I,
FO] 1

coz znamend (v pfipadé hladkych funkci) > a;(x,u, Vu)n; > 0 na Iy (srov.
s tvahami v pfikladu 1.2). Analogicky volbou v = u + w, w = 0 na I}

/ Za] z,u, Vu)njwdS =0 pro viechna w € V, w =0 na I,
1%

\ng 1

coz znamend (v piipadé hladkych funkei) ) a;(z,u, Vu)n; = 0 na I'n \ I
Volbou v = 0 dostavame nyni

/ Zaj:cuVu njudS = / Za]qu’u)njudS<0
FN FO

Jj=1 J=1

odkud vzhledem k nezdpornosti integrandu plyne posledni podminka v (2.9)
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3 Monotonni operatory

Definice 3.1. Rekneme, Ze operator A: V — V* je
(o) monotonni, jestlize (A(u) — A(v),u — v) > 0 pro kazdé u,v € V;
(8) striktné monotonni, jestlize (A(u) — A(v),u —v) > 0 pro u,v € V, u # v.

Lemma 3.1. Obsahuje-li mnozina K s kazdymi dvéma body také jejich soucet
a obsahuje-li nulovy prvek prostoru V, pak bod u € V je fesenim dlohy (1.7)
pravé kdyz u € K a

(A(u),v) > (f,v) pro kazdé v € K,

—~
[N

Dikaz. Necht plati (1.7). Dosadime-li v = w + u pro w € K libovolné a
piSeme opét v misto w, dostaneme (3.1). Volbou v = 2u a v = 0 dostane-
e (3.2). Opac¢né, odectenim (3.2) od (3.1) dostdvame ihned (1.7). O

Lemma 3.2. Jeli operdtor A monotonni a spojity a K C V je konvexni uza-
viend mnozina, pak je bod u € V feSenim dlohy (1.7) pravé kdyz plati

ue K, (A(w),v—u)>(f,v—u) prokaidévekK. (3.3)

Dtukaz. Plati-li (1.7), pak z monotonnosti operatoru A plyne
(A(v),v —u) = (A(v) — A(u),v — u) + (A(u),v —u) > (f,v — u)

pro libovoné v € K, tj. (3.3).
Necht naopak plati (3.3). Pro w € K, t € [0,1] je u+ t(w — u) € K, nebot
mnozina K je konvexni. Z (3.3) dostavame

tH{A(u+t(w —u)),w—u) > t{f,w—u).

Pro ¢ € (0, 1] miZeme obé strany délit ¢islem ¢ a pak provést (s uZitim spojitosti
operatoru A) limitni pfechod ¢ — 04. Dostaneme tak (1.7). O

Definice 3.2. Rekneme, Ze operdtor A: V — V* je koercivni na K, jestlize
ezistuje bod vg € K takovy, Ze

(A(v),v — vo)

lim = +00. (3.4)
veEK, |[v]|—o00 [|v]|

Véta 3.1. Bud'V reflexivni Banachiuv prostor, K uzaviend konvexni mnoZina
veV, A: V — V* spojity a monotonni operdtor. Je-li mnozina K neomezend,
predpokladejme navic, Ze A je koercivni na K. Pak pro kaZdé f € V* existuje
feSent dlohy (1.7).
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Dtikaz. Vétudokazeme nejdiive za dodatecného predpokladu, ze K je omeze-
na. V tom pfipadé uvazujme posloupnost uzavienych konvexnich mnozin K,,
(m=1,2,...) takovych, ze

K,CKu1CK, m=12,..., K, CV,, V,, je mrozmérny (3.5)

(oo}
podprostor prostoru V, U K,, je hustd v K.

m=1
Ukazeme, zZe pro kazdé m existuje feSeni tlohy
u€ Ky, (AU, v — um) > {f,w — uy) pro viechna w € K,,. (3.6)

Bud tedy m pevné. Na prostoru V,,, zavedme skalarni souéin (-, -),,. Je-li g € V*,
pak zobrazeni w — (g, w) je spojity linedrni funkcionél na V,,. Podle Rieszovy
véty o reprezentaci spojitych linedrnich funkcionalt na Hilbertové prostoru proto
existuje pravé jedno mg € V,, takové, ze

(9, wy = (wg, W)y, pro viechna w € V,,.
Tedy (3.6) 1ze psat ve tvaru
Um € Ky,  (TA(Um ), W — Um)m > (Tf, 0 — Um)m pro vSechna w € Kp,.

Oznacime-li P, projekci na konvexni uzavienou mnozinu K,, v prostoru V,,,
pak posledni nerovnost je podle véty 2.1 (ve které uvazujeme v =1 a 74, 7 f
misto A, f) ekvivalentn{ s rovnici

Um, = Py (U + 7f — mA(Ur)). (3.7)

Zobrazeni u — P, (u + 7f — wA(u)) je spojité zobrazeni omezené konvexni
uzaviené mnoziny K,, do sebe a proto podle Browerovy véty o pevném bodu
(viz nap¥. [1], Theorem 5.13) existuje pevny bod tohoto zobrazeni, tj. u,, spliuji-
ci (3.7), tj. také (3.6).

Ukézeme dale, ze u,, — u, kde u je feSeni ptivodni tlohy (1.7). Pfedpo-
kladame stale, ze K je omezend a tedy posloupnost u,, je omezena. Protoze V
je reflexivni, existuje tedy podposloupnost u,,, a v € V takové, ze u,,, — u pro
m — 400 (viz pozn. 1.5). Konvexni uzaviend mnozina je slabé uzaviena (viz
napt. [1]), tedy u € K.

Podle lemmatu 3.2 je (3.6) ekvivaletni s alohou

Um € Ky,  (A(W),w — um) > (f,w — umy,) pro véechna w € K,,.

Podle ptedpokladu (3.5) k libovolnému v € K existuji v, € K,, takova, ze
U — v. Polozime-li v posledni nerovnici w = v,,, dostaneme limitnim p¥echo-
dem

ue K, (AWw),v—u)> (f,v—u).

Ale v € K bylo libovolné, tedy méame (3.3), coz je ale podle lemmatu 3.2)
ekvivalentni s alohou (1.7).
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Bud nyni K neomezena. Pro kazdé R > 0 polozme Kr = K N Br(0), kde
Br(0) = {v € V; ||v|| < R} (koule s polomérem R a stfedem v pocatku).
Mnozina K je konvexni a uzaviend a proto podle prvni ¢asti dikazu pro kazdé
R > 0 existuje ug takové, ze

ur € Kr, (A(ur),v —ugr) > (f,v —ugr) pro vSechna v € Kp. (3.8)

Nejprve ukazme, Ze z koercivity operatoru A plyne existence C' > 0 takového, ze
lur|| < C pro vsechna R > 0. Pfedpoklddejme, Ze to neni pravda, tj. existuje
posloupnost R,, takovd, ze R, — oo, ||ug,|| — oo. Bud vy prvek z definice
koercivity. Pro R > |lvo|| je vo € Kr a tedy

<A(uRn)7U’RW — UO> (A(URW)7U’RW — UO) HU’RW — UOH

lim sup = lim sup
n—oo lug, || n—oo [ur, — ol lur, ||
< lim sup <fa UR, — U0> ||U’Rn - UOH < HfH
n—00 ||UR,L - UOH ||U’Rn

To je spor s pfedpokladem koercivity (3.4), nebot podle ného by mél vyraz na
zacatku téchto odhadd konvergovat do nekonecna.

Bud nyni R > C. UkéZeme, Ze pak je ugr FeSeni ptivodni varia¢ni nerovni-
ce (1.7). Pro w € K libovolné existuje £ > 0 tak malé, ze v = (1 — §)ug + Ew €
Kpg. Dosazenim do (3.8) dostédvame

§(A(ur),w —upg) > §(f,w — ug).

Vydélenim ¢ a z libovolnosti w € K plyne (1.7). O

Véta 3.2. Je-li operator A: V — V* striktné monotonni, K C V je uzaviend
konvexni mnoZina, pak tdloha (1.7) md nejuyse jedno Fesent.
Dtukaz. Kdyby ui, us byla dvé feseni tlohy (1.7), platilo by specidlné

<A(U1),u2 - U1> Z <f7 Uz — U1>,
(A(uz),ur —u2) > (f,u1 — u2).

Se¢tenim téchto nerovnosti dostavame (A(u1) — A(ug),us — ug) > 0. Odtud a
z toho, Ze operdtor A je striktné monotonni, plyne u; = us. O

Véta 3.3. Je-li operdtor A: V — V* spojity a monotonni, K C V je uza-
viend konvexni mnoZina, pak vechna fesent dlohy (1.7) tvori konverni uzavre-
now Mnozinuy.

Diukaz. Provede se snadno na zakladé lemmatu 3.2. O
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Poznamka 3.1. V pfipadé K =V je nerovnice (1.7) ekvivalentni s podminkou
(A(u),w) = (f,w) pro véechna w €V,

tedy s rovnici A(u) = f. Tedy pokud A je spojity, monotonni a koercivni na
K =YV, pak véta 3.1 zarucCuje existenci feseni zminéné rovnice. Za predpokladu
striktni monotonnosti véta 3.2 zarucuje jeho jednoznacnost.

Piiklad 3.1. (Rowvnice s p-Laplacidnem a jednostrannou okrajovou podminkou
s kosou derivaci) Bud opét © omezena oblast s lipschitzovskou hranici v RY
I'p, I'y oteviené disjunktni podmnoziny 92, meas(0Q2 \ (I'p UTx)) =0, a > 0.
Pomoci variaéni nerovnice 1ze formulovat nasledujici okrajovou tlohu (pro dané
redlné p > 2):

N
d /) Ou |p=2 du
_\N" Y (| ou e ou b2, _ q
Zaxj anj 8:rj) +aluf?u=f na Q, (3.9)
Jj=1
u=0 mnaIp, (3.10)
N
Ou |P~2 Qu ou -2 8u
> > _ '
u >0, ;‘axj ax]n] 0, u- Z‘@x] n] Ona Ty, (3.11)

kde n; je j-ta slozka jedotkového vektoru vnéjsi normély n = [nq,...,ny]. Tedy
p—2
Z;y=1 % gﬁ n; je pro p = 2 derivace ve sméru vnéjsi normdly, pro p > 2
J

je to tzv. ,kosa derivace“ odpovidajici v jistém smyslu nasemu diferencidlnimu
operatoru, jak uvidime nize. Polozime

V={ve Wz} (Q): v =0 na I'p ve smyslu stop},
K={veV:v>0 na I'y vesmyslu stop}.

Pak V je reflexivni Banachiv prostor s normou

N ou
Jul = 325 ul azy

a K je uzaviena konvexni mnozina ve V. Definujme operator A : V. — V*
predpisem

N
p—2
v) = /Q;‘g—;] ;9_;];)_1) + alulP"2uvdz  pro viechna u,v € V.

Némyckého operator u — |u|P~2u je (podle véty o Némyckého operéatoru z po-

znamky 1.9) spojité zobrazeni prostoru L,(2) do Ly-(€2), % + pl =1(tj. p* =
ﬁ) nebot p = p—1 a funkce h(s) = |s[P~2s spliiuje predpoklad (1.23) s
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au p 8 . eey s ’
=L —” je spojité zobrazeni

ox
prostoru V do Ly« (£2). Pro u,v € V méme tedy specialné | 2~ 8“ p2 8“ € Ly-(2),

(%’j € L,(2). Odtud plyne, ze vySe uvedenym vztahem Je pro kazde u eV
definovan prvek A(u) € V*. (Spojitost tohoto funkciondlu plyne z Holderovy
nerovnosti.) Takto definovany operdtor A: V. — V* je spojity. Je-li totiz u, — u
ve V, pak s uzitim Ho6lderovy nerovnosti a zminéné spojitosti Némyckého ope-

ratoru dostavame

1 A(un) — A(u)]. = ”iFEI/Q(ﬁ:(‘%

m =1, pp = p, r = p*. Tedy operator 597“ —

P=2 Quy, ou ’P*Q 8u> v

+ a(|un|P % u, — |u|p2u)v> dx
N 9 9 p” 1/p*
< sup Z< Oun |P=20un _ | Ou 2=2) Ou d:c>
lvll<1 4z Q 6$j 6$j (i‘)Ij (i‘)Ij

d
</‘8%‘ :E>
. 1/p* 1/p
([Nl 20 = a2 a) ([ i)
Q Q

j=1\79

Oz dx; lox; ox;
. 1/p*
+ (/ ||Un|p_2’uzn - |u|p_2u‘p dI) — 0.
Q

6$j (i‘)Ij (i‘)Ij
Thned se zjisti, ze v pripadé a > 0 je A koercivni na libovolné K obsahujici
Vo = 0:

ull =00 |lull l[ufl =00

N
A 1 Ou |P
Awyw) 1 /Z‘—u‘ +ufdz = lim |ju|’~! = +oc.
lull—oo [[ull Jo =1 0z;

Pokud navic measT'p > 0, pak ® je koercivni i pro a = 0 (podrobné viz pozn.
1.10). Z monotonnosti funkce h(s) = |s|P~2s plyne snadno, Ze A je striktné
monotonni. A je navic potencidlni, nebot je A = @', kde

N
- 1/ <Z\@ p+|u|p> dz.
pJa\iZ Iz

Ukazme jesté, ze operator A je i striktné monotonni. Uzijeme toho, Ze ke
kazdému g > 0 existuje C' > 0 takové, ze

1
/ |a +tb|?dt > C|b|? pro vSechna realnd a,b. (3.12)
0

Podrobné viz pozn. 3.2 nize. Pro libovolnou diferencovatelnou funkci g (specialné
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pro g(s) = |s|P72s) plati

1
olta) — glts) = / Gt + €t — 1))t — ) de.
0
Dostavame tak

(A(u) — A(v),u —v)
-/ 3 Qw2 Ou (B0 2Oy (Ou Oy
o Q = (i‘)Ij (i‘)Ij (i‘)Ij (i‘)Ij (i‘)Ij (i‘)Ij
a(|ulP~2u — |v[P~2v)(u — v)] dx
au ov
=(p—-1) _Z
// lz‘ 81] 8:cj 8xj)

+alv+ E(u —v)|P* (u— ’U)2‘| dédz

=,

> Chllu—v|P.

P29 B)
(- 5m)

ov |pP=2/0 0
S22 - 2 o

Posledni vyraz je ovSem kladny pro u # v. V pripadé measI'p > 0 dostédvame
tento odhad i pro a = 0. Jsou tedy ovéreny predpoklady vét 3.1, 3.2 a z nich
plyne existence a jednoznacnost slabého feseni nasi variac¢ni nerovnice. Ukazeme
dale, ze je to skutecné slabé feseni zminéné okrajové tilohy.

Je-li u FeSeni nerovnice, pak obvyklym zpisobem (uzitim testovacich funkci
v € D(2) a Greenovy formule — viz pfiklad 1.2 a pozn. 1.12 — dostaneme

N
Ou |pP=2 0
- Z (’_U _U) +alulPPu=f na Q.
= 8% al‘j al‘j

Srov. s prikladem 1.2 a pozn. 1.14. Odtud nasobenim funkci v — u, integraci a
uzitim Greenovy formule

/ S| 2 o

Q= O0x; dx; \dx;  Ox,

=) el 2u(o — u) de

Bl e

:A#@_mm.
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Porovnanim s pivodni nerovnici (zapsanou pomoci integral) odtud

/ S
T'n = ax]

pro vSechna v € V, v >0 na I'y.

P=2 Ju

axjnj(v —u)dl’ >0

Odtud se okrajové podminky na I'y odvodi tplné stejné jako v prikladu 1.2.

Poznamka 3.2. Pokud signa = signb, pak nerovnost (3.12) je zfejmé s C =
foltth: qu1; proa<0,b>0, |a] <bje

1 —a/b 1
/ la -+ tb|7 dt / (—a—tb)th—i—/ (a+ th)? dt
0 0 —a/b

0 q a-+b q
Y Y
—a 0
(—a)?™t  (a+0b)rt! - (—a+a+b)rtt
(g+1)b (g+1)b — (g+ 1)b

Podobné se (3.12) dokéze i pro ostatni ptipady.

Bézna jsou dalsi zobecnéni t¥idy monotonnich operatort, napi. pdeudomono-
tonni operatory, operatory typu M nebo typu S, pro néz je opét mozno opét
pouzit Galerkinovu metodu. Viz napt. [9]. Umoziiuje to uvazovat obecnéjsi difer-
encialni rovnice, napf. v prikladu 3.1 neni nutny predpoklad a > 0.
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4 Metoda penalizace

Vime uz, ze v piipadé€ potencidlnich operatort fesit variacni nerovnici vlastné
znamend hledat bod, ve kterém vhodny funkcional nabyva svého minima na
konvexni uzaviené mnoziné K. Metoda penalizace v pfipadé potencidlniho ope-
ratoru spoCiva v nahrazeni tohoto funkcionalu posloupnosti funkcionalt defino-
vanych na celém prostoru V takovych, ze posloupnost jejich minimizéra na V se
blizi k minimizéru ptvodniho funkcionalu na K.

Definice 4.1. Penaliza¢nim funkciondlem (penalizatorem) pfisluSnym mnozi-
né K nazveme funkcional ¥ na V takovy, ze

U(v) =0 pro vSechna v € K, W(v) >0 pro vSechna v e VN K.  (4.1)

Pivodni funkcionél @ z kapitoly 1 nahradime funkcionalem ®. definovanym
predpisem

B.(v) = D(v) + é‘ll(v).

Jde nyni o to, za jakych predpokladu existuji u. takova, ze

B(ue) + %llf(ua) = min(2(v) + éllf(v)) (4.2)

a pritom v néjakém smyslu plati u. — ug pro ¢ — 04, kde

ug € K, ®(up) = min d(v). (4.3)
vEK

Véta 4.1. Bud V reflexivni Banachiv prostor, K C V wuzaviend konverni
mnozina, ® : V — R slabé zdola polospojity konvexni funkciondl koercivni na K
a zdola omezeny na V. Bud V:V — R slabé zdola polospojity konverni pena-
lizacnt funkciondl prislusny mnozineé K, koercivni na V. Pak pro kazdé ¢ > 0
existuje ue € V splriugict (4.2). Je-li €, — 400, pak existuje vybrand posloup-
nost ey, takovd, Ze uc, — uo, kde ug sphiuje (4.3).

Dtikaz. Je-liu, — u, pak za nasich predpokladt pro kazdé pevné € > 0 je
1 o 1., . o 1

O(u) + —P(u) < liminf ®(uy,) + — liminf ¥(u,) < hmmf((l)(un) + —\I/(un)),
€ € €

1
lim (q)(v) + —‘II(U)> =  lim ®(v) = +o0,
vEK, ||v]|—o0 5 vEK, ||v|| -V

im (@) + é\ll(v)) >C 4

lim —
vEVNK, ||v||—o0 vEVNK, ||v|| =40 €

kde C' € R je konstanta, kterou je ¢ podle predpokladu omezen na celém V
zdola. Tedy funkcional &, = & + %\II je (pro kazdé pevné £ > 0) slabé zdola
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polospojity a koercivni. Zfejmé je i konvexni. Podle véty 1.4 a pfedpokladu (4.1)
pro kazdé € > 0 existuje u. € V takové, Ze

1 1
- = mi - < mi . .
D(ue) + E‘I’(ue) glel{}((l)(v) + E\I/(v)) < min D(v) (4.4)
Bud &,, — 04. Posloupnost u., je omezena, nebot jinak by podle pfedpokladu
koercivity bylo
1
lim (@(uen) + —\Il(ug)) = 400
En
a to by byl spor s (4.4). Vzhledem k reflexivnosti prostoru V existuje vybrana
posloupnost ¢, takové, ze u, := u.,  — uo pro né&jaké ug € V. Z (4.4) plyne
omezenost = W(u,) a tedy ¥(u,) — 0. Ze slabé polospojitosti zdola dostaneme
U(ug) <liminf ¥(u,) =0, tedy U(up) =0, tj. vzhledem k (4.1) ug € K.
Déle z ptedpokladu polospojitosti zdola funkciondlu ®, (4.4) a (4.1) plyne

1 1
D (up) < liminf ®(uy,) = 1iminf{<min(cl)(v) + —\I/(U)) — —U(up)
veV €k, €k
1
< 1iminfmin((1)(v) + —\I/(U)) < min ®(v),
veV €k vEK
tedy nutné plati (4.3). O

Poznamka 4.1. Pokud @ je navic striktné konvexni, pak u. jsou urceny jed-
noznacné a ue — ug pro € — 04, kde ug je jediny bod spliiujici podminku (4.3).
Prvni tvrzeni plyne z véty 1.5 a z toho, ze soucet striktné konvexniho a kon-
vexniho funkcionalu je striktné konvexni. Kdyby neplatilo druhé tvrzeni, dostali
bychom podobnymi tvahami jako v pfedchézejicim dikazu existenci posloup-
nosti e, — Oy, &5, — 04 takovych, ze uc,, — u', uc,, — u?, u' # u?
ul, u? spliuji ®(u') = ®(u?) = min,ecx (v). To by byl spor s vétou 1.5.

Z hlediska existence Feseni nerovnice véta 4.1 nedava nic nového (viz véta 1.4).
Vypovida vSak o moznosti aproximace feseni tlohy o minimu funkcionalu na
konvexni uzavfené mnoziné (tj. variaéni tlohy s vazbou danou mnoZinou K)
pomoci FeSeni variacnich tloh bez vazby.

Poznamka 4.2. Pfipometime, Ze vnoieni W, C Lg je kompaktni (viz napt. [1],
[8]). Odtud plyne, ze pokud V je néjaky podprostor prostoru Wi (Q) a u, — u
ve V, pak u, = u v Ly .

Dale budeme vysetfovat metodou penalizace obecnéjsi pripad, kdy opera-
tor A neni potencialni.

Definice 4.2. Rekneme, Ze operator A: V — V* je ohraniceny, jestlize zo-
) )

brazuje omezené mnoziny (v normé prostoru V) na omezené mnoziny (v normé

prostoru V*).
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Definice 4.3. Operatorem penalizace pfislusnym mnoziné K rozumime opera-
tor §: V — V* takovy, ze

fu=0 pravé kdyz u € K. (4.5)

Nagim cilem je ukézat, Ze feSeni nerovnice lze za jistych predpokladi aprox-
imovat feSenim penaliza¢ni rovnice

Aw) + %ﬁu _f (4.6)

Véta 4.2. Bud V reflexivni Banachiv prostor, K uzaviend konverni mnoZina
ve V, A: V — V* spojity, monotonni, ohraniceny a koercivni operdtor na K
svg =0 € K. Necht 3:V — V* je spojitj, monotonni operdtor penalizace
prislusny K. Bud f € V* dané. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje veSeni u. € V
penalizaéni rovnice (4.6). Z kazdé posloupnosti e, — 04 lze vybrat podposloup-
nost g, tak, Ze u, := ue,, — u, kde u je veseni nerovnice (1.7). Je-li A navic
striktné monotonni, pak Tesent u. penalizacni rovnice je urceno jednoznacné a
ue = u pro € — 04, kde u je jediné Feseni nerovnice (1.6).
Jestlize A navic spliiuje podminku (2.3), pak ue — u pro e — 04.

Dtukaz. Z predpokladu plyne, Ze pro dané ¢ > 0 je operator A+ %ﬁ Spojity a
monotonni. Z pfedpokladu 0 € K, (4.5) a monotonnosti operatoru 5 dostaneme
(Bu,u) = {Bu — B(0),u —0) > 0, tedy z koercivity operatoru A s vy = 0 plyne

(Al + HBuu) - (Af).u)

J[ul[—o0 [lul| T lull—oe lull

= +o0. (4.7)

Podle véty 3.1, ve které vezmeme K =V (viz pozn. 3.1), pro kazdé pevné € > 0
existuje FeSeni u. € V penalizaéni rovnice (4.6). Po vynasobeni prvkem u. /| ue||

mame 1
(Alue),ue) + 3 (Bueyue) _ (fiue) oy
T el =7

Odtud a z (4.7) plyne existence C' > 0 takového, Ze ||uc|| < C pro v8echna e > 0.
Bud e, — 0. Z reflexivity prostoru V plyne existence vybrané posloupnosti e,
takové, ze u, = uc,, — u pro néjaké u € V.

Z (4.6) mame fuy, = e, (f — Auy,), pfiGemz {Au,} je omezena posloupnost,
nebot A je ohraniceny. Tedy fu, — 0 a s uzitim (4.5) a monotonnosti

(Bv,v —u) = lim{(Bv — Bup,v — up) >0 pro kazdé v € V.
Volbou v = u +tw (t > 0, w € V libovolné) odtud
(B(u + tw),w) > 0.
Limitni prechod t — 0 dava
(Bu,w) >0 pro kazdé w eV,
al(z to) znamend fu = 0, tedy u € K podle (4.5). Zbyva odvodit nerovnost
v (1.7).
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S uZitim penalizaéni rovnice (4.6), pfedpokladu (4.5) a monotonnosti opera-
tort A, B dostavame pro libovolné v € K

(A(v) = fiv = un) = (A(v) = Alun), v = un) + (Alun) = f,v = un)

= (A) = Alun),0 = ) + = (30 = Bitn, v = tn) 2 0,
kn

Limitnim pfechodem
(A(v) — f,v—u) >0 prokazdé ve K

a tedy u je feSenim nerovnice (1.7) podle lemmatu 3.2.

Je-li A navic striktné monotonni, pak téz A + %ﬁ je striktné monotonni a
feSeni u. Glohy (4.6) (pro libovolné pevné ¢ > 0) je uréeno jednozna¢né podle
véty 3.2 a pozn. 3.1. Kdyby neplatilo u. — u, pro € — 0, kde u je jediné feseni
nerovuice (1.7), pak stejnymi Gtvahami jako vySe bychom ukazali, Ze existuje vy-
brané posloupnost takovd, Ze us, — u # u, kde u je dalsi feSeni nerovnice (1.7),
coz by byl spor s jednoznac¢nosti (véta 3.2).

Necht navic A spliiuje podminku (2.3). Bud €,, — 0, uy, := u.,. Pak s uzitim
penaliza¢ni rovnice (4.6) a toho, ze fu = 0, u,, — u dostévame

i =l < (Alun) = A, 1 = )+ == (B = B, — )
— (Alun) — A(w),tn — 0+ {f — Aluun), n — )
= <f - A(u),un - u> - 07

tedy u, — u. Protoze ¢, byla libovolnd posloupnost spliujici €,, — 0, plyne
odtud u. — wu pro ¢ — 0., nebot jinak by existovala posloupnost €, — 0
takovd, zZe |lue, — u|l > s néjakym ¢ > 0. O

Poznamka 4.3. Bud V Hilbertiv prostor a polozme 3 = I — Pk, kde Py
je projekce na K z definice (2.1). Pak (8 je zfejmé spojity operator penalizace
prislusny mnoziné K. Déle z lipschitzovskosti Pk

(Bu—Pv,u—v) = {(u—v,u—v) — (Pxu— Pxv,u—v) > Huf’uHQfHuf’uH2 >0,

t.j. B je monotonni. Tedy operator (§ z predpokladu véty 3.1 v pripadé Hilbertova
prostoru vzdy existuje. Vétsinou vSak pracujeme s jinymi operatory nezli je tento
univerzalni penalizator, nebot ho neumime pouZzitelnym zptisobem vyjadrit.

Piiklad 4.1. (Penalizace pro Signoriniho okrajovou podminku) UvaZzujme znovu
nerovnici na mnoziné K = {9 € V; o > 0na Iy}, kde V= {p e Wl (Q); ¢ =0
na I'p} a operator A definovany predpisem

(A(u),v) = / VuVv + auvdz pro viechna u,v € V,
Q

kde a > 0 jako v ptikladu 1.2. Z piikladu 1.2 uz vime, Ze pro libovolné f € Ly(Q2)
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existuje pravé jedno feSeni tlohy (1.7) a je to zdroveii slabé Feseni okrajové tlohy

—Au+au=f na €, (4.8)
ou ou
u=0mnalp, ©u>0, — >0, u-— =0 na I'y.
on on

Chceme ted uzit naSe informace o metodé penalizace. Operdtor 5 = I — Pk
z poznamky vyse pfimo uzit nelze, protoze vyjadrit projekci Px explicitné
neumime. Oznaéime u™ a u~ kladnou a zdpornou éast u, tj. u™ > 0, u~™ > 0,
u=ut —u~. Definujme operator 5: V — V* piedpisem

(Bu,v) = —/ u~vdl' pro viechna u,v € V.
o0
Ztejmé je to operator penalizace, je spojity a

(Bu — Pv,u—v) = —/ (um —v7)(u—v)dl’ >0 pro vSechna u,v €V,
a0

tedy [ je téz monotonni. Pro dané ¢ > 0 je funkce u feSenim penaliza¢ni

rovnice (4.6) pravé kdyz

1
/Vqu—i—auvdac——/ u_UdF:/fvdx (4.9)
Q € Jaq Q

pro vSechna v € V.

Pfedpoklddejme opét pro jednoduchost, Ze FeSeni tlohy (4.9) je tak hladké
(alespott u € W3), ze mizeme uzit nasledujici ivahy. (Ve skutecnosti takovou
hladkost zaru¢enu nemame, ale mohli bychom postupovat podobné jako v po-
znamce 1.14). Dosazenim libovolného v € D(2) dostaneme s pouzitim Greenovy
formule

—Au+au=f na Q.

Vynasobenim libovolnou funkci v € V, integraci a uzitim Greenovy formule dale

/VuV’quauvf/ %vdfz/f’ud:c pro kazdé v € V.
Q aq On Q

Porovnanim s (4.9) dostédvame

/ %vdl“ = l/ uw~vdl' pro kazdé v € V.
a0 On € Joq

(V poslednich integralech se vlastné integruje pres 'y, protoze v = 0 na I'p pro
v € V.) To ovSem znamena

0 1
au_ —u~ mna I'y.
on ¢

Tedy FesSeni penaliza¢ni rovnice jsou v nasem pripadé slaba feSeni okrajové ulohy

—Au+au=f mna Q, (4.10)
1
u =0 na I'p, @:—u* na I'y.
on €

Operator A je spojity, ohranieny, v pripadé a > 0 téz koercivni a spliiuje
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podminku (2.3). Tedy podle véty 4.2 pro kazdé e > 0 existuje pravé jedno slabé
feSeni u. okrajové tlohy (4.10) a plati uc — u pro ¢ — 0 ve W3, kde u je
jediné slabé fegeni tilohy (4.8). Pokud measT'p > 0, pak A je koercivni a splituje
podminku (2.3) i v piipadé a = 0 (srov. s pozn. 1.10). Posledni tvrzeni tedy
zistava pro meas'p > 0 v platnosti i pro a = 0.

Podotknéme jesté, ze pokud nepiedpokladame hladkost funkce u a uzijeme
tvahy z pozn. 1.14, dostaneme pouze Au € Ly(2) (nemusi byt u € WZ(Q)),
rovnici (4.10) pouze s.v. v Q, okrajové podminky na I'p a I'y pouze ve smyslu
stop (pozn. 1.11) a funkciondlu N(u) (pozn. 1.13).
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5 Dalsi priklady

Piiklad 5.1. (Uloha s volnou hranici)
Bud V= W}(Q),

K={peV; ¢>0s.v.naQ},

(A(u),v) = / Vu-Vov+auvdx pro viechna u,v € V,
Q

f € L2(9). Na prostoru V miizeme uvazovat skaldrni soudin
(u,v) = / Vu-Vvdz pro vsechna u,v €V
Q

a pifslusnou normu |Ju = (u,v)'/2, ktera je ekvivalentni se zékladni Sobolev-
skou normou (viz pozn. 1.10).

Ukazeme, ze nerovnice (1.7) odpovidd nésledujici tloze s volnou hranici:
hled4a se podoblast 2, C €2 a funkce u takova, ze

u>0mna Qp; —Au+4au=f na Qi (5.1)

0
220 na 004 NQ  (derivace ve sméru vnéjsi normaly k 09 ),

on
u=0 na QN Q. (specidlné na 99).

Tedy hleda se oblast €2 takova, ze na ni existuje kladné feseni rovnice, spliiujici
na volné hranici (tj. na 004 N Q) zéroven Dirichletovu i Neumannovu okra-
jovou podminku a na zbytku 9Q4; N 99 pouze Dirichletovu podmimku. Pro
zadané (), ovSem obecné takova funkce neexistuje, iloha by byla pfeurcena
(mZzeme pozadovat na kazdé ¢asti hranice bud Dirichletovu nebo Neumannovu
podminku, tady chceme na ¢dsti hranice obé&, a navic chceme FeSeni kladné).
Oblast Q2 je neznadma stejné jako funkce wu.

Bud tedy u FeSeni tlohy (1.7). Definujme

Q4 ={z € Q; u(z) > 0}.

Ukéazeme, ze pokud u je dostateéné hladké a zaroven hranice 024 je dostateéné
hladka (tak, ze 1ze provést nasledujici ivahy), pak u je feSenim tlohy s volnou
hranici (5.1). Mame

/Vu~V(v7u)+au(vfu)d:c2/f(vfu)d:c pro kazdé v € K. (5.2)
Q Q

Ke kazdému ¢ € D(Q21) zfejmé existuje € > 0 takové, ze v = u + ep € K.
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Dosazenim dostavame
/ VuVp + aupdr = / fedx pro vSechna ¢ € D(;).
Q Q

Pouzitim Greenovy formule
/ (—Au+ au)pdz =0 pro vSechna ¢ € D(24)
Q

a odtud
—Au+4au=f mna Q.

Vynasobime posledni rovnici libovolnou funkci tvaru v—u, v € K, a integrujeme
pres 4 s uzitim Greenovy formule, dostaneme

Vu-V(v—u)—l—au(v—u)dx—/ @(U—u)dF: flv—u)de

Q4 a0y on Q4

pro vSechna v € K. Prvni integral vlevo je mozno nahradit integralem pfres
celé Q, nebot u =0 na Q ~ Q, tedy téz 6‘9;‘ =0na Q~\ Q4. Odtud a z (5.2)

dostavame

0
/ —U(U—u)dI’Z/ f(v—wu)dz pro v8echna v € K.
a0, on O~y

Ke kazdé funkci v € K existuje posloupnost v,, € K takova, ze v,, = v na 4,
vp = una QN Qp, [v,] < |ul+ |v] na Q, kde Q, = {z € Q: dist(z, Q) < 1}
Piseme-li v,, misto v v posledni nerovnosti, dostaneme

/8 O — )l > / F(vn — u) da. (5.3)

[0 on QO

Pfitom meas(£2, \4) — 0 pro n — +o0, tedy s pouzitim Holderovy nerovnosti
a toho, ze f,u,v € Ly(Q)), dostaneme

1/2 1/2
/ f(v, —u)dz| < </ |f|2d:c> (/ (] +2|u|)2d:c> — 0.
QN0 Qp Qg QN Q4

Mame v, = v na 904+ a limitnim pfechodem n — oo proto z (5.3) plyne

/ @(vfu)dl“ >0 pro vSechna v € K.
o0, on

Je ovsem v = u = 0 na 912, tedy posledni integral je prakticky integralem jen

pres 0021 N Q. Dosazenim v = w + u pro libovolné w € K dostaneme

ou
/ —wdl' > 0 pro vSechna w € K,
o0, N oN

tedy g—z > 0 na 094 N Q. Zaroven ale g—z < 0 na 9924 NQ, nebot u > 0 na N,

u:OnaQ\Q+.Tedyg—Z:Ona,0(2+ﬂQ.
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Existence a jednoznacnost feseni plyne jiz z vét 1.3, 1.5 (je mozno uzit vari-
acni pfistup jako v ptikladu 1.2) nebo z vét 3.1, 3.2 (metoda monotonie). Také
lze pouzit metodu postupnych aproximaci, tj.vétu 2.2. Rovnéz je mozno uzit
metodu penalizace s penalizacnim funkcionalem

U (u) z/(u_)2 dz
Q
(véta 4.1) nebo s operdtorem penalizace
(Bu,v)y = 7/ u~vdx pro vSechna u,v €V
Q

(véta 4.2). Uvédomme si, Ze FeSeni u. penalizaéni rovnice (4.6) jsou slabd FeSeni
okrajové tulohy
1 _
—Au+au——-u~ =f na Q,
€
u=0 mna 0.

Z véty 4.2 plyne u. — u v normé W4 pro e — 0, kde u je jediné slabé feseni
zminéné tlohy s volnou hranici.

Poznamka 5.1. Ukazme jesté, Ze nerovnici (1.7) v uvazovaném piipadé lze
chapat téz jako tlohu

—Au+au—f>0, vu>0, (—Au+au—flu=0 s.v.na . (5.4)
Volbou v = u+w, w € KND(Q) libovolné, a uzitim Greenovy formule dostdvime
totiz z (5.2)

/(fAu +au— f)wdx >0 pro viechna w € D(Q), w >0 na .
Q

Odtud ihned plyne prvni nerovnost v (5.4). Druha nerovnost je ddna p¥imo
tvarem K. Volbou v = 2u, v = 0 a uzitim Greenovy formule (je v = 0 na 9)
dostaneme

/(—Au—i—au— fludz = 0.
Q

Z nezdpornosti obou ¢initelt v integrandu plyne posledni podminka v (5.4).

Piiklad 5.2. (Omezeni gradientu) Uvazujme opét prostor a operator z piik-
ladu 5.1 a polozme

K={peV: |V <1sv.v Q}.

Ukazeme, ze TeSeni nerovnice (1.7) s danym f € L,(2), p > 2, je v jistém smyslu
FeSenim néasledujici alohy:
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hledaji se podmnoziny 2, 21 C 2, QoUQ; = Q takové, ze existuje funkce u € V
splnujici nasledujici podminky:

[Vu| <1, —Au+au=f na Q, (5.5)
[Vu| =1 na Q,
u=0 mna 01,

0
gu jsou spojité na 0y N IQ;.
6$j

Da se dokazat nasledujici tvrzeni o regularité feseni nasi nerovnice: je-li f €

Ly(Q) a u feSeni nerovnice (1.7), pak u € W2(Q2). Je W2(Q) C C'(Q) pro
p > N. Uvazujme tedy f € L,(Q2), p> 2, p > N. Pak % € O(Q), spec. Vu je
spojita funkce. Oznacme

0 ={z € Q: |Vu(x)| < 1},
Qo ={z € Q: |Vu(z)| = 1}.

Tedy mnozina €21 je oteviena, {)y uzaviena. Predpokladejme navic, ze hranice
mnoziny 2, je dostatecné hladka, takze mizeme na §2; uzit Greenovu formuli.
Dokéazat tuto hladkost je ovSem ve skute¢nosti obtizné. Je-li ¢ € D(Qy), pak
[Vu| < 1 —n na suppy (s n&jakym n > 0). Tedy existuje € > 0 malé takové,
ze u £ ep € K. (Stadi vzit € < 1 - maxzesuppyp |Ve(z)|.) Dosazenim do (1.7)
prepsané pomoci integralti dostaneme

:I:s/ VuVv + aup dz > :I:s/ feda.
Q Q
Odtud ihned plyne

/ VuVuv + aupdr = fedx pro vSechna ¢ € D(£4),
Q1 1951

tedy
—Au+au=f na Q.

Podrobné viz pozn. 1.14. Ostatni podminky v (5.5) plynou z pfedchoziho.
Existence a jednoznac¢nost feSeni nerovnice (1.7) jsou opét zarudeny obec-
nymi vétami z predchozich kapitol.
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