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UVOD

e mechanika tekutin
e zakladni tlohy teorie pruznych a pruzné plastickych téles

Literatura k pfednésce: (Feistauer et al., 2003), (Feistauer, 1993), (Kurzweil,
1986), (Necas and Hlavacek, 1981)

e Redlné situace, modely, diskretizace, pocitacova realizace
e Piiklad charakterizujici problematiku matematického modelovani (pfed-
néska na konferenci - félie)
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ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY TEKUTIN

2. prednaska

Velic¢iny popisujici proudéni

p hustota

v rychlost
e [ celkova energie
p tlak, atd.

jsou funkcemi prostorovych soufadnic a ¢asu.

f=f(z,t), x=(x1,22,23),1- Cas

r€Q, (CIR®) - oblast vyplnéna tekutinou v case t
t€(0,T), T>0 - casovy interval v némz uvazujeme proudéni
Oznac¢me

M={(z,t);z€Q,te(0,T)} C R*

oblast, v niz je funkce f definovana. Pfedpokladame, ze M je oteviena.

Pozndmka 1.1 Je-li Q; = Q (nezdvisld na case t, pak) je M = Q x (0,7T)
otevrena.

Poznamka 1.2 Zména §2; v Case spojitd = M je oteviena.

Tekutiny maji diskrétni (molekulovou, atomovou) strukturu.
Matematicky model - predpokladame, ze tekutina je kontinuum.

Zakladni hypotéza V kazdém case t € (0,T) v kazdém bodé = € Q se
naléza pravé jedna castice tekutiny.

Zakladni predpoklad Funkce popisujici proudéni jsou nekone¢nékrat spo-
jité diferencovatelné (pozdéji tento predpoklad oslabime).
Poznamka 1.3 Druhy zdkon termodynamiky - za predpokladu dostatecné hlad-
kosti funkei je zdkon splnén.

1.1 Popis proudéni

Uvedeme dvé moznosti popisu proudéni
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1.1.1  Lagrangeuv popis proudéni
Lagrangeuv popis uvazuje pohyb kazdé individudlni ¢astice.
Trajektorie ¢astice je popsana rovnici

x=p(X,t) (1.1.1)

(tj. =y = @i(X,t), i = 1,2,3). X reprezentuje tzv. referenci urcujici ¢éstici.
Obvykle se pouziva jako reference X bod, v némz se ¢astice naléza v Case tg

X = (P(X7 tO)
Nékdy pouzivame detailnéjsi popis trajektorie
x = (X, to; t). (1.1.2)

Pak ovSem
X = so(Xut(h t0)7

za predpokladu, Ze reference jsou identické se souradnicemi ¢éstic v Case tg.

X1, Xo, X3 - Lagrangeovy souradnice

r1,Ta,x3 - Eulerovy soufadnice

Lagrangetv popis ve tvaru 1.1.2 se pouziva, jestlize uvazujeme pohyb c¢asti
tekutiny (piece of fluid) tvofené v kazdém ¢ase ¢ tymiz ¢asticemi a vyplitujici v
¢ase t oblast V(t) C IR®.

Rychlost  a zrychleni  castice dané referenci X jsou definované

. Op Op
a) v(X,t) = 5 (X, 1) < 9t (X, to; t)) (1.1.3)

2 2
b e =520 (= SEMw)

(za pfedpokladu existence derivaci)

1.1.2  Euleriv popis proudéni

Sledovani trajektorie kazdé individudlni ¢astice je (nékdy) nevyhodné a ndkladné
(policejni kontrola rychlosti vozidel). Fuleridv popis je zalozen na uréeni rychlosti
v(z,t) Castice tekutiny prochézejici bodem x v ¢ase t. Vzhledem k (1.1.1) a
(1.1.3) mtizeme psat

v(z,t) = (X,t) = %“: (X,t) kde z = o(X,1).

Za predpokladu
v e CHM)?, (1.1.4)

zrychlent  Céstice prochézejici bodem x v Case t je
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v 2 v
a(x,t) = 5 (x,t) + Zvi(x, t)c')_x (z,1),
i=1 ’

neboli P P D
v v v
a:a+(v~grad)v—§+(’v~V)v—ﬁ

(Pro jednoduchost proménné x a t nepiSeme.)

Poznamka 1.4 Znacime

T
grad [ = (ﬁ ﬁ ﬁ)

8I 1 ’ 8x2 ’ 8x3
o_(0 o 0 B
o ox 1 ’ 8.’E2 ’ 8.’E3
D 0 0
- _ =2 . d= = v
Dt o VBT 5 Ty
‘Materidlni (totdlni) derivace = lokélni drivace + konvektivni derivace’

3
a~b:Zaibi
i=1

Zkusebni otazka| 1.1 Lagrangetv a Eulertv popis proudéni

1.1.3  Prechod od Eulerova k Lagrangeovu popisu

Tento problém je ekvivalentni urceni trajektorii castic tekutiny na zakladé da-
ného rychlostniho pole v(z,t). Trajektorie ¢astice prochézejici bodem X € Qy,
v Case to € (0,7 je dana jako FeSeni pocatecni tlohy

do _ v(x,t), x(tg) = X (1.1.5)
dt
Véta 1.5 Za predpokladu v € C*(M)3 plati:

1. Pro kazdé (X,tg) € M (tedy pro kaZdou poéateéni podminku) md iloha
1.1.5 prdvé jedno mazimdlni feseni @(X,to; t) (definované pro t z intervalu
(ax iy Bx.ty)) (Meze intervalu zdvisi na pocdteéni podmince!).

2. Zobrazeni @ ma spojité parcidlni derivace 1.7ddu podle X1, X, X3, tg, t a

L . 8?2 8?2 . L.
spojité derivace W‘i’ Wg‘?{i, 1=1,2,3, v mnoziné

{(X,to; t); (X,t0) € M, t € (ax,t95 Bx,t0) ]} -

Ditkaz (Kurzweil, 1986) Véta 10.1.1, 11.1.5, 13.1.1 O

Poznamka 1.6 Reseni problému 1.1.5 se nazfvad maximalni, je-li kazdé feseni
tohoto problému jeho restrikci.
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Zkusebni otazka| 1.2 Priechod od Eulerova k Lagrangeovu popisu
I

3. prednaska

1.2 Véta o transportu

Necht funkce F' = F(z,t) : M — IR je Eulerova reprezentace né&jaké veli¢iny
(transportované ¢asticemi tekutiny) a uvazujme systém ¢astic vypliujici omeze-
nou oblast V(t) C Q v ¢ase t. Celkové mnozstvi veli¢iny dané funkci F, ktera
je obsazena v objemu V(t) v ¢ase ¢ je rovno integralu

F(t) = /V(t) Fla,t) dz. (1.2.1)

1.7 F(x,t) := p(x,t) - hustota

mV(t), ) = /v(t) o2, 1) da. (1.2.2)

m(V(t),t) - hmotnost tekutiny v objemu V()

V dalsim nas bude zajimat okamzita zména F' v zavislosti na Case, tj. Casova
derivace
dF(t d
dr(t) =— F(z,t)dz. (1.2.3)
dt dt Jy
1.8 Zakon zachovani hmotnosti (ZZH) (Hmotnost m objemu tekutiny
V(t) nezévisi na Case t.)
Tedy

dm(V(t),t) d B

Ukazeme, Ze plati (viz véta o trasportu (pozdéji))

dF@)  d - oF .
AU dt/v(t) F(x,t)dac/(t) [(%(x,t)+d1v(Fv)(x,t) de  (1.2.4)

£~ Oz,

(3

3
kde divo=Y v
=1

1.9 S vyuzitim tohoto vztahu lze zdkon zachovani hmotnosti vyjadrit
jako tzv. rovnici kontinuity (F := p)

R.K. % + div(pv) =0, v — rychlost
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Problém je, Ze v (1.2.4) nemtzeme piimo pouzit vétu o zdméné derivace a
integralu, nebot oblast pres kterou integrujeme také zévisi na c¢ase. Proto po-
uzijeme nejprve vhodnou substituci, kterou se oblast zavisejici na case prevede
na oblast, ktera jiz na Case nezavisi. A potom jiz provedeme zaménu derivace a
integralu. Predpokladejme

F e CY M)
v € CHM)
¢ = @(X, to; t)

3

- je Teseni
dx
— =wv(x,t), z(ty) = X.
L — (), alto)
o definuje zménu oblasti V(t) v zavislosti na ¢ase t. Necht ¢ je libovolny, ale

pevny casovy okamzik a
V(to) C Q,

Pak
V(t) = {p(X, to; 1); X € V(to)}

(za predpokladu, ze p(X, to; t) je definované pro kazdé X € V(to)).
Oznacme J(X,t) Jacobian zobrazeni

V(ty) 2 X — p(X,to; t) € V(t) :
dp1 Op1 Oy

00X, 0Xsy 0Xs3
Dp(X, to; t) Opa  Opa  Opa
X, t) = det——————= = det X, to; t). 1.2.
J( Y ) € DX € 6X17 6X2’ 8X3 ( 0 ) ( 5)
Ops  Op3 O3
8X1’ (“)Xg’ 8X3

Lemma 1.10 Necht to € (0,T), V(to) je omezend oblast a necht V(to) C .
Pak exisuje interval (t1,t2) D to tak, Ze

a) zobrazeni ‘ V(tg) 3 X — = = @(X,to; t) € V(t)’ je spojité diferencova-
telné, vzdjemné jednoznacné zobrazeni V(to) na V(t) s Jacobianem (1.2.5), ktery
je spojity a omezeny a splriuje podminku:

J(X,t) >0 VX e V(t()), vVt € (thtg)

b) plati
oJ .
E(X’t) = J(X,t)div v(z,t)
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Dukaz (technicky, podrobnosti viz (Feistauer, 1993) strana 27, Lemma 1.4.5)

Ad a)

Podle véty o lokdlni jednoznacnosti feseni problému (1.1.5) (viz (Kurzweil,
1986), véta 10.11) existuje e > 0 = Vt € [tg — &,tg + €] zobrazeni ‘V(ty)
X — z € V(t) je vzédjemné jednoznacné

Jeho spojita diferencovatelnost plyne ze spojité diferencovatelnosti feseni pro-
blému 1.1.5. Dale

0X, 98X, 0X,
8X17 an’ an 1’ 07 0
90Xy 0Xsy 0Xo
X, 90X, 0X3
0X5 0X3 0X3 0,0,1
90X, 0Xs' 0X;

=det|0,1,0 | =1>0

L,D(X,t()) =X = J(X,to) = det

J je spojity. Proto 3 (t1,t2) C (to—¢,to+¢) == J je kladny a omezeny na (¢, t3).

Ad b)
Pti vypoctu derivace %—{, uvazujeme determinant J(X,t) jako funkci 9 pro-

ménnych.
— [ O¢1 I3
JX ) =J —~—,..., =
(X,1) <8X1’ T 0X3
Jacobian J(X,t) vyjadiime rozvojem podle i-tého fadku, i€ {1,2,3}

Z a% Dij(X, 1)

kde D;;(X,t) je algebraicky doplnék prvku gﬁj’

Dyj(X, 1) nezavisi na 5%+ tale aj’gg (X,t) =0
o(5%)

Protoze J(X,t) je linearni kombinace prvki

op,

s koeficienty D;;, i,5 =1,2,3
plati
aJ
0(5%)

Pak

_ 2p,
o1 o OR) (e
ot £ a(@%) o 79X, 0t
1,j=1 X 7,7=1
zadména poradi derivaci 3

@%
= Z Y ataX Z D =%,

1,7=1
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2 dv; O
:ZD”aX Z ”Zaxkaxk

1,7=1 i,j=1
Sy eyl
al‘k an i
i=1 k=1 Jj=1
3
81}1 3§0k 31)1 8‘Pk
- D; D
Z ! 8£Uk 0X ] Z 8xkz
i=1 | k=t j=1
3 3
0v; O, 0
= I = =
> oo 0 JZ Jdivv

Véta 1.11 (o transportu)
Necht tg € (0,T), V(to) je omezend oblast a necht V(tg) C Q. @ definuje
zménu oblasti V(to) v case, ¢ necht ma vlastnosti z predchdzejiho lemmatu.

, kde (t1,t2) je zndm. Necht F = F(X,t) md spojité
a omezen€ derivace pruniho fadu na mnoziné {(x,t);t € (t1,t2),x € V(t)}
Pak Yt € (t1,t2) existuje konecnd derivace

%/F(m,t)dm: / {%ﬁ(x t) + div (F'v)(xt)] dx

V(t) V(t)

4. prednaska

Dukaz Véta o substituci

d OF Op; .
5 | Fltyde=— / o(X, to; 1), 1) J(X,t)dX = / Z 9, o J+ FJdive| dX
V(1) v<to> V(to)

OF OF OF ) oF .
= / s + oz, v+ Fdive| JdX = / E+VF v+F divo de = / E—&—dlv(Fv) dx
V(to) = V(1) V()

O
1.12 div(Fv) = VF - v + Fdivv

Zkusebni otazka| 1.3 Véta o transportu
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Poznamka 1.13 Aplikaci Greenovy véty dostdvame

d oF
a / Fla,t) de = / O (.t o+ / (Fo)(x,t) - n(t) dS
V(t) V(t) ov(t)
okamzita zména rychlost zmény F tok veli¢iny hranici

Posledni integral vyjadiuje tok veli¢iny F hranici. Je to dusledek zavislosti V(t)
na t.

Nyni jiz muzeme odvodit matematické formulace zékladnich fyzikalnich za-
konu. ZZH - zdkon zachovani hmotnosti, ZZHy - zdkon zachovani hybnosti, ZZE
- zédkon zachovéani energie a ZZMH - zakon zachovani momentu hybnosti. Ze
kterych odvodime zakladni diferencidlni rovnice mechaniky tekutin. R.K. - rov-
nice kontinuity, N.S. - pohybové (Navier-Stokesovy) rovnice, R.E. - rovnice pro
energii a ze ZZMH plyne symetrie tenzoru napéti.

1.3 Rovnice kontiniuty

Hustota tekutiny je funkce
p:M={(z,t);t € (0,T),z € Q} — (0,00)

pomoci které muzeme vyjadfit hmotnost m(V; t) tekutiny v libovolné oblasti
Y CQ

m(V; t) = /p(m,t) dx
%
Necht’ p € CY(M) a v € CH(M)3. A déle uvazujme libovolny ¢as ty € (0,7) a
pohybujici se ¢ast tekutiny tvorenou v kazdém ¢asovém okamziku tymiz casti-
cemi a vypliiujici v éase o omezenou oblast V C V C Q, zvanou kontrolni objem.
Symbolem V() oznaé¢ime oblast vyplnénou témito ¢asticemi v ¢ase ¢ € (L1, t2),
kde (t1,t2) je interval obsahujici ¢¢ s vlastnostmi z lemmatu 1.10
Plati tedy V(tp) =V a podminky a)-b) z lemmatu 1.10 jsou splnény.

Zdkon zachovdni hmotnosti:
Hmotnost objemu tekutiny V(t) nezdvisi na case t.

dm(V(t); t)

= t t1,t
at 0 € (t1,t2)

Pouzitim véty o transportu dostavame

d B dp . B
& oty = / 1% ,1) + div(pw) (. 1) dr = 0
V(t) V(t)

Dosazenim t := t( a vyuzitim toho, ze V(to) = V dostdvame
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/[%(%to) +div(pv)(x,tg)]dr =0
v

pro libovolné ¢y € (0,7T) a libovolny kontrolni objem V v {2,
Ze spojitosti integrandu plyne (viz nasledujici lemma)
0
2 (@, t0) + div(pv)(x,t0) = 0
pro libovolné tg € (0,7). PiSeme-li ¢ misto ¢y dostavame
rovnice kontinuity
ap .
% +div(pv) =0 te(0,7), ze (1.3.1)
Lemma 1.14 Necht’ Q C IR® je oteviend mnoZina, f € C()
Pak f =0 v Q< [ fdz =0 pro kaZdou otevienou mnoZiny V C V C
\%

Dukaz

— to je zfejmé, pokud f =0 pak samoziejmé [ fdr=0 VV CQ
\%
<= Postupujme sporem

[fdz=0 YVCVCQ & Fzg€ = f(xg) >0

%

Ze spojitosti f plyne, ze IU(zg) :: f(x) >0 Vo € U(xp)

Pak ovSem [ fdz >0 a to je spor O
U((Lo)

1.3.1 Jin€ tvary rovnice kontinuity

Dp
Dt

ap
ot

ap

5t +div(pv) =

+Vp- v+ pdive = + pdivv

D
D—f—i—pdivvzo

Proudéni muzeme rozdélit do nékolika skupin-stacionarni, nestacionarni, stlaci-
telné, nestlacitelné
Poznamka 1.15 Stacionarni proudéni, tedy % = 0. Rovnice kontinuity ma

tedy nasledujici tvar
div(pv) =0

Poznamka 1.16 Nestlacitelné proudéni, tedy p = konst. Rovnice kontinuity
pro nestlacitelné proudéni ma tvar

divo =0

Zkusebni otazka| 1.4 Odvozeni rovnice kontinuity
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1.4 Pohybové rovnice
Jsou odvozeny ze zdkona zachovdni hybnosti: Okamzit zména (Casové derivace)
celkové hybnosti objemu tekutiny tvoreného v kazdém casovém okamziku tymiz
Casticemi a vypliiujiciho v ¢ase ¢ objem V(t) je rovna sile pusobici na V(t).
Necht’ p € C1(M), v € CY(M)3. Celkova hybnost objemu tekutiny V(¢) je
déna

HOW: )= [ (po)(a.t)ds

V(t)

Oznacéime-li F(V(t)) silu ptsobici na objem V(t), lze zdkon zachovani hybnosti
zapsat

77Hy : T':f(wt);t), t € (t1, ta).

Aplikaci véty o transportu dostdvame

0
[ [5ooen +diviouv)e.n)] do = F vt ),
V(t)
i = 172537 te (tlat2>-
Vezmeme-li v vahu, ze to € (0,7') je libovolny casovy okamzik a V(tg) =
YV CV C Q, kde V je libovolny kontrolni objem, dostaneme zakon zachovani
hybnosti ve tvaru, kde piseme ¢ misto tg :

0
/ [E(pvi)(x,t) + div (pvi'v)(x,t)] de = F;(V;t), (1.4.1)
v
i=1,2,3, pro libovolné ¢t € (0,7T)

a pro libovolny kontrolni objem V v €.

Vektor F(V;t) se slozkami F;(V;t) oznacuje silu pusobici na objem V v ¢ase t.
Abychom mohli prepsat (1.4.1) ve tvaru diferencidlni rovnice, je tieba vyja-
diit vektor F(V;t) v integrdlnim tvaru.
Sily v tekutinach délime podle jejich charakteru na objemové a plosné.

1.4.1 Objemovd sila

Objemovd sila (také nazyvand vnéjsi sila, nebot je obvykle zpisobena vnéjsimi
vlivy) F,(V;t) piisobici v ¢ase t na ¢astice obsazené v kontrolnim objemu V C
V C Q, jako napft. gravitace, elektromagneticka nebo elektrostaticka sila, je
vyjadfena svou hustotou (vztaZenou na jednotku hmotnosti) f € C1(M)3:

F,(Vit) = /V(pf)(x7t) dx. (1.4.2)

1.17 Gravitacni sila f = (0,0,—g) ¢— gravitaéni konstanta
Poznamka 1.18 Gravitacni sila je potencidlni, t.j. existuje jeji potencidl U €
CYM) :: f = VU (U = —gu3). Potencialni sily se nékdy nazyvaji konzerva-
tivni.
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1.4.2 Plosna sila

Plosna sila (nebo také vnitini, protoZe vyplyvaji z vnitini interakce mezi objemy)
Fs(V; t), predstavuje piisobeni tekutiny vné oblasti V v ¢ase t na kontrolni objem
V a je vyjadiena vektorem napéti T'(z,t,n).

Fs(Vit) = /T(m, t,n(z))dS (1.4.3)
oV

Kde n(z) je jednotkovad vnéjsi normdla k 9V v bodé z. Predpokladame, ze T €
C(M x 81)3, kde S; je povrch jednotkové koule s centrem v pocatku

1.19 Tlakova sila

T(x,t,n) = —p(x,t) n — hustota tlakové sily

F(Vit) =— [ p(z,t)n(z)dS
/

kde p je tlak
Vektor-p(z, t) n(z), vyjadiujici hustotu tlakové sily, je ortogonalni k p(z, t) n(z),
v kazdém bodé z € 9V a jeho tecna slozka k dV je nulova

1.4.3 Eulerovy rovnice

V tekutinéch je stfedni volna draha podstatné vétsi a mezimolekularni sily mensi
nez v télesech. Tato vlastnost zpiisobuje, Ze tekutiny maji relativné malou odol-
nost proti sildm zpiisobujici zménu jejich tvaru. Tato vlastnost se nazyva vazkost.
Vazké sily zmensuji rozdil rychlosti mezi tekutinou a okolim. To pfipomina tf¥eni
a proto se nékdy setkdvame s oznacenim wvnitrni treni. Ttecl sily zptusobuji ulpi-
vani tekutin na sténach kolem proudici tekutiny.

casto je vazkost tak mald, Ze ji zanedbavame. Pak mluvime o modelu nevazkého
proudéni (jak ukazuji experimenty, kazda tekutina ma néjakou vazkost; proto je
pojem nevazkého proudéni pouze idealizaci)

Uvazujme nevazké proudéni. To znamend, Ze neuvazujeme vnitini tf¥eni a pred-
pokladame, ze vzajemné interakce mezi objemy je ddna pouze tlakovou silou.
Celkova sila piisobici na kontrolni objem V' v Case t je tvaru

Fvi0 = [pe0de [ pwonis) ds
% oV
1.4.3.1 Konzervativni tvar Necht p € C1(M). Pouzitim Greenovy véty dosté-
vame
FVit)= [(0f - Vo)) ds
%
V tomto pripadé zni ZZHy
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0 0
E(pvi)—i_div(pviv):pfi_afj i:172737 tE(O,T)7

13

.’IJEQt

Tyto rovnice se nazyvaji Fulerovymi rovnicemi pohybu, zapsané v divergentnim

(nebo konzervativnim) tvaru.

1.4.3.2  Konwvektivni tvar Aplikaci véty o transportu jednoduse odvodime kon-

vektivni tvar Eulerovych rovnic

dp

o 0 o
8.%1'

Pt TV
=0 « R.K.

+v;div(pv) +Vo; - (pv) =p fi —

i i 1 .
Ov +Zvjafy:fi**ap‘, i=1,2,3

t.j.

Eulerovy rovnice v konvektivnim tvaru

Poznamka 1.20 Nestlacitelné Eulerovy rovnice

p=0

R.K. divo =0
ER. Z+(v-V)v=f-Vp

kde p := % je systém 4 rovnic o 4 neznamych (f je dana)

Poznamka 1.21 miZeme psat

kde
Oovy Ovp Ov

Oy 0wy’ Oy
Ovy  Ovy Ovg
Ory’ Oy’ Oy
87]3 (%3 87}3
Oy 0wy’ Oy
t.j. aplikujeme operator V také na vektor

1.22 Tlak na dno nadoby

Vv =

5. prednaska
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1.5 Tenzor napé&ti
Celkova povrchova sila ptisobici v ¢ase ¢ na kontrolni objem V z vnéjsku, ma
tvar F,(V; t) = [ T(x,t,n(z))dS

%
Vektor napéti T = T'(x,t,n(x)) zavisi na bodé x, ¢ase t a vnéjsi jednotkové
normale n(z) k 9V v bodé x (t.j. T zavisi na orientaci povrchu 0V). Podle
Newtonova t¥etiho zdkona, tekutina piisobi na povrch 9V z opa¢ného sméru (t.j
z vnittku V) silou —F(V; t). Tedy

T(l’, t, TL({E)) = —T((E, t, _n(x))

Vektor napéti T' mize byt vyjadien pomoci jeho vlastnich hodnot pro jisté nor-
maly. Zvolme normaly rovnobézné k souradnicovym osam a polozme

Tji:Ti(fE,t,ej), i,j:1,273

1 0 0
er=10],ea=11],e3=10
0 0 1

Veli¢iny 7j;(x,t), i,j = 1,2,3 se nazyvaji proky tenzoru napéti.

Prvky 7, i = 1,2,3 se nazyvajl normalovd napéti, a prvky i, @ # 4, 4,j =
1,2, 3 se nazyvaji tecnd napéti.

Poznamka 1.23 Uvazujme dva cartézské systémy soufadnic x1, x2, x3 a 7, 5, T3
v IR3. Tranformace od z; k 7 je ddna vztahem

r*=Ax+c*

kde
xy x1
= a5, z=| 29
xy x3

a A = (ay;)3;_, je ortonormélni matice. CoZ znamené, ze
AAT =1 (1.5.4)

kde I znaci jednotkovou matici.
Veli¢ina reprezentovand prvky b = (b1, b, b3)T € IR? se nazyva tenzor pruniho
radu nebo vektor, v trasformaci souradného systému 1.5.4 s ortonormalni matici
se b zméni v

b =Ab
Veli¢ina reprezentovand v souradném systému x1, xo, x3 matici 7 = (Tz])? j—1 se
nazyva tenzorem druhého tadu, transformace ji zméni na

T =ATA™' (=ATAT)
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Nyni se zabjvejme vztahem mezi prvky 7j;(x,t) a vektorem T'(z,t,n(x)). Uka-
zeme, ze plati

Ti(x,t,n(x Znﬂ'ﬂxt 1=1,2,3

Pro tento ucel uvazujeme libovolné O C Q, a V =V, kde V), C Q; je ¢tyfstén
OABC (viz obr.)

Znaceni:
n L ABC
(0V)o = ABC
(0V); = AOC
(0V)2 = BOC
(0V); = AOB
[(0V);| — obsah(dV),
[Vi| — objem V,
h — vzalenost pocatku od roviny ABC
plati

@)l = [@V)ol
Val = 51@V)ol b

Napisme nyni ZZHy pro V},

/[8(251) +div(ﬂviv)] (z,t)dx = /(pfi)(x,t) dz + /Ti(x,t,n) ds

vh Vh, 4] Vh

Nagim cilem je ukazat, ze

xtn ZnJTﬂxt an :Utej

tedy

/ Ti(x,t,n)dS :/ {a(gtvz) +div(pwv; v) — pfz} (z,t) dx
Vh

oV,

Fi(x,t)

nyni pfenasobime celou rovnici @] & dostaneme
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1 1
|(8V)0|8V/ Ti(x,t,n)dS = Wy/ﬂ(x,t) dz (1.5.5)

ale
/ T;(x,t,n)dS = / T;(x,t,n)dS+
OVn (OV)o

+ / Ti(x,t,—e1) das dvg — / Ti(x,t,es)dry desg — / T;(x,t,e3) dxy das
(V)4 (9V)2 (V)3
protoze vnéjsi jednotkova normala k (V3,); je —e; a jeSté pouzivdme tieti New-

tontiv zakon
Nyni pokud h — 0 pak

1 / h—0
T;(xz,t,n)dS "= T;(O,t,n)
[(8V)ol
(0V)o
— 1 / ﬂ(x,t,el)d:cg dl‘g h:>0 77117'11'(0,15)
[(8V)ol
(0V)1
_ 1 / E(:I},t,@g) dﬁCl dl‘g h:;O 77127'21'(0,15) (156)
[(8V)ol
(0V)2
*$ / E(IIZ,t,@g) dﬁﬂl dl‘g h:;O 77137'31'(0,15)
[(8V)ol
(V)3
1 /F(x t)dx "=%0
@)l J
h

takze ze vztahu 1.5.5 pro h — 0 dostavame
T;(0,t,n) an 75:(O, t)
O byl libovolny bod, takze muzeme psat O := x € ), a mame
x t, n an TJZ T, t

Zbyva tedy dokazat, ze limity v 1.5.6 jsou spravné
Funkce T;( -, t,n) je spojita (¢ je pevny ¢as a n je konstantni vektor)
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Ye>035>0 VeV, 0<h<d

T;(0,t,n) —e < Ti(z,t,n) < T;(O,t,n) + ¢

Tuto rovnici zintegrujeme pies (0))o a vynasobime V]

1

T,(0,t,n) — € < =5 / T:(0,t,n)dS < T;(O,t,n) + €

@) << gy | BOA IS <TO1m
0

¢ili )
h—0
—_— Ti(x,t,n)dS — T;(O,t,n
v | T (©:8,m)
(9V)o

Zbyvajici vztahy se dokdzou stejnym zpusobem.
Dale

1 1 1 h—0
— [ F@t)de < Z1(0V)o| h M =00
<av>o|/ (@) dr < 155507 31Vl
h

coz vyplyva ze spojitosti funkce Fj(-,t) a kompaktnosti mnoziny V, C Q.
(M nezéavisi na h.)

Poznamka 1.24 Pokud je vektor n rovnobézny s néjakou souradnicovou rovi-
nou, napr. xp, s muzeme pouzit k dikazu stejny postup pro kontrolni objem z
obrazku.

1.6 Pohybové rovnice obecnych tekutin

Piedpokladejme p,v;, 7;; € C*(M) a f; € C(M) (i,j = 1,2,3). Zakon zachovani
hybnosti pak 1ze zapsat

dpvs) | . -
252 4 divtouio)| e = [0 )0 de+ [ S nirmitenas
v v oy J=1
pro kazdé t € (0,T") a libovolny kontrolni objem V v €,

Pouzitim Greenovy véty dostavame pohybové rovnice obecnyjch tekutin v diferen-
cialnim konzervativnim tvaru:

I(pvi)
ot

3
: OTji

wdivlpn) = p fi+ 3 2
i

j=1

i=1,2,3

Coz se da také zapsat jako

%eriv(pv@v) =pf+divT
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1.7 Zakon zachovani momentu hybnosti; symetrie tenzoru napéti
Piedpoklddejme, ze p,v;,7;; € C1(M) and f; € C(M) (i,j = 1,2,3). Podobné
jako vySe uvazujme kontrolni objem V = V(t) tvofeny v kazdém ¢asovém oka-
mziku t € (t1,t2) tymiz éasticemi. Zékon zachovani momentu hybnosti mize byt
formulovan nésledovné:
Okamzitd zména momentu hybnosti objemu tekutiny V(¢) v libovolném case t je
rovna souc¢tu momentt objemovych a povrchovych sil ptisobicich na tento objem.
¢ili
d
7 X (pv)(z,t)de = xxX(p f)(x,t)de+ axT(x,t,n(x))dS (1.7.7)
V(t) V(t) av(t)
D4 se dokazat nasledujici dulezity vysledek

Véta 1.25 Zdkon zachovani momentu hybnosti plati pravée tehdy kdyz je tenzor
napéti T symetricky

6. pfednaska

Dukaz ukazeme, Ze plati

%/xx(pv)(w,t)dxz /xxg(x,t)dfﬂ

V(t) V(t)

kde 5 4
gi(e.t) = 220 0 1) 4 div(p v w) (o)

T2 pU3 — T3 PU2
xx (pv)=| x3pv1 — X1 pU3
T1 PV — T2 PUL

chceme dokéazat, Ze

i / To pU3 — X3 pU2dr =
g 2P V3 3pV2a4T =
V(t)
= / T Apus) +div(puvzv) | — 3 9pvs) +div(pvew) || dx
ot ot
V()
ale
veéta o transportu
d ~~
pr /(a:2pv3—x3pv2)dx =
t
V(t)
= / [W + div(zg pvzv) — W — div(zg pve v)] dx =

V(t)
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= / {(‘?;2 pU3 + T2 8(253) + zo div(puzv) + Vg - pvgv—

_Ozs - O(pw)
ot P2 T

—z3div(pvev) — Vas - puy v} dx =

d(pv
/[vzpvng:vg (p 3)+x2div(pvgv)+pvgv27

ot
V(t)
— V3 pUy — T3 5(,(0;:2) —xz3div(pvev) — pog ’Ug:| do =
0 0
= / |:Z'2 ( (g:s) + div(pvs 'v)> — 3 ( (2:2) + div(p v v))} dx

V(t)
coz jsme chtéli dokazat
Nyni mtzeme zakon zachovani momentu hybnosti zapsat

[lexg@oi= [axon@ods [ oxTetn@)ds
V(t) V(t) aV(t)
Prvni slozka vysledného vektoru je

/(1293*%92)5195: /(902/’f3*!U:%sz)‘m+

V(t) V(t)

tedy
[72(93 — p f3) — 23(92 — p f2)] dx =
V(t)
3 3 3
0 61‘2 8 8])3
:/ sz%Tjg-f—Tng%—ng . Tjgz
Vit) j=1 "7 j=1 J j=1
Z7ZHy ZZHy

3 3

0 0
/$2(93—Pf3—Z%Tj:z)—w:a(gz—sz—Z%sz) dz =
v j=1 "7 j=1 "
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= / (7'23 — 7'32) dx
V(t)
Pouzitim ZZHy
0 = / (7’23 — 7'32) dl‘
V(t)

Protoze kontrolni objem V muze byt zvolen libovolné, vidime, Ze 793 = T33.
Podobné dokazeme rovnosti 7;; = 7;; pro zbyvajici indexy i, j.

Takze tenzor 7 je symetricky. Opac¢nym postupem dokazeme ze symetrie tenzoru
T zéakon zachovani momentu hybnosti. a

1.8 Navier-Stokesovy rovnice

Vztahy mezi tenzorem napéti a ostatnimi veli¢inami popisujicimi proudeéni te-
kutin jsou charakterizovany tzv. rheologickymi rovnicems tekutin. Nejjednodussi
rheologicka rovnice

T =—pl,

popisuje nevazké proudéni. Kde p je tlak a I je jednotkovy tenzor:

1,
I= | o,
0

b

)

)

O = O
—_ o O

)

Vedle tlakovych sil, hraji také roli smykové tteci sily jez jsou diisledkem vazkosts.
Proto v pripadé vazkého proudéni pridavame ke ¢lenu —p1l jesté ¢len 7' popisujici
smykové napéti:

T=—pl+T.

K vyjadieni vazké ¢asti 7' tenzoru napéti, pouzivame Stokesovy postuldty:
1) T=—-pl+T7T".

2) Tenzor 7' je spojitou funkci tenzoru rychlosti deformace,

1 8’[12' ov;
D= ]D)(’U) = (dij)g),jzlﬂ dij = 5 (8$ + axj> ’
j i

ktera nezavisi explicitné na x a t a dalsich fyzikalnich veli¢inach.

3) Tekutina je izotropni médium. To znamend, Ze jeji vlastnosti jsou stejné ve
vSech smeérech.

4) Je-li tenzor rychlosti deformace nulovy, pak na tekutinu pisobi pouze tlakové
sily. ¢ili jestlize D = 0, pak 7 = —p1I.

5) Vztah mezi 7’ a D je linearni.

V matematické feci, mizeme tyto postulaty zapsat takto:
1%) 7T =—pI+T'.
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2%) 7' = f(D), f je spojita.
3*) f je invariantni vzhledem k transformaci soufadnic: S7'S™! = f(SDS™1)
pro kazdou ortonorméalni matici S.

&%) f(0)=0.

5*) Zobrazeni f je linedrni.

Véta 1.26 Za piedpokladi 1%)-5%), ma tenzor napéti nasledugici tvar
T = (—p+ Adivo) [+ 2uD,

ke \, u jsou konstanty nebo skaldarni funkce termodynamickych velicin.

Dikaz Vyuzijeme dvou tvrzeni, které dokazeme pozdéji:

1. divw je rovna souctu vlastnich ¢isel matice D (a tedy je invariantni vzhledem
k trasformaci soufadnic s ortonormalni matici)

2. Libovolna ortonormaélni transformace, transformujici D na diagonalni matici
transformuje také 7’ na diagonalni matici

Uvazujme transformaci souradnic s matici S:: (z = Sz + ¢)

L -1 d117707 0
SDS =|0,d,0
Oa Oa d33
7 tvrzeni 2 plyne
_ -1 ~ Tila 07 0
ST'S =T7'=10,13,0
07 0) 7-53
Stokestv 5. postuldt (linearita f) dava
3 —
7';1‘/ = Zaijdjj (188)
j=1

Uvazujme takovou transformaci souradnic, ze

d;lv_oa 0
SDS™ = | 0, ds3, 0
Oa Oa d22
t.j.
1,0,0
S = 0,0,1
0,-1,0
z 1.8.8 plyne

— / - r -
711’ = a11d11 + 12 dag + 13 dss

Po transformaci
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— / - r -
711 = a11d11 + 12 dsz + 13 das

¢ili
0 = a12(daz — dss) + a13(dss — daz)

Obecné, ale dog # d33, dostavame tedy rovnost
Q12 = (13
a tedy

711’ = aq1 di1 + 12 daa + 13 das
= (011 — a12) d11 + a2 (di1 + daz + ds3)
N——— ~N N——

2= A= divv

Podobné pro i = 2,3
752/ = 2#2 d;2 + )\2 divo

7'53/ = 2,113 dgg + )\3 divoe

tedy

Dale ukazeme, ze
Al =Xy = A3

M1 = p2 = U3

K tomu pouzijeme transformaci soufadnic s nasledujici matici

0,1,0
0,0,1 (zdména proménnych dana permutaci) (;
1,0,0
pred transformaci
7—1/1770’ 0 dlllaioa 0
0, 72’2,_0 =f10, d’zz,_o
0, 0, 72, 0,0, di
po transformaci B B
T3, 0, 0 dys, 0, 0
0, 753,70 =f10, dg3,70
0,0, 71, 0,0, di;

1.Fadek pred trafo. 7], = 2u1di; + \idive
3.fadek po trafo. 7'{1 = 2u3d1; + Asdivo
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méame tedy 0 = 2(u; — p3)di; + (A1 — Az)dive

Piedpokladejme, ze divv # 0, di; = 0 pak A\; = )3
a predpokladdme-li d1; #0 = p1 = ps
Podobné dostaneme (11 = po a A\p = Ay

T' = 2uD + Adivel
A na zavér se vratme k tenzortm 7' a D
T' = 2uD + \divol

Nyni dokazme tvrzeni ze zacatku dikazu. Tvrzeni 1. divo je rovna souctu vlast-
nich ¢isel matice D (a tedy je invariantni vzhledem k trasformaci soufadnic s
ortonormélni matici)

3
Ukazeme tedy, ze divo = > A\, A\; — vlastni ¢isla maticeD
i=1

A_dlh )
det(AI — D) = det s A — daa,
) 7)‘7d33

3
=[N = dii) + aoX + a1 = A + N2dive + boA + by
=1

kde d;; = 9%.

Na druhou sicranu, ale plati

detOAT=D) = A =A) (A =X2) A= A3) = X3+ X2\ 4+ do 4+ X3) FcoA + 1
D a SDS~! maji stejna vlastni ¢isla (podobné matice maji stejné ¢isla)
detA\T-SD S 1) = det(ASTS '—SDS ™) = det(S (A\I-D) §~') = det(AI-D)

Tvrzeni 2. Libovolna ortonormélni transformace, transformujici D na diagonalni
matici transformuje také 7’ na diagonalni matici. Pfedpokladejme proto

B d;la _ ~ o
D= , dag, =SDS
’ ad33

1

polozme 7' = ST'S  aoznatme T;-/j hodnoty vstupujici do matice 7’. Z pfed-
pokladi na invarianci f mame

7' = f(D)

Ukézeme, ze 7' je diagonalni matice. UvaZzujme ortonormalni matici
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(Vynasobeni touto matici zleva (nebo zprava) zméni znaménka poslednich dvou
radkd (nebo posl. dvou sloupcti))

pred
7 7 7 B
T11> T125 T13 d117
/ ! / —
To1s Tazs Tag | = f , daa,
/ ! /
T31s T125 733
po
7 7 7 B
T110 —T12> —T13 diy, >
! / / —
—Ta15 To2y Ta3 =f , daa,

! ! !
—T315 T2y T33 ) , d33

Porovnénim vysledku se vstupnimi hodnotami matice 77, dostavame —7i5’ =

712, takZe 715" = 0, podobné 773" = 0, 731" = 0,73;" = 0. Analogicky, s vyuzZitim
nasledujici matice

_1a )
S - b) 17
9 ) -1
méame, Ze 713’ = 0 = 73¢’. ¢ili
=/
T11 )
T/ — /
T = , T22
=/
9 , 733

O
7. prednaska

Pokud tenzor napéti zavisi linedrné na tenzoru rychlosti deformace jako v
predchazejici vété, pak tekutinu nazyvame Newtonovskou, coz je priklad plyni.

v 7 . v 2 . .
Piedpokladejme, ze p € C*(M) a %} a 82;; € CM), i,j =1,2,3 a
dosazenim vztahu

T = (—p+ Adivo)[ 4 2uD
do rovnic obecnych tekutin, dostaneme tzv. Navier-Stokesovy rovnice

%tv) +div(pv®@v) =p f — Vp+ V(Adive) + div(2uD) (1.8.9)
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1.8.1 Vlastnosti koeficienti vazkosti

1 a X jsou prvni a druhy koeficient vazkosti, p je také nazyvan dynamickou
viskozitou. V kineticé teorii plynti je odvozena podminka

£>0, 3\+21>0

Pro jednoatomové plyny plati 3A+2u = 0. Tato podminka je vétSinou pouzivana

vvvvv

Poznamka 1.27 Rovnost 3\ + 2u = 0 je odvozena za predpokladu, Ze vztah

3
—3p = Z Aii
i=1
plati pro nevazké proudéni, je také splnéna v piipadé vazkého proudéni. Pak
3
—3p = A = —=3p+3\divo + 2udive
i=1
3 1 81},‘ 8’1)]‘

L=l = 5(6‘% 8@)

Koeficienty vazkosti mohou byt funkcemi termodynamickych velicin. Nejjas-
néjsi je zavislost na absolutni teploté. ¢asto pouzivand Sutherlandova formule

T= (—p + )\diV’U)H + QM]D) (d”)

61@3/2
p= O+ ¢y

je odvozena v kinetické teorii plynt. (Zde ¢; a co jsou konstanty zavisejici na
tekutiné.)

1.8.2  Reynoldsovo cislo

Ve zkoumaéni vazkych proudéni je dilezité bezrozmérné Reynoldsovo cislo. Je
definovano takto

M*
kde U~ je charakteristicka rychlost, L* charakteristickd délka, p* charakteristicka
hustota a p* charakteristickd vazkost. Vlastnosti proudéni jsou rtizné pro malé
Reynoldsovo ¢islo (lamindrni proudéni) a velké Reynoldsovo ¢islo (turbulentni
proudéni). Reynoldsovo ¢islo je dulezité pii porovnavani proudéni.

Re

1.8.3  Rizné tvary Navier-Stokesoviych rovnic

Za predpokladu D = %(g; + g—;’z) mohou byt Navier-Stokesovy rovnice zapsany
ve tvaru (pokud p a v jsou dostateéné regularni a spliuji rovnici kontinuity a
koeficienty vazkosti p a A jsou konstanty)
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3
. o . o Z 0 l 8’()1‘ 811]' -
A Bl = v = 2Mj:1 Oz <2 (3xj * 31’1)) B

3 3
82’02' 0 3’Uj 0
= — = uAw;
MZ 8%2- * 8$1 X 81‘]‘ pay Jr'ua.%'i
j=1 J j=1

divy

pak mtizeme 1.8.9 zapsat ve tvaru

d(pv . .

% +divipv®v) =pf — Vp+ pAv + (A + p)Vdive
kde p >0, 3A+2u>0=\> f%,utedqur)\Z %u
1 je dynamicky koeficient vazkosti a n = p+ A je tzv. bulk vazkost. Pokud polo-
zime \ = —%,u, pak n = %,u. Ve vazkych plynech >0, n >0
Nakonec s vyuzitim rovnice kontinuity, mizeme vyjadrit Navier-Stokesovy rov-
nice v nekonzervativnim tvaru

13}
p[a—;}+(v~A)v] =pf—Vp+ pAv+ (u+ \)Vdive

nestlacitelné, vazké proudéni

%Jr('er)v:fprJruAv
kde
pi= }—7, v= L -kinematicky koeficient vazkosti
p

Stacionarni Stokes:

dive =0
—vAv+Vp=f
Stacionarni Navier-Stokes:
dive =0

—vAv+ (v-A)v+Vp=f
8. prednaska

1.9 Prace a vykon

Vime, ze konstantni sila ptisobici na hmotné ¢astice pohybujici se po pfimce, kona
praci, ktera je rovna soucinu sily a drahy. Obecné, poukud se Castice pohybuji
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po kiivce @(zt, #?) spojujici body #! a 22 vlivem (obecné nekonstantni) sily F,
je prace definovana jako integral

/ F.as
Pt 02)

kde je jednotkovy te¢ny vektor ke kiivce @(xt, 2?). Coz znamend, 7e silové pole
F = F(x,t) plisobici na ¢astice tekutiny, jejihz trajektorie je ddna rovnici

€T = QO(X,t)

predstavuje béhem ¢asového intervalu [to, t] praci

A(t):/F(cp(X,T),T)-aa—f(X,T) dT:/F(QD(X,T),T)-'v(cp(X,T),T)dT

Vykon je definovan jako ¢asové derivace préce t.j.

() = 220 _ po(x,0).1) - v(e(x.0).)

Takze vykon sily F' ptisobici na castici v bodé z a case t je roven
W(z,t) = F(z,t) - v(z,t)

1.10 Rovnice energie

Pripomenme, Ze vykon sily F' ptuisobici na ¢astici v bodé = a case t je
W(z,t) = F(x,t) - v(z,t).

Stejné jako v predchozim uvazujeme ¢ast tekutiny reprezentovanou kontrolnim
objemem V(t). Zékon zachovani energie mizeme vyslovit nasledovné: OkamZita
zména (Casovd derivace) cekové energie objemu tekutiny tvoteného v kaZdém
casovém okamziku tymiZ Casticemi a vypliujiho objem V(t) v case tje rovna
souctu vgkonu objemovych a povrchovich sil a mnozstvi tepla dodaneho systému.

Znacime E(V(t)) celkova energie objemu tekutiny V(t) a Q(V(t)) je mnozstvi
tepla pfedaného objemu V(t) v ¢ase t. Vezmeme-li do ivahy charakter vnéjsich
a vnitinich sil pisobicich na oblast V(t), vyjadifeny hustotou f objemovych sil
a tenzorem napéti T', dostaneme rovnost vyjadiujici zakon zachovani energie:

d

Gevw = [ P05 ) ) de
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+/ T(z,t,n(z)) v(z,t)dS +QV(t)).
aV(t)

Dale mtizeme psat

&) Q1) = /v P o) e~ / a(e, 1) - n(z) dS.

aV(t)

Kde E je celkovd energie, e je specifickd vnitini energie (t.j. na jednotku hmot-
nosti) |v|?/2 je hustota kinetické energie, q reprezentuje hustotu tepelnych zdrojti
(vztazeny na jednotku hmotnosti) a q je tepelny tok. Déle plati Fourierdiv zd-
kon,

q= —k grad®,

kde k koeficient tepelné vodivosti a 6 je absolutni teplota. Z druhého zakona
termodynamiky (viz pozdé&ji) lze dokdzat k > 0. Experimenty ukazuji, ze k je
funkce absolutni teploty: k = k(f). ¢asto pfedpokladame, Ze k je konstanta.
Dosazenim predchozich vztaht do rovnosti reprezentujici ZZE, dostaneme
d

— E(x,t)dx

= / p(I,t)f(JE,t) : ’U(:L',t) dx
V(t)

i /av(t) > mile,t)ny(x) vi(x, 1) dS

ij=1
+ / o, £)g(a, 1) dar — / alz, ) - n(z) dS.
V(t) ov(t)

Stejné jako v predchozim predpokladdme hladkost funkci popisujici proudéni.
Tedy p, u, vi, Tij, i € C1Y(M), a fi, g € C(M) (i, j = 1,2,3). Pouzitim véty o
transportu, Greenovy véty a lemma 1.14, odvodime rovnici energie zapsanou v
konzervativnim tvaru:

or .
e + div(Ew)

=pf-v+div(7v) + pg — diva.
Pro Newtonovskou tekutinu mame
OF

N + div(Ev) = pf - v — div(pv) + div(Av divw)
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+ div(2uD(v)v) + pq — divgq.

Systém rovnic tvoreny R.K., N.S., R.E. tvofi tzv. uplny systém rovnic Newto-
nouvské tekutiny.

1.10.1 Termodynamické vztahy

Abychom doplnili systém zakont zachovani, musime ptidat dalsi vztahy odvozené
z termodynamiky.

rovnice neznamé
R.K. 1 P, U1, 02,3
N.S. 3 P, V1,V2,03 P
RE. 1 e, U1,V2,03,p,0
5 7
Absolutni teplota 6, hustota p a tlak p se nazyvaji stavovymi velicinams.
Vsechny tyto veli¢iny jsou kladné funkce. Plyn je charakterizovan stavovou rov-
nici
p=1p(p,0) (6. rovnice)
a vztahem
e=-¢e(p,0) (7. rovnice).
¢asto uvazujeme tzv. dokonaly plyn (také nazyvany idedlni plyn) jehoz stavové
veli¢ny spliiuji stavovou rovnici ve tvaru
SR p=R0Op.
R > 0 je plynovd konstanta, kterou lze vyjadrit ve tvaru
R =cp —cy,

kde ¢, a ¢, je specifické teplo pri konstantnim tlaku a specifické teplo pri kon-
stantnim objemu. Z experimentl vime, Ze ¢, > c,, tedy R > 0. Uvazujeme o
¢p a ¢, jako o konstantéch, coz je pfedpoklad pro perfektni plyn. Experimenty
ukazuji, ze to plati pro relativné velky rozsah teplot. Veli¢ina
c
y="L>1
Cy
se nazyva Poissonova adiabatickd konstanta. Napt. pro vzduch v = 1.4
Vnitini energie pro perfektni plyn je
V.E. e =c,0.
¢ili,
e=cfl—RO=h—"L
kde p
h=c,0
je enthalpie.
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1.10.2  Entropie

Jedna z dilezitych termodynamickych veli¢in je entropie S, definovand vztahem
0dS = de+ pdV,

kde V' = 1/p je tzv. specificky objem. Tato rovnost je odvozena z termodynamiky
za predpokladu, Ze vnitini energie je funkce S a V : e = e(S,V), coz vysvétluje
diferencialy v definici entropie.

Véta 1.28 Pro perfektni plyn mdme

S =c¢,In p/pov + konst

(p/po)

6/,
W + kOnSt 5

kde py a po jsou pevné hodnoty tlaku a hustoty a 6y = po/(Rpo)-

= ¢y In

Dukaz Vime, Ze
dS =d(?) = S =7+ konst

tedy
de 1pdp  df dp
ds 7 7 o vy Rp
9 )] =t I g
=cy |dIn|{ — | —(y—1)dIn | — = cCpd |In ———
[ (90) =1 <P0 (p/po)r—1
coz dava
P /Po
S:cvlniol: Uln%:cvlnp/i
(p/po)’~ (p/po)r~ (p/po)?

d

Pokud je proudéni reverzibilni proces coz znamenad, ze systém je v kazdém c¢aso-
vém okamziku v rovnovaze s okolnim médiem, potom plati proni zdakon termo-
dynamiky

0Q =de +pdV,°

kde dQ elementérni teplo (vztazené na jednotku hmotnosti). ZNamend to, Ze
teplo dodané systému je rovno souctu prirtstku vnitini energie a elementarni
prace vykonané tlakovou silou. Z tohoto a definice entropie dostavame

oQ
ds =—.
0
OPouzivame symbol §Q protoze pienos elemntarniho tepla zavisi na zptsobu piechodu sys-
tému z jednoho stavu do druhého, proto neni mozné pouzit diferencidl dQ. V teoretické ter-
modynamice je 6Q Pfaff-1 formou a je jeho integrac¢ni faktor.
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1.10.3 Druhy termodynamicky zdakon

V irreversibilnim procesu, rovnost

obecné neplati a je nahrazena nerovnosti

6@
ds > —=*
S—G

nazyvanou druhy termodynamicky zakon. Pro systém tvoreny ¢asticemi, které v
Case t vypliuji objem V(t) vyslovujem druhy termodynamicky zékon ve tvaru

— p(x,t) S(z,t)dx
i o P 8D

p(z,t)q(z,t) - q(z,t) - n(z)
- /V(t) 0(z,t) ! /Z9V(t) 45,

kde ¢ a q znaci hustotu tepelnych zdroju a tepelny tok. Leva strana strana
popisuje okamzitou zménu entropie v objemu V(t) a prvni a druhy integral na
pravé strané se nazyvaji entropy production a entropy flux. Necht p, 6, v;, q; €
CY(M), q, fi € C(M),i = 1,2,3. Pouzitim rovnice kontinuity a rovnice o
trasportu, dostaneme nerovnost

7r 2~ (5):

9. prednaska

0dS = de +pdV definice entropie S
0Q =de+pdV L.ZT
ds > % I1.ZT
DS Pq . q
— > = 1L.ZT
Por =g W (9)

matematicky formulovana entropickd nerovnost

Ukézeme (za predpokladu, Ze veli¢iny popisujici proudéni jsou dostatecné
hladké), ze IL.ZT (entropickd nerovnost) je splnén pro perfektni plyn. Dikaz je
disledkem entropickeho tvaru energetické rovnice. Ukazme nejdiie rozptylovy a
teplotni tvar.
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1.10.4  Rozptylovy tvar rovnice energie

Rovnice energie lze zapsat (pozn. E = p(e + 3|v|?))
D(e + Lv|?
(#;H) =pf -v+div(7v)+ pqg—divg

Na zakladé rovnice kontinuity 1ze Navier-Stokesovy rovnice zapsat v konvektiv-
nim tvaru

ov .
(E—F(v V)v) =pf +divT
—_—————
DU
Dt
Vyndésobime-li tuto rovnici skaldrnim sou¢inem s v dostaneme (pozn. DD—? Sv =
1 D"U‘2 )
27Dt )
1D
Py l|;;| =pf-v4+(divT)- v
Po odecteni mame
De . . .
P D = div(T v) = (divT) - v + pg — divq

=T -Vv+pg—divg

protoze
L) > 0 O,
CEEE WO DS (”ia—m # 0t
=1 ig=1 i
)
:ZwZ;r Tji + Z Tﬂ - =v-divT +7 - Vo
i=1  j=1 L ij=1 J
——
(divT);
Déle
T - Vv = [(—p + Adivv)I + 2uD] - Vv
tedy
Ovy  Ovy 6
G0N [ g
— ov2 2 OvU2 — 3
—pI-Vo=|0,-p,0 gﬁl , % ‘3? = —pdivv
— vy 0Jvz JvU3
0’ O, p Oxq? Oxg’ Oxs
Adive,0,0\ [ 92,54, 5%
AdivoI- Vo = | 0,Adive,0 | [ 522, 5t Jez | — ) (dive)?
0,0, A dive Qug Jug Qv

811 ? 812 ’ 81123

1
2up- Vo =2uD-D (D= (Vo+ (Vo)1)
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a jiz mizeme zapsat rovnici energie v rozptylovém tvaru

De

P o = —pdive + A(divv)? 4+ 2uD - D+ pg — divg

Velicina
D(v) = A\(divw)? 4 2uD - D
se nazyva disipace
1.29 Dokazte, ze za predpokladu

w>0,3\+2u>0

disipace spliiuje D(v) >0
Navod:

kde piseme /;; = 9%, i,j=1,2,3

> —pd[(lin — l22)?* + (Iin — 133)* + (22 — 133)?]

| =

kde jsme pouzili

3 3 3
3 (ly+ 1) =12 1 +3 (i + ;i)
i i=1

i#]

1
a2+b2+02—abfacfbc:5[(a7b)2+(a70)2+(b70)2]

1.10.5  Teplotnt tvar rovnice energie

Na zakladé rozptylového tvaru rovnice energie muzeme psat

D(c, 0
(10)1; ) = —Rp6divv + D(v) + pq — div (—k V0)
cvp%z = —pdivv + D(v) + pg —divg
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1.10.6  Entropicky tvar rovnice energie pro perfektni plyn

Necht je splnéna SR pro perfektni plyn. Z definice entropie S a vnitini energie e

plyne
0dS =de+pdV

DS Do Dp
= —¢,p— — RO=L 1.10.1
ath Py ReDt (1.10.10)
Z R.K. vyplyva
%—Fdiv(pv) =0= % + pdivv+v-Vp
coz dava D 9
F/t) = £+(U~V)p:—pdivv
Dosadime-li tento vztah do 1.10.10 dostaneme tento tvar rovnice energie
DS . . .
H,OE = —pdivv + D(v) + pqg+ div (kVE) + R0 pdivv
PG
= D(v) + pq +div (kVE) (1.10.11)

jez se nazyva entropicky tvar rovnice enrgie
Porovnejme tuto rovnici s druhym zadkonem termodynaiky

— > — —di
p iv 0

DS _ pq (q)
Dt — 0

Jako dusledek rovnice 1.10.11 vidime, Ze (pokud jsou veli¢iny popisujici prou-

déni dostatecné hladké) entropickd nerovnost (=druhy zdkon termodynamiky)

je splnéna. Protoze D(v) > 0

div (kV0) divq . /4
= — > —
7 g = v (e)

protoze
ray 1 1.

—div (5) =5 Vo -q+ 7 divq

1

= - k|V0|2 n dlgq < divq

0

1.11 Adiabatické proudéni

Pokud neprobiha tepelny prenos ani tepelnd vyména, mluvime o adiabatickém
proudéni. ¢ili v adiabatickém proudéni je tepelny zdroj a tepelny tok roven nule,
tedy ¢ = 0, q = 0 a ve Fourierové zdkoné q = —kV#0 také k = 0. Jak znamo
tepelnd vodivost a vnitini tfeni reprezentuje dvé strany molekularniho pfenosu.
Tepelna vodivost je vztazend k molekuldrni kinetické energii a vnittni tieni je
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podminéno pfenosem molekularni hybnosti. Proto ma smysl hovotit o adiaba-
tickém proudéni pouze v pripadé nevazkého plynu. Z entropického tvaru rovnice
energie dostavame pro adiabatické nevazké proudéni

Hpﬁ =D(v)+ pqg —divy

=0 =0 =0
DS 0S8

Pokud x = (X, t) je trajektorie ¢astice, ¢ili v(x,t) = %‘te(X, t) mame
S(p(X,t),t) = konst.

7 tohoto a ze vztahu

S= cylng pp/p "‘; 5 + konst. pro perfektni plyn

0/0 .
=y In W + konst. pro perfektni plyn

vidime, Ze jsme dokazali

Véta 1.30 V adiabatickém proudéni nevazkého perfektniho plynu
S = konst.

podél trajektorie libovolné cdstice
p=rp’

podél trajektorie libovolné cdstice, kde k je konstanta zdvisejici na trajektorii

Je-li podminka p = k p? splnéna podél trajektorie libovolné c¢astice, pak mlu-
vime o isentropickém proudeéni. Pokud S =konst. v celé oblasti, pak je proudéni
nazyvano homoentropické

Poznamka 1.31 Zapis p = k p” neni zcela korektni. Méli bychom pséat

P, (ﬁ)
Po Po

kde pg a py jsou vhodné referenéni hodnoty tlaku a hustoty a ¢ je bezrozmérna
konstanta (¢ = 1).

Shrnutim predchozich vysledki vidime, Ze proudéni perfektniho plynu, popsané
dostatecné hladkymi funkcemi, spliuje druhy zakon termodynamiky. Je-li navic
proudéni nevazké a adiabatické, pak je isentropické.

V nékterych specidlnich ptipadech (t.j. transonické proudéni) predpoklad na spo-
jitost nebo hladkost funkci popisujici proudéni musi byt relaxovan a proto je
nutné preformulovat zdkony zachovani a druhy zdkon termodynamiky ve vhod-
ném slabém smyslu.



36 ZAKLADNI ROVNICE MECHANIKY TEKUTIN

1.12 Barotropni proudéni

Rikéme, Ze proudéni je barotropni, pokud lze tlak vyjadfit jako funkci hustoty

p=p(p) vM

Ptredpokladame, ze
p:(0,00) — (0,00)

a ze existuje spojita derivace p’ > 0 na (0, 00)
V adiabatickém barotropnim proudéni nevazkého perfektniho plynu mame

p=kp vM
Takze proudéni je homoentropické.

10. pfednéska

1.13 Rychlost zvuku; Machovo ¢islo

Jesté obecnéjsi model nez barotropni proudéni dostaneme za pfedpokladu, ze
tlak je funkci hustoty a entropie:

p:f(pvs)

kde p je spojité diferencovatelna a

Napr. pro perfektni plyn mame

S =c,In s + konst.
p”/

tedy

S
p=kKp'exp <—) , Kk =konst. >0
Cy

Zaveime veli¢inu

nazyvanou rychlost zvuku. Tato terminologie je zaloZena na skute¢nosti, Ze a
reprezentuje rychlost Sifeni tlakovych vin malé intensity.

Poznamka 1.32 adiabatické barotropni proudéni nevazkého perfektniho plynu

[
a=,/7=
p

dp _ Y
(p— Kp = hy T = Lkt = p)
dp p p
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Dalsi dilezitou charakteristikou proudéni je Machovo éislo (bezrozmérné ve-
li¢ina)
vl
a

M =

Rikame, ze proudéni je subsonické (podzvukové) nebo sonické nebo supersonické
(nadzvukové) v bodé = a ¢ase t, pokud

M (x,t) <1 nebo M(z,t) =1 nebo M(x,t) >1

We speak of transonic flow in the domain €, if there exist nonempty subsets Q}
and Q7 such that the flow is subsonic in £} and supersonic in Q7.

1.14 ZjednoduSené modely
Jsou-li veli¢iny popisujici proudéni nezavislé na case, tedy

0

o 0

mluvime o staciondrnim proudéni. Reeni zakladnich rovnic nezévisejici na éase
se nazyva staciondrni feseni.
Nékdy nam geometrie oblasti a charakter proudéni dovoluje zavést takovy systém
soutadnic z = (1, z2,23) € IR3, Ze veli¢iny popisujici proudéni nezavisi na w3,
t.j.
0

83?3
a slozka rychlosti vs a slozka objemové sily f3 se nuluji. Dostavame tak dvou-
rozmérny (2D) model proudéni. Mluvime také o rovinném proudéni.
Podobné dostaneme 1D model, pokud je proudéni popsano veli¢inami zaviseji-
cimi pouze na x =27 € Q C IR.
¢ili problémy proudéni mohou byt fromulovany v IRV, kde N = 1,2 nebo 3

0

1.15 Podcatecni a okrajové podminky

Systém zakladnich ronic a vztaht musi byt jesté doplnén pocéatecnimi podmin-
kami popisujicimi stav v pocatecénim case t = 0 a okrajovymi podminkami, které
charakterizuji chovani proudéni na hranici 0€2;

Pocdtecni podminky mohou byt formulovany napf. jako

v(2,0) = v*(x), p(z,0) = p°(a), 6(2,0) = 6°(x) x € Q

Volba okrajovych podminek je komplexnéjsi. Nejdrive predpokladejme, ze €2, je
pevna oblast. Pro rychlost je nejjednodussi volbou Dirichletova podminka

v/oa =vp (1.15.12)

s danou funkci vp. Na pevné neprostupné sténé I' C 92 predpoklddame tzv.
no-slip podminku
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1)/1‘*:0

vyjadiujici fyzikalni skutecnost, ze skutec¢nd tekutina ulpiva na I'. Pokud je po-
uzita podminka 1.15.12 pak na 92 mame "vtok vstupem”

Ti(t) = {z € 0 v(x,t) -n(z) <0}
a vytok vystupem
To(t) = {xz € 0Q;v(x,t) - n(x) > 0}

kde n znadi jednotkovou vnéjsi normalu k 09Q. Pokud I';(¢) # {} pak je nutné
predepsat hustotu na I';(¢)

p(x,t) = pp(x,t), zel'(t), t€(0,T) (1.15.13)

V ptipadé nevazkého modelu, kde 4 = A = 0 a k = 0, musi byt relaxovana
Dirichletova okrajova podminka pro rychlost. Neni divod k ulpivani na nepro-
stupné sténé I' a uvazujeme podminku

(v-n)/r=0
Na celé hranici, se vstupem i vystupem, pouzivame okrajovou podminku
(v-n)/oq = vnp

s danou skalarni funkci v,,p. Na vstupu opét predepisujeme hustotu, t.j. pouzi-
vame podminku dané hustoty na vstupu 1.15.13.

Ve skutecnosti, podminky predepisujici rychlost (nebo normalové slozky rychlosti
v nevazkém proudéni) se zdaji byt ponékud silné na vystupu. Proto se pouzivaji
"lehké’ vystupni okrajové podminky.

pokud tepelnd vodivost je zahrnuta v modelu, pak je nutné ptridat okrajové pod-
minky popisujici tepelné procesy na hranici. Napf.

(k50 ) fam = 50— )/

kde k je koeficient tepelné vodivosti a § a x jsou dané funkce. Také je moznost:
bui
0/9a = x dana teplota na hranici

nebo
00 , . .,
ka— /oo = q dany tepelny tok hranici
n
Pokud je pozadovana regularita feseni az k hranici, pak pocatecni a okrajové
podminky musi spliiovat jisté podminky kompatibility.

11. pfednaska
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1.16 Bezrozmdérny tvar rovnic

Z divodt provadéni experimentd na malych modelech (napf. proudéni kolem
letadla v aerodynamickém tunelu) a jejich aplikaci na skute¢né proudéni, pouzi-
vame bezrozmérny tvar rovnic.

Zaveime néasledujici kladné charakteristické veliciny: charakteristicka délka
L*, charakteristickd rychlost U* (skalarni veli¢ina), Charakteristickou hustotu
p*, charakteristické objemové sily f* (napft. gravitacni konstanta g), charakte-
ristickd vazkost pu* a charakteristicky koeficient tepelné vodivosti k*.

Vynasobme rovnici kontinuity L*/(p* U*), Navierovy-Stokesovy rovnice L* /(p* U*?)
a rovnici enerie L*/(p* U*?). Dostévame

9p/p* T e
medW (p/p"v/U") =0,

73(245*";2{{*) +div (p/p* v/ U @u/U") = 7( UI* >2,0/P*f/f*—vlp/(/)*U*2)

1 ’ ’ ’ ’
e {v (%div v/U*> + div (2%n (v/U*))],

I

OE/(p*U*?) . — o 1 g .
W"'dlv (E/(prU™")v/U )—WP/P £/ v/U
VL

’ 1 ’ ’ ’ !
—div (p/(p*U*z)v/U*)—i—m [div (i*v/U*div v/U*) + div (2%D (’U/U*)’U/U*>:|
prULt 0 j

I

) U*3 o k , o
er//) q/ I~ +d1V W VH/(U CV).
R cp k*
Oznac¢me ¢arkou bezrozmérné velic¢iny
=z /L, v =v/U*, p =p/p*

f=FF W=upp, K=k/k,

P =p/(pU?), E =E/(pU™?), ¢=

qL* * * *
q’:U*B, t'=tU*JL*, XN =\u
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Dosazenim bezrozmérnych velicin, mizeme predchozi systém zapsat ve tvaru
op
— +div/(p'v) =0
gy T div' (')
(t.j. rovnice kontinuity se nezméni)
I(p"v')
ot’

1
+ div/(p/ v ® v/) _ F_rzplf/ _ v/p/

1
7= [V/(Vdiv'v') + div’ (20D (v'))]
€

OFE' . 1
5 T div/(E'v') = Yol

/f/ v — div’(p'v’)

1 K
+§[div'(/\’v’divlv') +div’(2p'D' (v")v')] + p'q’ + div’ (RZ - V’Q') ,

kde

Fr=U"/\JL*f*, Re=p"U"'L*/u*, Pr=cyu*/k"
jsou Froudovo, Reynoldsovo a Prandtlovo ¢islo. carky ’ v operatorech div,V a
D znamenaji, Ze parcialni derivace v téchto operatorech jsou vzhledem k x’.

V sekei 1.10.1 (Termodynamické vztahy) jsme rovnice doplnili stavovou rov-
nici
p = Rpb

a vztahem pro vnitini energii
e =cyh.

Vynésobenim stavové rovnice ¢lenem 1/p*U *2 a vztahu pro vnitini energii cle-
nem 1/U *2 dostavame jejich bezrozmérny tvar. Pouzitim nésledujicich vztahi

p=Rpd = (cp, —cv)pd =cv <c” - 1> pt
cv

=(y—1)pe=(y—-1)(F - %pMz)

dostavame pro stavovou rovnici

1
o = (= )(E = 50 oP).
Nakonec bezrozmérny tvar rovnice e = cy 0 je
;B P
P 2

Predpoklddejme, ze p' = p/(6), N = N(0") a k' = K/(6’) jsou funkce, pak mame
CtyTi parametry podobnosti Re, F'r, Pr, 7.
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Uvazujme cvé proudéni v geometricky podobnych oblastech 21 a Q9

(@1 = Lo, L = konst. > 0). Predpokladejme, ze obé proudéni maji konstanni
a nenulové koeficienty vazkosti A\, p a tepelné vodivosti k. Zvolme u a k jako cha-
rakteristické hodnoty. Tyto dvé proudéni nazveme dynamicky podobné, jestlize
maji stejné Froudovo, Reynoldsovo a Prandtlovo ¢islo. Potom jejich rovnice kon-
tinuity, Navierovy-Stokesovy rovnice a rovnice energie jsou stejné, za predpo-
kladu, Ze v a pomér 2 jsou stejné pro obé proudéni. Navic pokud jejich bez-
rozmérné okrajové podminky jsou identické, pak jedno proudéni mizeme ziskat
zménou méfitka druhého proudéni.

1.33 Uvazujme dvé proudéni podél télesa. Rychlost v nekonec¢nu pred-
pokladédme nulovou a jeji smér je ve sméru osy x1. V prvinim piipadé mé téleso
Q; priimér L; = 10m a rychlost je UP® = 10 ms~!. V druhém pifpadé uvazujeme
geometricky podobné téleso Qy s primérem L = 1m. Zanedbavame objemové
sily a predpokladame, ze obé proudéni maji stejnd Reynoldsova, Prandtlova ¢isla
a koeficienty vazkosti. Zvolme prumér télesa jako L* a rychlost jako U*. Vyja-
drenim rychlosti Us®, tak aby byla splnéna dynamicka podobnost, dostdvame
rychlostni vektorové pole zménou méritka.

12. prednaska
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2.1 Tenzor napéti

Nejprve predstavime zakladni koncepty

Téleso 2 je oblast v IR3. Télesovd sila f = (f1, f2, f3)T je hustota sily, ktera pi-
sobi na kazdou objemovou jednotku télesa €2.Piikladem jsou gravitacni, setrvacéni
nebo elektrostatické sily. Jednotkou f; je N/m3. Predpokladame f € C(Q2)3.
Uvazujme nyni ¢ast V télesa takovou, ze V C Q a piedpokladejme, ze V ma
lipschitzovsky spojitou hranici 9. Necht z € 9V a oznaéme n jednotkovou
vnéjsi normalu k V v bodé z.

Vektor napéti T'(x,n) reprezentuje hustotu vnitinich sil v télese ptsobicich z
¢asti Q2 —V télesa na ¢ast V v bodé z. Zavisi na bodé x a také na sméru normaly
n. Predpokladame T'(z,n) € C(Q x S)3, kde S je povrch jednotkové koule. Jed-
notka T je N/m?3.

V dusledku tfetiho Newtonova zdkona mame T'(z,n) = —T'(z, —n).

Projekce T'(x,n) na normalu n

N(z,n)=T(x,n) n
se nazyva normdlové napéti, projekce na teénou rovinu k V, t.j. rozdil T'(z,n) —
N(z,n) v, se nazyva it smyk(nebo tecné napéti).
2.1.1  Slozky tenzoru napéti

Vektor napéti T' mize byt vyjadien pomoci jeho vlastnich hodnot pro jisté nor-
maly. Zvolme normaly rovnobézné k souradnicovym osam a polozme

Tji:Ti(xatvej)7 ivj:17273

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

Veli¢iny 7;;(x,t), i,j = 1,2,3 se nazyvaji proky tenzoru napéti.

Prvky 7, i = 1,2,3 se nazyvajl normadlovd napéti, a prvky i, @ # j, i,j =
1,2, 3 se nazyvaji tecnd napéti.

Podobné jako v sekci 1.5, kde jsme se zabyvali tenzorem napéti v mechanice
tekutin, mizeme ukazat, ze

3 3
Ty(z,n) =Y n;Ti(w,e;) = n;j7(x)
j=1 j=1

42
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K tomu pouzijeme rovnice pro rovnovazny stav

/fz dx+/ i(x,n)dS =0

vh avh
pro ¢tyfstén V definovany v sekci 1.5 a pouzitim stejného limitniho procesu pro
h — 0 jako v sekci 1.5.
2.1.2  Rovnice rovnovdhy

Piedpoklddejme, ze 7;; € CH(Q) a f; € C(Q)(i,7 = 1,2,3). Vyjadfenim podmi-
nek pro rovnovahu sil pusobicich na kontrolni objem V, dostavame

/fl der/ZnJ x)1j(x)dS =0

gy i=1

pro libovolny kontrolni objem V v €.
Nadto, pouzitim greenovy véty a lemmatu 1.14 ze sekce 1.3, dostavame rovnice
rovnovahy

075 .
meZaxj =0, i=1,23

Uvazujeme-li podminky rovnovahy hybnosti kontrolniho objemu V', mame

/xxf(x)dx—l—/;vxT(x,n)dS:O
v v

Pouzitim podobné techniky jako v sekci 1.7, mtzeme dokazat, ze rovnovaha
hybnosti je ekvivalentni symetrii tenzoru napéti.

2.2 Tenzor deformace

V této casti predstavime jiny klasicky koncept mechaniky a to koncept tenzoru
deformace. Tenzor konecné deformace charakterizuje zménu vzdalenosti dvou
bodu télesa. Uvedeme fyzikalni interpretaci tohoto tenzoru a zminime se o vy-
znamu tenzoru malé deformace. Na rozdil od predchozi ¢asti, kde Cauchytuv
tenzor napéti je vztazen na téléso po deformaci, je tenzor koneéné deformace
vztazen na téleso pred deformaci.

2.2.1 Tenzor konecné deformace

Uvazujme téleso 2 a bod x € Q. Po deformaci prejde téleso €2 na téleso ' a bod
z do bodu y.

Predpokladejme, Ze existuje né&jaké funkce bodiu, popisujici deformaci

T — y(a) = +u(2)

kde u(z) je vektor posunuti. O transformaci y(z) predpokldadédme, ze je to
difeomorfismus (t.j. takové prosté zobrazeni télesa Q na téleso ', y; € C1(Q),
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7e také pro inverzni zobrazeni plati z; € C1(€?')) a ze u; € C3(Q). (Pfedpoklady
na u mohou byt oslabeny.)

Necht Az je néjaky vektor. Uvazujme vektor = + tAx, kde ¢ je redlné &islo,
a zkoumejme rozdil ¢tverci délky tsecky xz,x + tAx po deformaci a pfed ni.
Dostaneme funkci

p(t) := |tsecka po def.|* — |[tsecka pied def.|*

Pozadujeme, aby funkce ¢ méla v bodé 0 spojité derivace do 2.fadu. Ukazeme,
ze v Taylorové rozvoji funkce ¢

t2

(1) = ¢(0) +1¢'(0) + 5 ¢"(0) + o(t?)
©(0) = ¢’'(0) = 0 a teprve druhé derivace ¢” je obecné nenulova. Proto ¢ (0)
je nejnizsi derivaci, kterd muze charakterizovat deformaci. To nés vede k tenzoru
konecné deformace.

3
p(t) = Z lus(z + tAZ) — ug(x) + tAx|® — [tAz|?
——

i=1

pred
po

3 3
= 2tZ[ui(x + tAz) — u;(x)]|Az; + Z[uz(x + tAz) — u(2))?

i=1 i=1
3
= 2t2(¢2(1) A:Ez + Z 11)1 1 )
i=1
kde
»i(1) = ui(x + TtAx)

Uzitim vztahu

$i(1) — 4(0) =/1w;<7> d7=/1§33
0 0

j=1

Q

Uj

(x + TtAz)tAz;

Q

.

X

muzeme vyjadiit ¢(t)

(x 4+ TtAz)dr

3 1
= 2¢2 Z / 6% (x4 TtAz)Az;Az;dr+t Z Z /
J=1 0

IJlU =

=212 A(t) + t*B(t)

Taylorovym rozvojem funkce ¢ v bodé 0 dostavame
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©(0)=0
@' (t) = 4tA(t) + 2t2A'(t) + 2tB(t) + t*B'(t)
@ (t) = 4A(t) + 4t A (1) + 262 A" (1) + 4t A'(t) +2B(t) + 2t B'(t) + 2t B'(t) +t*B" ()
©"(0) = 4A(0) + 2B(0)

LA 8u2 a
() A, A + zzzz

i=1 j=1 k::l

3 ,
ou; ou; Ouy, Ouy,
=2 E z)+ —2 Ax; A § E
— <(’).1", (@) + ox; (a )> LA +2 ( ox; 3%) Ay

3,j=1

<

3
Ou;  Ou Ouy, Ouy,
=2 J Uk | Ag; Az,
Z (3% 3@) Z@xi oz, T

i,j=1
2€;5(x)
Polozenim s
ou; Ou Ouy, Ouy,
2€;; = J
() ]Z_ (8@ 3&0,) Z ox; ('%cj
mame
1 3
5(,0”(0) =2 Z GijAQL'iAl'j
ij=1

Matice (e;;)? ;_; se nazyva tenzor konecné deformace
:

2.2.2  Tenzor malé deformace

Linearni ¢ast v Tyalorové rozvoji (vzhledem ke gradientu posunuti) tenzoru ko-
necné deformace
¢ e (O Ou  Ous
v * 81‘1731‘27.”781'3
nazyvame tenzorem malé deformace a znacime e;;. Je tedy
€ij; = 3 +
2 \0z; Ouw;

2.3 Zobecnény Hookeuv zakon

Tato cast je vénovana vztahu mezi tenzorem napéti a tenzorem deformace. Uve-
deme klasicky linearni zobecnény Hooketiv zakon, ktery charakterizuje velkou
t¥idu pruznych materiali, jako jsou napft. ocel, beton, sklo, keramické materialy,
dfevo apod.
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2.3.1 Tahovd zkouska

Uvazujme ty¢ délky [ o (konstantnim) obsahu priifezu ¢ a polozme ji do osy z7.
Zatizime ji na obou koncich tahovou silou P.

Predpokladejme, ze normélové napéti 711 je konstantni v celé ty¢i. Z rovnovahy
¢asti tyde vlevo od rovinného fezu m — m’ plyne, Ze

T
T=T11= —
q

zanedbame-li zmenseni obsahu prufezu vlivem protazeni tyce. Méfime-li nyni
zéavislost pomérného prodlouzeni e = % na napéti 7, dostaneme tzv. diagrma
zkousky v tahu (viz obr. odpovidajici oceli). ¢ast kiivky mezi body O a A je
prima. Prislusné napéti o4 se nazyva mez umérnosti. ¢ast kiivky mezi body A
a B je kiiva a bodé B se nahle zvétsi protazeni beze zmény napéti. Napéti op
se nazyva mez prutaznosti. PTi dalsim ristu napéti roste i protazeni az do bodu
C, jemuz odpovida napéti o, zvané mez pevnosti. Po dalsim zvétSovani napéti
dojde konecné k pretrzeni tyce.

Nechf nyni v uré¢itém bodé kiivky zastavime nartstdni sily P a zacneme silu
zmensovat zpét k nule. Jestlize obrat nastal pfi dosti malém napéti 7, vratime
se po stejné kiivce do pocatku. Maximalni z takovych napéti nazyvame mezi
pruznosti op. Zpravidla je

OF 204

Deformace piislusejici napéti 7 < o nazyvame elastické (pruzné). Pruzné de-
formace po odlehceni zpét na nulu tedy Gplné vymizi.

Jestlize vsak prekroc¢ime hodnotu o a teprve pak odlehéime, pak ¢ast prodlou-
zeni sice zmizi, ale ¢ast trvale ztstava. Této casti deformace se Tika plastickd.
Velikost trvalé deformace zavisi na druhu materialu, teploté apod.

Studiem pruznych deformaci se zabyva teorie pruznosti, studiem plastickych de-
formaci teorie plasticity. U nékterych materiala je pfiméa ¢ast grafu tak mala,
7e se s ni prakticky nepocita, ale i pro dosti velka napéti 1ze deformace povazovat
za elastické (t.j. op > 04=0).

K podobnym vysledktim se dospiva pri zkousce tlakem, ohybem nebo kroucenim.
V dalsim vykladu se budeme zabyvat hlavné linedrni teorii pruznosti, ktera od-
povida napétim 7 < o4. Pak plati Hookiv zakon imérnosti

7 = Fe,

kde F je tzv. Younguv modul pruznosti.

2.3.2  Zobecnény Hookeuv zdikon

V minulé ¢asti jsme vySetfovali jen ,,jednoosy” pripad, tj. deformaci jen ve sméru
ptisobiciho napéti 711. Nyni zobecnime Hooktiv zakon na obecny pripad prosto-
rové ,trojosé” deformace a napéti.
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Predpokladejme, ze
1) Tenzor 7 je spojitou funcki tenzoru malé deformace,

1 (0u; Ou,
_ _ 3 R i J
E=E(u)= (eij)i,j:b €ij = 9 <(’91’j + 8@-)
2) Material télesa je izotropni. To znamend, Ze jeho vlastnosti jsou stejné ve
vSech smérech
3) Tenzor napéti se nuluje pokud tenzor deformace je nula
4) Vztah mezi 7 a & je linearni

Matematicky muzeme ptredchozi predpoklady zformulovat takto:
1*) T = f(&), f je spojita
2*) Zobrazeni f je invariantni vzhledem transformaci soufadnic: S7 S~! =
F(SES™1) pro kaznou ortonorméalni matici S.
3*) £(0)=0
4*) Zobrazeni f je linedrni
(lineérni vztah 4* s zddnym konstantnim ¢lenem dévé 3*)
Predpokladejme, ze
3
Tij = Z Cijkiert  1,J =1,2,3.
k=1
Podminky
Cijkl = Cjikls Cijkl = Cijlk
plynou ze symetrie tenzoru 7 a &.
Déle dostavame
Cijkl = Cklij
z enegetickych tvah.
Celkem tedy existuje nejvySe 21 nezavislych konstant c;ji;, charakterizujicich
obecny material v bodé x. Protoze napt. modra skalice mé vskutku 21 nezavislych
konstant, nelze tento pocet obecné snizit.
Definice 2.1 JestliZe konstanty c;;ii(x) nezdvisi na bodu x € Q, pak materidl
telesa se nazyvd homogenni.
Jestlize konstanty c;jri(x) nezdvisi na volbé soustavy souradnic, pak materidl
télesa se nazyvd izotropni v bodé x. V opacném pripadé se materidl télesa nazyvd
anizotropni v bodé x.

Poznamka 2.2 Naptiklad drevo je anizotropni v kazdém bodé&, nebof m4 rtizné
vlastnosti podél vldken a napii¢ vlaken (¥ikdme, Ze je ortotropni).
Véta 2.3

T = M1+ 2u€,

kde
) =divu(z) a A = A(z), p=pu(x)

jsou tzv. Laméovy koeficienty.
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Poznamka 2.4

A= c1122, b= C1212

1.26

Diikaz Podobny jako 1.26 1. divu rovné se souctu vlastnich ¢isel € (a proto
je to invariant vzhledem k transformaci soufadnic ortonormalni matic)

2. Kazda ortonormalni matice, transformujici £ na diagonalni matici, transfor-
muje také 7 na diagonalni matici

Mizeme tedy psat

T=[(€)
STS ' =f(S&S)
~— ~—

diagonalni diagonalni

T =f()

Predpoklad linearity f dava
T11 = Q11€11 + Qr12€22 + (13€33

(Oélz = 0413)

= (11 — ai2)enn + aa2 (€11 + €22 + €33)
—— P iy —
2pu1 A1 divu

Podobné pro 753 a 733. Nakonec ukazeme

T = 2u¢€; + Adivu

T =XdivuI+2u€

2.3.3  Vlastnosti koeficientd

Predpokladejme, ze k zobecnénému Hookovu zakonu existuje inverzni zakon, tj.
ze muzeme vypocitat slozky tenzoru malé deformace e;; pomoci tenzoru napéti

T . Soustavu
3
Tij = E Cijkl€Ekl
k=1

lze vyfesit jednoznacné vzhledem k e;;. Determinant matice 6 x 6 soustavy
T =XdivuI+2u€

se rovna
(214)° (3X + 2p0).
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Tedy z predpokladu plyne
w#0, 3A+2u#0
Lze provést nékolik myslenkovych pokust a ukézat
3N+2p1>0
(homogeni krychle zatizena pouze hydrostatickym tlakem)
w>0

(krychle zatiZend jen konstatnim smykem 7" > 0 na étyfech sténach)
Inverzni Hooktiv zdkon mizeme zapsat pouzitim vztaht

T”:)\19+2/.L6” |Z’6:ZTH7 19:26“

6 = 30 + 2.0
0= (3\+2u)v

1 0
“i =3 ( B Am%’)

V technické praxi se misto Laméovych koeficientti A a p, ¢astéji pouzivaji Youn-

gtv modul pruznosti F a Poissonova konstanta o. Jsou definovany nasledovné

Pro tahovou zkousku jsme zavedli Hooktv zakon pro , jednoosy” tah ve tvaru
Al 1 1

= 5T = =T11

l E E

tedy

Uvazujme kruhovy vélec, jehoz osa lezi v ose z1, zatizeny tahem T =konst. na
¢elnich sténach, tj.
ry=1: T=(T,0,0)"

r1=0: T=(-T,00)7
Na plasti valce nepisobi zatizeni. Mizeme tedy ukazat, ze

T00
T=|(000
000

Inverzni Hookuv zakon

déava
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1 A A p
S T) =
=9, ( 3\ + 21 ) 1(3X + 271)
V nasem piipadé tedy
Al =T[l+u1(l) — (0+u1(0)] =1

l

l
:/aul dxy :/611(:10) dx
€1
0

0
0
A+
3)\‘*‘2/17-11’ T11
Porovnanim s
Al 1
I = E7'11
dostavame
1 A+p
E  3\+2u
Dale
1 A A
= =—(0-—--+T)=——+———T
(22708 =9 < 3\ 24 ) 203X + 2p1)
Znacime
€22
o= |22
€11
t.j.
A
o= ———
2N+ )

tento pomér se nazyva Poissonova konstanta.
Na zavér muzeme vyjadiit Lamého koeficienty pomoci Youngova modulu pruz-
nosti £ a Poissovy konstanty o

E oF 1
. — A=
2(1+o0) 1+01—20

'LL:

2.3.4  Lamého rovnice. Beltramiovy-Michellovy rovnice

Predpokladejme, ze

- plati zobecnény Hooktv zakon
- AeCYQ), pe ()

- W € CQ(Q)
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- fie CY(Q)
Dosadime-li do rovnic rovnovahy ze zobecnéného Hookova zakona
Ou;  Ou,
i = A0 : L), 9 =di
Tij j +M<8x]—+8xi) vu

°. 9
Za_” )+ filz) =0, i=1,2,3

dostaneme obecné Laméovy rovnice

3
0 ou; ou; .
+;£j< ) Za ( >+fl_0 i=1,2,3

Predpokladejme, ze p, A jsou konstany. Dostaneme

B
(Aﬂb)d 4+ f;=0, i=1,2,3

coz jsou Laméovy rovnice. Plati pro homogeni a izotropni material.

Nyni odvodime Beltramiovy-Michellovy rovnice.

Necht u; € C3(Q). Derivaci Lamého rovnic vzhledem k x; a sectenim ptes i,
dostaneme

) 0 <
()‘+/‘L)axz +fl*o |a_xla;7>‘uuﬂl9*>E7o—79
3
A9+ dlvf—O 0=> 7
i=1

coz je prvni Beltramiova-Michellova rovnice
Derivovanim Lamého rovnic podle x;, zdménou indexii ¢ « j, seCtenim vysled-
nych rovnic a pouzitim prvni B-M rovnice dostavame

AN+ p) 81 i+ fi=0 |8ixj’ %,zéména indext1, 1. B-M rce
1 026 Of; df;
A 2 =
51+ 0) 00z, 2T T 2(1 o) i div S+ <8x] o ) 0

coz jsou dalsi Beltramiovy-Michellovy rovnice. Obsahuji Sest nezavislych rovnic,
nebot je tu symetrie v i a j. Z téchto rovnic je vSak novych jen pét, nebot
seCtenim pres ¢ = j odvodime prvni B-M rovnici.
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2.3.5  Klasické formulace uloh pruznosti

Predpokladejme

- uAeCHQ)

- U € C? (Q)

- 0N je spojité diferencovatelné

Uvazujme obecné Laméovy rovnice a okrajové podminky nékterého z nasleduji-
cich typt

2.3.5.1 Prond zdkladni okrajovd loha teorie pruznosti Hledame u; € C?(Q) N
CH(Q), i =1,2,3 tak, ze

9 ) Ou; .0 Ou, ]
GLE 8%()\19)4-;@(#%) Zla—( )-i—fZ—O i=1,2,3, vQ

s okrajovou podminkou

3
> mii(@)n; = Ti(x)

Tn=T
T = (T, Ty, T3)T povrchové sily jsou dany na hranici 9Q, T; € C(95)
t.
3
BC1 Xon; +2p ) eyn; =T;, x €09, i=1,2,3
j=1

2.3.5.2  Druhd zdkladni okrajovd tiloha teorie pruznosti Hleddme u; € C*(Q)N
C(Q), 1 =1,2,3 tak, ze

9 : 0 auz & 0 8u] i
GLE 5-(\) + Za_<ax]> Za_< )+f1 0, i=1,2,3, vQ

s okrajovou podminkou

BC2 u(z) =u(x), =€ N
(pfedepsané posunuti na 9Q, uw € C(9N))

2.3.5.3 Kombinovand zdkladni okrajovd tloha teorie pruznosti Necht I'; a T,
jsou disjunktni a oteviené v 02 a

90 =T,UT,UR

kde povrchova mira R je nulova. Hleddme u; € C2(Q) N CHQUT,)uC(QuU
T.), i =1,2,3 splitujici
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0 L0 [ w\ == 0 [ Ou
GLE V] — : — J =0, i=1,2,3, vQ
0N+ 2 5 <uaxj>+;3zj (uaxi)Jrf =123 v
a podminky

3
BCl1 -7 /\ﬂni—l—ZuZeijnj:Ti, zel,, i=1,2,3

j=1

BC2-u u(z) =u(x), z€ly, i=1,2,3
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absolutni teplota, 28, 29
anizotropni material, 47

Beltramiova-Michellova rovnice, 51
bezrozmeérné veliciny, 39
bezrozmérny tvar, 39

bulk vazkost, 26

celkova energie, 28
charakteristické velic¢iny, 39

disipace, 33

dokonaly plyn, 29

druhy termodynamicky zakon, 31
dynamicky podobné, 41
dynamicka viskozita, 25

elastické napéti, 46

enthalpie, 29

entropicky tvar, 31

entropicky tvar rovnice enrgie, 34
entropie, 30

entropy flux, 31

entropy production, 31

Eulerovy rovnice, 13

Eulertav popis, 3

Fourieruv zakon, 28

homoentropické proudéni, 35
homogenni, 47
hustota, 29

idealni plyn, 29
irreversibilni proces, 31
isentropické proudéni, 35
isotropni médium, 20
izotropni material, 47

kinetické energie, 28
koeficienty vazkosti, 25
kontrolni objem, 9
konvektivni tvar, 13
konzervativni sila, 11

Lagrangetv popis, 3
Laméovy rovnice, 51

linearni teorie pruznosti, 46

Machovo ¢éislo, 37
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mez pevnosti, 46
mez pruznosti, 46
mez prutaznosti, 46
mez umeérnosti, 46

Navier-Stokesovy rovnice, 24
nekonzervativni tvar, 26
nevazké proudéni, 12
nevazky model, 38
Newtonovska tekutina, 24, 28
normalové napéti, 42
normalova napéti, 14, 42

obecné Laméovy rovnice, 51
objemov3 sila, 11
okrajové podminky, 37

plasticka deformace, 46

plynova konstanta, 29

podminky kompatibility, 38

pohybové rovnice obecnych tekutin v
diferencialnim konzervativnim
tvaru, 17

Poissonova adiabaticka konstanta, 29

potencialni sila, 11

pocatecni podminky, 37

prvky tenzoru napéti, 14, 42

prvni zdkon termodynamiky, 30

reverzibilni proces, 30
Reynoldsovo ¢islo, 25
rheologické rovnice, 20
rovnice energie, 28
rozptylovy a teplotni tvar, 31
rychlost, 3

rychlost zvuku, 36

smyk, 42

smykové treci sily, 20

specifické teplo pfi konstantnim objemu,
29

specifické teplo pfi konstantnim tlaku, 29

specificky objem, 30

stacionarni, 37

stacionarni proudéni, 37

stavové veliciny, 29

stavova rovnice, 29

Stokesovy postulaty, 20

tenzor druhého radu, 14
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tenzor konec¢né deformace, 43-45
tenzor malé deformace, 43, 45
tenzor prvniho fadu, 14
teorie plasticity, 46

teorie pruznosti, 46

tepelna vodivost, 28, 38
tepelny tok, 28

tepelny zdroj, 28

tecné napéti, 42

te¢nd napéti, 14, 42

tlak, 20, 29

transonic flow, 37

téleso, 42

télesova sila, 42

vazkost, 12, 20
vektor, 14

vektor napéti, 12, 42
vnitini energie, 28
vnitini tfeni, 12
vnéjsi sila, 11
zrychleni, 3

Zakon zachovani hmotnosti, 9
Zakon zachovani hybnosti, 11



