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UVOD

Reélné situace, modely, diskretizace, pocitacova realizace

Literatura k prednéasce: (Feistauer, 1993)(odvozeni zdkladnich rovnic mecha-
niky tekutin), (Feistauer et al., 2003)(metoda koneénych objemt, adaptivni me-
tody)
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MATEMATICKA TEORIE STLACITELNEHO PROUDENT

2. prednaska

1.1 Rovnice popisujici proudéni
QCc RN N €/{1,2,3} - oblast vyplnéna tekutinou
o0 - po castech hladka

1.1 Krivy kanal

1.1.1  Zdkony zachovdni

V nasledujicim uvedeme matematickou formulaci zdkladnich fyzikalnich zakoni
a jejich vyjadreni ve tvaru diferencidlnich rovnic dynamiky tekutin:

Zakon zachovani

hmotnosti ZZH  rovnice kontinuity RK
hybnosti ZZHy pohybové (Navierovy—Stokesovy) rovnice NS
momentu hybnosti ZZMH symetrie tenzoru napéti X

energie 77E rovnice pro energii RE

(= zékony zachovani)

0
RK a—f +div(pv) =0,
d(pv; .
NS (gt“ ) 4 div(pviv) = p [, +div(—pl + T");, i=1,2,3,
OF . . / .
RE e +div(Ev) = pf v +div((—pl + 7")v) + pg—divq
kde
x = (z1,22,23) - prostorové souradnice,
t - Cas,
P - hustota,

v = (v1,v2,v3) - rychlost,
f = (f1, f2, f3) - hustota vnéjsich objemovych sil,

- tenzor napéti: 7 = (—p + Adive)l 4 2uD,
- vazkd ¢ast tenzoru napéti: 7' = (Adive)I + 2uDD,
- tenzor rychlosti deformace,

E - celkova energie,

q - hustota tepelnych zdroji (vztaZend na jednotku hmotnosti),
q - tepelny tok: q = —k V0 - Fourieriv zakon,

0 - teplota,

P - tlak,

T

T/

D



ROVNICE POPISUJICT PROUDENT

D= (diy)}jrs  dij = 352 + 52),
tedy
—p+)\divv+2ug—2, u(g—;; g—:j), M(% gizj
T = u(g—z;Jrg—Z), —p+/\divv+2ug—zi, M(%Jr%
“(272 g—zi ; M(S—ZJF%), —p+)\divv+2/¢g—zz

kde A, p jsou koeficienty vazkosti.

Znacime

3 o
dive = Z L
i=1 Oz

div7 = (div7Ty, div7s, div’]},)T ,

kde v je vektor a kde 7 je tenzor a 7; jeho i-ty sloupec.

T
vro (.20 Ay

8%1’8$2’8(E3
Ovy Ovy Ov
Oy’ Oy’ Ors
8112 (9’[)2 67}2
VO Bey s B |
Jdvy Ovg Ovg
Oxy’ Oy’ Ors

kde f: R? - R, v:IR?— IR?,
U1 V1, V1 V2, U1 V3
VXUV = | VU1, Ug V2, U2 U3
VU3 V1, U3 U2, U3 VU3

'Pozn.
Pohybové rovnice 1ze pak zapsat

ag—tv +divijpv@v)=pf +divT.

1V textu uvazujeme N = 3, zjednoduseni pro piipad N = 1,2 je ziejmé.



Systém rovnic vyjadiujicich zadkony zachovani lze zapsat ve tvaru

ot

31’1

nebo ve vektorovém tvaru

>
s=1

kde

p U2

p

pu1

pU3

E

(T')

0
!
11
!
T12

!
T13

L9
8.131

1+ k—

ow
ot

MATEMATICKA TEORIE

p U1 p U2 P U3
pv%—l—p P U1 V2 pU1LU3
Vo U -+ i v2 -+ =+ i Vo U
pU2U1 D4 Pl TP D73 pU2U3
p U3 U1 P U3 V2 pv%—i—p
(E + p)vy (E + p)vg (E+p)us
0
,Ufl
= plo
pls
pl v+ pg
0 0
7'51 T§1
+ i Té2 + i ng2
a(L'Q / aiL'B /
Ta3 T33
06 00 00
T’ k—— T’ k—
o (T'v)2 + D3 (T'v)s + 9os

w1y
w2
w3

Wy

0x

pU1

= | pv2 |, F<w):

pus3

3
M:F@U)JFZW

S

pfi
pf2
p.f3

pf v+ pgq

)
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pvs 0
pUL Vs + 015 P T
fs(w)=| pvavs +d25p |, Rs(w,Vw)= 7o , s=1,23.
p U3 Vs + 035 p i
(E +p)vs (T'v)s + k%

(1.1.1)
Zde w je stavovy vektor a f., s = 1,2,3 jsou nevazké (Eulerovy) toky R,
s =1,2,3, jsou vazké toky.
Nyni méme 5 rovnic (RK, NS, RE) pro 7 nezndmych (p, vy, ve, vs, p, E, 0),
doplnime tedy 2 rovnice na zakladé termodynamickych vztahd.

1.1.2  Termodynamické vztahy

Teplota 60, hustota p a tlak p se nazyvaji stavové proméné. Vsechny tyto veliciny
jsou kladné funkce. Plyn je charakterizovan stavovou rovnici

p=p(p,0) (6. rovnice)

a vztahem
e=-¢e(p,0) (7. rovnice),

kde e je specifickd vnitini energie (t.j. vztazend na jednotku hmotnosti) a plati
E:pe—l—%p lv]?.
Casto uvazujeme dokonaly plyn, jehoZ stavova rovnice je
p=R6Op (6. rovnice).
R > 0 je plynovd konstanta, kterou lze vyjadrit ve tvaru
R =cp —cy,
kde ¢, a ¢, je specifické teplo pri konstantnim tlaku resp. specifické teplo pri

konstantnim objemu. Z experimentt vime, Ze ¢, > ¢,, tedy R > 0. Mizeme uva-
zovat, ze ¢, a ¢, jsou konstanty, coz se pfedpokladéd pro dokonaly plyn. Veli¢ina

c
y==2>1
Cy

je Poissonova adiabaticka konstanta. Napt. pro vzduch v = 1.4.
Vnitini energie dokonalého plynu je dana

e=c,0 (7. rovnice).
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Poznamka 1.2

C
p::RpGZ(%4&009:w%p953*%902270%9*p6ZVPefpez(V*Dpa
v

1
p=(y—-1)(F~- §p|v|2) (6”. rovnice),

E 1
0 — (p _ 2|1;|2) /Co (7". rovnice).

1.2 Eulerovy rovnice

1.2.1 Zjednoduseni systému rovnic

Uvazujme nevazké adiabatické proudéni dokonalého plynu pfi zanedbani vnéjsi
objemové sily. To predstavuje nasledujici zjednoduseni rovnic popisujicich prou-
déni:

1. nevazké proudéni (A = p = 0)

2 07 0
T= 03 D, 0 )
07 07 —-p

2. adiabatické proudéni (zanedban pfenos tepla)
=0, q=0,
3. nulova hustota vnéjsi objemové sily
F=0,

, 2
4. dokonaly plyn (p = (v — 1)(E — 1p |[v[7)).
Nakonec dostavame tento systém rovnic

RK % +div(pwv) =0,
Npvi) | __Op o
E 5 +div(pv;v) = s , 1=1,2,3,
E
RE %—t + div(Ev) = —div(pv) )

p=(r-1(E - p lof’)

Tyto rovnice lze zapsat ve tvaru
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P pU1 P U2 P U3

p U1 pvi+p p U1 V2 pULU3
O puy |42 L2 5+ .2 v v 0
= — Vo v — v — =
ot | P2 | T | PR oy | P2 TP ors | P2

pU3 pU3 UL p U3 V2 PU§+P

E (E +p)u (E+p)vs (E+pvs

nebo ve vektorovém tvaru

ow  Ofi(w) Ofa(w) Ofsz(w)

EJF 0z + 0z + Oz3 =0
kde
wy P
w2 pPU1
w=| w3 | =|puv|,
wy pU3
ws FE
P s
PULVs + 015D
fs(w)=| pvavs +d2sp |, s=1,2,3. (1.2.1)
PU3 Vs + 035 P
(E + p)vs

Zde w je stavovy vektor a f,, s = 1,2,3 jsou nevazké (Eulerovy) toky a pro
fyzikalni veli¢iny mame vztahy

p = Wi,
w2
v = —,
w1
w3
V2 = —,
w1
Wy
v3 = —,
w1
E:w57
1 w3 + w3 + w?
p= =01 (ws—3 :
2 w1

Zkusebni otazka 1.1! Formulujte zdkony zachovéani ve tvaru diferencialnich
rovnic pro konzervativni veli¢iny (wi, ..., ws)" pomoci nevazkych tokii f, a
vazkych toki R;.
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1.2.2  Formulace problému
Mame nelinearni systém rovnic
0 Ny
ow  NNOFW) oo (1.2.2)

ot po 0x

s pocatecni podminkou
w(z,0) = w’(z), z €
a okrajovou podminkou
B(w) =0 in 092 x (0,7),
kde Qr = 2 x (0,T) -¢asoprostorovy valec, w’ je dana vektorova funkce a B je

2 2 2
jisty operator. Nevazké toky f jsou definovany v D = {w € IR%; wy >0, ws — %w > O}.

w1
Poznamka 1.3 Systém (1.2.2) se nazyvé systém Eulerovych rovnic.

Derivovani v (1.2.2) a uziti véty o derivaci sloZené funkce vede ke kvazilinedrnimu
systému parcialnich diferencialnich rovnic prvniho fadu

. ow
E + ;AS(U}) 8.%‘5 = 07

kde A4(w) jsou matice 5 x 5 definované pro w € D

Df, s °
oy~ DEcw) (af <w>)
Dw ow; ), iy
= Jacobiho matice zobrazeni f,.
Prow € D an=(n,...,n3)T € IR* ozna¢ime

3

Plw,n) =) f.(wn,,

D
coz je tok veli¢iny w ve sméru m. Jacobiho matici w lze vyjadrit ve
tvaru
DP(w,n) i
T = P(w,n) = ZAS(w)ns

3. prednaska
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1.3 Vlastnosti Eulerovych rovnic
1.3.1 Homogenita

Lemma 1.4 Vektorové funkce f, definované vztahem (1.2.1) jsou homogeni zob-
razent 1.7adu

fs(aw):afs(w), a>0.
Navic

Jo(w) = Ay (w)w.

Ditkaz Prvni vztah je zfejmy a plyne pifmo z definice f,. Protoze f, € C*(D)5,
je vyraz (Df (w)/Dw)w = As(w)w derivaci f, ve sméru w v bodé w. Podle
definice derivace

.fs(w + aw) — fs(w)

Ag(w)w = i:mo o
— (}}L% (1+a).fs(;u> — fs(w) _ fs(w)

1.3.2  Hyperbolicita

Piedpokladame-li ze w € C(Qr) , pak jsou Eulerovy rovnice
specialnim pripadem kvazilinearniho systému typu

Ao(w)a—w +ZAS(w)§—Z. (1.3.1)

Definice 1.5 Systém (1.3.1) se nazgvd hyperbolicky v oblasti D C IR®, pokud
vSechna tedeni \j = A\j(w, n), j=1...5, algebraické rovnice pdtého stupné

det (AAO(w) - ins As(w)> =0

jsou redind pro kazdé n = (ny,nz,n3)T € IR® a w € D. Aj nazyvdme zobecné-
nymi vlastnimi ¢isly systému (1.3.1). Pokud jsou navic zobecnénd vlastni cisla
\; jednoduchd, pak je systém nazgvdn ostve hyperbolicky. Rekneme, Ze systém
3
(1.3.1) je (ostie) diagondlné hyperbolicky, pokud je navic matice P = > ns A(w)
s=1
diagonalizovatelna. To znamend, Ze existuje requldrni matice T = T(w,n) ::

A, 0,0, 0, O

0, A2, 0, 0, 0
T !PT =A=A(w,n)=diag(A; ... X\s) = | 0, 0, X3, 0, 0
0, 0, 0, \g, 0
0, 0, 0, 0, \s
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Véta 1.6 Eulerovy rovnice tvori diagondlné hyperbolicky systém.
Dukaz Viz (Feistauer et al., 2003), str. 108, Véta 3.6. O

Poznamka 1.7

A =v-n—aln|

Ao =v-Nn
A3=v-n
AM=v-'n

As =v-n+an|

kde a =,/ 'y% - rychlost zvuku.
Poznamka 1.8 Pokud n = (1,0,0). Pak vlastni ¢isla matice A;(w) jsou

)\1:’01—0,
Ao =3 =X =11
A5 =01 +a

Poznamka 1.9 Jednorozmérné Eulerovy rovnice dostaneme z (1.2.2), poloZime-
li

P
0
w pur |, O7s O3’ V2 vg, w =w(r,t)
FE

Jednorozmérné Eulerovy rovnice tvori ostfe diagonalné hyperbolicky systém.

1.3.3 Rotacnt invariantnost

Libovolny vektor n = (ny,n2,n3)T € IR? 1ze vyjadiit ve sférickych soufadnicich
n = r(cosa cos 3, sina cos 3, sin 3)T,

kde
T

r=|n|, a€l0,2n), Bel-=, =]
2°2
Necht n € IR? a ¢ € IR? je dan. Posuiime systém soufadnic xi, 2,23 do
bodu ¢ a otoéme ho tak, Ze se osa x; shoduje s vektorem m. To znamena, ze

definujeme novy kartézsky systém soutradnic 1, T2, T3
7 Z1

T2 =Qo(n) | %2 | +5,

T3 T3
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where
cosa cos 3, sina cos(3, sin(

Qo(n) = —sin a, cos a, 0

— cos « sin 3, — sin « sin 3, cos 3

je ortonormalni matice.
Transformace stavového vektoru w déva novy stavovy vektor

qg=0Qn)w, (1.3.2)

Transformovany stavovy vektor g pokladdme za funkci proménnych T = (71, T2, 7'3)
and t

q=a(@,t) = Q(n) w(Qg" (n)(F - 7),t).
Véta 1.10 Nechftw € D an € IR, |n|=1. Pak

S one fu(w) = Q7 £, (Qn)w)

a
3
> nsAg(w) = Q7 (n) A1 (Q(n) w) Q(n)
s=1
Dukaz viz (Feistauer et al., 2003, page 108). O
Véta 1.11 Vektorovd funkce w € C1(Qr)° je resenim Fu-

lerovych rovnic
dw o~ Of (w)
%l o, =0

s=1
prdvé tehdy kdyz funkce ¢ = q(,t) g = Qn)w fesi
transformovany systém Euleroviyjch rovnic

3
0 of,
%q + E f5SQ) =0,
ot 0z
s=1
t.j. transformaci kartézskych souradnic se FEulerovy rovnice formdlné nezmeénid.

Dukaz je komplikovany, pro N=2 viz (Feistauer et al., 2003), str. 110, cvicent
3.9. a
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Tato vlastnost se nazyvad rotacni invariance Eulerovych rovnic.

Zkusebni otazka 1.2! Formulujte zakladni vlastnosti Eulerovych rovnic: ho-
mogenitu, hyperbolicitu a rota¢ni invarianci.

1.4 Cauchyho uloha

Protoze volba vhodné okrajové podminky pro systém rovnic popisujicich za-
kony zachovani je delikatni, dosud ne zcela uspokojivé vyfeSeny problém, bu-
deme se zabyvat Cauchyho tlohou pro Eulerovy rovnice v mnoziné Qp = IR? x
(0,7) (t.j. 2 = IR?), doplnéné pouze pocatecni podminkou. To znamena, Ze
hledame feseni tlohy

Cauchy

ow o Of,
V) o0 T2,

b) w(z,0) = w’(z), r € IR?,

0 vQr=IRx(0,T), (1.4.1)

kde f, € CY(D)5.
Zabyvejme se nyni feSenim Cauchyho tlohy a jeho vlastnostmi.

Definice 1.12 Rekneme, Ze vektorovd funkce w je klasickym vesenim Cauchyho
alohy (1.4.1), jestlize

a) we C' (R x (0,7))"NC (R* % [0,T))°,
b) weD  Y(x,t)€Qr (= R*x(0,7)),
¢) w splityje (1.4.1),a)-b) V(x,t) € R® x (0,T).

Pojem klasické feseni je ponékud omezujici:
1. Z experimentt vyplyva, ze se mouhou vyskytovat nespojitosti v hustoté,
tlaku, rychlosti a v ostatnich veli¢inach.

2. Klasické FeSeni muze existovat pouze na intervalu [0,7*], T* << T (mald
data).

Uvedeme nékolik prikladt zdtraznujicich tyto vlastnosti hyperbolického sys-
tému a budeme ilustrovat moznosti tzv. metody charakteristik.

4. prednaska
1.4.1 Kwvazilinedrni skaldrni rovnice

Necht f € C?(IR), A = f’, w® € C'(IR). Budeme uvazovat rovnici

ow , 9f(w)

ot ox

=0 v R x(0,7),

kterou lze pro klasické feseni pfepsat ve tvaru
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ow ow
— + AMw) — = T 1.4.2
BN + AMw) o 0 v Rx(0,7) ( )
a doplnime tuto rovnici poc¢atecni podminkou
w(z,0) = w’(z), z € R. (1.4.3)

Vysetfujme existenci feseni a moznosti jeho analytického vyjadreni.
Predpoklddejme, Ze existuje FeSeni problému (1.4.2)—(1.4.3) a vySetfujme jeho
vlastnosti podél kiivek parametrizovanych v roviné (x,t)

z = &(s),
t=1(s)=s s € J (= otevieny interval).
Presnéji, vysetifujme vlastnosti derivace
dw(&(s), )
ds '

Plati
dw _ 9w Ow dg
ds Ot  Ox ds '
—~—
l
Porovnanim s (1.4.2)

;
ow Ow ~—™™

ot Tag MW =0
vidime, Ze jestlize x = £(s) takové, Ze

d§

— =

dS (U)),
pak

duwlE(s).5) _,
ds

a tedy

w(&(s),s) = konst., seJ.
Odtud dostaneme

® — Awle),5) (144)
——
konst.
konst.

a proto FeSenim problému (1.4.4) je pfimka

§ = Mw(&(s),8)) s + zo.

Protoze x = £(s), t = s, s € J, jsou feSenim problému (1.4.4) pfimky v horni
poloroviné ¢ > 0, zacinajici na ose = a urc¢ené podminkami

r = Mw(z,t))t + o, (1.4.5)
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w(z,t) = w(xo,0) = w’(xg).
To déava implicitni vyjadfeni feSeni w kvazilinedrni skalarni rovnice

w(z,t) = w’(z — Mw(z,t))t), re R, te(0,T). (1.4.6)

Poznamka 1.13 Necht f = f(w) = Aw je linedrni, tj. A € IR je konstanta.
Potom f’ = X je konstanta nezavisld na w a problém

ow ow
T W
ot e Y

w(z,0) = w’(x)
ma Feseni
w(z,t) = w’(z — \t),
za predpokladu w°® € C*(IR).
Definice 1.14 Pro danou hladkou funkci w spliujici

ow ow
E—i—)\(w)%—o v IR x (0,7)

krivky v roviné (x,t) parametizované nasledugicim zpisobem

z =&(s),
t=1(s) =s, sed

kde J je otevieny interval, a splniujict

dé(s)
ds

= )\(w(g(s),s)), s € J,

se nazyvaji charakteristiky.

Véta 1.15 Necht je funkce w € C1(IR x (0,T)) klasické reseni quazilinedrni
skaldrni rovnice (1.4.2). Pak w je konstantni podél libovolné charakteristiky.
Charakteristiky jsou primky v horni poloroviné t > 0, které zacinaji na ose x a
jsou urceny podminkou

= Mw’(zg)) t + zo. (1.4.7)
Odtud dostavdame implicitni vyjddrent Tesent
w(z,t) = w’(x — MNw(x, 1)) t), z€R, t>0. (1.4.8)

Dukaz Viz vyse. m]
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1.4.2 Linearnt skalarni rovnice

Véta 1.16 Funkce w € C*(IR x (0,00)) je klasické vesend linedrni skaldrni rov-
nice

0 0

871:—1—)\6%:0 v IR x (0,00), A\ = konst. (1.4.9)
prave tehdy kdyz w je konstantni podél libovolné charakteristiky.
Dikaz —> Uvazujme libovolnou charakteristiku @ = £(s),t = s, spliiujici
&) — ) . s € (b,d). Jeli w klasické Feseni pak

dw(E(s)s) _ Ow(€(s),s) | Ow(E(s), s) dé(s)

ds ot ox ds

_ (‘?;f A 21;’) (€(s), 5) =0 Vs € (b,d).

Tedy w(£(s), s) = konst. pro kazdé s € (b, d). To znamend, Ze w je konstantni
podél kazdé charakteristiky.

<= Necht w € C1(IR x (0,0)) je konstantni podél libovolné charakteristiky
anecht (z,,t.) € Rx(0,00). Pak existuje charakteristika (definovand v néjakém
intervalu (b,d) > t.) takovd, ze x(t.) = z,. Pak pro kazdé s € (b,d)

dw(E(s),s) _ (Ow | dw
Pro s :=t, mame (%—If—l—)\%) (T4, ts) = 0. O

Diisledek 1.17 Pro w® € C(IR) ezistuje prdvé jedno klasické reseni linedrni
skaldrni rovnice (1.4.9) spliiugici pocdtecni podminku w(x,0) = w°(z), = € IR.
Lze ho vyjadrit ve tvaru
w(z,t) =uw’(x —At) z€ R, t€(0,00).
Dikaz Domaéci tkol. O
Zkusebni otazka 1.3! Definujte charakteristiky rovnice
ow ow

EJr/\(w)%:O v IR x(0,T)

(kvazilinearni skaldrni rovnice v 1D).
Poznamka 1.18 Jednorozmérné Eulerovy rovnice

ow , Of (w)

5 e v IR x (0,7),
p pv
w=|pv |, f(w)=[| pv’+p

E (E+p)v
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Poznamka 1.19 Eulerovy rovnice s jednou prostorovou proménnou

ow Of (w)
—— IR x (0,T
ot + Ox v I (0,T),
p PU1
pu1 poi+p
w=|pvz |, f(w)=]|pviva+p
pU3 pULU3 + P
FE (E + p) V1
Definice 1.20 Necht systém rovnic
ow ow
T4 A —— =90 1.4.10
5 A (W) ( )
je hyperbolicky. To znamend, Ze koveny A\;, j =1 ..., 5, rovnice

det A\I—A (w)) =0

jsou redlné. Pro danou hladkou funkci spliujict (1.4.10), kiivky v roviné (z,t)
parametrizované

r=2¢&(s), t=t(s)=s, s€,
kde J je otevreny interval a

dg;(s) _ ,
“ds Aj(w(;(s),5))

se nazyvaji charakteristiky.
Uvazujme jednoduchy ptiklad kvazilinearni skalarni rovnice.

1.4.3  Cauchyho uloha pro nevazkou Burgersovu rovnici

Uvazujme tlohu

(Burgers)
ow ow
Sy two— =0 vRx(0T),
w(z,0) =w’(z), x€lR (1.4.11)

Jednd se o rovnici typu 2% + af(,)(;”) =0kde f(w) = sw? f(w)=Aw)=w.
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Uvazujme nasledujici pocatecni podminku

z <0,
(cosx+1), ze€(0,m),
T >

w(x) =

Ol =

Predpokladejme, ze feseni existuje a nakresleme charakteristiky. Charakteristiky
jsou vyjadieny podminkou

= Mw(z,t))t + o,
w(z,t) = w(wo, 0) = w(w).

Charakteristiky jsou tedy primky
z = Mw®(x0)) t + z0,

t.j. pro danou pocatecni podminku

t—|—x0, T S 07
z=w’(zo)t+ 39 =1 2(coszg+1), z¢€(0,m),
Jy) xr > T,

Zaver: Klasické feSeni pro t > 7 neexistuje.

Cviceni 1.21 Najdéte nejvétsi T tak, ze pro ¢t € [0,T*) se charakteristiky
neprotinaji.

_ 1.4 Nakreslete charakteristiky Burgersovy rovnice s poca-

te¢ni podminkou
w(z,0) =w’(z), z € R

pro w® € C(IR) vami definovanou.
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Zkusebni otazka 1.5! Naleznéte feSeni problému

ow ow T 3
54—2%—0 Vv (2727T>X(0,T)7

IC w(x,0) =sin(z), =€ {W, Zw] ,

BC w(%.t) =sin(5 —2t), w (27,t) =sin (%ﬂ' —2t), t€[0,T),
dobie definovany problém (well-posed problem) pro w € C* ([, 37] x [0,7))?

1.4.4  Okrajové podminky

Volba vhodné okrajové podminky je velice dilezity a delikdtni problém v nu-
merické simulaci proudéni tekutin. Volba okrajové podminky je obecné fyzikalni
problém, ale musi odpovidat matematickému charakteru fesenjych rovnic. Tento
problém lze ilustrovat na pripadu linearni skaldrni rovnice.

ow ow
a—i—)\% =0, A\ = konst.

5. pfednaska

1.5 Slabé fesSeni

Uvazujme N-rozmérné Eulerovy rovnice, N = 1,2,3, tj. soustavu m = N + 2
rovnic pro vektorovou funkci w = (wq, ..., wm)T- Systém tvaru

N
dw | 3 0F.w) _, (15.1)
ot 0x
s=1
nemusi mit globalni hladké feseni i kdyz data jsou dostateéné hladka. Takova
situace je typicka dokonce pro velmi jednoduchou kvazilinedrni hyperbolickou
rovnici jako je napt. tzv. Burgersova rovnice.
Experimenty ukazuji, Ze mohou vznikat nespojitosti fyzikalnich veli¢in v konec-
ném case i kdyz pocatecni data jsou hladka.
Tyto skutecnosti nas vedou k slabsi formulaci feSeni systému (1.5.1) nez je formu-
lace klasicka. Budeme se tedy snazit zobecnit klasické feseni a rozsitit ho v case v
néjakém rozumném smyslu. Symbolem C§°(IRY x [0, 00)) zna¢ime prostor viech
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nekoneéné diferencovatelnych funkei, jejichz nosi¢ je kompaktni v IR x [0, c0).
Predpokladejme, ze w je klasické feseni problému

ow o= Of ,(w) N
E—F; axs V]R X(0,00),

w(z,0) = w(z), zcRY (1.5.2)

a @ € C(IRYN x |0, oo))m. Pak uzitim Greenovy véty dostavame rovnost

0—/ /BN afam(] )) wpdxdt——/lRN w(z,0) - p(x,0)dx

e 8cp Op
_/O /BN(w.at+;fj<w> ) o
Klasické feseni problému (1.5.2) tedy splituje integralni identitu
- e - e 0
w-— + fi(w ddt+/ w (z) - p(x,0)de =0
IR CE SO ALY LR

Vo € O (RN x [0,00))™. (1.5.3)

Ziejmé (1.5.3) ma smysl také pro w € [LX (IRY x (0,00))]™. Piseme f €
LOO

o (M)™, jestlize flynx € L°(M N K)™ pro kazdou kompaktni mnozinu
K C RN,

L>(M) = {u; u je méfitelna funkce v M a [[ul[ ) < o0},
kde
[ull oo (ar) = e€ss supy|ul == inf {supxeM\Z\u(x)h Z C M, meas(Z) = O} .
6. prednaska

Definice 1.22 Necht w° 6 LIOC(BN)T”. Vektorovd funkce w se nazyvd slabym
resenim systému (1.5.2) ¢

dw o Of (w) N
E+Z 6338 v IR X(0,00),

w(r,0) =w’(z), z¢c R,

jestlize w € L= (RN x (0,00))™, w(z,t) € D pro skoro viechna (x,t) € RN x
(0,00) a plati rovnost (1.5.3) t.j.

/ooo/JRN(w +Zf )dmdt+/RNw0(x)'¢(w,0)dw0

Vo € O (RN x [0,00))™



20 MATEMATICKA TEORIE
A t

. 0 T

OBR. 1.5.1. Nespojitost feseni

1.23 Dokazte, Ze libovolné slabé feseni t¥idy C! je klasickym feSenim.

Casto se setkdvame s tzv. pocdstech hladkym slabym Tesenim, které piipousti
nespojitosti.

Definice 1.24 Rekneme, Ze funkce w je pocdstech hladkd, pokud existuje ko-
necny pocet nadrovin T v IRN x [0,00), vné kterjch je funkce w tridy C', a na
kterijch md jednostranné limity, oznacme je w* ((x,t) € T).

(Je-li N =1, pak T je krivka v IR x [0,00).)

Ukazme, Ze nespojitosti na I' poc¢astech hladkého slabého feseni w nemohou
byt libovolné:
Véta 1.25 Nechf w : RY x [0,00) — IR™ je pocdstech hladkd funkce. Pak w je
resend systému (1.5.2) ve smyslu distribuct pravé kdyz jsou splnény ndsledujict
podminky:
a) w je klasické veseni v kaZdé oblasti, kde w je tridy C*,
b) w splruje podminku

N
(wh —w )ny+ Y (f;(wh) = f;(w™))n; =0 (1.5.4)
j=1
na hladkych nadrovindch T'. Zde n = (nq,...,ny,n¢) je normdla k T,
Dukaz Viz (Feistauer et al., 2003, strana 71). ad

Definice 1.26 Vztah (1.5.4) se nazyvd Rankineova—Hugoniotova podminka.
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V piipadé (ni,...,ny) # 0, mizeme zvolit normélu n = (v, —s) k" kde s € IR
av e RY je jednotkovy vektor. Pak (1.5.4) miiZe byt zapséna v tvaru

slw] =) vi(f ;(w)],

Jj=1

kde
[w] =w" —w™, [f;(w)]=f;(w") - f(w).
Vektor v a ¢islo s mohou byt chapany jako smér a rychlost Sifeni nespojitosti '
To je zfejmé v pripadé N = 1. Pokud vyjadiime nespojitost I' jako krivku
x = &(t), mdme s = d&/dt a n = (1, —s). Zfejmé s reprezentuje rychlost Sifeni
nespojitosti v zavislosti na ¢ase. Pak (piiznaceni f = f,), Rankine-Hugoniotova
podminka je ve tvaru

Lze najit priklady, kdy slabé feSeni neni jednoznac¢né. V pripadé nejedno-
znac¢nosti slabého FeSeni musime pouzit princip selekce (musime vybrat fyzikalné
pripustné feseni). Proto se zavadi tzv. entropickd podminka. Tato podminka je
zobecnénim fyzikalni entropické podminky v mechanice tekutin, kterd vyjadiuje
druhy termodynamicky zakon. Detaily lze najit v (Feistauer et al., 2003, strana
76).
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METODA KONECNYCH OBJEMU

V této casti se budeme zabyvat numerickym fesenim Eulerovych rovnic.
Hlavni pozornost bude vénovana metodé konecéngch objemi (MKO) na nestruktu-
rovanych sitich. Metoda kone¢nych objemt je jednou z nejpopularnéjsich metod,
diky své flexibilité, adaptabilité a aplikovatelnosti na feSeni problému tekutin v
oblastech s komplikovanou geometrii.

2.1 Sit koneénych objemii

7. prednaska

Necht Q@ C IRN je oblast vyplnéna tekutinou. Je-li N = 2, pak €, znaci
polygonalni aproximaci oblasti Q. Tzn. Ze hranice 02, oblasti € se sklada
z kone¢ného poctu uzavienych pocastech linearnich krivek. Pro N = 3,
zna¢i polyhedralni aproximaci oblasti €. Systém Dj, = {D;}ics, kde J C ZT =
{0, 1, ...} je indexova mnozina a h > 0, se nazyva sit koneéngch objemi v Qp,
jestlize D;, @ € J jsou uzaviené mnohothelniky nebo mnohostény, jestlize N = 2
nebo N = 3 s vzajemné disjunktnimi vnitiky tak, ze

Q=D

Prvky D; € Dy, se nazyvaji koneéné objemy. Dva koneéné objemy D;, D; C Dy,
jsou vzajemné disjunktni nebo jejich prinik je tvofen spole¢nou ¢asti jejich hranic
0D; a D). Jestlize 0D;NOD; obsahuje tsecku nebo ¢ast roviny, je-li N = 2 nebo
N = 3, pak nazyvame D; a D; sousedicimi konecngmi objemy (nebo jednoduse
sousedy). Pro dva sousedy D;, D; € Dj, piSeme

Fij =90D; N 8DJ = Fﬂ

Obvykle I';; je tvofena koneénym poctem f;; tGseéek (N = 2) nebo €asti rovin
(N=3) Iy =T%:
Bij

r; = JTy
a=1
Viz Obr. 2.1.1. I'{; nazyvame sténami D;.
Dale zavedeme nasledujici znaceni:
|D;| = N—rozmérné mira D;,
obsah D; jestlize N = 2, nebo objem D; pro N = 3,

T3] = (N — 1)~rozmérna mira I'{},

22
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OBR. 2.1.1. Sousedni kone¢né objemy v 2D, I';; = Ui:l rs;

= délka I'}; jestlize N = 2, nebo obsah I'j; pro N = 3,

ng; = ((nf)1, - - 7(n%—)N)T = jednotkova vnéjsi normala k 9D; na T'f},
h = sup,c shi,

|0D;| = (N — 1) — dimensionalni mira 0D,
s(i) = {j € J; j # i, Dj je soused D;}.

Ziejmé ng; = —ng;. Déle S(i) = indexova mnozina obsahujici informace o

i) sousedech,
i1) sténach 0D;, kde je pfedepsdna vstupni (vystupni) okrajova podminka ,
1i1) stény 0D;, kde je pfedepsana okrajovd podminka na pevné sténé .

Poznamenejme, ze s(i) C S(i). Detaily viz (Feistauer et al., 2003, strana 186).

2.2 Odvozeni zakladniho schématu metody kone¢nych objemu
Uvazujme déleni 0 = to < t; < ... ¢asového intervalu [0,7] a oznacme

Tk = tpy1 — g Casovy krgk mezi ty a tpyq.
Predpoklddejme, 7e w : Q x [0, 7] — IR™ je klasické feSeni problému
ow N of . (w) o
ot ors
s=1
Integraci této rovnice pfes mnozinu D; X (tg,tr4+1) a uzitim Greenovy véty na
D; dostaneme

trt+1

[ tr) - wia ) do+ [ ! :lfs(w)nsds dt =0,

i 173 i
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Uvazujme trojuhelnikovou sit (resp. sif tvofenou Ctyistény) Dj. Pak §;; = 1 a
0D; N0D; =T';; = I'j; pro sousedni kone¢né objemy.
Nyni aproximujeme hodnotu integralu [, w(x,ty)dz/|D;| veli¢iny w pres ko-

neény objem D; v ¢ase t) konstantni hodnotou wk:

/ w(z, ty) dz ~ |Dj|wk.
D

k2
Veli¢inu w¥ nazyvame priblizngm vesenim na D; v Gase t;,. Mtizeme tedy psat

tr41

N
/(w§+1—w§)dx+/ > /;fs(w(x,t))nsdb’ dt = 0.

D; th jGS(’i)Fij

, N N . y .
Dale aproximujeme tok » " f (w)(n;;)s veliciny w sténou I';; ve sméru n;;
numerickym tokem H (wf,w?,nij), zévisejicim na hodnoté pfiblizného Feseni
w” na kone¢ném objemu D;, hodnoté w” na Dj, a na norméle n;; v casovém

J
okamziku t:
N

> Fo(w)(niy)s ~ H(wi, wh,ny).

s=1

Dostaneme nasledujici schéma metody konecnych objemi
7]
wht! = wh — Wk| Z H(wf,w?,nijﬂriﬂa D; € Qp, t, €[0,7). (2.2.1)
3 . .
JES()

Pocatecni podminky w?, i € J jsou definovany vztahem

1 /
0 0
w; = — [ w’(z)dx
| Dil
D;

(za predpokladu, ze funkce w® € L} (£2)).

loc
Definice 2.1 Definujeme priblizné reseni metody konecngch objemai problému

dw |~ Of(w) _
ot drs
s=1
jako pocdstech konstantni vektorovou funkci Wfl, k=0,1,..., definovanou s.v. v
Qp, tak, Ze W;ﬂﬁ = w¥ pro kazdé i € J, kde Zoji je vnitrek D;, t.j. 103,: D;\0D,,

a wk je ddno vztahem

X Tk
wht! = wh — D > H(wf,wk nij)[Tyl, Di € Q, tx €[0,7T).
" jes()

Funkce w’,j je priblizné resent v case t = tj. Vektor wf je hodnota priblizného
resent na konecném objemu D; v case ty.



VLASTNOSTI NUMERICKEHO TOKU 25

Zkusebni otazka 2.1! Odvodte explicitni schéma metody konecnych objemi
pro numerické feseni Eulerovych rovnic.

2.3 Vlastnosti numerického toku

O numerickém toku H predpokladame, ze ma tyto vlastnosti.
1. H(u,v,n) je definovany a spojity na D x D x 81, kde D je defini¢ni obor
toktl f, a Si je jednotkova koule v IRY: §; = {n € RY;|n| =1}.

2. H je konsistentni:

3. H je konzervativnt:
H(u,v,n)=—-H(v,u,—n), u,veD necs.

Poznamka 2.2 Na hranici mutze byt numericky tok definovan napf. s vyuzitim
okrajové podminky:

I';j — pevna sténa, v -n =0 (slip condition)

S e £y (w (e 1))

= Lij
pP UL P U2 pU3 0
pvi+p p UL U2 p U1 U3 n1
=mn p U2 V1 +ny | pv®+p | +ns pU2V3 =p | n2 |,
p U3 U1 P U3 V2 p1)32 +p ns
(E+p)ui (E+p)v2 (E+p)us 0
0
(mij)1
H(w}, | ,ny) =i | (nij)2
(n45)3
0

Zkusebni otazka 2.2! Vysvétlete klicova slova ‘tok’, ‘numericky tok’ v termi-
nech ‘konzervativni’ a ‘konzistentni’.
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2.4 Konstrukce nékterych numerickych toku

2.4.1  Skalarni linearni rovnice

ow  O\w

at +W:0’ f(w):)\w, )\:kOHSt.

V tomto pripadé mame

Tk
wz]’ﬁ_l :wki [H(wf’wkanij)+H(wﬁcawlkvnil)]'

"Dl !
Obecné
N
> ons fo(w(a,ty)) [p, ~ H(wf, wh,n;).
s=1
V piipadé N =1, n;; = 1, ny = —1 lze uvazovat nasledujici aproximaci:

pokud A >0

7

(_1))‘w('7tk) |I‘“ ~ _)‘wlkv

1A w(-,tg) ‘Fu ~ Awk,

nebo pokud A <0

1A w(,ty) ‘Fij ~ )\wé“,

(=) Aw(-, tg) |F7‘,1, ~ —Awk.

Nakonec dostavame

k+1 k k k
Aso B TT T g,
T | D
k1l ok wh — wk
A< Wi T T,
T | D

Je zirejmé, ze plati nasledujici rovnost
nAdw=n\NTw+n\)" w,

kde
0 < A" =max(0,)), 0>\~ =min(0,)),

miuzeme tedy psat

nAw(,t) [, =~ (n N wh 4+ (n )~ w;-“ =: H(wf,wf,nij).
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2.4.2  Kwazilinearni skalarni rovnice

V tomto pripadé mtzeme zkusit pouzit analogicky tvar

nA(w)w(, 1) I, & (A (wi))F wf + (nA(w]))” wi =t H(wf, wf,n).

2.4.3  Eulerovy rovnice:

Trojrozmérnéa analogie numerického toku odvozeného pro skalarni linearni
rovnici je vyjadrena v konstrukci nasledujicich numerickych toku:

homogenita N hyperbolicita

N
Zns fo(w) "= Zns A (w)w =
s=1 s=1

=TAT Y w,n)w =P (w,n)w+ P~ (w,n)w,

kde
A\:A\Jr'i_A\77
A, 0, 0, 0, 0
0, Ay, 0, 0, 0
AF = AF(w,n) =diagA\F ... x5)=| 0, 0, ., 0, 0 [,
0, 0, 0, -, 0
0, 0, 0, 0, \X
Pt .=TA T .
Tedy

r,, & PH(wf, ny) wi + P~ (w], ny) w).

N
Zns f@(w(?tk))

Dostali jsme tak Stegertiv-Warmingtv numericky tok. Muzeme také pouzit
podobnou aproximaci

k k k k
w; + w: | wi +w?
r, ~ Pt <Z2ﬂn”> wh+ P <l2ﬂn”> wh.

Tento numericky tok se nazyva Vijayasundaramtv numericky tok.
8. prednaska

N
Zns fs(w('7tk))
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2.5 Godunova metoda
V IRV (N = 2 nebo 3) zavedeme novy kartézsky systém soutadnic #1, ..., %y

s pocatkem ve stfedu stény (viz definice stény) I' tak, Ze soufadnice Z; je orien-
tovéma ve sméru normély n a :%2, . :E N jsou teéné k r (posunuti souradného

My

invariance Eulerovych rovnice plyne, ze tyto rovnice v novych souradnlcich maji

tvar
of s(q
+ Z axs -
kde
1
g=Qmw, Qn)=| Q® |
1

a plati

rotacni invariance

Yonsfw) = Q) f(Qw) = QN (n)fy(a)-

Na I';; médme

N
Zns .fs(w('vtk)) Ty — Q_l(n)fl(q('vtk)) Tij- (252)
s=1
Clen na pravé strané (2.5.2) se aproximuje pomoci
q('7 tk)ll—‘” ~ q(07 tk)7
kde g = q(Z1, tx) je FeSeni tzv. Riemannova problému
9q | N
a) 8t - fl( )= (Z1,t) € IR x (0,00), (2.5.3)
R.P. .
=~ _ qr, ::Qwia j1<0;
b a(i1,0) - {qR R AR

Véta 2.3 Md-li Riemanniv problém (2.5.3), a)-b), jediné pocddstech hladké slabé
resent q, pak q muze byt zapsdano pro t > 0 ve tvaru

kde q: IR — IR™.
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Dukaz Je ziejmé, Ze pro libovolné pevné o > 0 je funkce g(a &1, at) také sla-
bym Fesenim Riemannova problému. Diky jednoznac¢nosti mame q(a 1, at) =
q(Z1,t), coz znamend, Ze g je homogeni vektorova funkce fadu 0. Tedy pro li-
bovolné pevné T1 a t, zvolime-li o = %, méame q(Z1,t) = q(F,1) = q(*F)

O

Poznamenejme, Ze nékdy také piseme

¥
q(—

P ) = ars(71,491,9R).

Zkratka RS znamend Riemann solution (feSeni). Nyni mizeme psat

Ly~ Q '(n)f1(a(0,t1)) = Q" f1(qrs(0,41,qR))
9:(Q..95)

N
S n Fo(w(- 1)
s=1

a polozit

H(’U]f, w?v nij) = Q_l(n) gG(Q w?v Q ’LU;C)
Godunova metoda je definovana jako metoda konecénych objemt
k Tk .
wht = wk — D) > H(w;,wh nij) Tyl
‘1 jes()

s numerickym tokem
H('lUf, 'LU;C, nz]) - Qil(nl]) gG(Q wf) Q w_];)7

kde
gG(qLa ‘IR) = fl(‘IRS((); QL7qR))'

Funkce g se nazyva Godunoviv numericky tok nebo presny Riemanniv Tesic.
Godunovo schéma predpoklada konstrukei presného feseni Riemannova pro-

blému, coz je obecné obtizné. Této nevyhodé se vyhneme pouzitim priblizného

Riemannova tesice neboli Riemannova numerického toku. Znadi se gr(qr,qp)-

9¢(ar,98) ® 9r(ar,qR)-

Pfesny Riemanntiv fesic Ptiblizny Riemannti resic

Godunovuv numericky tok Riemanntv numericky tok

Vysledné metody jsou nazyvany metodami Godunovova typu.

Zkusebni otazka 2.3! Vysvétlete klicova slova ‘Riemannt problém’, ‘Rieman-
niv Tesi¢’ a jejich uziti pii konstrukci numerického toku.
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Véta 2.4 Predpoklddejme Ze pro kaZdé q € D vsechna vlastni éisla A\,(q) matice
A1(q) jsou jednoduchd a Ze kazdy vlastni vektor ry je bud ‘genuinely’ nelinedrni
nebo linedrné degenerovany.

Pak pro libovolné q; € D existuje jeho okoli B(q;) C D takové, Ze plati: pro
kazdé qr € B(q;) mad Riemanniv problém

Jq 0 _ -
o o 1@ =0 (@1,t) € R x (0,50),

~ qL7 .i'] < 0,
,0) = -
q(xl ) {qR7 Ty > Oa
jediné reseni. Toto Tesent se skladd z maximdlne m + 1 konstantnich cdsti, od-
délenych jednoduchou vinou nebo entropickou rdzovou vinou nebo kontaktni ne-
spojitosti.

Dikaz Terminologii lze najit v (Feistauer et al., 2003, strana 81-88). Dtukaz
véty je uveden napt. v, (Godlewski and Raviart, 1996), kapitola 1, véta 6.1 nebo
(Smoller, 1983), véta 17.18.

2.5.1 Integrdlni tvar Riemannova Tesice
9. pfednaska

Godunoviv numericky tok g-(qr,qr) (pfesny Riemanniv Tesic) lze vyjadrit

pomoci tzv. ptiblizného Riemannova fesi¢e gr(q;,qpr) odvozeného heuristicky
ve tvaru

dr
9¢(q.,9r) ~ 9r(ar.ar) = Ffi(ay) + /AI(Q) dq, (2.5.4)
q.
kde
A =TAT', A =TA T
dr
J a1 (a)dq
qr q,
/ A (q)dg =
q dr
) | an(q)dg
q.
Zde a,, znaci n-ty fddek matice A;, n =1, ... ,m. Dale znacime
dr

/a;(q) dg (2.5.5)

q.
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krivkovy integral vektorové funkce a, : IR™ — IR™ podél kiivky v IR™ s po-
¢ateénim a koncovym bodem q; a qp. Integral (2.5.5) obecné zavisi na cesté.
Jestlize je vektorové pole a,;, n = 1...,m konstantni (napf. v pfipadé line-
arniho hyperbolického systému s konstantni matici A;), potom je potencidlni a
integral (2.5.5) je nezéavisly na cesté a nezdlezi tedy na vybéru kiivky spojujici
q; aqp. Integrdl (2.5.4) lze vypocitat pouzitim vhodné numerické kvadratury
nebo volbou vhodné integracni cesty, jak ukazeme pozdéji. Integralni tvar pribliz-
ného Riemannova fesice g 5(q;,, g ) je motivovan néasledujici tvahou. Uvazujme
Riemanntv problém (2.5.3), t.j.

0q fl(‘J)
“q -0
a or
~ _ qL7 i’l < 0,
q(%1,0) = {qR, i > 0.

Necht f je linedrni, t.j. f1(q) = A1 q, A;—matice nezévisejici na q (konstatni
matice). Protoze pfedpokladdme, Ze linedrni systém je hyperbolicky, mé A re-
alna vlastni ¢isla a je diagonalizovatelna

A =TAT
Pripomenme jiz zavedené znaceni

AF =TA T .

Plati
Jq Jq Jq 1 Oq ~1
= 1A =0& —+TAT =0 /T 'a
ot T 9z, e T TA ; [T Aeva
AT 'q) AT lq) _ oq 0q _
atq + 4 85:1q =0 - W_FA\G@ =0
~ qr T1 <0 ~ i qNL 1 <0 )
q(xl’o)_{qR i >0 40 = ' 5 >0

kde ¢ = T !q. Uvazujme obecny piipad, kdy (podet rovnic je) m = 5 a
rozepisSme rovnice po slozkach. Dostaneme

- (
9 0%, 0, ¢qi(1,0)= {@Rh ;

Pomoci metody charakteristik dostaneme

. . (qr)e, Jestlize Ay >0 .
Ge(0;1) = { (Gr)e, Jestlize Ap <0’ t=1,...,5,

odkud plyne, ze
M (0,tk) = A (G2)1 + Ap (R)1,
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As5d5(0, ) = AZ (GL)s + A5 (GR)s-

Zapsano v maticovém tvaru, mame

ANgO0,t) = A" g + A~ g
Jestlize vynasobime tuto rovnici matici T zleva, dostaneme

A1q(0,ty) = Af g + AT ag = 9¢(ar. ar)-

Zavér: Presny Riemanniv feSi¢ f;(q(0,t;)) linedrniho Riemannova problému
(f1(q) = A1 q) ma tvar

9c(aL.qr) = Al ap + A gg.
Nyni lze psat

9c(qr.ar) =Af q, + AT qp + AT q, — A q;,
—_—

A4,

dr
=Alq,+ATq +AT (qr—qp) = fi(qy) + /Af dq.
S —

A1 q, q,
Zaroven plati

9c(@r,9r) = AV q;, + AT g + Al gz — AT g5
4
=Ai1qp+AT (g, —qr) = filag) - /Aqu-
q,
Miuzeme tedy psat

dr
1
glaran) = 5 Filan) + Falan) - [ 1Ailda.
q.

kde
A=A —A].

qy
Linearni pfipad : g4 (qr,qr) = (pfesné) fi(q.) + [ A7 dq.
q.

dr
Nelinearni piipad : gz(q;,qg) :=(heuristicky) f,(q.) + [ A7 (q)dq.
q.
Integraly, které jsme zde psali obecé nemuseji davat smysl. Nicméné tyto rovnice

mohou byt vyzity k definici numerickych schémat tak, Ze integraly jsou vycisleny
pomoci numerické kvadratury nebo vypocteny uzitim vhodné integracni cesty.
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Zkusebni otazka 2.4! Napiste integralni tvar pfiblizného Riemannova Fesice.

2.5.2  Priblizny Riemannuv 7esi¢ zaloZeny na numerické kvadrature

Stegerovo-Warmingovo schéme lze odvodit z vyjadfeni

qr
96(ar.an) = 5§ Fila) + £1(an) - [ 1Ai]dg
q;,
pomoci ‘kvadraturni formule’
qr
[ 1Aslda= |As(ar)lan - [As(ap)las.
q,

ktera je presnd (v lindrnim ptipadé), pokud A je konstatni. Algebraicky rad této
kvadraturni formule je 0. To vysvétluje, pro¢ je Stegerovo-Warmingovo schéma
ponékud difuzni (t.j. nespojitosti jsou vyrazné zhlazeny), jak plyne z numerickych

experimenti.
Jina schémata lze ziskat na zakladé kvadraturni formule
qdr
/ |A1]dg ~ ’Al(qL—qu) (ar —a;) (2.5.6)
q.

a aproximace

SU1(an) + Fa(a) = (00 - A (120 (AL )

plynouci z homgenity f;.
Uzitim (2.5.6), se dostdavame k Van Leerovu schématu s numerickym tokem

avilaan) = { Fila) + Filan) - 141 T g - a0)).

Dosazenim (2.5.7) do Van Leerova numerického toku dostavame Vijaysundara-
novo schéma s numerickym tokem

qr +q -9 +4q
gv(ar,qg) = Af(%)‘h +Aj (%)qu.

2.5.3  Priblizny Riemanniv 7esic zaloZeny na vhodné integracni cesté

Osherova-Solomonova metoda je zaloZena na vypoctu integralu

qr
gr(as.ar) = F1(an) - / Af(q)dq
q,



34 METODA KONECNYCH OBJEMU

podél spojité kiivky z q; do g v D sestavajici se pocastech z hladkych kiivek
nW, ..., n® k nimz je odpovidajici vlastni vektor matice A;(q) tecny v kazdém
jejim bodé.
¥ s e (0, 00) —>n(£)(s) €D, (=1,...,5,

takové Ze

dn'(s)

ds

kde 7, je vlastni vektor matice A;.

=r(n'(s)), s€(0,00),

dr
Budeme pocitat ¢tyri pripustné stavy gy, g5, g5 a g, a pocitat integral f Af (q) dg:
q.
5 4

a5

/Af(q)dq=z / Af(q)dq,
=1

q, q,_,

kde q, :=q; a g5 :==qp.
Ukazme tento vypocet pro ¢ = 2.

q, b
/ Af(q)dq = / AF (0 (s)) 2(n® (s)) ds
q, a

b

- / 55 (0 () r2(n®(5)) ds,

a

kde \J je vlastni &slo matice A odpovidajici vlastnimu vektoru r, matice A}
~ + _
AF =TAN T,
<+
ATT:TA\ <:>A1+7'2:)\2+7‘2,

kde sloupce matice T jsou vlastni vektory 71, ..., r5 matice A;.
Ukazeme pozdéji, ze vlastni éslo Ay neméni znaménko podél 5, dokonce je
konstantni podél n(®). Proto

Ao (P () = Aa(ay), s € [a,0],

S (s) = {

Nyni uz tedy muzeme psat

dr b q,
[ At@da= [ Ran®(s) ran® ) ds = [ Asla)da = 11(a2) - F1(a),
q, a q,

nebot A; je Jacobiho matice zobrazeni f.

10. prednaska
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2.5.3.1 Jacobiho matice f,

Stavovy vektor ¢ = ¢(Z,t) m4 tvar

q1 P
g2 p U1
a=|q |=|ro|,
qa pU3
s E
kde
U1
v = UNQ = Qo (n) v
U3

je transformovanéa rychlost. Pro zjednoduseni budeme pséat

u = 171,
U= ﬁ27
w = U~3.
Potom zobrazeni f; ma slozky
pu
pu® +p
fil@=1] pw
puw
(E+p)u

Tvar Jacobiho matice A lze nalézt v (Feistauer et al., 2003). Zde pouze uvadime
vlastni ¢isla. Maji tvar

5\1(‘1) =u-—a,
5\2(‘1) =u,
As(q) = u,
Ai(q) = u,
As(q) =u+a,

kde a = , /7% je rychlost zvuku.

Odpovidajici vlastni vektory jsou
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r1(q) r2(q) r3(q) r4(q) r5(q)
1 1 1 1 1
u—a u—a u—a u—a u—a
v v v v v
w w w w w
7912 7912 7912 7912 7912

2.5.3.2 Riemannovy invarianty

Definice 2.5 Funkci vy : D — IR nazyvame Riemannovym invariantem k vlast-
nimu vektoru ry, jestlize

a) Y € CH(D),
b) Vibe(q)" -re(q) =0 Vg€ D, (2.5.8)
f ~\T
kde Vq = (% 8%5) .

Podminka (2.5.8) miize byt pro kazdé g € D splnéna nejvyse ¢tyfmi funkcemi
Y, (q),v;(q),v;(q), v, (q), jejichz gradienty jsou linedrné nezavislé pro kazdé g €
D. Nalézt Riemannovy invarianty znamena resit parciadlni diferencidlni rovnici
prvniho fadu (2.5.8). Uvedme nyni Riemannovy invarianty.

2a

ri(q): v,w, L. wu+

q): pu, v, w,

(
r3(q) : p,u, v — 2a, w,
(

T4 Q) L psu, v, w — 20/)
2a
r : L — )
5(q> v, w, 7 U v — 1
2.6 Ukazeme, ze u je Riemannovym invariantem.
2 q2
d}? (q) =Uu=—
q1
T T
9 g 1 u 1
VQ/)Q(q): < qza 707070) = (7 707030) ;
1

tedy
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2.5.3.3 Integrace vlastniho vektoru r, Riemannovy invarianty jsou konstantni
podél kazdé hladké kiivky v D, ke které je odpovidajici vlastni vektor matice
A (q) tetny v kazdém bodé.

Véta 2.7 Necht pro £ € {1,...,5} n) : s € (0,00) — n'¥(s) € D je hladkd
krivka takovd, Ze

()
W) i ®(s), s € (0,00),

kde v, je vlastni vektor matice Ay. Pak Riemannovy invarianty 1, (q),v;(a),v;(q), ¥, (q)
jsou konstantni podél krivky n®.

Dukaz Mame

d, (0) i (0) dn“) (0) ()
%(wz(n )) = Viby(n )'WZVQ/)(’I? ) -7 )=0, i=1,2.34
O
Véta 2.8 Necht q = (Gi, ... ,q45)" € D je ddno.

Pak pro kazdé ¢ € {1, ... ,5} ezistuje jedind kiivka n© : (0,00) — D,n®) €
C1(0,00)° sphiugici

dn®
W )
a podminku
n'(q@) = q.

Dikaz Diikaz je konstruktivni a k¥ivku lze vyjadfit explicitné. Detaily viz (Fe-
istauer et al., 2003), str. 223, Véta 3.64. O

2.5.3.4 Integracni cesta v pFipustné stavové mnoziné Necht q;,qp jsou dva
rizné stavy v D. V této casti ukazeme, jak zkonstruovat spojitou cestu z q;

do qp v D sestévajici se po &astech z kiivek n1), ... n®). Vypoécitame ctyii
pripustné stavy q;, ... ,q, v D tak, ze
nW(pL) = qy,
17(1)(/)1) =n%(p) = qi,
n® (p2) = 0¥ (ps) = g,
n®(ps) = n 4)(p3) =g,
1 (ps) = n®(pa) = au,
n®(pr) = qr
kde pr, p1, ..., pa, pr jsou hustoty odpovidajici stavim q;, qy, - .., g4, g Mame
pét kiivek n®, £ =1, ..., 5 a podél kazdé z nich jsou étyfi Riemannovy inva-
rianty 1, i = 1.2.3, 4 konstantni. M@izeme tedy napsat nasledujicich 20 rovnic

pro neznamé slozky stavii q,,...,q, :
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Pi(gr) = ¢i(qy), @=1,2.3.4,
Vo) = ¥a(gy), 1= 1.2.3.4,
V3(qa) = P3(gs), = 1,2.3.4,
%[1(‘13) = wi(q4)7 1=1,2,3,4,
Vs(ay) = ¥5(qR), 1 =1,2,3.4.
Vime, ze 5\2 = 5\3 = :\4 = u, a ze u je Riemanniv invariant k ro, 73, 74.

Odtud a z véty 2.7 dostavame, Ze A2, A3, A4 jsou konstantni podél n® n® @,
Je-li Ao 0 n® = konst. > 0, pak )\5r =X a

q2 q2
/AT(Q) dq = /Al(Q) dg = f1(az2) — f1(q1)-
ql ql

Jestlize A o 1) = konst. < 0 pak M =0a
q,
/ Af(q)dg=0.
q,

Dale ukazeme, ze M resp. A5 mohou ménit znaménko podél M) resp. n®nejvyse
jednou. Pokud se tak stane (tj. méni znaménko), pak znac¢ime qj resp. g}, stavy
splnujici ~

M(qr) =0,

:\5(‘1*3) =0.

Body qj , g} nazyvime sonickymi (protoze pokud M=u—a=0 pak u = a).
Plati

2.9
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) v+1 - i
= 1P11 L1 Yi(q) a7 -
<L v —

' , ) ~—_——
konst. podél 7 konst. podél nm

Odtud +1
() = O = T VAG T

-1
=C;—C3572 s 76(1,3).
Vidime, ze tato funkce je monoténi = muize zménit znaménko nejvyse jednou.

_ 2.5! Vysvétlete pojem Riemannovy invarianty a jejich vy-

uziti v konstrukei priblizného Riemannova fesice.
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