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1

INTERPOLACE FUNKCI

V této ¢asti se fesi nasledujici problém: je dan interval [a,b], v ném jsou dény
body o, ...,z a pfedepsané hodnoty f(zo),..., f(z,); hleddme funkci daného
typu, kterd vyhovuje témto podminkdm. Ze zimniho semestru vime, ze existuje
pravé jeden (Lagrangeuv) interpolac¢ni polynom p,, stupné nejvyse n, pro ktery
jepn(z;) = f(zj),j = 0,...,n. Pro pfesnost aproximace dostateéné hladké funkce
mame nasledujici vétu:

Véta 1 Je-li f € C"a,b], zo,..., 7, € [a,b], pak pro kaZdé x € [a,b] existuje
& € (a,b) tak, Ze

§@) = pu@) = /OO [] (2 )

(n+1)
Je-li aproximovand funkce dokonce tfidy C*° a ma stejné omezené derivace,
dostavame jednoduse

Dusledek 2 Bud f € C®[a,b], |f¥)| < K v [a,b]. Pak
+1(1 _ +1
< K" (b—a)”

xrél[%ﬁ] |f(z) — pu(z)] < (n+1)! n—soo

/0.

Tudiz, p, = f v [a,b] pron — oco.

CviCeni 1 UvaZujme funkci f(x) = sinz na intervalu [0, 1]. Jaké nejvétsi chyby
se muzeme dopustit, aproximujeme-li f pomoci pg?

Pokazdé vsak nedosdhneme tak vynikajici aproximace. Pf¥ikladem mize byt funk-
ce f(x) = ﬁ na intervalu [—5, 5]. D4 se dokézat, Ze pro interpolaéni polynomy
Pn s uzly v bodech ekvidistantniho déleni je posloupnost (||f — pnllc(ja,b))net
neomezena.

1.1 Po &astech polynomialni interpolace

Jednou z nevyhod aproximace interpolac¢nim polynomem je skutec¢nost, ze hod-
noty interpola¢niho polynomu jsou silné ovlivnény i hodnotami funkce ve vzda-
lenjrch uzlech. Resenim je aproximovat f po ¢astech. Pii tomto piistupu metodé
je nasi ilohou aproximovat funkei f v intervalu [zg, 2, ] pomoci funkce ¢ takové,
7€ Q|[z;,2:,,] je polynom. Vétsinou se navic pozaduje, aby ¢ byla t¥idy C* pro
dané k. Takovou funkci  nazyvame spline.

Nejjednodussim piipadem (k = 0) je aproximace pomoci funkce po ¢astech
linearni, jejimz grafem je lomena ¢ara. V praxi je vétSinou tfeba lepsi aproximace.
Pfijatelnym fesenim je tzv. kubicky spline.



2 INTERPOLACE FUNKCT

Definice 1 Rekneme, Ze funkce ¢ : [z, 7] — IR je kubicky spline, jestlize

(i) v € C?[zo, znl,

(ii) ©ljz;,2:,.] J€ Polynom stupné nejvyse 3.
Rikédme, Ze ¢ je kubicky interpolacni spline k f v bodech zq,...xz,, jestlize jsou
navic splnény podminky ¢(z;) = f(z;),i =0,...,n.

Restrikci ¢ na [z;, z;4+1] oznadime ;. Funkei @; 1ze psat ve tvaru

0i(z) = a; + bi(x — x;) + ci(x — ;) + di(w — 3;)3.
Funkce ¢ je tedy urcena celkem 4n parametry. Podminky z definice kubického
interpolacniho splinu nam vSak davaji jen 4n — 2 podminek. D4 se tedy ocekavat,
Ze budeme muset jesté dva parametry zvolit. NejCastéji se pouzivaji okrajové
podminky v zg a ,, a to tfi typi:

.

(@) ¢'(zo) = fo, ¢'(zn) = fu;
(B) ¢"(x0) = fo, " (xn) = f1;
(7) ¢"(z0) =0, ¢"(xn) = 0.

Kubicky interpola¢ni spline uréeny podminkou (7) se nazyva prirozeny spline.

1.1.1 Konstrukce kubického splinu

Budeme konstruovat spline uréeny podminkou (83) (jiz je () specidlnim pii-
padem). Pfedpokladejme nejprve, Ze jiz zname éisla M; = ¢''(z;), tzv. mo-
menty splinu. Funkce ¢" je spojitd a po ¢astech linearni. Oznacime-li tedy
h; = ;41 — x;, potom pro = € [x;, z;4+1] mame

r —I; Tit1 — T r —I;
i (x) = M; + (M1 — Mi)xi+1 e M; I + Mt o
Integrovanim dostaneme ¢} a ;:
Tit1 —1)? T —x;)?
pi(@) = _Mi% + Mi+1( 2h'l) + A;
ZT; — T 3 r — X 3
pi(z) = Mz% + Mi+1% +Ai(z —x;) + B;
(3 (2

Pomoci (zndmych) hodnot p;(x;) = f(z;), vi(zit1) = f(xiy1) uréime konstanty
Ai a Bz

1 1

1
f(xiy1) = =Mi1hi + Ajhi + B;

6
<f(9€i+1) - % iv1h; — Bi) = M - %(MiJrl — M;).
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Zbyva urcit hodnoty momentt: My a M, mame zadané, ostatni vypocteme ze
spojitosti prvni derivace (derivaci funkce ¢; v bodech z;, ;11 se rozumi p¥islusna
jednostranné derivace).

1

Pi 1 (vi—) = §Mihi—1 + Aio1 =
- %Mihi—l + f(xi)};i(x“) - higl(Mi — M; 4)
i) = 5 Mihi + A; =
= %Mihi + —f(miﬂ)hi_ flo) %(Mi—i-l — M;).

7 rovnosti obou derivaci dostaneme po tpravach

hi—1 hiz1 hi  f(xiv1— f(zs)  fl@) = f(@io1)
Miy——+M; - | Tt Mipi— = - ;
175t (3 +3>+ g hi hi 1

Oznacime-li A\; = h’iﬁ, wi=1—=X = ﬁ, Ize rovnici prepsat ve tvaru
ANiMi_y +2M; + pi My = g;,

kde g; je prava strana puvodni rovnice, vynasobend vyrazem
soustavu

6 -
P Dostavame

2M1 + pMa = g1 — M fY
XMy 4+ 2My 4 poMsz = go
AsMa 4+ 2M3 + psMy = g3

An—1Mp_o + 2M;_4 = 9n—1— ,u'n—lfrlLl'

Dokézeme-1i nyni existenci a jednoznacnost feseni, jsme hotovi. Vsimnéme si, ze
prvky na diagonale matice soustavy jsou vzdy 2, zatimco soucet vSech ostatnich
prvka v libovolném fadku je mezi 0 a 1 (s vyjimkou prvniho a posledniho dokonce
pravé 1). Matice je tedy ostfe diagondlné dominantni a tedy i reguldrni.

Cvicéeni 2 Dokazte, Ze kaZdd ostre diagondlné dominantni matice je requldrni.

Navic je matice soustavy tzv. tfidiagonalni matice, na které se pomérné jed-
noduse provadi eliminace. Soustava vypada takto (uvazujeme obecny piipad —
matici n X n):

apcp 0... 0 O 1 dy
by aseca ... 0 0 Y2 dy

0 bn_l Qn Yn dn
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Pfi pfimém chodu Gaussovy eliminace (tvorba horni trojihelnikové matice) ndm
zmizi vSechny b; a na diagondle se ndm postupné objevi ¢leny A;; = n;, kde

b bi— .
m = ai, 772:a2——101, obecné 1; = a; — — Leist (i=2,...,n),
M Ni—1
a ve vektoru pravych stran analogicky vzniknou ¢;, kde
b1 . bi—1 .
51 :d1, £2 :dg——fl, obecné ’Ih‘:di— fi—l (’LZQ,...,TL).
m i—1
Dostaneme tedy soustavu
me 0...00 Y1 31
0nycy...00 Y2 &
0 -0y Yn &ns
z niz uz snadno spocitdme neznamé y;:
1= Cp i — CilYi
Yn = f—n, Yn—1 = fn-1 = Cn-1¥n 1yn, obecné y; = §i = Cifi+1 (t=1,...,n—=1).
n n—1 i

Snadno se ukaze, ze pro ostie diagonalné dominantni matici vyjdou po eliminaci
prvky na diagonale nenulové, takze nemusime prohazovat fadky a neznamé piimo
spocitame podle uvedenych vztaht.

1.1.2  Odhad chyby

Zabyvejme se nyni otazkou, jaké chyby se dopustime, aproximujeme-li funkci in-
terpola¢nim kubickym splinem. Zhruba feéeno, je-li f dostateéné hladka v [a, b]
a déleni intervalu neomezené zjemnujeme vhodnym zpusobem, pak interpolac¢ni
kubické spliny konverguji stejnomérné k f (pfipadné i s nékterymi derivacemi).
Presnou formulaci této myslenky dava nasledujici véta, kterou uvedeme bez di-
kazu.

Véta 3 Bud f € C4a,b]. Pak existuje konstanta C' > 0 takovd, Ze plati: Necht
K >0 je konstanta. Ddle uvaZujme déleni D intervalu [a,b], které je tvoreno
bodya=1xg < ...<xn => a které splriuje podminku

max h;

<K
minh; —

)

kde h; = x;41 — x;. Ddle uvaZujme okrajové podminky pro interpolacni kubicky
spline @' (zo) = f"(x0), ¢" (zn) = f"(x,). Potom

‘ﬂ@_ww‘goKh“h (k=0,...,3),

kde h = max h;, pricemZ v pripadé k = 3 uvaZujeme v délicich bodech derivace
zleva nebo zprava.
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Dusledek: Mdme-li posloupnost déleni D' takovych, Ze h — 0, dostdvdme
o) = k)

Poznamka: Pokud pouZiviame interpola¢ni spline pro interpolaci nékolika na-
méfenych hodnot, nemiZzeme pouzit okrajové podminky ve tvaru rovnosti dru-
hych derivaci; hodila by se tedy obdobna véta pro pfirozeny interpola¢ni spline.
Nahradime-li okrajové podminky ve vété podminkami ¢ (z¢) = 0, ¢"'(z,) = 0,
dostaneme (slabsi) odhad

[f(z) —¢(z)| SCK K, (€ [a,b]).

1.1.3 Spline s napétim

Ne vzdy predstavuje kubicky interpolaéni spline idealni feseni problému. Napti-
klad pfi aproximaci nespojitych funkci nebo funkei s nespojitou derivacidosta-
vame neprijemnou oscilaci v okoli nespojitosti. Proto se nékdy pouzivad modifi-
kovana konstrukce tzv. splinu s napétim. PTi této konstrukci opét pozadujeme
o € C?a,b], o(z;) = f(x;), ale pozadavek, aby ¢ byla po ¢astech kubické se
nahrazuje pozadavkem, aby ¢|[;, »,.,] byla fesenim diferencidlni rovnice

W — 1" =0,

kde 7 2 0 je tzv. napéfovy parametr. Pokud bychom polozili 7 = 0, dostali
bychom piesné polynomy stupné nejvyse 3. Pro 7 > 0 misto funkci 22 a 2°
dostaneme fundamentalni feseni cosh(f1/7) — 1 a sinh(¢+/7). VSimnéme si, Ze pii
pevné funkci f a déleni D pro 7 — oo dostaneme ¢ — 0. Vyznam napé&tového
parametru je tedy takovy, ze pro velké 7 ma spline tendenci byt ,,témér linearni“
(vetsi napéti).

1.1.4 Hermitetdv spline

Dalsi modifikaci je Hermitetv spline. Pfi této konstrukci pozadujeme pouze
@ € C'a,b], ¢l[z; 2,.1] je 0PEL polynom stupné nejvyse 3 a (z;) = f(x:), ' (xi) =
7).

V praxi pii interpolaci naméfenych hodnot ovSem neni derivace f’ zndma.
V takovych p¥ipadech se hodnota f’'(z;) nahrazuje vyrazem

f@iv1) = f(@i1)

Tit1 — Ti—1

(proi=1,...,n —1). Pokud je totiz f € C?[a,b], je pro h — 0
f(@it1) — f(zio1)

Tit+1l — Ti—1

f'(=i) = + O(h). (%)

Cviceni 3 Dokazte platnost vztahu (x).

Cvideni 4 Za predpokladu f € C3[a,b] najdéte presnéjsi aprozimaci f'(x;) pro
i=1,...,n—1 s chybou O(h?).



2

NUMERICKE RESENI OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH
ROVNIC

Protoze rovnici vyssiho radu lze vzdy jednoduse pfevést na soustavu rovnic prv-
niho radu, budeme se v této ¢asti zabyvat pouze rovnicemi prvniho fadu, navic
rozieSenymi vzhledem k derivaci, tj. rovnicemi tvaru

y, = f(l',y),

coz muze reprezentovat bud jednu rovnici nebo celou soustavu — v tom pripadé
feSeni y = (y!,...,y°) : R — IR® a funkce f = (f1,..., ") : R x IR® — IR® jsou
vektorové funkce. Numerické metody maji své uplatnéni hlavné v situacich, kdy
pfesné (analytické) FeSeni nedokdZeme najit.

Priklad 1 Pohyb castice v silovém poli

Trajektorii pohybu ¢astice lze popsat jednou vektorovou funkci z = z(t), kde
proménna ¢t ma fyzikalni vyznam ¢asu a x(t) je poloha ¢astice v ¢ase t. Newtontv
pohybovy zakon pak lze formulovat ve tvaru (m,, je hmotnost ¢astice)

mpyz" = F(2',z,1),

coz je vlastné soustava tfi obycejnych diferencidlnich rovnic druhého radu, kte-
rou lze prevést na soustavu Sesti obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu.
Funkce F' zde vyjadfuje zavislost pusobici sily na ¢ase, poloze ¢astice a jeji rych-
losti. Obecné je vsak tato zavislost natolik slozita, ze neni Sance tuto soustavu
vytesit analyticky. Mnohdy ndm vSak stac¢i najit numerickymi metodami reSeni
priblizné.

Priiklad 2 T u velmi jednoduchych rovnic se ndm muze stat, Ze presné feSeni
nedokazeme najit. Typickym pfikladem je rovnice

2 2
y =z +y°,
o niz je dokazano, ze zadné jeji feSeni nelze poskladat z elementarnich funkci ani
jejich neurcitych integralu.
Priklad 3 I v pfipadé, Ze umime pfesné feSeni najit, se miZe stat, Ze se bez

numerickych metod neobejdeme. Rovnice y' = 1 — 2zy s pocateéni podminkou
y(0) = 0 m4 FeSeni

y(z) = e / el dt.
0

Chceme-li znat jeho hodnotu v néjakém bodé z, potfebujeme numericky spocitat
urcity integral.
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Priklad 4 Rovnice
A B
v+ =y + <—2+C+Dx2>y0
T T

je pfikladem rovnice Fuchsova typu. Jeji feSeni lze najit metodou mocninnych
fad, ale pro vétsinu argumentt z Fada konverguje pomalu. Nahradime-li Dxz?
¢lenem Dz3, nelze metodu mocninnjch fad pouit.

2.1 Priklady diskrétnich metod

UvaZujme rovnici y’ = f(z,y) na intervalu [a, b] s po¢ateéni podminkou y(a) = 7.
Necht y : [a,b] = IR je feSeni uvaZovaného problému. UvaZzujme déleni intervalu
[a,b] tak, ze a = 29 < ... < zx £ b. Budeme se snazit pfifadit bodim z;
pfiblizné hodnoty y;.

2.1.1 Eulerova metoda

Je to nejjednodussi metoda numerického reseni ODR. Pfedpokladejme, ze mame
feSeni rovnice a v intervalu [a,b] médme dva body x, < Zp41 uvazovaného dé-
leni. Pfedpoklddejme navic, Ze fefeni je tiidy C?2. Taylorfiv vzorec nam dava
Y(@nt1) = y(zn) + hy'(zn) + O(hz)' Odtud

Y (a0) = M +O(h),

coz (y, maji byt pfiblizné hodnoty Feseni) ndm déva rovnici

st = ) = £ ).

Dostavame tedy rekurentni vztah
Yn+1 =Yn + hf(Tn,yn), Yo =1
Cviéeni 5 Je-li dokonce y € C3[a,b], lze derivaci aprozimovat presnéji:

y(aj’ﬂ-i-l) - y(ajn) + O(h2)

yl(xn+%): h

2.1.2  Runge-Kuttova metoda
Vyjdeme-li ze vztahu uvedeného v poslednim cviceni a vztaht

yl (xn + %) = f(mn + %ay(mn + %))a

y(xn + §) = y(a) + 5y (2a) + O(h?),
dostaneme pozadavek

1
E(ynJrl - yn) = f (xn + %7yn + %f(xn;yn)) 5
prislusny rekurentni vztah je
Yn+1 :yn+hf (xn+%>yn+%f(xn;yn))a Yo = 1.

Tato metoda je Runge-Kuttova metoda druhého Tadu.
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2.1.3 Dvoukrokovd metoda

Spolecnou vlastnosti obou uvedenych metod bylo, ze hodnota y,,11 se vypocita-
vala pouze z jedné predchézejici hodnoty y,, (a samoziejmé z x,, a h). U vicekro-
kovych metod pouzivame rekurentni vyjadieni z vice predeslych hodnot.
Mé&jme nyni opét y € C3[a,b], Tn, Tni1, Tni2 tii po sobé jdouci body ekvi-
distantniho déleni [a,b] (tedy z,, = a + nh, kde h je krok metody). Pak mame

(ens1) = y(en) + by (en) + 302" (20) + O(A), 1)

Y(Tnio) = y(xn) + 2hy' (zn) + 202y (z,) + O(h®). (2)

Odectenim ¢tyfnasobku (1) od (2) dostaneme

Y(@ny2) — 4y(Tpy1) = —3y(zn) — thl(mn) + O(hs)a

odkud dosazenim rovnice y'(z,,) = f(zn, y(zn)) dojdeme k rekurentnimu vztahu

Yn+2 — 4yn+1 + 3yn = _2hf(xna yn);

kde yo = n a y; spocitdme pomoci nékteré jednokrokové metody. Popsand me-
toda je dvoukrokova — dalsi hodnotu pocitdme pomoci dvou predchazejicich.

2.2 Obecné jednokrokové metody
P¥i téchto metodach je dan krok h > 0, poéateéni podminka y(xg) = 1. Uzly jsou
ZTn, = a +nh, n 2 0. Hodnoty piiblizného feseni pocitame podle rekurentniho
vztahu

Yo =11, Yn+1 :yn+h(1)($nayn7h)
Funkce ® (kterd zavisi na f) se nazyva priristkovd funkce. Napiiklad u Eulerovy
metody jsme méli ®(z,y,h) = f(z,y), u Runge-Kuttovy metody druhého fadu

je ®(x,y,h) = f(z+ 5,y + 5 f(z,y)).
Chybou metody (v bodé x,,) rozumime rozdil e,, = y,, — y(z,), tzv. akumulo-
vanou diskretizacni chybu. Nasim cilem je

(1) Najit odhad e,, v zavislosti na h;

(2) ukézat, Ze v jistém smyslu je e,, — 0 pro h — 0.
Abychom meéli zarucenu existenci a jednoznac¢nost feSeni, budeme predpokladat,
ze f:[a,b] x R — IR je spojité a Ze je lipschitzovska vzhledem k y, tj. Ze

|f(z,y1) — f(z,y2)| £ Lly1 —y2| V€ a,b], y1,y2 € R.

Z Picardovy véty (viz MA) vyplyva, Ze za téchto pfedpokladii ma uloha

y' = flz,y), yla)=n (%)

pravé jedno feSeni y : [a,b] — IR. Navic pfedpoklddejme (budeme se zabyvat
jen rozumnymi metodami), Ze i funkce @ : [a,b] X IR x [0,ho] — IR je spojita
a spliiuje Lipschitzovu podminku vzhledem k y.
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Definice 2 Rekneme, Ze jednokrokova metoda s piirtistkovou funkci ® je kon-
vergentni, jestlize plati nasledujici tvrzeni: kdykoli je y : [a,b] — IR FeSenim
dlohy (¥), je
Vz € [a,b] : 1i = ,
© € [a,0]: lim yn = y(z)
Tn,=1

kde y,, je priblizné feseni v uzlu z,,.

Definice 3 Jind definice konvergence Krok h > 0 ndm urcuje uzly z,, k nimz
pomoci jednokrokové metody pfitadime pfiblizné hodnoty feseni. Oznac¢me e(h)
maximalni chybu, tj.
e(h) = max |e,|.

zn€[a,b]

Tn=a+nh
Rekneme, ze metoda je konvergentni, jestlize plati nasledujici tvrzeni: kdykoli je
y : [a,b] = IR TeSenim ulohy (*), je

hlig)lJr e(h) =0.

Poznamka: Snadno nahlédneme, Ze konvergence podle druhé definice implikuje
konvergenci podle prvni definice.

Pred odvozenim nékterych jednokrokovych metod odvodime jedno pomocné
lemma, které ndm bude casto uzitecné.

Lemma 1 Necht A,B 2 0, N 2 1 celé a necht je splnéna podminka
|6ni1| S Alénl+B,  n=0,...,N—1.

Poto plati

Iil—_llB pro A # 1,
|&nl = A™[S0] + (%)

Bn pro A = 1.
Cviceni 6 Dokaste toto lemma.

Pii aplikaci lemmatu (1) je ¢asto A = 1+, 6 > 0. Pouzijeme-li nerovnost
1+0 < e’ pak z (%) plyne

end — 1

al < €l6o] + “——B. (+4)

Pro L > 0 a z € IR oznaCme

Er(z) = - (% % %)

(Er, je tzv. Lipschitzova funkce.)
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2.2.1 Konvergence jednokrokovijch metod

Predpoklad (Ps): Predpokliddejme, Ze pfirtistkova funkce @ : [a,b] x IR x
[0,ho] = R, ® = ®(x,y,h), je spojitd a spliiuje Lipschitzovu podminku vzhle-
dem k y s konstantou L > 0:

|®(z,y,h) —®(x,y",h)| S Ly —y*|, x€lab], y,y" € R, he[0,ho]. (+)

Definice 4 Rekneme, Ze jednokrokova metoda s piirtistkovou funkci ® pro fe-
Seni diferencidlni rovnice y' = f(z,y) je konsistentni, jestlize

®(z,y,0) = f(z,y), =€[a,b], y € R
Véta 4 Jednokrokovd metoda s pFiristkovou funkei ® spliugjici piedpoklad (Pg)

je konvergentni, pravé kdyz je konsistentni.

Dikaz vynechame, protoze nas zajima odhad chyby metody e,,. Odhad chyby
metody provadime ve dvou krocich.

a) Dosadime pfesné feSeni do uvazované metody. Dostaneme vztah
y(xn+h)_y(xn)_hq)(xnay(xn)a h) = h(Sna xnaxn+h € [a’> b]> h € (Oa hO)

b) Odhadneme ¢,, a z tohoto odhadu uéinime odhad chyby.

Veli¢inu 6,, nazyvame lokélni relativni diskretiza¢ni chybou v uzlu z,. Obecné
lokdlnt relativni diskretizacni chybu (krétce chybu diskretizace) v bodé z definu-
jeme jako vyraz

A(xa y(x)a h) - CI)(J;) y(l‘), h)a
kde

x+h) —y(z)

Ay, my = LEEZIE e fab], e (0,00),

je tzv. presny relativni priristek.

Véta 5 Nechly : [a,b] = IR je presné esend ulohy y' = f(z,y) v intervalu [a, b],
y(a) = n, yn pro z, € [a,b] jsou hodnoty priblizného TeSeni vypoctené pomoci
jednokrokové metody s pririustkovou funkci ® spliiujici predpoklad (Pg). Necht
navic existuji konstanty N, p > 0 takové, Ze

|A(z,y(z),h) — ®(z,y(z),h)| S NhP, z,2+h € [a,b], h € (0,ho). (++)

Potom pro chybu metody (tj. akumulovanou diskretizaéni chybu) e, = yn —y(zn)
plati odhad

|6n| é thEL(CUn - a’)’ Tn € [a’ab]a h e (Oah())

Diikaz: Zfejmé mame ey = yo — y(zo) = 0. Dle mame vztahy
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Yn+1 = Yn + hCI’(l‘n, Yn, h);

Y(Tni1) = y(@n) + h®(zn,y(2n), h) + hiy,
kde
On = A(xn,y(a?n), h) - @(mn,y(xn), h)

Pro Tp,Tnt+1 € [a,b], h € (0,hp). Odtud vyplyva odeftenim druhé rovnice od
prvni

ent1 = en + h((Zn, yn, h) = B(2n,y(xn), h)) = M(A(@n, y(2n), h) = D(2n, y(2n), ).
Pouzijeme-li pfedpoklad (Pg) a vztah (++), dostaneme ihned nerovnost

lens1] £ (14 hL)|e,| + NhPT 2., 2,01 € [a,b], h € (0, hg).
Aplikace lemmatu 1 déva odhad

I+hnL)" -1
<X T T NpPTLL
enhL_ 1
< Nh? = NWPEr(zy, —a), @p € [a,b], h € (0,ho),

Poznamka: Jednokrokové metody maji tu vyhodu, ze v kazdém kroku (pfi
prechodu od z,, k #y,+1) 1ze ménit délku kroku. Tzn., Ze miizeme uvazovat obecné
déleni a = 29 < 1 < ... < b intervalu [a, b], polozit h,, = Z,1+1 — z,, a definovat

Ynt+1 = Yn + hn“b(mnayna hn)

2.3 Odvozeni nékterych jednokrokovych metod
2.3.1 Metody zaloZené na primém pouziti Taylorova vzorce

V tomto odstavci budeme konstruovat jednokrokovou metodu p-tého fadu za
predpokladu, 7e pfesné feSeni y je tiidy CP*!. NapiSme si Taylorfiv vzorec
a upravujme:

(k)(x) W+ p+1)("%)h”+1
+ 1)!

<
—~
8
_"_
>
~
I
N
—_
&
—
_"_
[]=
<

£ R »
1 Poy®)(z) . g+

Nyni pouzijeme rovnici a pokusime se spocitat nékolik prvnich derivaci funkce y:
y' (@) = fla,y(@)),
d 0 0
V(@) = - F0 (@) = G (0,y(0) + /@) 5 (w,(0) =

_ %m,y(m» + f (@) 5 0(2)),



12 NUMERICKE RESENT OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Pro zjednoduseni (z4pisu) definujeme diferencidini operdtor* takto: pro funk-
ci p € CH@G), kde G C R?, bud

0 0
f_@+f b

D“O*am -8_y;

mocninou rozumime skladani, tj. D% := ¢, pro k > 0 bud D**1¢p := D(D*yp).
S jeho pomoci mizeme snadno vyjadrit derivace y:

(z) = (D°f)(z,y(2)),

(z) = (D' f)(z,y()),
= (D*f)(z,y(x)),

yl
yll
"

Y

—~
)
S~—

y® (z) = (D*V f)(2,y(2)).

Odtud dostévame

1 ~ (D ) (@,y(@) e, yPTI@)
E(y(az—i—h) —y(z)) _1; il h +m )
coz nas vede k tomu, abychom pouzili prirastkovou funkci
_ (D*1f) ks
O(z,y,h) = Z Th .
k=1
Pak je totiz
1 < y(P+1) | < »
(a0 = [ 0t 1) = (o) - Bo(al, )| < | S| < v
kde
N (p+1)
e (p+1)|

Cviceni 7 Vypoctéte D*f, D*f a pro f(z,y) = 2> + y? vypoctéte D*f.

2.3.2 Runge-Kuttovy metody

Ziskali jsme sice jednokrokovou metodu libovolné vysokého radu, ale pro praxi
je téméf nepouzitelnd. Za prvé proto, ze (viz cvifeni 7), Ze poéitani mocnin
operatoru D vede brzy k pfili§ slozitym vyraztim. Druhy (a hlavni) déivod spoéiva

Ly podstaté nic jiného nez zobrazeni z jistého prostoru funkci do néjakého jiného prostoru
funkci
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v tom, Ze v definici funkce ® vystupuje nejen funkce f sama, ale i jeji parcialni
derivace. V dalsim oznacme

p k—1
(D
O(z,y,h) = E f a: y)hk_l.
k=1

Tuto pfirtstkovou funkci pouzijeme k odvozeni Runge-Kuttovych metod, u nichz
se ® pocita pouze pomoci hodnot f. Jejich prirtustkova funkce bude ve tvaru

O(z,y,h sz (z,y,h

kde

kl(mayah) = f(l',y)
kZ(xayah) = f(ill‘ + Oégh,y + Bthkl(l',y,h))

i—1

ki(z,y,h) = f | x4+ sy + 1Y Bijki(z,y,h) |,
j=1

kde P, w;, a; a f;; jsou vhodné zvolené konstanty (tak, aby vysledna metoda
byla fadu p). V dalsim se budeme snazit ur¢it hodnoty téchto konstant tak,
abychom dostali odhad |®(z,y, h) — ®(x,y, h)| = O(h?).

Priklad 5 Pokusme se odvodit Runge-Kuttovu metodu druhého fadu , tj. pro
p = 2. Zkusime pocet ¢lent také P = 2. NapiSme si vztahy pro & a &:

q)(ill',y, h) = wlf(xay) + w2f(x + a2hay + ﬂZlhf(xay))
B(a,0,h) = [(a.y) + 2(Df)wy) =

~ e+ (L + fen ).

Déle si rozepisme funkéni hodnotu z prvniho vztahu podle Taylorova vzorce:?

2Taylortiv vzorec pro funkce n proménnych: bud f € C¥(Q), Q C IR™ oteviena, a,b € Q
a predpokladejme, ze i celd tsecka s krajnimi body a, b lezi v ; potom

F(b) = kZl [Z(h r a)+—[2(b

jO i=1

5 1"
:| fla+0(b—a))

pro né&jaké @ € [0, 1]. Umoctiovanim hranatych zévorek se rozumi umoctiovani (tedy skladani)
tohoto diferencidlniho operatoru. K dikazu staci rozepsat g(b), kde g(t) = f(a + t(b — a)),
podle jednorozmérného Taylorova vzorce a vyjadiit ¢¢) pomoci f.
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0 0
f(x+agh,y + Barhf(z,y)) = f(z,y) + Oé2h£ + 521hf8—y fz,y) +

! ha h AN Oh 05821h =
+5<a2 %Jrﬂm f6_y> f(z+6h,y+0B21hf(z,y)) =

0 0
— (a9) + azh 3L (s,9) + Baahf(o,) 5L (o,0) +
1 92 02
t3 {aghQB—xJ; + 2a2ﬁ21h2f($,y)axafy + B3 h* f2(z,y)

82f}_
oy?

Tento posledni séitanec ovem neni nic jiného nez O(h?). Dostavame tedy

O(z,y,2) = (w1 +ws2) fz,y)+ wgagh%(az, y)+wePB21hf(x, y)g—gjj(w, y)+O(h?).

Srovnejme nyni koeficienty u f, %, g—£ ve vyjadieni ® a ®. Budou-li stejné,

bude i ® — & = O(h?). Ziskavame rovnice

1 1
w1 +we =1, w2a2:§, w2521:§a

tj. t¥i rovnice pro ¢tyfi neznamé. Jednu neznamou si tedy mizeme zvolit; zvolme
wy = a # 0 (jinak by tézko asw; = 1). Dostaneme

1
wy =1-a, wa = q, 042:521:%-

Tyto hodnoty ndm dévaji celou tfidu Runge-Kuttovych metod druhého fadu.

Nejpouzivanéjsi hodnoty parametru « jsou 1, % a %

h h
a=1: yn+1:yn+hf(35n+_ayn+§f($n:yn))

2
3 h 2 2
a = Z : Yn+l = Yn + Z (f(mnayn) + 3f(35n + ghayn + ghf(xn:yn))>
1 h
a = 3 : Ynt1 = Yn + 2 (f(wn:yn) + f(mn +h,yn + hf(mnayn)))

V piipadé, ze mame vice metod stejného Ffadu, vybirdme metodu bud tak, aby
koeficienty byly co nejjednodussi (jednoduchd metoda), nebo tak, aby konstanta

N v odhadu

e+ h) = y(@) — B, y(a), b)| < NA?

byla co nejmensi (pfesnd metoda).
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Runge-Kuttovy metody 3. tadu

V tomto ptipadé postacuje P = 3, tedy ®(z,y, h) = w1k +woke+wsks. Uvedeme
dva piiklady:

(a)

2 1 4
il =UYn +h | =k + ko + =k
Yn+1l = Yn + <91+32+93>

kl = f(xay)
ky = f(z+ &,y + 4k1)
ks = f(z + 2h,y + 2hk,)

h
Ynt1 = Yn + 5 (k1 + 4k + k3)

ki = f(way)
ky=f(z+ &,y + 4k)
ks = f(a:+h,y — hk; +2hk2)

Runge-Kuttovy metody 4. tadu

Metody ¢tvrtého fadu jsou nejlépe rozpracovany. U fadu 4 méme naposledy
P =p, tedy ®(z,y,h) = w1k + wake + wsks + waky. Uvedeme t¥i piiklady.
standardni formule:

w1:w4=%, w2=w3=%

k'l = f(way)

ky=f(z+L%,y+ L4k)

ks = f(z + 2h,y + 3hk,)

ks = f(z + h,y + hks)
triosminovd formule:

wy=wy =3, wy=wz=32

Qg = %, 3 = % Q4 = 1
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Gillova formule:
1 _1 1
(1-%),  w=3(1+)
ay =oaz = %, as=1
Ba1 = 1, Bs1=1(V2-1), 532:1—%

Ba1 =0, 542:—\%, 543:1+%

vvvvvv

Wl

1
Wy = Wq = 3, W2 =

ni byla provedena minimalizace konstanty N. Odvozeni Runge-Kuttovych metod
fadu p > 4 studoval Hufa (Bratislava). Pro p > 4 vyjde P > p (napf. pro p =6

vvvvvv

2.4 Chyby metod

Podivejme se nyni na efektivnost odhadu, ktery jsme ziskali. Uvazujme Eulerovu
metodu. Ukézali jsme, Ze pokud je piesné feSeni t¥idy C?, je

len| £ NEL (2, — a)h,

kde N je polovina maxima absolutni hodnoty druhé derivace presného reseni y na
intervalu [a, b]. Tento odhad se d4 o néco zlepsit, uvédomime-li si, Ze pro odhad
chyby v bodé z,, staci fesit rovnici na [a,z,] (interval (z,,b] nema Zadny vliv).
Mizeme tedy polozit b = z,, N(zn) = % max(,,,||y"| a dostaneme zlepseny
odhad

len| £ N(xn)ErL (2, — a)h.

Uvazujme nyni prakticky priklad:

vo=1,19y =y Yo =1
y(z) = e” y(z) =e7*
L=1 L=1
N(z) = 3€” N(z) =3
Ei(z,) =¢™ -1 Ei(zy) =e™ —1
enl < Shewn (e — 1) lenl < Shie — 1)

Reknéme, 7e pomoci numerického feseni druhé tlohy chceme spoéitat e~ s pres-
nosti 1073, Chceme tedy najit h tak, aby

1
§h(e5 -1)<1073

2.107% . 1
e —1 73707

h

1A

Experimentalné viak zjistime, Ze pfi volbé h = 276 = 6%1 vyjde e, = —0,000261.
Vidime tedy, ze odhad z véty je silné nadsazeny; pfi jeho odvozovani se v kazdém
kroku pocita s nejhorsi moznosti. Ve skutecnosti vétsinou dostavame vysledky
vyrazné lepsi.
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2.4.1 Odhad chyby metodou polovicniho kroku
Vime, ze pokud @ je L-lipschitzovska v y a pokud

(y(z +h) —y(z)) — ®(z,y,h)| < NI,

S

potom plati
lyn —y(an)| S NEL(zn — a)h”.

D4 se ukazat, ze pokud jsou f a ® dostatecné hladké, existuje funkee e : [a,b] —
IR takova, ze
len| = hPe(z,) + O(hPT1).

Tento vztah se nazyva asymptoticky odhad chyby, protoze chybu neopdhaduje,
ale spise aproximuje. Funkce e samoziejmé opét zavisi na vlastnostech presného
feSeni y.

Predpokladejme, ze na tutéz lohu pouzijeme postupné metodu s krokem 2h
a h. Dostaneme délici body a pfiblizna feSeni v nich

e =+ n(2h) y§L2h)
xglh) =a-+nh yéh)
Vidime, ze 2 = gfl) V téchto bodech mtizeme srovnat pfiblizna reSeni:

M) — y M) _ g (2P — (2h)Pe(z M) + O(hPTT)
;:auy;x y(ase)) = WPe(z @) + O(hr+Y)

Odtud dostévame

ut =y = (20 = Dire(V) + O
(2h) ?/(Qh) yéh) +1
P _ Jn n P
hPe(zy ™) = 2 1 +O(h"™)
2h h 2h h
e(h) — ( : yén) O(thrl) yﬁl : yén)
n o»—1 or —1

Experimenty ukazuji, ze v praktickych aplikacich tento odhad funguje velice
dobfte.

Poznamky: U jednokrokovych metod muzeme v libovolném bodé zménit délku
kroku. Pracujeme tak, Ze pocitame s krokem 2h a h. Pokud zjistime, Ze chyba v
néjakém bodé prekracuje povolenou mez, pokracujeme od tohoto bodu s polovic-
nim krokem. Naopak, pokud je chyba vyrazné nizsi nez nase tolerance, mizeme
krok opét zvétsit (abychom usetfili ¢asovou néroc¢nost).

Existuji dokonce adaptivni metody, u nichz se automaticky méni délka kroku
a Ffad metody s cilem minimalizovat chybu a ¢asovou narocnost.
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2.4.2  Zaokrouhlovaci chyby

Uvazujme soustavu dvou linearnich rovnic

10761 z1\ (1
1 1 z2 ) \2)°
Determinant matice soustavy je 107% — 1, coZ je dostate¢né daleko od nuly.
Soustava je tedy regularni; pouzijeme-li Gaussovu eliminaci, vyjde

2 — 108

= (1—x3) 10° =
v1=(1-22)10°%  @2=1——0

Priblizné z2 = 0,999999. Pocitejme nyni na pét platnych ¢islic. Pak ovsem vyjde
o = 1, a odtud x; = 0. Pfi zkousce dostaneme v prvni rovnici 0 + 1 = 1,
ale ve druhé 0+ 1 = 1, coz je pfilis velka nepiesnost. Pokud bychom ale rovnice
prohodili, vysly by pfiblizné hodnoty z; i x5 rovny jedné, tedy spravné (i zkouska
by ve zvolené pfesnosti vysla spravné). Obecné je vhodné pfi FeSeni soustavy
linearnich rovnic prohazovat rovnice tak, aby se na hlavni diagonéle neobjevovala
ptilis mala éisla (pivotace).

Zaokrouhlovact chyby u jednokrokovych metod

Dosud jsme pracovali pfi pocitani priblizného feseni za predpokladu, ze vSechny
vypocty probihaji pfesné. Nyni se zamyslime nad vlivem zaokrouhlovacich chyb.
Zaokrouhlovani modelujeme tak, Ze kazdému « € IR prifadime jeho zaokrouhle-
nou hodnotu a*. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze vstupni hodnoty jsou uz
zaokrouhlené, tedy a = a*, h = h*, n = n*. Priblizné feseni se zaokrouhlovacimi
chybami ozna¢me y,. Pak mame

Yo =1 = Yo,
gn-{-l = yn + h(I)(.’L”n, Uns h) + Enti1-

Cislo £,41 se nazyva lokdini zaokrouhlovaci chyba. Zavedme jesté akumulovanou
zaokrouhlovaci chybu v uzlu x, jako v, = §n — Yn.

Véta 6 Bud ®(z,y,h) : [a,b] x R X [a,b] — IR L-lipschitzovskd vy. Necht plati
lek| < e. Potom

g
ral < 2 B (20 — )

Dikaz: Mame rg =0 a

Un+1 = Un + hCI)(:L‘n, Un,s h) + En+1
Yn+1l = Yn + hq)(xna Yns h)
[Pnt1] = |rn + hLrn| + ens1| = Iral(1 + L) + &
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Pouzijeme-li (stejné jako u véty o odhadu diskretizacni chyby) ,kumula¢ni lem-
ma“ ze cviceni (5), dostaneme

1+ hL)" =1 nl _q
|7"n|§(+ ) L<© € €

nlL I hZEL(JZn—a,)—.
Velikost horniho odhadu samoziejmé o ni¢em nesvédci. Jedna se o nejhorsi mozny
scénar, ktery muze nastat. Ukazuje se vSak, ze v praxi je pro mald h opravdu
Ty & % To ve svém dusledku znamend, Ze zmenSenim kroku sice zmengime
diskretiza¢ni chybu metody, ale zvysime vliv zaokrouhlovacich chyb.

Hodilo by se tedy najit zptisob, jak zjistit velikost zaokrouhlovaci chyby. To
je mozné, pokud miizeme tilohu soucasné fesit v jednoduché a dvojnasobné pres-
nosti. Potom bude zaokrouhlovaci chyba pfi dvojnasobné presnosti zanedbatelna
ve srovnani s jednoduchou pfesnosti a mame tedy pribliznou hodnotu diskreti-
zacni chyby. Prevazuje-li diskretiza¢ni chyba, je tfeba krok zjemnit, prevazuje-li
zaokrouhlovaci chyba, je tfeba krok zvétsit.

A

2.5 Soustavy linearnich diferené¢nich rovnic
Definice 5 Bud k € IV, F,, : R**! — R (piipadné F, : C**1 — C), n € INo.
Pak systém vztahi

Fn(yna---ayn+k) =0, n € INg (<>)
nazyvame soustavou diferencnich rovnic. Resenim soustavy nazveme posloupnost
(Yn)nzo spliujici ().

Piiklad 6 Méjme soustavu rovnic (k = 3)

4
y72L+3 - (y72L+2 - ZU72L+1 + v Z/%) =0, n € INy.
Vidime, Ze y,+3 lze spocitat z predchozich t¥i ¢lenti. Vyjdeme-li z hodnot yo, y1,
Y2, miizeme postupné spoditat ys, y4, ... . Cisla yo, y1, y2 se nazyvaji pocdtecni
podminky.
Cviceni 8 Kolik feSeni md tato soustava pro pevné zvolené pocdteéni podminky
Yo, Y1, Y2 ¢

Definice 6 Jsou-li funkce F), lineadrni, mluvime o soustavé linedrnich diferenc-
nich rovnic. MizZeme ji psat ve tvaru

k

Z AynYn+v = Vn+k; (*)
v=0

¢isla yn + k se nazyvajl pravé strany. Jsou-li vSechny pravé strany nulové, do-
staneme soustavu homogenni. Soustavé (x) mizeme vzdy pfifadit soustavu

k
Z aypYniv = 0, (**)
v=0

homogenni soustavu pfislusnou k ().
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Lemma 2.1 UvaZujme soustavu (x) a k ni prislusnou homogenni soustavu (xx).
Pak plati:
(i) mnoZina V vsech reseni (xx) je linedrni podprostor IR™N ;
(i) jsou-li (yn)oy a (2,)5% Teseni soustavy (x), je jejich rozdil TeSenim sou-
stavy (x%);
(i11) je-li (wn)s2y Tesenim (%) a (Yn)n € V, pak (Wn + Yn)lo je Tesenim (x);
() je-li (w,)52, TeSenim (x), pak k libovolnému Teseni (2,)52, soustavy (*)
existuje praveé jedno (yn)n € V takové, Ze z, = y, + wy; jinak Tedeno,
oznacime-li W mnoZinu fesend (x), je W =V 4+ w.
Diikaz si laskavy ¢tenaf rozmysli sam.

Definice 7 Rekneme, Ze soustava (x) je #ddu k, jestlize koeficienty ayy,, n € INp,
jsou nenulové.

Definice 8 Posloupnosti {y*}pem, € V, p = 1,...,m, nazveme linedrné nezd-
vislé, jestlize plati:

ZauyZ:O, Vn=0,....k—1=a=ay=...=a, =0.
n=1

Je zifejmé, ze tato podminka je splnéna, pravé kdyz matice

M = (y¥)n=o,....k—1

p=1,....m
mé hodnost m. Maximalni pocet linedrné nezavislych prvka z V je roven k.

Definice 9 Systém k prvkt z V' linedrné nezavislych nazveme fundamentdlnim
systémem (FS) soustavy homogennich rovnic.

Véta 7 Necht {zE}nem, €V, p=1,...,k, je FS teseni soustavy k-teho rddu
a {yn}nemn, € V. Pak posloupnost {yn}nem, je linedrni kombinaci posloupnosti
{Zﬁ}newo; Hn = 1, N k.

Diikaz: 7 definice FS plyne, ze existuji konstanty a, ..., a; takové, ze

k
yn:Zauzr’{ pron=0,...,k—1.
p=1

Oznacme
k
zn:yn—Zauz‘;, n € INg.
p=1
Pak {z,}new, € V a 290 = ... = 2,1 = 0. Ponévadz ay, # 0 pro vSechna

n € INg, nutné z, = 0 pro vSechna n € Ny a tudiz,

k
Yn = Z auzh, Vn € INy.
p=1
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2.5.1 Nalezeni fundamentdlniho systému

Definice 10 Soustavou tvaru
k
Z AyYn+v = O; n e WO) (+)
v=0

nazveme soustavou linearnich diferenc¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty. Tu-
diz,
QAyp = Qy, Yv=0,...,k n € IN.
Hledejme Feseni této soustavy ve tvaru y, = €7, kde £ € C. Dosazenim do
soustavy dostaneme

k k
Ozzau€n+l’:€nzaufy, nEW(),
v=0 v=0

coz je ekvivalentni s podminkou

k
0= p(f) = Zal,fu,
v=0

kterou nazyvame charakteristickou rovnici a polynom p je tzv. charakteristicky
polynom.

Necht soustava (+) je fadu k, tj. ap # 0. Pak p mé stupen k. Je ziejmé,
7e {Yntnen, = {£"}nemn, je FeSenim soustavy (+), pravé kdyz £ je kofenem
charakteristického polynomu p. Tento polynom méa pravé k korent, poc¢itame-li
kazdy tolikrat, kolik ¢ini jeho nasobnost.

Rozlisme dva ptipady

1) Polynom p md prdvé k rizngch kofend &1, ..., &.
Pak lze sestrojit k feseni soustavy {yhtnemy, = 1,...,k, kde yh, = £1.
Podle definice tvorii tato feseni FS, pravé kdyz matice

16 ...
1& ... 681
1&, ... 571

je regularni. Jeji determinant (zndmy jako Vandermondeiiv) ma hodnotu

det M= [ (§-¢)#0.
j:ll<,.]..,k

Tudiz uvazované posloupnosti tvofi FS.
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2) Obecny pripad.

Véta 8 Necht &1,...,&m € C (m < k) jsou navzdjem rizné koteny cha-
rakteristického polynomu p s ndasobnostmi py, . ..,pm (takZek = ZZL:1 Pu)-
Pak k posloupnosti s proky

sz = Egv ne WO:
5’2 = nfﬁfl, n € Ny,
(P) . p=1....m
yn? =nn—-1)...(n —p, +2) ﬁ_p”ﬂ, n € INy,
tvori FS teseni soustavy (+) radu k. (Je-li §,, = 0, pak klademe 0 . £ =0
prov >0.)

Diikaz: Dokazme, ze uvedené posloupnosti jsou Feseni uvazované soustavy.
Jestlize £, = 0, pak mé charakteristicky polynom tvar

k
p(§) = Z &’
v=pyu
(tudiz ag,...,q,, 1 = 0) a soustava (+) ma tvar

k
Z ApYntv = Oa n e WO-

v=p,

Dosazenim snadno ovéiime, Ze posloupnosti (P) majici nenulové prvky
pouze na pozicich n < p, jsou Feseni.

Necht &, # 0 je kofen polynomu p s nasobnosti p,. Pak ¢, je kofenem
polynomu f,,(§) = £"p(§) nasobnosti p, pro kazdé n € INy. Tudiz, p, — 1
derivaci f, je rovno nule v bodé ¢ = ¢, takze

Zﬁ:o a, &t =0, n € INy,
lei:O au(n + V)£ﬁ+u_1 =0, ne N(),

S v ntv—1)...(n+v—p,+2) T =0, n e IN,

Tzn., ze posloupnosti (P) jsou feSenimi soustavy (+).

Dokazme nyni, Ze feSeni (P) jsou linedrné nezavisld, coZ je ekvivalentni
s tim, ze prislusna matice M je regularni. V n-tém sloupci této matice
(n=0,...,k — 1) se nachazi prvky

&L ner o nn—=1)...(n—p +2)E

. nfﬁ;l,..., nn—1)...(n —pm +2)§,’;;Pm+1.
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Matice M je regularni, pravé kdyz jeji sloupce jsou linearné nezavislé k-roz-

mérné vektory. Nechf tomu tak neni. Pak existuji takové koeficienty a,
. k—1

n=0,....,k—1,2e >, " lan| >0 a

k—1
. > n=0 anﬁﬁ =Y,
1 _
Ym0 n né, L
. lj’: ]'7"'7m7

Ef;éan nin—1)...(n—p,+2)e " =0,

. . -1 - . . .o,
€Oz znamena, ze polynom Zﬁ:o a, €™ stupnd < k— 1 m4 aspont m riznych
kofenu &1,...,&, s nasobnostmi p1,...,pm, COZ je spor, protoze plati, Ze

m
Zu:l pu = k'

2.5.2 Nalezent redlného fundamentdlniho systému

Uvazujme rovnici

k
Z Ay Yntr =0
v=0

s redlnymi koeficienty a;. Charakteristicky polynom mé pak také redlné koefici-
enty, jeho kofeny tedy jsou
517 s agT‘ el

Y1 V155 Vs Vss € C-R
(vSechny kofeny opakujeme tolikrat, kolik ¢ini jejich ndsobnost, tedy r+2s = k).
Fundamentélni systém ziskany z nasi véty je tvofen posloupnostmi (vyplyva
z chovéni aritmetickych operaci na C)

(Yh)nzo p=1...,r yh€R
(z8)nZ0 p=1,...s
(zh)5e, p=1,...,s b eC

Reélné posloupnosti z prvniho fadku mizeme prevzit do naseho nového systému.
Jako zbylych 2s posloupnosti vezmeme

(Re 2)i2p  (m )i, p=1,....s

Ze vztahti Re z = (2 +2), Im 2z = £(z — Z) vidime snadno, Ze nové posloupnosti

jsou linedarnimi kombinacemi starych, jsou to tedy feseni. K dikazu linearni ne-
zévislosti si sta¢i uvédomit, ze staré posloupnosti lze podobné jednoduse vyjadrit
pomoci novych pouzitim vztahi z=Re z+ ¢ Im 2z, Z=Re z — ¢ Im z.

Poznamky: Kniha [H] obsahuje kapitolu vénovanou soustavam diferen¢nich
rovnic. Je vidét, Ze teorie soustav linedrnich diferenc¢nich rovnic s konstantnimi
koeficienty se podoba teorii linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty. Stejné tak existuje i metoda pro nalezeni partikularniho feseni neho-
mogenni soustavy pomoci fundamentalniho systému reseni prislusné homogenni
rovuice (Duhameliv princip). Tato metoda se podobé variaci konstant, blize viz
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2.6 Vicekrokové metody
Opét budeme hledat ptiblizné feseni ulohy

yI:f(.’L”,y), y(a):ﬂ

v uzlech z, = a + nh. Na rozdil od jednokrokovych metod budeme tentokrat
pocitat hodnoty priblizného feseni y,, pomoci nékolika predchozich hodnot.

Priklad 7 Diive jsme odvodili metodu

—Yn+t2 + 4Ynt1 — 3Yn = th(.’L”n, yn)

To nés vede k zobecnéni: obecnou k-krokovou metodou rozumime rekurentni
predpis typu

k k
ZauynJru = hZ/Ban+V7 (+)
v=0 v=0

kde f; = f(z;,y;), za podminek ay, # 0 a |ao| + |Bo| > 0.

Pomoci pfedpisu (4+) mzeme pocitat hodnoty piiblizného feseni az od yj.
Hodnoty yo(= 1), y1,-.-,yk—1 se nazyvaji pocatecni podminky pro k-krokovou
metodu. Hodnoty 41, ..., yr_1 spoc¢itame nékterou jednokrokovou metodou. Pod-
le zpiisobu vypoctu je tfeba rozlisit dva pripady.

V jednodussim pripadé [ = 0 mame

k k—1 k—1
Z QyYntv = h Z Bvfnsv =h Z Buf(mnﬂ/a yn+u)
v=0

v=0 v=0

k—1
1
Yn+k = a E (hﬂufnJru - al/ynJrV)'
v=0

Protoze lze hodnotu y,,+r pfimo spocitat, mluvime o explicitni metodé. Hlavni
vyhodou téchto (napf. oproti jednokrokovym metoddm vyssich fada) je to, Ze
kazdou z hodnot f; staci spoéitat jednou (v dalsich krocich uz si ji pamatu-
jeme). Na jednu hodnotu pfiblizného feseni tak pfipada jedna spoéitand hodnota
funkce f.

wevs

k—1
k 0]
Yntk = ﬂ_hf(xTH*k)yn‘i’k) + Z (ﬁhf(xwry,yn“) o _”yn+u> .
aj, =\ aj,

Hodnotu y,+x tedy pfimo nespoditdme, dostaneme pouze rovnici pro ni: mlu-
vime o implicitni metodé. NaSe rovnice (obecné nelinedrni) pro y,ir je tvaru
Ynt+k = F(Yn+r), kterou Fesime iteraéni metodou: zvolime poéateéni hodnotu
Yo, & pro s = 0 pocitame yfjjr}c = F(y; ). Pokud f je L-lipschitzovska v y,
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pak pro dostateéné malé h je F kontrakce (lipschitzovské zobrazeni s konstantou
mensi nez 1) a podle Banachovy véty o kontrakci je

= lim ¢?
Yn+k sﬁmymk

pro libovolnou pocateéni hodnotu y,ol e

Pro praktické pouziti je vSak potfeba odpovédét na dvé otazky: jak volit po-
¢atecni hodnotu a kolik iteraci provést. Pro volbu pocatecni hodnoty je nejjed-
nodussi vzit bud pfimo predchozi hodnotu (y° +k = Yntk—1) nebo extrapolovat
z predchozich dvou (y2+k = 2Yntk—1—Ynt+k—2). PoCet iteraci se vétsinou provadi
takovy, aby metoda byla vyhodna. ProtoZze mame pomérné efektivni jednokro-
kové metody ¢tvrtého Fadu, kde v kazdém kroku pocitame ¢tyti hodnoty f, konci
se vét§inou u prvni, druhé nebo tieti iterace.

Pocateéni aproximaci y° 11 lze také ziskat pomoci explicitni metody:

k k—1
Z QO Yntv = h Z By fnw
v=0 v=0

1 k—1 k—1
Bow= e (1 Aohe - S ). 0
k v=0 v=0

Potom spocitame nékolik aproximaci y; ,, uvazované implicitni metody a kla-
deme Yk =y, " 1, PriCemz obvykle volime m = 1:

k—1 k—1
Yn+k = Qf (hﬂkf(anrk;y?H-k) + Zﬂl/f’riri’l/ - Z auynJrV) . (2)

v=0 v=0

Z rovnice (1) spocitame yy , ., dosadime do (2) a spoéitdme y,4. Tato metoda
se nazyva metoda prediktor-korektor. Explicitni metodé (1) se ik prediktorovd
formule, implicitni metodé (2) korektorovd formule. Metody prediktor-korektor
jsou nejefektivnéjsi vicekrokové metody. V kazdém kroku se pocitaji pouze dvé
hodnoty funkce f.

Cviceni 9 Uvazujme piiklad dvoukrokové metody:

Ynt1 = Yn + hfn (prediktor)
Yntl = Yn + %h(fn + fnt+1) (korektor).

Zapiste tuto metodu ve tvaru jednoho vzorce pro vypocet y,+1. Ukazte, ze vy-
sledkem je Runge-Kuttova metoda druhého Fadu.



26 NUMERICKE RESENT OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

2.7 Neékteré vlastnosti obecnych vicekrokovych metod

Uvazujme obecnou k-krokovou metodu

k k
ZauynJru = h25ufn+ua (*)
v=0 v=0

kde ap # 0, |ao| + |Bo| > 0, n = 0,1,... (dokud z,1r € [a,b]). Na zac¢atku
vypoctu je tfeba urcit pocateéni podminky

Yo =1, Y1s- -, Yk-1- (++)
Ty se ur¢i pomoci vhodné jednokrokové metody y, =n,(h), p=1,...,k—1.

Definice 11 Rekneme, Ze k-krokova metoda (x) je konvergentni, jestlize pro
feSeni y : [a,b] — IR tlohy y' = f(z,y), y(a) = n s libovolnou f, ktera je spojita
v [a, b] x IR a lipschitzovskd v y a pro libovolné n plati nasledujici tvrzeni: jestlize
Yn je pEiblizné feSeni ziskané pomoci metody () s po¢ateénimi podminkami (+)
takovymi, ze ’11\1110 nu(h) =n, prop=0,1,...,k — 1, pak plati

Vz € [a,b] : 111{‘% Yn = y(z).

Tn==T

Definice 12 Rikéme, Ze metoda () je stabilni (podle Dahlquista), jestlize vSech-
ny kofeny polynomu p(§) = > a, £ jsou v absolutni hodnoté nejvyse rovny jedné
a v8echny koteny, jejichz absolutni hodnota je rovna jedné, jsou jednoduché.

Definice 13 Rekneme, Ze metoda (x) je vddu p > 0, jestlize plati

k

Za,,zo

v=0

a pro p > 0 navic

Oé,,l/s k ﬂyysfl
o :27 (s=1,...,p).

k
Vz:% (s=1)!

Ma-li metoda (%) fad p 2 1, fikdme, Ze je konsistentni.

v=0

Véta 9 Kazdd konvergentni metoda je stabilni.

Dikaz: Méjme konvergentni metodu (). Pfiblizné feSeni y,, konverguje za pod-
minek uvedenych v definici k pfesnému feseni. Uvazujme tlohu y' = 0, y(0) = 0:
jeji presné feSeni je y(z) = 0 (tato tloha uréité podminky splituje). Pak mame

Zauyn—i-u =0 n:O,l,... (**)



NEKTERE VLASTNOSTI OBECNYCH VICEKROKOVYCH METOD 27

Bu=nu(h) p=0,1,....k—1
a za piedpokladu 7, (h) — 0 pro h \, 0 vime, Ze

A 0: I =0.
x> L. yn

Tn==C

Vztah (k%) je soustava linedrnich diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty
a charakteristickym polynomem p(¢) = ., &”. Necht ¢ = re® (r 2 0) je
kofen polynomu p: pak posloupnost (£"), je FeSenim (xx). ProtoZe koeficienty
a, jsou redlné, vime z teorie, ze i (w,)5%, a (25)5%, kde w, = hr™cosny
a zp = hr'sinng, jsou FeSeni (xx). Jsou to tedy pfibliznd FeSeni vyhovujici
pocateénim podminkam

hrt cos pp LN 0, hrt sin pe 0,

Odtud pro kazdé z > 0

lim z, = lim w, =0<= lim |z, + iw,| =0<= lim " =0 <=
h\0 h\0 h™\0 h™\0

Tn==C Tn==C Tn==C Tn=2

1
—zlm —r"=0<|{|=r<1.

n—o00 N

Predposledni ekvivalence vychézi z toho, ze ta ponékud zahadné vyhliZejici limita
neni ve skutecnosti nic jiného nez limita pro n — oo s dosazenim h = 7.

Nyni mé&jme kofen & = re¥ nasobnosti alespoii dvé. Potom je (n&m1),
FeSenim (*x). Stejné jako vySe vidime, Ze i 2, a wy,, kde z, = nvVhr™ cos ne
a wy, = nvVhr"sin ny jsou feseni. Jsou to tedy pfiblizna feseni pro pocatecéni
podminky

pN hrt cos pp — 0, pVhr* sin pp — 0 (h \,0).
Odtud stejnym zpiisobem jako v prvni ¢asti dostaneme
Ve lim r"Vn=0< [¢{|=r < 1.
n— 00

Véta 10 Je-li metoda (%) konvergentni, pak je také konsistentni, tj.

k k k
E a, =0, E aUV:ZBU.
v=0 v=0 v=0

Diikaz: Uvazujme tlohu y' = 0 v [0,b],b > 0, tentokrat s poc¢ateéni podminkou
y(0) = 1. Pro pfiblizné feseni opét plati

k
Za,,y,H_v =0 n=20,1,... (%%)
v=0
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Pro libovolné h > 0 volme pocatecéni podminky yo = y1 = ... = yr—1 = 1.
Ziejmé je splnéna podminka y, = n,(h) =1 — 1 pro h \, 0. Metoda () je
konvergentni, tedy
Ve >0: lim =0, (+)
ANO

Tp=T

pricemz limitu opét chapeme jako limitu pro n — oo, kde y,, je hodnota pribliz-
ného feseni s krokem h = . Pocatecni podminky ani koeficienty rovnice (xx)
nezavisi na kroku h, nezavisi na ném tedy ani pfiblizné feSeni. Ze vztahu (+)

limyn:1:>nli_>n;oyn+,,:l v=20,...,k.

n—o0

Provedeme-li tedy limitni pfechod v (xx), dostaneme ) a, = 0.
Pro druhou podminku uvazujme dlohu y' = 1, y(0) = 0 (feSeni je y(z) = x).
Metoda (*) tady vypad4 takto:

k k
ZauynJrV:hZﬂy n:O,l,... (***)
v=0 v=0

Pro pocate¢ni podminky chceme y, = n,(h) = 0 pro h (0, p=0,1,...,k — 1.
Hledejme TeSeni (x x %) ve tvaru y, = Kz, = Khn. Dosadme do (* * x):

KhZa,,(n—i—l/) :hZB,,
Khzaun+KhZauV:hZBu
KZaUV: ZB,,

Vime, ze > a, = 0, tedy p(1) = 0, z pfedchézejici véty vyplyva, Ze je to kofen
jednoduchy. Tedy p'(1) # 0, coz znamend Y a,v # 0, mizeme tedy posledni
rovnost touto sumou vydélit:

_ 2B
K=&

Protoze tpravy byly ekvivalentni, je y, = Kz, pro tuto hodnotu K opravdu
feSenim (* % *). Zvolime-li poc¢atecni podminky metody n,(h) = Kph (vyho-
vuji), bude y, = Kz, pfibliznym Fesenim, ziskanym metodou (x). Metoda je
konvergentni, mame tedy pro kazdé z

. ) x
K‘})yn*y(x)*x‘:*Knlg&”g*x‘:*K*“:’ZO‘V’/*Zﬂv-
Tn==2T

Priklad 8 Predstavme si pruznou blanu, na okraji upevnénou, na niz pusobi
kolmo né&jaké sila. Modelem bude oblast (oteviend souvisld mnozina) Q C IR?,
silu budeme reprezentovat hustotou jejtho rozloZeni, tedy funkci f : @ — R
a vychylku blany hledanou funkci u : 2 — IR. Za predpokladu, Ze jsme dosahli
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stabilniho stavu (a Ze vychylka je mald) bude u spliiovat vztah —Au = f, kde
A je takzvany Laplacetiv operdtor definovany vztahem

" 9%h

Au = 8—333

i=1

(h: R" - R).

Upevnéni na okrajich ndm davé okrajovou podminku u | 92 = 0. Jednodimen-
zionélni analogie: misto {2 mame interval (a,b), rovnice je —u' = f a okrajova
podminka u(a) = u(b) = 0. Resme tlohu piiblizné pro Q = (0,2) x (0,1). K tomu
potifebujeme situaci diskretizovat: obdélnik € si rozdélme na 2n x n &étvereckl
o hrané h = % Soufadnice uzli oznacme z; = y; = th. Hodnoty u, f v uzlu
(%;,y;) oznaéme u;;, f;j. Okrajovd podminka ddva ug j = uan, j = Ui 0 = Uin = 0.
Podobné jako derivaci funkce jedné proménné lze aproximovat podle vztahu
y' ~ +(y(z + h) —y(z)), lze aproximovat nesmiSené parcidlni derivace druhého
radu:

9%u 1
W(miayj) N g (w(zi—1,y5) — 2u(wi, y;) +u(Tiy1,y5))
9%u 1

a—yQ(xi,yj) N3 (w(mi, yj—1) — 2ulzi, yj) + w(®i, yj+1))
Dosadime-li tuto diskretizaci do rovnice, dostaneme
—Ui i1 = Ui+ 4 — w1 — uiprj = h*fi ).

Dohromady tedy soustava linearnich rovnic. Naskladame-li neznamé do jednoho
vektoru v = (u1,1,...,U1,n—1,U2,1,-,U2n—1,n—1) (svislého pro formalisty) a
stejnym zptusobem pravé strany do vektoru f, dostaneme soustavu Au = f,
kde

BCO0OO...0 4 -10 0 ...0
CBCO...0 -14-10...0
A= |0CBC...0 | p—| 0-14-1...0
: U : 0
0000...B 000 O0...0

a C je —E, kde E je jednotkova matice. Matice A se skldada z (2n — 1) x (2n —1)
bloki typu (n—1) x (n—1). Matici s takovouto strukturou se ¥iké blokové tridia-
gonalni matice. Struktura této matice samoziejmé zavisi na ocislovani ,,polic¢ek”.
Popsané metodé se ¥ikd metoda siti.

Priklad 9 Metoda —yn+2 + 4ynt1 — 3yn = 2hf, neni stabilni, nebot polynom
p(€) = —€2 + 4€ — 3 mé koteny 1 a 3.

Cvicéeni 10 Urcete fad této metody.

Pfiklad 10 Metoda ynt2 + 4ynt1 — 5yn = h(4fnt1 + 2f,) ma sice fad 3, ale
neni stabilni.
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Vyznam stability

Uvazujme rovnici y' = —y, y(0) = 1 s feSenim y(z) = e~ *. Zkusime-li nékterou
z predchozich metod, vidime, Ze pro rostouci n hodnoty pfiblizného feSeni kmitaji
okolo presného se zvétsujicim se rozptylem.

Vyznam tadu

Definice fadu nijak nenaznacuje, k ¢emu je tento pojem dobry. To vyplyne z na-
sledujici véty. Méjme obecnou k-krokovou metodu (x), y : [a,b] — IR bud pfesné
feSeni nasi tlohy. Dosadme y(x,) misto y, v (*):

k

k
Z avy($n+u) =h Z Bllf(mn-i-l/v Z/(fEn—i—u)) + h(sn (**)
v=0

v=0
Veli¢inu §,, nazveme lokdlni diskretizacni chyba v bodé x, .
Vé&ta 11 Necht metoda (x) je ¥ddu p a necht piesné vesent je tridy CP™1[a,b].
Pak existuji hg, K > 0 tak, Ze |6, £ Kh? pro viechna n takovd, Ze Tn, Tpip €
[a,b] a pro vSechna h < hy.

Diikaz: Napisme si Tayloriv vzorec:

Py (g
y(anrl/) = y(xn + Vh) - y(xn) + Z yTsths + Ru,erla
= +)
y®Pt (2, )
nv) p+lpp+l _ p+1
YPTERPTE = O(RPTH).
(p+1)!
ProtoZe y je feSeni rovnice, mame f(Zp+v,Y(Tnt+v)) = ¥ (Tnty); 0pét pouzijme
Taylortiv vzorec:

Rv7p+1 =

14

hy' (wn + vh) = Zys_l v 0T+ Rypia,

(
. y Pt (z,,,) Pl Pl ()
R,,7p+1 = T h = O(h )

hf(Zntv, y(Tniv))

Body Zn, a &, leil v intervalu [z, %,1,] C [a,b]. Zbytky R, R jsou O(hPt1),
protoze y PtV je spojita, a tedy v [a, b] omezend; oznaéme Y maximum jeji abso-
lutni hodnoty. Vztahy (+), (++) dosadime do (*x) a upravime pomoci definice
radu:

h5n = y T Z ay, + Z hsy(s) (Z Qy—r Z Bu — >
+ Z auRu,erl - Z/BVRV,erl

(r+

_ pp+l 1y (@) )(#n) p+)mnl/)
hon = h (Za””p (p+1)! Zﬁ" P!

v=0
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Protoze je |y**"| na [a,b] odhadnuta konstantou Y, dostavéme

a,,l/erl By,/p
I e S R

PO Ty, Tpiy € [a,b], h € (0, hy).

Shrnuti: Vyznam této véty je nasledujici: je-li metoda fadu p a je-li pfesné feSeni
rovnice dostatecné hladké, plati pro chybu §,, = O(hP). Bez dikazu uvedme
nasledujici fundamentalni vysledek:

Véta 12 Vicekrokovd metoda je konvergentni, prdaveé kdyzZ je stabilni a konsis-
tentni.

Zavedme nyni opét chybu metody (akumulovanou diskretiza¢ni chybu) jako e,, =
Yn — y(zn). Nésledujici véta dava odhad této chyby.

Véta 13 Necht y € CP+1([a,b]) je presnym resenim ilohy

yl:f(x)y) v[a,b], y(a):%

kde f € C([a,b]) x IR) spliuje Lipschitzovu podminku s konstantou L > 0 a
necht {yn}a,ela,) Je priblizne teseni vypoctené pomoci vicekrokové stabilni me-
tody 7ddu p = 1. Oznacme

0= — .
u:g}?j’%il [Y(Ty) — Yul

Pak ezistuji konstanty hy > 0, N > 0, ¥ > 0 takové, Ze pro chybu metody
en = Yn — y(zy) plati odhad

len| < e =5 4 Ey(z, — a)NhP
Yy, € [a,b], Vhe€ (0,h).

Uplny dtikaz je uveden ve skriptech [1] véta 1.12.4. Zde se omezime na jednodussi
ptipad tzv. silné stabilnich metod.

Definice 14 Vicekrokova metoda je silné stabilni jestlize ma tvar

k
Yn+k — Ynt+k—-1 = hz Bvfntv- (M)

v=0

Tzn., ze polynom p ma pouze kofeny 0 a 1 a kofen 1 je jednonasobny.

Nyni dokazeme predchozi vétu o odhadu chyby pro pfipad siln€é stabilnich metod.



32 NUMERICKE RESENT OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Diikaz: Ptiblizné Feseni spliiuje vztahy
k

Ynt+k — Yn+k—1 = h Z Buf(xn—i-u’ yn—i-u): Tn, Tnt+k € [a': b]
v=0

Pokud je metoda (M) fadu p a presné feseni je CP*1([a,b]), pak

k

Yn+k — Ynt+k—1 = h Z Buf(mn+ua y(mn+u)) + h(sna Tn,Tntk € [a': b]
v=0

|5n| é thJrla h e (OahO)

Oznacime-li e, 4+, = Yn+v — Y(Tnytr) chybu metody, z pfedchozich vztaht dosta-
neme

k
€ntk — €ntk—1=h Z Bu A f(@ntvsUntv) = F(@ntv Y(Tniv))} — hon.

v=0

Ponévadz funkce f splituje Lipschitzovu podminku, méme

k
lentk| < lentr—1] + hLZ 1Bullen+v| + h|dn]

v=0
a tedy
k—2
lentk|(1 = hLIBk]) < lenthoa](1+ hLIB—1]) + ALY |Bullents| + NAPF,
v=0
Necht h; > 0 je takové, ze
A

Potom pro h € (0, hy) plati:

1 — hL|By| 1 — hL|Bg|
a tudiz,
k—1 _
lentkl S lentr—1] + hz ylentv] + 9, (+)
v=0

kde
et = 2L(|Bk| + |Br-1l), v =2L|B|, v=0,...,k—2,0 = 2NhPHL,

Nyni pouzijeme nasledujici vysledek.
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Lemma 2 Nechf u, >0 pron=0,...,N, 9, 20prov=0,....,k—1,0 >0,
020,h>0,ug,...,up—1 S0,
k—1
Un+k § Unp+k—1 +h219uun+y+1§ (*)
v=0
pron=0,...,N — k. Pak
enhd _ 1 .

<nh195 . -
tn = €0 0y

kde 0 =Y "Ly, .
Dukaz:

1) Jestlize }
b1 =1 +m)é +9, n=0,...,N—1,

pak (jak vime)

En é enh196+

2) Dokazme indukci, 7e up, £ &y, n=0,...,N. Mame
Ugy .o Up—1 S0=6 S S S S S
Necht u; £ & proj=0,...,n+k—1,n 2 0. Potom z (*) plyne, Ze

Unik S Unpho1 + h0p—1Unip—1 + - .. + hdou, + 0
< Snvb—1 + hg—1€nik—1 + ... + W& + 0

k—1
< Gtk (1 + hZﬁy> +9

v=0
= nyr—1(L+ 79) + 9 = &y
3) Pouzijeme-li vysledek z 1), dostaneme
6nh19 —1-
tn S 60 S MO0+ 5
coz jsme chtéli dokazat.

Nyni miizeme aplikovat lemma na nerovnosti (+). Vzhledem k tomu, Ze nh =
ZTn — a, ¥ = NhPtL snadno zjistime, Ze

(Tn—a)d _
Yh
= el =5 4+ By(wn —a)Nh?,  x, € [a,b].

len] < =76 4 & Lmett =
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Podobnym zptisobem lze odvodit odhad pro akumulovanou zaokrouhlovaci
chybu. Podobné jako u jednokrokovych metod budeme symbolem g,, znacit pfi-
blizné feseni pocitané se zaokrouhlovanim. Pak Ize psat

k
Zjn+k - gn-l—k—l = hZBuf($n+uagn+u) +én, Tny,Tntk € [a, b],

v=0

kde |e,| £ € pro @pn, Tntk € [a,b] & Gy = yu, 0 = 0,...,k — 1. Pfiblizné feseni
pocitané presné bez zaokrouhlovani je dano predpisem
k
Yn+k — Ynt+k—-1 = h Z Buf(xn—i-u’ yn—i-u)a Tn, Tn+k € [a, b]

v=0

Nyni lze aplikovat postup jako v ditkazu predchozi véty, kde § = 0 a 0 = e.
Dostaneme pak odhad akumulované zaokrouhlovaci chyby r,, = y,, — 9, ve tvaru

Il < Ey(wn —a)=

Lo n € [a,b)].

Tento odhad nam dava mejhorsi scéndr pro chovani chyby r, v zavislosti na h.
Numerické experimenty bohuzel ukazuji, Ze pro h — 0+ zaokrouhlovaci chyby
mohou rust tak, Ze znehodnoti vypocet.

2.8 Odvozeni nékterych vicekrokovych metod
2.8.1 Interpolacni polynom a zpétné diference

Necht J C R je interval, z : J — IR anecht zg,...,2, € J (¢ 2 1) jsou navzajem
ruzné body. Pak existuje pravé jeden interpolacni polynom P takovy, ze
a) stupenn P < g,

Polynom P lze napsat v Lagrangeové vyjadfeni

B L o(w—w).. (- zi) (@ —zip1) ... (z—zy) s
P(z) = ; (i —x0) ... (i —zi1) (i — Tig1) ... (T — xy) ().

Pokud z; = xzg+ih proi=0,...,q a h > 0, pak lze vyjadrit P pomoci zpétnych
diferenci funkce z, definovanych nasledujicim zptsobem:

V% =2 (diference nultého fadu),

Vz; =2 — 2i_1 (diference prvniho fadu),

déale indukeci

V2 =V(V' ) (diference r-tého Fadu),
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pokud maji vyrazy vpravo smysl. Plati:
V22 = (2i — zic1) — (2im1 — 2i—2) = 2; — 22i—1 + Zi—2.

Obecné lze dokazat vztah

VTZi = Z(—l)m (;)Zi—ma 7":0,1,...

Existuje i inverzni formule

r

m r m
Zi_p = Z(—l) <m>V Zis r=0,1,...

m=0

Lemma 3 Interpolacni polynom P k funkci z v bodech x; = xo + ih, kde i
nabyvd hodnot p,p—1,...,p — q, lze napsat ve tvary

P(z) = 7;(—1)”1 <7_;> Vs, (+%)
kde s = (z — z,)/h a
(—s) (=8)(=s—1)...(-s—m+1)

m m!

Dikaz: Je zfejmé, Ze polynom na pravé strané vztahu je stupné < ¢. Je-li

T =2y, potom s =—ra (7’;) = 0 pro m > r. Pak podle inverzni formule
! r - r
P(zp,) = Z (=™ (m) V™2 = Z (=™ (m) V72 = 2p—r.
m=0 m=0

2.8.2 Metody zaloZené na numerické integraci
Pfesné FeSeni rovnice y' = f(z,y) splituje vztah

T+T

y( +7) - y(z) = / £t u(e))dt,

T

pro z,x + T € [a,b]. Nyni nahradime funkeci f(¢,y(t)) interpola¢nim polynomem
majicim v uzlech z, hodnoty f, = f(xn,yn), kde y, bylo vypocteno nebo ma
byt pravé vypocteno. Za interpolacni body vezméme body zp,zp—1,...,Zp—q-
UvazZovany interpolacni polynom ma tvar

P(z) = mi_(—nm (‘) V' 8=t

m
0
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Zvolme nyni z = z,, 7 = h a aproximujme y () ~ yp, y(z+7) = ypt1, f(t,y(t)) ~
P(t). Dostaneme formuli

Tpi1 g
Yp+1 — Yp = / P(t) dt =h Z Y V"™ fms
z m=0

P

Y = (—1)7’1%/;”1 (;‘f) dz = (-1)™ /01 <;f> ds.

P

kde

a) Takto ziskanym metoddm (pro riznd q) se ¥ikd Adams-Bashforthovy me-
tody. Pro zvolené ¢ dostaneme (g + 1)-krokovou metodu: k vypoétu yp41
pouzivame hodnoty f v z,—_g,...,Tp, jedna se tedy o metodu explicitni.
Charakteristicky polynom p(§) = €971 — €9 = £€9(¢ — 1) méa g-nasobny ko-
fen 0 a jednoduchy kofen 1, metody jsou tedy silné stabilni. Vétsinou maji
tyto metody Fad ¢ + 1.

B) Polozme x = x,_1, 7 = h. Dosadme do (*):

Tp Tp p _
Yp — Yp1 :/ P(a:)d:v:/ Z(—l)m<nj>vmf,,dm=

Tp—1 m=0

=h> V" f,

m=0

kde ~7, — % /m_ % <_i§x)> dz = (=)™ /_01 <;j> ds.

P

V tomto pripadé dostavame implicitni g-krokovou metodu. Tyto metody
se nazyvaji Adams-Moultonovy.

Hodnoty zpétnych diferenci se pocitaji pomérné snadno, ale pfesto miizeme nase
metody piepsat do tvaru, kdy misto hodnot V™ f, pouzivame pfimo hodnoty
fp—r podle vztahu

m
m
V" fp = Z ( )fp—p-
p=0 P
Dostaneme pak napf. Adams-Bashforthovu metodu ve tvaru

m

q q
= 5T = 3 20 3 () s =

m=0 m=0 p=0

- h%:fpp ((—1)0 ) q(f)vm> .

m=p
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Priklady nekterych metod

V nasledujici tabulce jsou uvedeny priklady nékterych metod, které takto dosta-
neme.

metoda

Ynt+1 = Yn + hfn

Ynt2 = Ynt1 + 3h(3fut1 — fn)

Yn+s = Ynt2 + 15(23fni2 — 16 fny1 — 5fn)
Yn+1 = Yn + hfni1

Ynt1 =Un + 2(fas1 — fn)

Ynt2 = Yni1 + 15(5fns2 + 8fni1 — fn)

R BRI
I U U ]
(S I R U N

Metody prediktor-korektor

Budeme-li chtit vyuzit uvedené metody pro pouziti v metodach prediktor-korek-
tor, je vyhodné vzit kombinace 1-7 a 2-8. Z teoretického rozboru totiz vyplyva,
ze v pripadé, kdy jako prediktor pouzijeme metodu fddu o jedna mensiho nez
je fad korektoru, celkova metoda bude mit stejny rad jako korektor. Dostaneme
tedy jednokrokovou metodu fadu 2 a dvoukrokovou metodu fadu 3.
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Priklad 11 Proklddéani kiivek naméfenymi daty: médme zadény hodnoty z;, y;
(it =1,...,n,21 < ... < zp). Hleddme funkci zdvislou na koneéné mnoha
parametrech ay,...,a, tak, aby jeji hodnoty v z; byly co nejblize y;. Mame
tedy funkci f = f(aq,...,a,,x) a chceme minimalizovat néjaky funkcional
J(aq,...,a.), napiiklad pfi metodé nejmensich ¢tvercii

n

T(on,.. o) =Y (flaa,-. . ) — i)

i=1

Priklad 12 Optimalizace tvaru radidtoru ustvedniho topeni

Snazime se najit co nejvyhodnéjsi tvar prifezu zebra. Tento tvar muZzeme re-
prezentovat uzavienou kiivkou okolo pocatku; protoze chceme, aby tato kiivka
byla symetrickd, miizeme ji reprezentovat pomoci nezadporné funkce p : [0,b] —
[0, +00). Nase kiivka pak vznikne doplnénim grafu této funkce o ¢asti soumeérné
s nim sdruzené podle pocatku a obou os. Rozlozeni teploty T' bude spliovat
rovnici pro vedeni tepla ve tvaru®

d dT dp\?
- -\ = 1 =) .7
dx (p(x) dm) Wt <dm>

s okrajovymi podminkami 7(0) = Ty, T'(b) = T}, kde a je konstanta zavisejici
na vlastnostech materialu. Celkové mnozstvi tepla uvolnéného do okoli je

b
I= 2/ kTdz,
0

kde k je opét jakysi koeficient. Ukolem je najit funkci p takovou, aby hodnota
funkciondlu I(p) byla maximélni, tedy aby hodnota F(p) = —I(p) byla mini-
mélni. Pfesnéji: hledame funkci p* € C1[0,p] tak, aby

F(p')= min F
(p*) pomn ()

a zaroven p(b) = 0, p(0) = K > 0 (K je zadano) a p > 0 na [0,b). Oznacime-li
U mnozinu vSech takovych funkei (bez pozadavku minimality), hleddme prosté

3tento priklad ma pouze ilustrovat, jak se slozité&jsi prakticky problém prevadi na standardni
situaci hledani minima funkce nékolika proménnych

38
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minimum F' na U. Takto formulovand tloha spadd do odvétvi matematiky zva-
ného variacni pocet. Pro pouziti numerickych metod se musime jesté omezit na
néjakou mnozinu U C U funkei uréenou koneéné mnoha parametry uq, ..., Un,.
Kazdé takové n-tici parametri pfifadime funkci p € U, k té spocitame teplotu
T, hodnoty I(p) a F(p) a polozime F(uy,...,u,) := F(p). Tim uz jsme tlohu
prevedli na problém minimalizace funkce F : IR" — IR.

V obou pfipadech jsme dospéli k tloze minimalizovat realnou funkci n pro-
ménnych. Je vidét, ze tato tloha mé spoustu praktickych aplikaci, a proto byly
vyvinuty rtizné algoritmy, které je vice ¢i méné tspésné resi.

3.1 Zaklady konvexni analyzy

V této casti uvedeme nékteré zakladni pojmy a vysledky konvexni analyzy, které
se vyuzivaji pfi numerickém hledani extrémii. V dalsim bude U podmnozina IR"
a J zobrazeni U do IR.

Definice 15 Hodnotu J(@), @ € U nazveme (absolutnim, globalnim) minimem
funkce J na U, jestlize Vu € U : J(u) 2 J(@). Bod @ nazyvame bod minima,
piSeme J(@) = miny J nebo @ = argming J.

Hodnotu J(@), @ € U nazveme lokdlnim minimem funkce J, jestliZe existuje
okoli V() takové, ze J(@) je (globalnim) minimem na J na U NV (@). Bod @ se
pak nazyva bodem lokdlniho minima.

Véta 14 BudU C IR"™ omezend, uzaviend mnozina a J : U — IR spojitd funkce.
Potom J nabyvd na U minima.

Definice 16 Necht U C IR" je neomezena a J : U — IR. Rikdme, Ze funkce .J
je koercivni , jestlize
lim J(u) = +o0.
llul|—oo
uelU

Véta 15 Necht U C IR" je neomezend, uzaviend. Bud J : U — IR spojitd
a koercivni. Pak J nabyvd na U minima.

Diikaz: 7 podminky koercivity vyplyva, Ze existuje takové R > 0, Ze

Vue U —B(0,R) : J(u) = J(0) + 117
kde B(0, R) oznafuje uzavienou kouli se stfedem v pocétku a polomérem R.
Oznaéime-li K = U N B(0,R), nabyva J na K podle minulé véty v néjakém
bodé % minima. Pak je ale pro u € U — B(0, R)

T(u) 2 7(0) + 3z > J(0) 2 J (@),

hodnota J(u) je tedy minimem na celé U.
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Oznaceni: Necht U C IR™ je oteviena, J € C1(U). Pak pro kazdé u € U, p € IR™
existuje smérova derivace

) = im0 00) = )

Jeji hodnota je rovna VJ(u) . p, kde

T
VJ(u) = grad J(u) = (%(u),,%(u))

je gradient funkce J.

Definice 17 Bud U C IR™ konvexni mnoZina. Rekneme, 7e J : U = R je
konvexni funkce, jestlize

Ju+60w—u)) < J(u)+6(J(w) —J(u))

pro libovolné u,v € U, 6 € [0,1]. Rekneme, Ze J je ryze konverni, jestlize pro
u # v, 8 € (0,1) plati ostrd nerovnost.

Véta 16 U C R" bud otevrend konvexni mnoZina, J € C1(U). Pak
(i) J je konverni prdavé tehdy, kdyz J(v) 2 J(u) + J'(u,v — u) pro kaZdé
u,v € U;
(i1) J je ryze konvexni prdvé tehdy, kdyz J(v) > J(u) + J'(u,v — u) pro kazdé
u,v €U, u #£v.

Diikaz: Necht je nejprve J konvexni na U. Tzn., ze je-li u,v € U, potom
Ju+0w—u)) < J(u) +6(J(v) — J(u)), vé € (0,1).

7Z toho plyne

Ju+60(v—u))— J(u)

J() = J(u) 2 7 , Vo € (0,1).
Nyni uvazujme 8 — 0+, pak
J() —J(u) 2 lim Jlu+ b —w) = Jw) _ J (u,v —u).

~ 00+ 0
Opac¢né implikace: necht je pro kazdé u,v € U splnéna podminka
J(v) 2 J(u) + J' (u,v — u).
Z toho plyne

(u+0w—u))—J(u+60v—u),b(v—u)=
(u+0w—u))—0J (u+6(v—u),v—u).
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Obdobné

J) 2 Ju+0(v—u))+J(u+0v—u),(1-0)(v—u)=
Ju+60v—u)+(1-60)J (u+60wv—u),v—u).

Pfenédsobenim prvniho vztahu ¢lenem (1 —6) a druhého 0 a sectenim dostaneme
(1-6)J(u)+60J(v) Z J(u+6(v—u))+0, Yu,v € U, V8 € [0,1].
Nyni budeme dokazovat druhé tvrzeni. Nejprve necht je
J() > J(u) + J'(u,v — u), Vu,v € U,u # v,6 € [0,1].

Stejnym postupem jako jsme pravé uzili (uvazujeme-li ostré nerovnosti) dosta-
neme, ze f je ryze konvexni.
Pfedpoklddejme naopak, ze f je ryze konvexni. Z definice pro 8 € (0,1)
vyplyva
J(u+0(v—u)) < Ju)+0(J(v) — J(u))
a odtud ihned plyne

Ju+60v—u))— J(u)
0
T (u,8(v —u))
0

Véta 17 U C IR" bud oteviend, J € CH(U).
(i) Je-li u € U bodem lokdlniho minima, je J'(u,p) = 0 pro kaZdé ¢ € IR"™
(neboli V.J(u) =0).
(i) Je-li navic U konvexni, J konvezni, potom jsou ndsledujici tvrzeni ekviva-
lentni:
1) u je bodem lokdlniho minima,
2) u je bodem minima,
3) VJ(u)=0.
(i) Je-li navic J ryze konvexni, md J na U nejvgse jeden bod minima.

J() = J(u) >

v

v

= J'(u,v —u).

Dikaz: Prvni tvrzeni je znamé z matematické analyzy. Pro ditkaz druhého pred-
pokladejme J € C1(U), J konvexni. Z toho vyplyva

J(v) 2 J(a) +J' (@, —a),
—_——
YoxU=0
J(v) Z J(a).
Jestlize @ je bod lokalniho minima, potom J' (@, ¢) = 0 pro kazdé ¢ € IR", odtud

@ = argmin J.
U
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Pro dtkaz tfetiho tvrzeni necht J je ryze konvexni a predpokladejme, Ze ma
u1 # ug dva body minima v U. Potom ale z konvexity mame

J(U,Q) > J(ul) + J'(ul,uQ — U,1),

pri¢emz J'(u1,us —u1) = 0, protoZe uy je bod minima. To je ovSem spor. O

Necht J € C?(U), U C IR". Pak m4 J totélni diferencial druhého fadu v libo-
volném bodé u € U a smérové derivace druhého tadu J" (u, p, ) = T J" (u)1,

kde 52 N
" _ J
4 (u) N <6ui6uj (u)> ij=1

je Hessova matice (symetrickd). Taylortv vzorec lze psit ve tvaru
1
J(v) = J(u) + J' (u,v —u) + §J"(u +0(v—u),v—u,v—u)

pro néjaké 0 € [0, 1]. Pouzitim tohoto vzorce lze dokdzat tuto vétu:

Véta 18 Necht J : R"® — IR, J € C?, necht a > 0 tak, ze J" (u,p,¢) 2 af|o||?
pro kazdé u,p € IR™. Potom J je koercivni a ryze konverni na IR™.

Diikaz: Necht J je dvakrat spojité diferencovatelnd. Nejprve dokaZeme koerci-
vitu. Z Taylorova vzorce mame pro 8 € [0, 1]

J(u) = J(O)+ J'(0,u) + %J”(Gu,u,u) >

l|]| =00

> J(0) = MJul| + 5 [lull? == oo,

Jest totiz podle Cauchyovy nerovnosti
[7'(0,w)| = [VJ(0) - u| < [[VI(O)]] [|ull
——r
=M
a podle ptedpokladi je
1
57" (6, 0) 2 Zul

Tim jsme dokazali koercivitu, zbyva dokazat ryzi konvexitu. Opét uzijeme Tay-
lorova vzorce

J(w) = J(u) + J'(u,v —u) + %J”(u—i—ﬁ(v —u),v —u,v—u) >

> J(u) + J'(u,v — u),

1
> J(u) + J'(u,v —u) + §a||v —ul)? >

¢imz je dikaz hotov. O
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3.2 Numerické metody hledani minima

V této ¢asti vysvétlime jeden z numerickych minimaliza¢nich algoritmi - iteracni
proces. Necht J : IR® — IR a je dan pocatecéni bod u® € IR™. Nechf jsme jiz uréili
uf € R. Pak

k+1

uf =t + et

kde k > 0, ¢* € IR", pr > 0. Veli¢inu ¢ nazjvame smér spddu, p uréuje vzda-

lenost — délku kroku ve sméru ¢*. Pro praktické pouziti je potieba zodpovédét
dvé zakladni otazky:

1) jak volit smér spadu ¢y,
2) jak volit velikosti kroku.

Smér spadu ¢* volime tak, aby J(u*F*1) < J(u*). Pokud p; zvolime vhodné
(napt. pg > 0 dost malé), obvykle ©* volime tak, ze

T (u®, ") = VI(ub) - o* <o0. (+)

Véta 19 Necht je J € C2(IR™) a plati (+). Potom ezistuje pg > 0 takové, Ze
J(uk ) < J(u*), pokud p¥ € (0, o).

Dikaz:

T = T8 + pp (uh, 64) + 503 (5,0, ).
Necht K > 0. Z toho plyne

[T"(B,¢", @) S M,V But + pe¥, 0 € (0,K].
Odtud

1
Ty = JWk) + pr | Tk, 00) +5 ok T (B, 0%, 0F)
—_— 2 ———

<0 |7 =M

Odtud plyne, ze existuje pg > 0 tak, ze
Tt 00) + 5ol (5,64, 6%) <0, Vi € (0,0).
Priklad 13 Smér spadu ¢* = smér nejvétsiho spadu.
" = —=VJ(u").
Pokud V.J(u*) # 0, potom

J (u®, ") = =VJ(u*) - VJI(@u*) = —|VJ(*)] <o0.
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Algoritmus I - metoda nejvétsiho spadu s konstantnim krokem

Necht je dédno: u® € R™, M > 1 celé, e > 0, p > 0 (krok). Pro k = 0,1,...

provedte:
1) ubtl =k — pVJ(uk)
2) Jestlize ||[V.J(u*)|| < ¢, jdi na 3.
3) Stop.

Pristé ukazeme, ze metoda je konvergentni, tj. pro M — 0o je ¢ = 0.

Algoritmus II - metoda nejvétsiho spddu s optimalnim krokem
Necht je dano: ugp € IR™, M > 1 celé, € > 0. Pro k=0,1,..., M proved:
1) Vypoéti % = —VJ(uk).
2) Vypocti p, = argmin,so J(uf + ppk)
3) bt = uk 4 py - oF
4) Je-li ||[VJ(u*)|| < e, pak jdi na 5.
5) Stop.

Dikazy konvergence metod — viz prednasky!

M
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VYSLEDKY CVICENI

Cviceni 1 Maximélné %0! =276 . 1077, neni oviem t&zké dokézat (z ptivodniho

vzorce), ze pro ekvidistantni déleni to bude nejvyse 15;271% = 2,69 . 10~ .

Cviéeni 2 Bud A matice typu n X n. Staéi ukazat, ze ker A = 0. Necht existuje
vektor z € IR™ takovy, ze Ax = 0, x # 0. Néktera slozka z je v absolutni hodnoté
nejvyssi, necht je to zj. Vyndsobenim vhodnou konstantou dostaneme Z takovy,
ze I, = 1, AZ = 0. Potom k-ta slozka A% bude

n n n
ZAkj:ﬁj g App — ZAkj:ﬁj g App — ZAM >0,
j=1 j=1 j=1
i#k Gk
COZ je spor.
Cviceni 3 Za chvili.
Cviceni 4 Za chvili.
Cviceni 5 Pozdéji.
Cvicéeni 6 To bude néjaka jednoduché indukce.

Cviceni 7 Prenechdme povolanégjsim (asi Mathematica).

Cviceni 8 Snadno nahlédneme, Ze pokud yo = y1 = y2 = 0, jsou i vSechny
dalsi ¢leny rovny nule, feseni je tedy pravé jedno. Predpokladejme tedy, ze mezi
prvnimi tfemi ¢leny je aspoin jeden nenulovy. Ctvrtad moncina zavorky je vidy
nezaporna, mame tedy v kazdém kroku aspon jednu moznost pokracovani. Je-li
zévorka nulova, je i dalsi ¢len nulovy, je-li nenulova, muzeme pokracovat dvéma
zpisoby (a dalsi ¢len je nenulovy). Tyto dvé moznosti pro dalsi ¢len se ovSem 1isi
jen znaménkem, neovlivni tedy hodnoty dalsich élent (v rekurentnim vztahu je
v8echno v druhé mocning). Pocet feSent je tedy roven 2%, kde a = [n 2 3 : y,, # 0|
pro libovolné feSeni (y,)5%,. Pokud je a = w, je poclet Feseni 2¢ (mohutnost
kontinua). Pokud ne, musi byt v posloupnosti jen koneéné mnoho nenulovych
¢lend. Pak také existuje n tak, ze ypr1 = Yn+2 = Yn+3 = 0. Z rovnice pak
snadno dostaneme, ze i y,, = 0; indukci déle, ze i vSechny pfedchozi ¢leny jsou
nulové, tedy i yo, y1, y2. Pro nulovou pocéateéni podminku tedy existuje prave
jedno feseni, pro nenulovou 2%.

Cvi€eni 9 Jednoduchym vypocétem (viz definice) ovéfime, ze Fad je 2.
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soustava
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ptirozeny, 2
s napétim, 5
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