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Pøedmluv a

T en to text zac h ycuje pøedná¹ky RNDr. Jiøího Souè k a, DrSc o matematic k é teorii pru¾nosti,

které se k ona jí o d letního semestru ¹k. roku 1992/93 zejména pro studen t y a doktorandy ob oru

Matematic k é a p o èítaèo v é mo delo v ání v e fyzice a tec hnice pøi Matematic k ém ústa vu Univ ersit y

Karlo vy .

Ná¹ pøístup je netradièní v tom, ¾e k om bin uje nìk olik oblastí analýzy , které se ob vykle zk ou-

ma jí samostatnì (v ariaèní p o èet, geometric k á teorie míry , diferenciální form y , rekti�k o v atelné

toky). Hla vní dùraz je kladen na studium kinematic k é èásti problém u pru¾nosti, tj. mno¾in y

pøípustn ýc h deformací, tzv. slab ýc h difeomor�sm ù, co¾ je zob ecnìní klasic kýc h difeomor�sm ù.

Tím se daøí o dstranit nìkterá omezení klasic k é teorie pru¾nosti a získ á v áme jemnìj¹í rozli¹ení

pøípustn ýc h deformací, v èetnì p o dmínek pro neprostupnost hmot y .

Ch tìli b yc hom p o dìk o v at prof. RNDr. Jindøic ho vi Neèaso vi, DrSc., na jeho¾ tradièní pøed-

ná¹ku z teorie pru¾nosti jsme na v ázali a který pøed let y problematiku nelineární pru¾nosti uv edl

do èesk ého matematic k ého prostøedí. I ten to text vznikl na základì jeho p o dnìtu.

T ak é b yc hom rádi p o dìk o v ali Mgr. Milan u P ok orném u, který v jisté fázi rozpraco v anosti èást

tohoto textu pøeèetl a jeho¾ pøip omínky p omohly ná¹ výklad vyjasnit.

Základní m y¹lenk a i p ostup výkladu tìc h to skript jsou ob dobné jak o v pøipra v o v ané knize

Giaquin ta{Mo dica{J. Souèek [7 ]. P o dìk o v ání patøí tedy i pán ùm Mariano Giaquin to vi a Gui-

sepp e Mo dico vi.

Jsme v elmi vdìèni recenzen to vi, RNDr. Josefu Málk o vi, CSc., který skripta p eèliv ì pro èetl

a jeho¾ pøip omínky b yly pøesné a u¾iteèné.
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2 Pøedmluv a



Kapitola I

Klasic k á teorie k oneèné pru¾nosti

T ato k apitola uk azuje základní princip y dnes ji¾ klasic k é matematic k é teorie k oneèné pru¾-

nosti, která hledá øe¹ení v sob olev o vskýc h prostorec h funk cí.

Nec h » omezená oblast 
 � R

n

pøedsta vuje r efer enèní kon�gur aci tìlesa , která nejèastìji

splýv á s jeho klidovým stavem , tedy jeho tv arem, kdy na nìj nep ùsobí ¾ádné vnìj¹í síly . Pùso-

b ením vnìj¹íc h sil se tìleso deform uje tak, ¾e bude zaujímat oblast

^


 �

^

R

n

(prostor

^

R

n

' R

n

za v ádíme, ab yc hom o dli¹ili sta v p o deformaci o d sta vu pøed ní).

^


 nazv eme kon�gur ací defor-

movanou . T o, ¾e se jedná o jedno a toté¾ tìleso je vyjádøeno existencí zobrazení u : 
 !

^


 , které

b y mìlo b ýt globálnì invertovatelné , tedy mìlo b y k nìm u existo v at ^u = u

� 1

. Celá situace je

znázornìna na obrázku 0.1. Ob ì zobrazení b y na víc mìla zachovávat orientaci .

Budeme se zab ýv at p ouze static k ou úlohou; nebudeme za v ádìt p o jem èasu ani ryc hlosti.

Prostì pøedp okládáme, ¾e

^


 je tv ar tìlesa dostateènì dlouho p oté, co deformace prob ìhla, a ¾e

je to ji¾ ustálen ý sta v.

P okládáme-li tìleso za dokonale pru¾né , nebude se jeho deformacemi uv olòo v at teplo, ne-

b oli pro ces cyklic k ého zatì¾o v ání a o dlehèo v ání bude z termo dynamic k ého hledisk a vratn ý . Není

proto tøeba uv a¾o v at teplotu a s ní sv ázané termo dynamic k é v elièin y (en tropii, v olnou energii,

::: ). Ob vykle se pøedp okládá, ¾e materiál tìlesa je tzv. hyper elastický , toti¾ ¾e jeho mec hanic k é

vlastnosti jsou vyjádøen y funkcí vnitøní ener gie W ( x; F ), která zá visí na in�nitezimálních defor-

macích F = D u ( x ), a ¾e celk o v á vnitøní energie tìlesa 
, deformo v aného zobrazením u , je dána

in tegrálním výrazem

E ( u; 
) :=

Z




W ( x; D u ( x )) d x(0.1)

Je-li tìleso zatì¾o v áno k onzerv ativními ob jemo vými silami s p otenciálem Q , pak t ypic k á okra jo v á

úloha pru¾nosti sp o èív á v nalezení minima funk ce celk o v é p otenciální energie

inf

u

Z




�

W ( x; D u ( x )) + Q ( u ( x ))

�

d x(0.2)

Deformo v an ý tv ar m ù¾e b ýt pøedepsan ý na celé hranici @ 
 neb o na její èásti, a neb o nem usí b ýt

sp eci�k o v án vùb ec. Kdyb yc hom c h tìli p o èítat i se silami p ùsobícími na p o vrc h tìlesa, doplnili

b yc hom je¹tì jist ý in tegrál pøes @ 
.

Pro jedno duc host budeme pøedp okládat, ¾e tìleso je homogenní, tedy ¾e sestá v á z jediného

materiálu. F unk ce W pak nebude zá viset na x 2 
. T en to pøedp oklad p ouze zjedno du¹í znaèení,

principiálnì v¹ak úloh u k omplikuje jen v elmi mírnì.

3



4 I. Klasic k á teorie k oneèné pru¾nosti




^




u

^u

Obrázek 0.1: Tìleso pøed a p o deformaci

Klasic k á teorie k oneèné pru¾nosti, která tv oøí fundamen tální souèást mec haniky k on tin ua,

se vyvíjela o d 40. let XIX. století (práce Greena a Cauc h yho lze p o v a¾o v at za zakladatelsk é).

Za øe¹ení se p o v a¾o v aly dv akrát sp o jitì diferenco v atelné funk ce | nevýho dou v¹ak b ylo, ¾e

tak o v áto øe¹ení b ylo mo¾né dostat jen v e v elmi sp eciálníc h pøípadec h.

Mo cn ým impulsem dal¹ího výv o je b ylo u¾ití k onceptu slabých neb oli variaèních ø e¹ení sou-

sta v eliptic kýc h diferenciálníc h ro vnic, nejprv e v linearizo v aném pøípadì (50. léta XX. století)

| funk ce W je kv adratic k á v F | a pøibli¾nì o d p olo vin y 70. let úsp ì¹nì i pro ob ecnìj¹í nekv a-

dratic k é funk ce vnitøní energie. V tom to úsilí ma jí fundamen tální význam práce italsk é ¹k oly ,

t ýk a jící se slab é p olosp o jitosti in tegrálníc h funk cionálù na Sob olev o výc h prostorec h, a zejména

sla vn ý èlánek J. Balla z roku 1977 [1].

Ná¹ výklad v této k apitole bude v elmi zhruba p okrýv at vý¹e p opsan ý pøístup. V o ddíle 1

p o dnikneme výlet do v ariaèního p o ètu, ab yc hom uv edli t y p o jm y , které budeme v dal¹ím p o-

tøeb o v at. Oddíl 2 shrn uje pøedp oklady , které nám za jistí existenci øe¹ení matematic k é úloh y

pru¾nosti (0.2) u¾itím pøímé meto dy v ariaèního p o ètu. V o ddíle 3 dok á¾eme v ìtu o tom, ¾e za

vý¹e sestro jen ýc h pøedp okladù øe¹ení pøíslu¹ného v ariaèního problém u existuje.

Koneènì v o ddíle 4 p ouk á¾eme na nedostatky , které s seb ou vý¹e nastínìn ý pøístup pøiná¹í.

T en hla vní je v tom, ¾e nemáme nikterak sp olehliv ì zaruèeno, ¾e zobrazení, které dostaneme

jak o øe¹ení matematic k é úloh y , je globálnì in v erto v atelné; pak v¹ak nevíme, zda toto øe¹ení

vyjadøuje fyzik álnì pøípustnou deformaci. Jin ými slo vy , nejsme sc hopni zaruèit, ¾e hmota nebude

pr ostupovat sama sebou . Uk azuje se, ¾e ten to nedostatek je dùsledk em zjedno du¹ení, kterého

se dop ou¹tíme tím, ¾e preferujeme jedn u (referenèní) k on�guraci tìlesa | ¾e pracujeme jen

s u b ez ^u . V o ddíle 4 nastíníme pøístup, který bude z tohoto hledisk a jemnìj¹í. Za vrhneme

rozli¹o v ání zá visle a nezá visle promìnné, deformace budeme p opiso v at jak o grafy zobrazení u |

co¾ bude to samé, jak o þtransp ono v anéÿ grafy zobrazení ^u . T ak o v éto grafy jsou n -rozmìrn ými

v arietami v prostoru dimenze 2 n . T en to pøístup rozvineme v k apitole IV; k apitoly I I a I I I

v ìn ujeme budo v ání aparátu.
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1. Pøímá meto da v ariaèního p o ètu

Cílem v ariaèního p o ètu je nalezení minima funk cionálu J na mno¾inì U , co¾ je t ypic ky

p o dmno¾ina jistého re
exivního Banac ho v a prostoru X ;

�

Nalézt u 2 U tak o v é, ¾e

J ( u ) � J ( v ) 8 v 2 U:

(1.1)

Pøitom první otázk ou je, zda tak o vý prv ek existuje.

S o dv oláním na základní kurs funk cionální analýzy budeme nadále p ou¾ív at p o jm y slabé

konver gence a konvexní, uzavø ené, slabì uzavø ené a slabì kompaktní mno¾iny .

De�nice 1.1 (slabá p olosp o jitost zdola) F unk cionál J : U ! R nazv eme slabì zdola po-

lospojitým (angl. we akly lower semicontinuous ) na U , jestli¾e pro k a¾dou slab ì k on v ergen tní

p oslopnoust f u

n

g

n !1

� U se slab ou limitou u

0

2 U platí

J ( u

0

) � lim inf

n !1

J ( u

n

) :(1.2)

Vìta 1.1 (existence na slab ì k ompaktníc h mno¾inác h) Ne ch» U � X je slabì kompaktní

(angl. w eakly compact ) a J : U ! R slabì zdola polospojitý na U . Pak existuje ø e¹ení úlohy (1.1) .

Dùkaz. Oznaème q = inf

U

J . Z de�nice in�ma je zøejmé, ¾e m usí existo v at minimizující p osloup-

nost, nazv ìme ji f u

n

g

n !1

. T o znamená tak o v á p osloupnost, ¾e

J ( u

n

) �

(

q +

1

n

; p okud q > �1 ;

� n; p okud q = �1 :

Mno¾ina U je v¹ak slab ì k ompaktní, a tak lze vybrat p o dp osloupnost f u

n

0

g

n

0

!1

� f u

n

g

n !1

,

která slab ì k on v erguje k jistém u prvku u

0

2 U . Ze slab é zdola p olosp o jitosti funk cionálu J

na U dostaneme, ¾e J ( u

0

) � q . Na mno¾inì U v¹ak J nem ù¾e nab ýt ho dnot y ni¾¹í ne¾ q , a

tak platí ro vnost q = J ( u

0

). T edy prv ek u

0

realizuje minim um J , a je tedy øe¹ením v ariaèního

problém u (1.1) .

T ato v ìta platí a dok azuje se naprosto stejnì, nahradí-li se slabá top ologie v p o dmínce k om-

paktnosti i v p o dmínce p olosp o jitosti zdola lib o v olnou jinou top ologií. A v¹ak v tìc h prostorec h,

v e kterýc h budeme praco v at, je k ompaktnost v lep¹í ne¾ slab é top ologii natolik silnou p o dmín-

k ou, ¾e ji takøk a nelze zab ezp eèit. Pro za ji¹tìní slab é k ompaktnosti m ù¾eme u¾ít následujícího

tvrzení, které se dok azuje v uèebnicíc h funk cionální analýzy:

Lemma 1.2 Buï X r e
exivní a separ abilní Banachùv pr ostor. Pak pr o U � X platí:

U konvexní & U uzavø ená = ) U slabì uzavø ená ;(1.3)

U omezená & U slabì uzavø ená = ) U slabì kompaktní :(1.4)

Stejn ý efekt jak o omezenost mno¾in y U má i pøedp oklad rùstu pro funk cionál J : Nec h » mimo

jistou omezenou mno¾in u jsou ho dnot y funk cionálu vy¹¹í ne¾ uvnitø této mno¾in y . K tom u je

vho dná následující vlastnost:
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De�nice 1.2 (k o ercivita) Nec h » X je re
exivní Banac h ùv prostor. Øekneme, ¾e funk cionál

J : X ! R je koer civní (angl. coer cive ), jestli¾e existuje neklesa jící funk ce � : [0 ; + 1 ) ! R

tak o v á, ¾e � ( t ) ! + 1 kdy¾ t ! 1 a ¾e

J ( u ) � � ( k u k ) 8 u 2 X :

Vìta 1.3 (existence pro k o ercivní funk cionál) Buï U � X konvexní a uzavø ená mno¾ina.

Ne ch» J : U ! R je slabì zdola polospojitý koer civní funkcionál. Pak existuje ø e¹ení variaèního

pr oblému (1.1) .

Dùkaz. Nec h » q = inf

U

J . Za v edeme-li mno¾in u M =

�

x 2 X

�

�

� ( k x k ) � q +1

	

, pak z pøed-

p okladu k o ercivit y víme, ¾e ho dnot y J budou na U n M vy¹¹í ne¾ q + 1, a tedy nemohou v ést

k in�m u. Proto staèí minim um hledat na U \ M , co¾ je k on v exní, uza vøená a omezená mno¾ina.

P o dle Lemmatu 1.2 je to mno¾ina slab ì k ompaktní, a minim um tedy existuje dle Vìt y 1.1.

1.1. Slabá p olosp o jitost zdola

Pøedp oklad slab é p olosp o jitosti zdola, který �guro v al v tvrzeníc h min ulého o ddílu, se o v ìøuje

dosti slo¾itì. Zde uv edeme (struèn ý a nikterak úpln ý) pøehled toho, co je známo o slab é zdola

p olosp o jitosti in tegrálníc h funk cionálù tv aru

J ( u ) =

Z




W (D u ) d x:(1.5)

Budeme uv a¾o v at X = W

1 ;p

(
; R

N

) pro 1 < p< 1 a N � 1. Pro úloh u pru¾nosti bude N = n .

Z kursu funk cionální analýzy je známo, ¾e tak o v éto X je re
exivní Banac h ùv prostor. O funk ci

W : M

N � n

! R budeme pøedp okládat, ¾e je zdola omezená, b ez újm y na ob ecnosti nezáp orná.

Dále, c hceme-li, ab y W (D u ) 2 L

1

(
), m usíme pøedp okládat sp o jitost funk ce W (kvùli mìøitel-

nosti) a (kvùli in tegro v atelnosti) rùst nejvý¹e s p -tou mo cninou:

9 a

0

; a

1

� 0 : 0 � W ( � ) � a

0

+ a

1

j � j

p

:

P o jem k on v exní funk ce je ètenáøi nejspí¹e znám, nicménì jej pøip omeneme. Uv edeme tak é

slab¹í p o dmínky , které v¹ak jsou pro pøípad pru¾nosti vho dnìj¹í.

De�nice 1.3 (k on v exita) F unk ce W : M

N � n

! R se nazv e konvexní (angl. convex ), prá v ì

kdy¾ platí

W ((1 � # ) A + #B ) � (1 � # ) W ( A ) + # W ( B ) 8 A; B 2 M

N � n

; 0 � # � 1 :

De�nice 1.4 (p olyk on v exita) F unk ce W : M

N � n

! R se nazv e polykonvexní (angl. poly-

convex ), prá v ì kdy¾ ji lze zapsat jak o k on v exní funk ci minorù jejího argumen tu (minory jsou

za v eden y v Do datku C); tedy p okud existuje k on v exní funk ce  : R

K

! R , kde K je p o èet v¹ec h

minorù matic M

N � n

, tak ¾e

W ( � ) =  (1 ; M

1

( � ) ; M

2

( � ) ; :::; M

min ( N ;n )

( � )) :

(První argumen t funk ce  je minorem n ultého øádu.)
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De�nice 1.5 (kv azik on v exita) O funk ci W : M

N � n

! R øekneme, ¾e je kvazikonvexní (angl.

quasiconvex ), prá v ì kdy¾ existuje omezená oblast A � R

n

tak, ¾e pro k a¾dý prv ek � 2 M

N � n

platí

W ( � ) �

Z

A

W ( � + D � ) d x 8 � 2 C

1

c

( A ; R

N

) ;

kde

Z

A

f d x :=

1

L

n

( A )

Z

A

f d x

je in tegrální prùmìr; L

n

( A ) oznaèuje Leb esguo vu míru mno¾in y A .

T ato p o dmínk a vlastnì øík á, ¾e p okud bude tìleso zatí¾eno homogennì, vyv olá to lineární p o-

sun utí, tedy gradien t y p osun utí budou k onstan tní | proto¾e t y minimalizují energii.

De�nice 1.6 (rank-1 k on v exita) F unk ce W : M

N � n

! R se nazv e r ank-1 konvexní (angl.

r ank one convex ), prá v ì kdy¾ je k on v exní na segmen tec h, které ma jí smìr matice ho dnosti 1;

tedy p okud pro k a¾dou matici � 2 M

N � n

a k a¾dé v ektory a 2 R

N

a b 2 R

n

platí, ¾e

W ( � + #a 
 b ) � (1 � # ) W ( � ) + # W ( � + a 
 b ) 8 0 � # � 1 :

De�nice 1.7 (obálky) Buï W : M

N � n

! R funk ce. F unk ce

C W ( � ) := sup

�

�

W ( � )

�

� �

W : M

N � n

! R ;

�

W � W &

�

W k on v exní

	

;

P W ( � ) := sup

�

�

W ( � )

�

� �

W : M

N � n

! R ;

�

W � W &

�

W p olyk on v exní

	

;

QW ( � ) := sup

�

�

W ( � )

�

� �

W : M

N � n

! R ;

�

W � W &

�

W kv azik on v exní

	

;

R W ( � ) := sup

�

�

W ( � )

�

� �

W : M

N � n

! R ;

�

W � W &

�

W rank-1 k on v exní

	

se p o øadì oznaèují jak o k on v exní, p olyk on v exní, kv azik on v exní a rank-1 k on v exní obálka (angl.

envelope ) funk ce W .

Vìta 1.4 (vztah y mezi obálk ami) Platí násle dující implikace:

W konvexní = ) W polykonvexní ;

W polykonvexní = ) W kvazikonvexní ;

W kvazikonvexní = ) W r ank-1 konvexní :

V dùsle dku toho platí násle dující ner ovnosti:

C W � P W � QW � R W � W :(1.6)

V pøípadì, ¾e min ( n; N )= 1, který nastá v á pro tzv. sk alární úloh u ( N =1) neb o v jedné

prostoro v é dimenzi ( n = 1), platí C W = P W = QW = R W , tedy v¹ec hn y p o dmínky splýv a jí

s k on v exitou. Je tom u tak proto, ¾e k a¾dá matice má ho dnost 1, a tak je C W = R W .

V ob ecném pøípadì je známo, ¾e in tegrální funk cionál tv aru (0.1) je slab ì zdola p olosp o jit ý

na W

1 ;p

(
; R

N

), prá v ì kdy¾ funk ce W je kv azik on v exní. Dùk az je dosti obtí¾n ý , lze jej na jít

napø. v Dacorogna [4 ].

Ab yc hom uk ázali, nak olik p o dstatná je vlastnost k on v exit y pro slab ou p olosp o jitost zdola,

prostudujeme v ariaèní problém s nek on v exním in tegrandem.



8 1. Pøímá meto da v ariaèního p o ètu

0

0.5

1

1.5

2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Obrázek 1.1: Nek on v exní in tegrand. K pøíkladu 1.1

Pøíklad 1.1 (nek on v exní in tegrand) Hledejme na prostoru sob olev o vskýc h funk cí W

1 ; 4

0

(0 ; 1)

øe¹ení v ariaèního problém u s funk cionálem

J ( u ) =

Z

1

0

f ( u

0

( x )) dx;

kde in tegrand f bude dán výrazem

f ( s ) = ( s

2

� 1)

2

:

Graf funk ce f je na Obr. 1.1. Je to tedy funk ce nek on v exní, zdola omezená ho dnotou 0.

Díky jedno duc hosti úloh y se nám p o daøí uho dnout øe¹ení: V ezmeme-li nìjak ou mno¾in u

A � (0 ; 1) mìøitelnou dle jednorozmìrné Leb esguo vy míry a tak o v ou, ¾e L

1

( A ) =

1

2

, pak k a¾dá

funk ce u , její¾ deriv ace je tv aru

u

0

( x ) =

(

+1 pro x 2 A;

� 1 jinde ;

a která splò uje u (0) = u (1) = 0, je øe¹ením v ariaèního problém u s na¹ím funk cionálem J . Pro

tato u toti¾ J nab ýv á sv é nejni¾¹í mo¾né ho dnot y , 0; ¾e nem ù¾e b ýt záp orn ý , je ok am¾it ým

dùsledk em nezáp ornosti in tegrandu. Ètenáø tak é snadno nahlédne, ¾e k a¾dé øe¹ení na¹í v ariaèní

úloh y n utnì m usí mít tv ar p opsan ý vý¹e: Ab y funk cionál nab ýv al n ulo v é ho dnot y , m usí b ýt

in tegrand n ulo vý sk oro v¹ude. T o znamená, ¾e slabá deriv ace øe¹ení bude sk oro v¹ude ro vna � 1.

Na víc, ab y b yly splnìn y okra jo v é p o dmínky , m usí b ýt míra mno¾in y , kde funk ce stoupá, stejná

jak o míra mno¾in y , kde funk ce klesá.

Jen¾e tato mno¾ina øe¹ení není uza vøená v e slab é k on v ergenci. Uv a¾ujme napøíklad p osloup-

nost funk cí p erio dic kýc h o p erio dì

1

k

, které ma jí pilo vit ý prùb ìh tak o vý , ¾e jejic h deriv ace na-

b ýv a jí ho dnot � 1:

u

0

k

=

8

<

:

+1 na

S

k � 1

i =0

(

i

k

;

i +

1

2

k

) ;

� 1 na

S

k � 1

i =0

(

i +

1

2

k

;

i +1

k

) :
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Jak o distribuce (tedy testo v án y funk cemi z C

1

c

(0 ; 1)) k on v erguje tato p osloupnost k e k onstan tní

funk ci u

0

= 0. T a v¹ak u¾ nepatøí mezi øe¹ení na¹í v ariaèní úloh y , neb o» J ( u

0

) = 1 > 0. Vidíme

tedy , ¾e funk cionál s nek on v exním in tegrandem nem usí b ýt slab ì zdola p olosp o jit ý .

Naopak, budeme-li mít a» u¾ jen gradien t y (v pøípadì k on v exního in tegrandu) èi v¹ec hn y

minory (v pøípadì in tegrandu p olyk on v exního) k on v ergující slab ì v jistém L

p

, je dle následující

v ìt y in tegrální funk cionál u¾ zdola slab ì p olosp o jit ý , a to p o dle následující v ìt y:

Vìta 1.5 (slabá p olosp o jitost zdola na L

p

) Ne ch» 
 � R

n

otevø ená a S � R

m

konvexní a

uzavø ená. Pø e dpokládejme p � 1 . Buï g : S ! R konvexní a ne ch» existují konstanty c

0

, c

1

a c

2

tak, ¾e c

0

� g ( s ) � c

1

+ c

2

j s j

p

pr o ka¾dé s 2 S . Buïte u

k

; u 2 L

p

(
; S ) , ne ch» u

k

* u v L

p

. Pak

Z




g ( u ) dx � lim inf

k !1

Z




g ( u

k

) dx:(1.7)

P o dobné tvrzení dok azujeme v p onìkud ob ecnìj¹ím pøípadì na jiném místì tìc h to skript |

viz. Vìta 12.3 na stránce 129.

Dùsledek 1.6 Pø e dpokládejme p � 1 . Ne ch» W je konvexní. Pak funkcionál (1.5) je slabì polo-

spojitý zdola.
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2. Pøedp oklady na funk ci vnitøní energie

Uv a¾ujme þná¹ÿ pøípad n = 3. In�nitezimální deformace F = D u ( x ) jsou matice t ypu 3 � 3.

Globální in v erto v atelnost u sice nedok á¾eme jedno du¹e za jistit, m ù¾eme v¹ak p o¾ado v at alesp oò

in v erto v atelnost lok ální, která je n utnou p o dmínk ou. Budeme tedy vy¾ado v at det F 6= 0. Má-li

u na víc zac ho v á v at orien taci, budeme uv a¾o v at uv a¾o v at jen F 2 M

3 � 3

+

, tedy matice t ypu 3 � 3

s kladn ým determinan tem. Pro ostatní matice de�n ujeme W ( F ) = + 1 . V následujícím budeme

klást jisté pøedp oklady na c ho v ání funk ce W .

Prvým pøedp okladem bude sp o jitost funk ce W : M

3 � 3

! [0 ; + 1 ]. Sp eciálnì je-li W ( F ) =

+ 1 , m usíme p o¾ado v at, ab y

8 N > 0 9 � > 0 8

~

F 2 M

3 � 3

:

�

�

�

~

F � F

�

�

�

< � = ) W (

~

F ) > N :

Dal¹ím pøedp okladem bude omezenost vnitøní energie zdola. Je v souladu s fyzik ální zku¹e-

ností, kdy¾ budeme pøedp okládat, ¾e nejmen¹í vnitøní energie je n ulo v á; ta, kterou má materiál

tìlesa v klido v ém sta vu, tedy b ez pøítomnosti deformace:

W ( I ) = 0 :

Za ¾ádn ýc h ok olností v¹ak energie nem ù¾e b ýt ni¾¹í. Matematic kým dùsledk em tohoto pøed-

p okladu je, ¾e in tegrál (0.1) v¾dy existuje, jeho ho dnota v¹ak m ù¾e b ýt + 1 . Proto¾e v¹ak

alesp oò pro jedno u bude ho dnota E ( u; 
) k oneèná, nebudou nás pøípady nek oneèné energie

za jímat, neb o» t y nikdy nebudou øe¹ením. P oznamenejme, ¾e p o dobnì se ob ejdeme b ez omezení

rùstu in tegrandu W shora.

2.1. Princip ob jektivit y

Jeden ze základníc h princip ù fyziky øík á, ¾e dìj (v na¹em pøípadì deformace) prob ìhne ne-

zá visle na tom, zda a o dkud je p ozoro v án. Jestli¾e si tedy budeme prohlí¾et deformo v ané tìleso

z rùzn ýc h úhlù, m usíme p ozoro v at tuté¾ deformaci | samozøejmì z o dp o vída jícíc h úhlù. Stejnì

dobøe v¹ak m ù¾eme øíci, ¾e jsme si zdeformo v an ým tìlesem a silami, které jeho deformaci vyv o-

laly , otáèeli a pøitom p ozoro v ali stále tuté¾ deformaci. Nadále budeme pøedp okládat následující:

De�nice 2.1 (princip ob jektivit y) Øekneme, ¾e funk ce vnitøní energie W splò uje princip

nezávislosti na pozor ovateli (angl. principle of material fr ame indi�er ence | PMFI ) neb oli

princip objektivity (angl. obje ctivity principle )

1

, prá v ì kdy¾ platí

W ( F ) = W ( QF ) 8 Q 2 S O (3) ; F 2 M

3 � 3

+

;(2.1)

kde S O (3) je grup ou v¹ec h matic rotací (symetric kýc h ortogonálníc h matic) t ypu 3 � 3.

Vìta 2.1 (p olární rozklad) Pr o ka¾dou matici F 2 M

3 � 3

+

existuje symetrická, pozitivnì de-

�nitní matice U a matice r otace R 2 S O (3) tak, ¾e F = R U . Platí

U = ( F

t

F )

1 = 2

:

1

V èe¹tinì je ob vyklej¹í øík at princip objektivity , v angliètinì se v¹ak èastìji u¾ív á PMFI ; s termínem obje ctivity

principle se lze setk at øidèeji, hla vnì v termo dynamic k é literatuøe.
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Dùkaz. Matice F

t

F je symetric k á a p ozitivnì de�nitní:

( v ; F

t

F v ) = ( F v ; F v ) = k F v k

2

� 0 8 v 2 R

3

:

Existuje tedy matice U := ( F

t

F )

1 = 2

, ro vnì¾ symetric k á a p ozitivnì de�nitní. P olo¾íme-li R :=

F U

� 1

, máme

R

t

R = U

� 1

F

t

F U

� 1

= U

� 1

U

2

U

� 1

= I ;

tedy R je ortogonální.

Je-li F maticí lok ální deformace, pak o dp o vída jící U se nazýv á maticí pø etvoø ení (angl. str etch

matrix ). Matice U

2

= F

t

F se nazýv á pr avou Cauchy{Gr e enovou maticí deformace . Vlastní èísla

matice U se nazýv a jí singulárními hodnotami matice F (angl. singular values ) a vlastní smìry U

jsou tzv. hlavní smìry deformace .

Vìta 2.2 (ob jektivní funk ce) Jestli¾e W splòuje princip objektivity, pak

W ( F ) = W (( F

t

F )

1 = 2

) 8 F 2 M

3 � 3

+

(2.2)

V dùsle dku toho te dy staèí zadat funkci W jen pr o symetrické pozitivnì de�nitní matice.

Dùkaz. Kom binací v ìt y o p olárním rozkladu a de�nice principu ob jektivit y dostá v áme W ( F ) =

W ( R U ) = W ( R

t

R U ) = W ( U ).

Budeme tedy nadále pøedp okládat, ¾e funk ce vnitøní energie je ob jektivní a souèasnì ¾e platí

pøedp oklad omezenosti zdola. P ak W m usí mít, vzhledem k principu ob jektivit y , form u

(

W ( Q ) = 0 8 Q 2 S O (3) ;

W ( F ) > 0 8 F 2 M

3 � 3

+

n S O (3) :

(2.3)

2.2. P o dmínky k o ercivit y

V e tøec h prostoro výc h dimenzíc h máme celk em 20 minorù matice D u = F 2 M

3 � 3

+

:

1

|{z}

1

; D u

|{z}

9

; adj D u

| {z }

9

; det D u

| {z }

1

:

P okud se na nì dív áme jak o na nezá vislé v elièin y , p opisuje D u deformaci úseèek, adj D u defor-

maci plo¹ek a det D u ob jemo v ého elemen tu. (Nult ý minor 1 p opisuje deformaci b o dù.) Celk o v ì

budeme v¹ec hn y minory znaèit M F . Blí¾e o minorec h viz. Do datek C.

Zku¹enost nám øík á, ¾e k v elk ém u pro dlou¾ení úseè ky , v elk ém u rozta¾ení plo c h y èi v elk ém u

zv ìt¹ení ob jem u je tøeba v elk é energie. Proto je vho dné zabudo v at do pøedp okladù na funk ci W

tak é jistou p o dmínku minimálního rùstu:

W ( F ) � c j M( F ) j

p

� c

1

:(2.4)

pro jisté kladné k onstan t y c a c

1

a jist ý exp onen t p � 1.
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T ak é v elk é zkrácení úseè ky , v elk é sta¾ení plo c h y èi v elk é zmen¹ení ob jem u vy¾aduje v elk é

mno¾ství energie. Proto¾e staho v ání se z deformo v ané k on�gurace jeví jak o roztaho v ání, pøe-

neseme se na c h víli na

^


. Pøedp okládejme, ¾e u je globálnì in v erto v atelné zobrazení. P ak b y

energie zp ìtné deformace ^u = u

� 1

mìla b ýt stejná. Budeme tedy mít funk cionál

^

E ( ^ u;

^


) :=

Z

^




^

W (D ^ u ( y )) d y(2.5)

a m usí b ýt

^

E ( u

� 1

; u (
)) = E ( u; 
)(2.6)

pro k a¾dé globálnì in v erto v atelné zobrazení u , které zac ho v á v á orien taci. Proto¾e toto b y mìlo

platit i pro v¹ec hn y p o doblasti, je dùsledk em v ìt y o substituci, ¾e

^

W (D ^ u � u ) (det D u ) = W (D u ) :(2.7)

Pøitom je D ^ u � u = (D u )

� 1

.

Rozepí¹eme-li jednotliv é minory , vidíme ¾e

M

0

( F

� 1

) = 1 =

det F

det F

=

1

det F

M

3

( F ) ;(2.8)

M

1

( F

� 1

) = F

� 1

= (det F )

� 1

adj F =

1

det F

M

2

( F ) ;(2.9)

M

2

( F

� 1

) = adj F

� 1

= (det F )

� 1

F =

1

det F

M

1

( F ) ;(2.10)

M

3

( F

� 1

) = det F

� 1

= (det F )

� 1

=

1

det F

M

0

( F ) :(2.11)

P otom rùst energie pøi staho v ání m ù¾eme, s pøihlédn utím k (2.7) a (2.8) {(2.11) , form ulo v at

ob dobnì jak o (2.4) :

W ( F ) � c

j M( F ) j

q

(det F )

q � 1

� c

1

(2.12)

pro jist ý exp onen t q � 1. Sp o jíme-li ob ì p o dmínky dohromady , dostá v áme

W ( F ) � c

�

j M( F ) j

p

+

j M( F ) j

q

(det F )

q � 1

�

� c

1

:(2.13)

Pra v é elasticitì o dp o vída jí pøípady , kdy p; q > 1. P o dmínky s p =1 neb o q = 1 se ob jevují v mo-

delec h plasticit y , jsou v¹ak doplnìn y øadou dal¹íc h pøedp okladù.

P oznamenejme je¹tì, ¾e pra v á strana (2.13) je ob jektivní funk cí v e sm yslu De�nice 2.1; máme

toti¾

j F j

2

= tr F

t

F = tr U

2

;

pro adjungo v ané matice pak

j adj F j

2

= tr

�

adj F adj

t

F

�

= tr

�

F

� 1

( F

� 1

)

t

�

(det F )

2

= tr( F

t

F )

� 1

(det F )

2

= tr U

� 2

(det U )

2

;

a pro determinan t y

det U = det F :
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2.3. P o dmínky pro slab ou p olosp o jitost zdola

Ab yc hom za jistili slab ou zdola p olosp o jitost funk cionálu vnitøní energie, m usíme pøedp o-

kládat alesp oò kv azik on v exitu W . T a se v¹ak obtí¾nì o v ìøuje, a tak se ob yèejnì nahrazuje

p o dmínk ou silnìj¹í.

P okusme se tedy pøedp okládat, ¾e W je k on v exní. P ak b y pro k a¾dou matici rotace Q 2

S O (3) m uselo platit, z (2.3) a k on v exit y , ¾e

W (

1

2

I+

1

2

Q ) = 0 :

Jen¾e

1

2

I +

1

2

Q u¾ ob ecnì není maticí rotace, a tak toto platit nem ù¾e. Pøedp oklad k on v exit y W

tedy není vho dn ý | b yl b y v e sp oru s princip em ob jektivit y .

U¾ijeme pøedp oklad p olyk on v exit y: ta ji¾ princip em ob jektivit y vylouèena není.
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3. Existence øe¹ení

V této èásti o dv o díme v ìtu o existenci minimizujícího prvku pro v ariaèní úloh u s funk ci-

onálem t ypu (0.2) . Budeme p ou¾ív at Einsteino vu sumaèní k on v enci o sumaci pøes dv akrát se

opakující indexy , viz. Do datek A.

Lemma 3.1 (Piolo vy iden tit y) Buï 
 � R

3

a u 2 W

1 ;p

(
; R

3

) , p> 3 . Pak

Z




�

D

i

u

k

D

j

u

`

� D

j

u

k

D

i

u

`

�

' d x = �

Z




�

u

k

D

j

u

`

D

i

' � u

k

D

i

u

`

D

j

'

�

d x;(3.1)

pr o v¹e chna ' 2 C

1

c

(
) a v¹e chna i; j; k ; ` 2 f 1 ; 2 ; 3 g . Dále platí

Z




"

ij k

D

i

u

1

D

j

u

2

D

k

u

3

' d x = �

Z




"

ij k

u

1

D

j

u

2

D

k

u

3

D

i

' d x;(3.2)

pr o v¹e chna ' 2 C

1

c

(
) , a kde

"

ij k

=

(

� ( � ) ; kde � 2 �

3

: � (1) = i; � (2) = j; � (3) = k ;

0 kdy¾ i = j nebo i = k nebo j = k .

je antisymetrický tensor znaménka permutace 123 na ij k .

Dùkaz. Je-li u 2 C

2

(
; R

3

), pak t yto iden tit y plynou ze zámìnnosti druh ýc h parciálníc h deriv ací.

Napøíklad

det D u = "

ij k

D

i

u

1

D

j

u

2

D

k

u

3

= D

i

�

"

ij k

u

1

D

j

u

2

D

k

u

3

�

;

neb o» "

ij k

D

i

D

j

u

2

= 0 pro v¹ec hna i . Pro u 2 W

1 ;p

(
; R

3

) tedy uv a¾ujme r e gularizace f u

h

g �

C

2

(
; R

3

), tedy p osloupnost funk cí tak o v ou, ¾e

u

i

h

! u

i

v L

p

; D

j

u

i

h

! D

j

u

i

v L

p

:

P ak

�

D

i

u

k

h

D

j

u

`

h

� D

j

u

k

h

D

i

u

`

h

�

' !

�

D

i

u

k

D

j

u

`

� D

j

u

k

D

i

u

`

�

' v L

p= 2

;

"

ij k

D

i

u

1

h

D

j

u

2

h

D

k

u

3

h

' ! "

ij k

D

i

u

1

D

j

u

2

D

k

u

3

' v L

p= 3

;

a máme p= 2 > p= 3 > 1. Pro regularizo v aná u

h

2 C

2

vztah y (3.1) {(3.2) platí, a limitním pøec ho-

dem p o d in tegrálem dostaneme platnost i pro u .

Lemma 3.2 (slabá sp o jitost minorù) Ne ch» u

h

; u 2 W

1 ;p

(
; R

3

) , p> 3 , jsou takové, ¾e u

h

*

u ve W

1 ;p

. Potom

adj D u

h

* adj D u v L

p= 2

;(3.3)

det D u

h

* det D u v L

p= 3

:(3.4)
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Dùkaz. P omo cí Piolo vy iden tit y (3.1) dok a¾me (3.3) . Pro ' 2 C

1

máme

D

j

u

`

h

* D

j

u

`

v L

p

;

u

k

h

D

i

' ! u

k

D

i

' v L

p

;

tak¾e máme i slab ou k on v ergenci souèin u v L

p= 2

. T ak¾e in tegrály na pra v é stranì Piolo vy iden tit y

(3.1) k on v ergují a tedy máme

Z




(adj D u

h

) ' d x !

Z




(adj D u ) ' d x 8 ' 2 C

1

c

(
) :

Proto¾e k on trolujeme norm y D u

h

sup

h

k u

h

k

W

1 ;p

< 1 ;

dostá v áme

sup

h

k adj D u

h

k

L

p= 2

< 1

a tedy k on v ergenci adj D u

h

. Tím je hoto v dùk az (3.3) . Kon v ergence (3.4) se dok á¾e ob dobnì,

vyu¾ije se Piolo v a iden tita (3.2) .

Vìta 3.3 (existence: p olyk on v exní in tegrand, p>n ) Ne ch» W : M

3 � 3

+

! [0 ; 1 ) je spojitý

polykonvexní inte gr and, tj.

W ( F ) = f ( F ; adj F ; det F ) 8 F 2 M

3 � 3

+

pr o nìjakou konvexní funkci f : R

18

� [0 ; 1 ) ! [0 ; + 1 ] . Pø e dpokládejme dále, ¾e máme splnìnou

podmínku koer civity ve tvaru

W ( F ) � c

1

j F j

p

+ c

2

(det F )

� �

� c

3

;

kde c

1

; c

2

; c

3

> 0 jsou konstanty, ne ch» p> 3 a �> 0 . Buï u

0

: 
 !

^

R

3

zadaný dife omor�smus tøídy

C

1

. Buï dále Q : 
 �

^

R

3

! [0 ; 1 ) spojitá funkce. Potom variaèní úloha

8

<

:

E ( u ) :=

Z




W (D u ) d x +

Z




Q ( x; u ) d x ! min

u = u

0

na @ 


(3.5)

má ø e¹ení ve tøídì

A :=

n

u 2 W

1 ;p

(
;

^

R

3

)

�

�

�

det D u ( x ) > 0 s.v. x 2 


o

:

Zá visí-li funk ce Q jen na p oslední promìnné, má význam p otenciálu vnìj¹íc h sil, které tedy

jsou k onzerv ativní.
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Dùkaz. Za v eïme

A

u

0

:=

n

u 2 A

�

�

�

u = u

0

na @ 


o

:

F unk cionál E není ro v en + 1 na celém A

u

0

, neb o» napø. K := E ( u

0

) < 1 . T edy tøída funk cí

A

u

0

;K

:=

n

u 2 A

u

0

�

�

�

E ( u ) � K +1

o

je neprázdná. Ho dnota a

0

:= inf

u 2 A

u

0

E ( u ) není ni¾¹í ne¾ 0, neb o» W � 0 i Q � 0. Uv a¾ujme

pøíslu¹nou minimizující p osloupnost f u

h

g � A

u

0

;K

, tedy E ( u

h

) & a

0

.

Sp eciálnì pro první èlen E tedy máme o dhad

sup

h

Z




W (D u

h

) d x � K +1 < 1 ;

a tedy díky k o ercivitì máme i o dhad

sup

h

Z




j D u

h

j

p

d x < 1 :

Z Diric hleto vy okra jo v é p o dmínky a z P oincarého nero vnosti pak dostaneme

sup

h

k u

h

k

W

1 ;p

< 1 :(3.6)

Mù¾eme tedy vybrat slab ì k on v ergen tní p o dp osloupnost, kterou budeme znaèit tak é f u

h

g .

Uk a¾me nejprv e, ¾e funk cionál

R




W (D u ) d x je slab ì p olosp o jit ý zdola na této p osloupnosti

f u

h

g : Dle Lemmatu 3.2 máme slab ou k on v ergenci v¹ec h minorù

D u

h

* D u

adj D u

h

* adj D u

det D u

h

* det D u

9

>

=

>

;

v L

p= 3

;

a p= 3 > 1; p olosp o jitost pak plyne z Vìt y 1.5, aplik o v ané na funk cionál s in tegrandem f .

Uk a¾me dále, ¾e i funk cionál

R




Q ( x; u ) d x je slab ì zdola p olosp o jit ý . Z v ìt y o k ompakt-

ním vnoøení W

1 ;p

(
)

c

, ! L

p

(
) máme k on v ergenci silnou, u

h

! u v L

p

. Z toho plyne b o do v á

k on v ergence sk oro v¹ude pro p o dp osloupnosti, a díky sp o jitosti Q máme i

Q ( x; u

h

( x )) ! Q ( x; u ( x )) s.v. x 2 
.

Proto¾e Q � 0, plyne p olosp o jitost z F atouo vy v ìt y (Vìta 5.9 na stránce 26).

Dok ázali jsme tedy p olosp o jitost celého funk cionálu E :

E ( u ) � lim inf E ( u

h

) = a

0

:

Limitní prv ek u tedy je horkým k andidátem na námi hledané øe¹ení. Zb ýv á je¹tì uk ázat, ¾e

u 2 A

u

0

.

Nejprv e p oznamenejme, ¾e slabá k on v ergence v e W

1 ;p

zac ho v á v á okra jo v ou p o dmínku, tedy

u = u

0

na @ 
. Dále, proto¾e E ( u ) < 1 , neb oli

R




(det D u )

� �

d x < 1 , je i (det D u )

� �

< 1 sk oro

v¹ude, o dkud pak plyne, ¾e det D u > 0 sk oro v¹ude. Tím jsme tedy dok ázali, ¾e u 2 A

u

0

.

T ak¾e u je hledané øe¹ení.

Uv eden ý existenèní výsledek není optimální, nìkteré pøedp oklady se da jí zeslabit | zejména

p o¾ada v ek p> 3. Nám v¹ak ¹lo spí¹e o to, ab yc hom uk ázali p ostup dùk azu tak o v éto v ìt y .
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4. Nedostatky klasic k é teorie pru¾nosti

Bì¾né v ariaèní úloh y v elmi dobøe mo delují situace, v e kterýc h vystupují pole (angl. �elds );

napøíklad p ole h ustot y náb o je, teplotní p ole, magnetic k é p ole ap o d. Naproti tom u zobr azení

(angl. maps ), která p opisují deformaci a o která nám v úloze pru¾nosti jde nejvíce, ma jí p onìkud

o dli¹né vlastnosti. Struènì zde shrneme jejic h o dli¹nosti.

Deformace jsou difeomor�sm y . Ab y ná¹ mo del dobøe o drá¾el fyzik ální zku¹enost, je vho dné

za jistit, ab y

(a) u b ylo in v erto v atelné;

(b) u

� 1

b ylo p o dobné tøídy hladk osti jak o u .

V klasic k é form ulaci úloh y pru¾nosti se ob vykle pracuje s tøídou difeomorfníc h zobrazení, tedy

zobrazení tøídy C

1

, jejic h¾ in v erze existuje a je té¾ tøídy C

1

. My se o d tohoto k onceptu pøíli¹ neo d-

c h ýlíme; dále za v edené slabé dife omor�smy budou pøedsta v o v at p ouze fyzik álnì a matematic ky

dobøe motiv o v ané roz¹íøení p o jm u difeomor�sm u.

Difeomor�sm y nema jí lineární strukturu . Princip sup erp ozice, který se ob jevuje v nejrùznìj¹íc h

oblastec h fyziky , se v matematic kýc h mo delec h dan ýc h jevù o drá¾í tím, ¾e struktura tøídy v¹ec h

pøípustn ýc h p olí je lineární. Základní op erací pro p ole je sèítání.

Naproti tom u pro deformace, a tedy difeomor�sm y , op erace souètu nemá dobrý sm ysl. Pøi-

rozenou op erací, která b y vyjadøo v ala výsledn ý vliv více deformací, je skládání . T o v ede k celé

øadì rozdílù mezi p oli a zobrazeními, viz. T ab. 4.1.

p ole deformace

Výslednice vlivù u a v u + v u � v neb o v � u

T ato op erace je k om utativní nek om utativní

Neutrální prv ek 0 id

Opaèn ý prv ek k u � u u

� 1

Algebraic k á struktura je lineární nelineární

T abulk a 4.1: Sro vnání algebraic kýc h vlastností matematic kýc h mo delù p olí a deformací.

V klasic k é mec hanice k on tin ua se ob yèejnì op eruje s pøedp okladem þmalýc h deformacíÿ (viz.

napø. kniha Hla v áèek{Neèas [9]), který ospra v edlò uje za v edení lineární struktury takzv an ýc h

virtuálních posunutí . Dokud jsou deformace skuteènì malé, jde o rozumné zjedno du¹ení, které

vlastnì znamená, ¾e se místo v e slo¾ité a silnì nelineární struktuøe v¹ec h deformací pracuje jen

v teèném prostoru k ní. Pro p opis v¹ec h mo¾n ýc h deformací je v¹ak ten to p ostup nedostateèn ý .

Ro vno cennost p opisù tìlesa . Pøi p opisu p olí je v¾dy zcela jasné, které jsou zá visle a nezá visle

promìnné. Naproti tom u pro p opis deformací je n utná v olba jisté referenèní k on�gurace tìlesa.

T en to p opis je usnadnìn, je-li zv olen sta v buï pøed deformací ( ) tzv. L agr angeùv popis ) neb o

p o ní ( ) tzv. Eulerùv popis ), aè k oliv není n utné se omezo v at p ouze na t yto dv a sta vy |

v zásadì vyho ví jakýk oliv difeomorfní obraz nìkterého z nic h. T ato dv o jjak ost je pøíèinou dosti

sp eci�c k ého zp ùsobu vyjadøo v ání v teorii elasticit y a termo dynamice k on tin ua vùb ec: ro vnice a

tensory se transform ují pøi pøec ho du mezi referenèní a deformo v anou k on�gurací, tensory mohou

mít nìkteré souøadnice v jedné a ostatní v e druhé k on�guraci, atp.
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Obrázek 4.1: Graf difeomorfní funk ce

Je n utná úloha s v azb ou . Vý¹e uv edené námitky smìøují proti základním u pøedp okladu do-

p osud uv a¾o v aného mo delu pru¾nosti, který øík á, ¾e deformaci staèí reprezen to v at zobrazením

þtamÿ, tj. z referenèní k on�gurace do k on�gurace deformo v ané, a ¾e staèí p o¾ado v at jistou hlad-

k ost tohoto zobrazení.

Uk azuje se, ¾e je nevyhn utelné zaèlenit do na¹ic h mo delù i zobrazení ^u , které bude mít vý-

znam zobrazení þzpátkyÿ. Na¹e úloha je v¹ak p otom zatí¾ena v azb ou u � ^u = id , která vyjadøuje,

¾e u a ^u jsou na vzá jem in v erzní.

Grafy funk cí jak o v ariet y . Existuje p omìrnì elegan tní zp ùsob, jak tuto v azbu za jistit: pøes grafy

zobrazení. Je-li u zobrazení z n -rozmìrného euklido vsk ého prostoru do seb e, lze studo v at jeho

graf jak o¾to mno¾in u v prostoru dimenze 2 n :

G

u

:=

�

( x; u ( x ))

�

�

x 2 


	

:

Pro ilustraci uv ádíme pøíklad pro n = 1 na Obr. 4.1. Na druhou stran u, i ^u má svùj graf, co¾ je op ìt

n -rozmìrná v arieta v e 2 n -rozmìrném prostoru. Zv olíme sprá vné p oøadí souøadnic a za v edeme

^

G

^u

:=

�

( ^ u ( y ) ; y )

�

�

y 2

^




	

:

Dá se dok ázat, ¾e u : 
 !

^


 a ^u :

^


 ! 
 jsou na vzá jem in v erzní a u (
) =

^


 a ^u (

^


) = 
 tehdy

a jen tehdy , kdy¾ G

u

=

^

G

^u

.

V Kapitole IV budeme p ou¾ív at prá v ì ten to pøístup, a v¹ak p onìkud zeslab en ý , proto¾e na¹e

difeomor�sm y nebudou tøídy C

1

, ale budou tak é brán y þv e slab ém sm ysluÿ.



Kapitola I I

Základy analýzy na v arietác h

T ato k apitola je úv o dem do analýzy na v arietác h, v tom rozsah u, v jak ém ji p ozdìji budeme

u¾ív at. Zaèneme teorií míry , pak za v edeme p o jm y vnìj¹í algebry a vnìj¹ího souèin u. Budeme

studo v at diferenciální form y , co¾ jsou funk ce de�no v ané na v arietác h s ho dnotami v jisté vnìj¹í

algebøe. Zob ecò ujícími úv ahami pak do jdeme k in terpretaci in tegrálu z diferenciální form y pøes

v arietu jak o lineárního funk cionálu na formác h, co¾ se nazv e tok em. Uv edeme ob ecnou Stok eso vu

v ìtu, která nám umo¾ní de�no v at hranici toku. V¹ec hn y t yto p o jm y u¾ijeme v dal¹í k apitole

o to cíc h, které vznik a jí jak o grafy jist ýc h zobrazení.

P okud b y se ètenáø za jímal o p o drobnìj¹í výklad teorie míry a in tegrace, m ù¾eme m u do-

p oruèit skripta Luk e¹{Malý [12 ]. ©íøeji a úplnìji je analýza na v arietác h p o jednána v e skriptec h

Krump{V . Souèek{Tì¹ínský [11 ], která vy¹la pøibli¾nì v e stejné dob ì jak o ten to text.

5. Míra a in tegrál

V tom to o ddíle shrneme nejdùle¾itìj¹í p o jm y a výsledky teorie míry a in tegrace, kterou

budeme pak dále p ou¾ív at.

5.1. Vybrané k apitoly z ob ecné teorie míry

Zde za v edeme dv a rùzné druh y mìr: vnìj¹í míry a � -aditivní míry na � -algebøe; a uk á¾eme,

jak se jeden pøev ede na druh ý .

Pøedp okládáme, ¾e X je top ologic ký prostor. Jeho potenciální mno¾inu (mno¾in u v¹ec h

p o dmno¾in) budeme znaèit P ( X ).

De�nice 5.1 (vnìj¹í míra) F unk ce � : P ( X ) ! [0 ; + 1 ] se nazv e vnìj¹í mír ou (angl. outer

me asur e ) na X , jestli¾e � ( ; ) = 0 a � je � -subaditivní (angl. � -subadditive ), tedy platí následující

p o dmínk a:

�

�

1

[

k =1

A

k

�

�

1

X

k =1

� ( A

k

) 8 f A

k

g

1

k =1

� P ( X ) :(5.1)

19
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De�nice 5.2 ( � -algebra) � -algebr ou nazv eme tak o v ou A � P ( X ), pro kterou platí

(i) X 2 A ,

(ii) A; B 2 A = ) A n B 2 A ,

(iii) f A

k

g

k =1 ; 2 ;:::

� A = )

1

[

k =1

A

k

2 A .

Celé P ( X ) je zøejmì � -algebrou. Systém B ( X ) � P ( X ) bor elovských mno¾in v X se za v ádí

jak o nejmen¹í � -algebra obsah ující otevøené mno¾in y top ologic k ého prostoru X .

De�nice 5.3 ( � -aditivní míra) F unk ci � : A ! [0 ; + 1 ] , která splò uje následující p o dmínku

� -aditivity (angl. � -additivity )

�

�

1

[

k =1

A

k

�

=

1

X

k =1

� ( A

k

) 8 f A

k

g

1

k =1

� A ; kde

1

[

k =1

A

k

2 A a A

i

\ A

j

= ; pro i6 = j;(5.2)

budeme nazýv at � -aditivní mír ou na A (angl. � -additive me asur e on A ).

Lemma 5.1 (roz¹íøení míry) Jestli¾e � -aditivní míru � de�novanou na � -algebø e A r oz¹íøíme

na celé P ( X ) vztahem

�

�

( A ) := inf

�

� ( B )

�

�

B 2 A ; B � A

	

;(5.3)

je toto �

�

vnìj¹í mír ou, kter á na A splývá s � .

De�nice 5.4 (Carathéo dory; mìøitelnost) Mno¾ina A � X se nazv e mìøitelná (angl. me-

asur able ) p o dle (ob ecné) míry � , prá v ì kdy¾

� ( B ) = � ( B n A ) + � ( B \ A ) 8 B � X :(5.4)

Soub or mno¾in mìøiteln ýc h p o dle míry � oznaèíme

M

�

:=

�

A � X

�

�

A je � -mìøitelná

	

:(5.5)

Mìøitelnost mno¾in y A dle této de�nice tedy znamená, ¾e míra je pro lib o v olné B � X

aditivní na rozkladu B = ( B \ A ) [ ( B n A ) :

Vìta 5.2 (základní) Ne ch» � je vnìj¹í mír a na X . Pak platí

(i) ; ; X 2 M

�

,

(ii) M

�

je � -algebr a,

(iii) � je � -aditivní mír a na M

�

.
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P oznámk a 5.1 (vztah k top ologii) Na jdeme sice pøípady , kdy M

�

sestá v á jen z ; a X , na-

pøíklad pro tzv. diskrétní míru

� ( A ) =

(

0 kdy¾ A = ; ;

1 kdy¾ A 6= ; ;

ale za jíma v é míry ma jí mìøiteln ýc h mno¾in více.

De�nice 5.5 (b orelo vsk á míra) Míra � se nazv e bor elovská , p okud platí, ¾e B ( X ) � M

�

.

P oznamenejme, ¾e k tom u staèí, ab y k a¾dá otevøená mno¾ina b yla � -mìøitelná.

Vìta 5.3 (Carathéo doryho kriterium) Ne ch» X je metrický pr ostor a � vnìj¹í mír a na X .

Ne ch» � je aditivní na o ddìlen ýc h mno¾inác h :

� ( A [ B ) = � ( A ) + � ( B ) pokud dist ( A; B ) := inf

( a;b ) 2 A � B

d( a; b ) > 0 :(5.6)

Pak � je bor elovská.

De�nice 5.6 (b orelo vsky regulární míra) O b orelo vsk é míøe � øekneme, ¾e je bor elovsky

r e gulární , p okud

8 A � X 9 B 2 B ( X ) : B � A & � ( B ) = � ( A ) ;(5.7)

tedy k a¾dá mno¾in u je èástí jisté b orelo vsk é mno¾in y o stejné míøe. P oznamenejme, ¾e z (5.7)

neplyne � ( B n A ) = 0, neb o» pro rozklad B = A [ ( B n A ) nem usí platit aditivita | A nem usí

b ýt mìøitelná.

De�nice 5.7 (Radono v a míra) Nec h » X je separabilní, lok álnì k ompaktní top ologic ký pro-

stor. Borelo vsky regulární míra � na X se nazv e R adonova , je-li k oneèná na k ompaktec h, t.j.

� ( K ) < + 1 pro k a¾dou K � X k ompaktní.

De�nice 5.8 ( � -k oneèná mno¾ina) Nec h » � je vnìj¹í míra. Mno¾ina A se nazv e � -kone èná

vzhle dem k � , p okud existuje její sp o èetné p okrytí mno¾inami k oneèné míry � , t.j. existují

otevøené mno¾in y U

k

� X pro k = 1 ; 2 ; ::: tak o v é, ¾e � ( U

k

) < + 1 a

S

k

U

k

� A .

De�nice 5.9 (zú¾ení míry) Buï A � X . Zú¾ení míry � na A je míra daná vztahem

( � x A )( B ) = � ( B \ A ) pro B � X .(5.8)

P oznámk a 5.2 Celý X ob ecnì nem usí b ýt � -k oneèná vzhledem k � . Pøíkladem m ù¾e slou¾it

jednorozmìrná Hausdorfo v a míra H

1

(viz dále) v ro vinì | ro vin u nelze p okrýt p ouze sp o èetn ým

mno¾stvím úseèek (ani jin ýc h jednorozmìrn ýc h útv arù) k oneèné míry .

Jedno duc h ým dùsledk em de�nic v¹ak je, ¾e X rozho dnì � -k oneèn ý je vzhledem k Radono v ì

míøe � . T ak é platí, ¾e kdy¾ � ( A ) < + 1 , je dok once k a¾dá mno¾ina � -k oneèná vzhledem k � x A .
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A =

[

A

k

=

Obrázek 5.1: Konstruk ce pøibli¾né Hausdorfo vy míry H

s

�

( A ).

Vìta 5.4 (o regularitì mìr) Ne ch» � je bor elovsky r e gulární mír a a ne ch» X je � -kone èný

vzhle dem k � . Pak pr o ka¾dou A 2 M

�

je

� ( A ) = inf

�

� ( U )

�

�

U � A otevø ená

	

;(5.9)

� ( A ) = sup

�

� ( C )

�

�

C � A uzavø ená

	

;(5.10)

Je-li � navíc R adonova, máme té¾

� ( A ) = sup

�

� ( K )

�

�

K � A kompaktní

	

:(5.11)

5.2. Hausdorfo vy míry

Hausdorfo vy míry za v edeme na X = R

n

, de�nice je v¹ak stejná pro lib o v oln ý metric ký

prostor X . Mìjme s � 0. De�n ujme

!

s

:=

�

s

2

s

2

�(

s

2

)

;(5.12)

kde vystupuje známá funk ce �. T oto je jedna z funk cí, která pro s celo èíselná nab ýv á ho dnot

ob jem u s -rozmìrné jednotk o v é k oule.

Pro lib o v olnou mno¾in u A máme s -rozmìrn ý ob jem nejmen¹í opsané k oule:

v ol

s

A := !

s

�

1

2

diam A

�

s

;(5.13)

kde prùmìr diam je dán jak o

diam A := sup

x;y 2 A

j x � y j :

Mìjme lib o v olnou mno¾in u A � X , její¾ ob jem c hceme zmìøit. Mù¾eme tak uèinit pøibli¾nì:

v ezmìme v¹ec hna p okrytí mno¾in y A mno¾inami o prùmìru ne v ìt¹ím ne¾ jisté � > 0. De�n ujme

s -r ozmìrný vnìj¹í objem A pøi normì pokrytí � jak o

H

s

�

( A ) := inf

8

<

:

1

X

k =1

!

s

�

1

2

diam A

k

�

s

�

�

�

�

�

�

A

k

� X pro k = 1 ; 2 ; ::: :

1

[

k =1

A

k

� A & diam A

k

< � 8 k

9

=

;

:(5.14)
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De�nice 5.10 (Hausdorfo v a míra) De�n ujeme s -r ozmìrnou Hausdorfovu míru mno¾iny A

jak o

H

s

( A ) := lim

� ! 0+

H

s

�

( A ) :(5.15)

P oznámk a 5.3 (k orektnost de�nice) Výraz H

s

�

( A ) je nerostoucí v � , tak¾e limita v (5.15)

v¾dy existuje. Ekviv alen tnì jsme tedy mohli de�no v at

H

s

( A ) := sup

� > 0

H

s

�

( A ) :(5.16)

Vìta 5.5 (vlastnosti H

s

) Platí

(i) Mír a H

s

je pozitivnì s -homogenní: H

s

( �A ) = �

s

H

s

( A ) pr o ka¾dé � � 0 .

(ii) Pokud A � R

n

, pak H

s

( A ) = 0 pr o libovolné s > n .

(iii) 0-r ozmìrná mír a odpovídá poètu bodù: H

0

( A ) = # A .

(iv) Pr o X = R

n

Hausdorfova mír a H

n

splývá s L ebesguovou mír ou L

n

.

P oznámk a 5.4 (sro vnání mìr rùzn ýc h dimenzí) Mìjme s < r . P ak

H

r

�

( A ) � c �

r � s

H

s

�

( A )(5.17)

a to proto, ¾e

�

1

2

diam A

k

�

r

�

�

�

2

�

r � s

�

1

2

diam A

k

�

s

:

T ak¾e v limitì � ! 0+ máme následující implik ace:

H

s

( A ) < 1 = ) H

r

( A ) = 0(5.18)

H

r

( A ) > 0 = ) H

s

( A ) = 1 :(5.19)

Z toho vyplýv á, ¾e existuje jediné èíslo � , pro které H

�

( A ) nem usí n utnì b ýt 0 neb o 1 . T o

nás v ede k následující de�nici:

De�nice 5.11 (Hausdorfo v a dimenze) Hausdorfova dimenze mno¾iny A je dána vztahem

dim

H

A := inf

�

s � 0

�

�

H

s

( A ) = 0

	

:(5.20)

Platí tak é následující ro vnosti:

(5.21) dim

H

A = inf

�

s � 0

�

�

H

s

( A ) < 1

	

=

= sup

�

s � 0

�

�

H

s

( A ) > 0

	

= sup

�

s � 0

�

�

H

s

( A ) = 1

	

:

Vìta 5.6 Hausdorfova mír a je bor elovsky r e gulární.
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Dùkaz. Dok a¾me nejprv e, ¾e H

s

je b orelo vsk á. T o pro v edeme jedno du¹e p omo cí Carathéo doryho

kritéria; jeho pøedp oklady jsou splnìné, neb o» máme-li A; B � X tak o v é, ¾e dist ( A; B ) > 2 � ,

pak p okrytí mno¾in A a B s normami � jsou mezi seb ou disjunktní a pro jejic h H

s

-míry aditivita

b ezp o c h yb y platí. Z èeho¾ vidíme, ¾e B ( X ) � M

H

s

, tedy b orelo vsk ost.

Nyní dok a¾me, ¾e H

s

je b orelo vsky regulární. Mìjme p osloupnost � = 1 =m pro m = 1 ; 2 ; :::

a jim pøíslu¹nou p osloupnost p okrytí ff A

( m )

k

g

1

k =1

g

1

m =1

. Platí

1

[

k =1

A

( m )

k

� A & sup

k

diam A

( m )

k

< 1 =m 8 m

a tak é

H

s

( A ) = lim

m !1

1

X

k =1

!

s

�

1

2

diam A

( m )

k

�

s

:

P okud k A v ezmeme B zk onstruo v ané jak o

B =

1

\

m

0

=1

 

1

[

m = m

0

�

1

[

k =1

A

( m )

k

�

!

;

pak je B � A , B je b orelo vsk á (je prùnik em otevøen ýc h mno¾in) a H

s

( B ) = H

s

( A ). Míra H

s

je

tedy b orelo vsky regulární.

Hausdorfo v a míra H

s

je Radono v a jen pro s = n , tedy p ouze, sho duje-li se s mírou Leb esgu-

o v ou. Je-li A � X mno¾ina k oneèné míry H

s

( A ) < 1 , pak míra H

s

x A u¾ je Radono v a.

Z p ostupu k onstruk ce je zøejmé, ¾e s nem usí b ýt celo èíselné. Klasic kým pøíkladem mno¾in y

s neceloèíselnou dimenzí je mno¾ina zv aná Cantor ovo diskontinuum .

Pøíklad 5.1 (Can toro v o disk on tin uum) Mìjme p evn ý p omìr % 2 (0 ;

1

2

). Za mno¾in u C

(0)

v ezmeme in terv al (0 ; 1). Mno¾in u C

(1)

de�n ujeme jak o sjedno cení (0 ; % ) [ (1 � %; 1), tedy jak o

vyjm utí støedního úseku délky 1 � 2 % z mno¾in y C

(0)

. Ka¾dou následující mno¾in u C

( k + 1)

de�-

n ujeme jak o tu mno¾in u, která vznikne vyjmutím stø e dního úseku r elativní délky 1 � 2 % z ka¾dé

souvislé komponenty C

( k )

, viz. Obr. 5.2. Celá Can toro v a mno¾ina se de�n uje jak o mno¾ino v é

limes inferior :

C :=

1

\

k =1

C

( k )

:

Naznaèíme n yní, jak se p o èítá Hausdorfo v a dimenze Can toro v a disk on tin ua. C

( k )

obsah uje

2

k

in terv alù délky %

k

, tak¾e

H

s

( C

( k )

) = !

s

2

k

� 1

X

i =0

�

1

2

diam C

( k )

i

�

s

= !

s

2

k

�

1

2

%

k

�

s

= !

s

2

� s

(2 %

s

)

k

:

V limitì, kdy¾ k !1 , bude tato míra n utnì ro vna + 1 , jestli¾e 2 %

s

> 1, a bude ro vna 0, jestli¾e

2 %

s

< 1. Hausdorfo v a dimenze Can toro v a disk on tin ua je tedy to s , které splò uje ro vnost 2 %

s

= 1,

neb oli

dim

H

C = �

log 2

log %

:
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C

(0)

C

(1)

C

(2)

C

(3)

C

(4)

C

(5)

C

(6)

C

(7)

Obrázek 5.2: Nìk olik prvníc h iterací v k onstruk ci Can toro v a disk on tin ua

Vho dnou v olb ou % lze získ at Can toro vu mno¾in u s lib o v olnou dimenzí mezi 0 a 1. V¹imnìte si,

¾e dim

H

( C ) je rostoucí funk cí % a napøíklad pro % =

1

4

je dimenze ro vna

1

2

.

5.3. In tegrál

Zde pøip omeneme za v edení in tegrálu p o dle ob ecné vnìj¹í míry a za v edeme prostory in tegro-

v ateln ýc h funk cí.

De�nice 5.12 (mìøitelné funk ce) F unk ce f : X ! R se nazv e mìøitelnou pod le míry � ,

jestli¾e vzor lib o v olné otevøené p o dmno¾in y R je � -mìøitelná mno¾ina,

f

� 1

( U ) 2 M

�

8 U � R otevøenou :(5.22)

Mno¾ina v¹ec h � -mìøiteln ýc h funk cí se znaèí F

�

.

De�nice 5.13 (sc ho do v é funk ce) F unk ce f : X ! R se nazv e � -schodovou (angl. � -step ),

jestli¾e její ob or ho dnot f ( X ) je sp o èetná mno¾ina a souèasnì vzor k a¾dého y 2 R je mno¾ina

� -mìøitelná.

De�nice 5.14 (in tegrál) Nejprv e nec h » f : X ! R je � -sc ho do v á. Její inte gr ál pod le míry �

de�n ujeme jak o

I ( f ; � ) :=

X

y 2 f ( X )

y �

�

f

� 1

( y )

�

:(5.23)

P okud suma na pra v é stranì existuje v [ �1 ; + 1 ]; pak funk ci f nazv eme inte gr ovatelnou pod le

� (angl. � -inte gr able ). P okud je I ( f ; � ) k oneèn ý , øekneme, ¾e f je sèitatelná pod le � (angl.

� -summable ). Mno¾in u � -sc ho do výc h funk cí, které jsou � -in tegro v atelné, oznaèíme S

�

.

Nyní pro f : X ! R ji¾ lib o v olnou de�n ujeme horní a dolní inte gr ál pøedpisem

Z

�

f d � := inf

�

I ( g ; � )

�

�

�

�

g 2 S

�

, g � f � -s.v.

�

;(5.24)

Z

�

f d � := sup

�

I ( g ; � )

�

�

�

�

g 2 S

�

, g � f � -s.v.

�

:(5.25)

V pøípadì, ¾e se ho dnot y horního a dolního in tegrálu sho dují, nazv e se jejic h sp oleèná ho dnota

inte gr álem funkce f pod le míry � , znaèeno

Z

f d �:
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Pro k a¾dou � -in tegro v atelnou � -sc ho do v ou funk ci je

R

f d � = I ( f ; � ). T é¾ platí, ¾e k a¾dá nezá-

p orná � -mìøitelná funk ce je � -in tegro v atelná.

Chceme-li in tegro v at ne pøes celé X , ale jen jeho (mìøitelnou) p o dmno¾in u A , za v edeme

inte gr ál funkce f pø es A pod le míry � jak o in tegrál z f p o dle míry � x A :

Z

A

f d � :=

Z

f d ( � x A ) :(5.26)

Vìta 5.7 (Jegoro v) Buïte f

k

2 F

�

, k =1 ; 2 ; ::: , funkce � -skor o v¹ude kone èné. Mìjme "> 0 a

A 2 M

�

s � ( A ) < 1 . Jestli¾e f

k

( x ) ! f ( x ) pr o � -skor o v¹e chna x 2 A , pak existuje B 2 M

�

,

B � A , � ( B ) < " tak, ¾e

f

k

� f na A n B :(5.27)

Vìta 5.8 (Bepp o{Levi) Buïte f

k

2 F

�

, k =1 ; 2 ; ::: ; ne ch» 0 � f

1

� f

2

� � � � a ne ch» f

k

! f

� -s.v. Pak

Z

f

k

d � %

Z

f d �:(5.28)

Vìta 5.9 (F atou; p olosp o jitost in tegrálu) Buïte f

k

2 F

�

, k =1 ; 2 ; ::: ; ne ch» f

k

� 0 . Pak

Z

�

lim inf

k !1

f

k

�

d � � lim inf

k !1

Z

f

k

d �:(5.29)

Vìta 5.10 (Leb esgue; o ma jorizo v ané k on v ergenci) Buïte f f

k

g � F

�

, ne ch» f

k

! f skor o

v¹ude. Ne ch» existuje g � 0 taková, ¾e j f

k

j � g pr o v¹e chna k � -s.v. a ¾e

R

g d � < 1 . Pak

Z

f d � = lim

k !1

Z

f

k

d �:(5.30)

Vìta 5.11 (absolutní sp o jitost in tegrálu) Buï f : X ! R sèitatelná pod le míry � . Pak

8 " > 0 9 � > 0 8 A 2 M

�

; � ( A ) < � :

Z

A

j f j d � < ";(5.31)

te dy funkce A 7!

R

A

j f j d � se nekoncentruje.

De�nice 5.15 (stejná in tegro v atelnost) P osloupnost f f

k

g funk cí tak o výc h, ¾e

R

j f

k

j d � <

1 pro k a¾dé k , se nazv e stejnì inte gr ovatelnou (angl. e qui-inte gr able ), jestli¾e

8 " > 0 9 � > 0 8 A 2 M

�

; � ( A ) < � 8 k :

Z

A

j f

k

j d � < ":(5.32)
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Vìta 5.12 (Luzin) Ne ch» mír a � je bor elovsky r e gulární na metrickém pr ostoru X ; mìjme

f 2 F

�

, f : X ! R . Pak k libovolné A 2 M

�

takové, ¾e � ( A ) < 1 , a k libovolnému "> 0 existuje

uzavø ená C � A tak, ¾e � ( A n C ) < " a souèasnì f

�

�

C

je spojitá funkce.

Nadále buï X lok álnì k ompaktní metric ký prostor (lze jej tedy p okrýt sp o èetn ým sjedno ce-

ním k ompaktníc h mno¾in).

De�nice 5.16 (relativnì k ompaktní b orelo vsk é mno¾in y) De�n ujeme

B

c

( X ) :=

�

A � B ( X )

�

�

A kompaktní

	

(5.33)

B

c

( X ) x A :=

�

A \ B

�

�

B 2 B

c

( X )

	

:(5.34)

Mno¾ina B

c

( X ) x A je � -algebra v A , p okud A je k ompaktní.

De�nice 5.17 (b orelo vsk á funk ce) F unk ce f : X ! R se nazv e bor elovskou , jestli¾e vzor

lib o v olné otevøené mno¾in y je mno¾ina b orelo vsk á:

f

� 1

( U ) 2 B ( X ) 8 U � R otevøenou :(5.35)

Pro dal¹í výklad budeme pøedp okládat, ¾e � je k oneèná � -aditivní míra na B

c

( X ).

De�nice 5.18 (nosiè funk ce) Nosiè (angl. support ) funk ce f : X ! R je uzá v ìr mno¾in y

b o dù, v e kterýc h je f rùzná o d n uly:

spt f :=

�

x 2 X

�

�

f ( x ) 6= 0

	

:

De�nice 5.19 (esenciální suprem um) Pro funk ci f : X ! R za v ádíme � -esenciální supr e-

mum pø es A � X (angl. � -essential supr emum ) jak o nejmen¹í ze suprem f pøes A min us mno¾ina

míry n ula:

� -ess sup

A

f := inf

B � A

� ( B )=0

sup

A n B

f :

De�nice 5.20 (prostory funk cí) Prostor funkcí na X mìøitelných pod le míry � a inte gr ova-

telných pod le míry � s p -tou mocninou , p � 1, se oznaèí

L

p

( X ; � ) :=

�

f : X ! R bor elovské

�

�

�

�

Z

j f j

p

d � < 1

�

:

Pro funk ce in tegro v atelné jen na v¹ec h k ompaktníc h mno¾inác h se za v ádí

L

p

lo c

( X ; � ) :=

�

f : X ! R bor elovské

�

�

�

�

Z

K

j f j

p

d � < 1 8 K � X kompaktní

�

:

Pro funk ce � -esenciálnì omezené se za v ádí prostor

L

1

( X ; � ) :=

n

f : X ! R bor elovské

�

�

�

� -ess sup

X

f < 1

o

:

Sp o jité funk ce s kompaktním nosièem se oznaèují

C

c

( X ) :=

n

f : X ! R

�

�

�

f sp o jitá & q uad spt f k ompaktní

o

;
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T ak é se za v ádí sym b ol f x A := f �

A

, kde �

A

je char akteristická funkce mno¾iny A :

�

A

( x ) :=

(

1 x 2 A;

0 x 62 A:

T edy je

R

A

f d � =

R

X

f x A d � . A je¹tì se de�n uje míra � x f vztahem

( � x f )( A ) :=

Z

A

f d � 8 A � X :

De�nice 5.21 (znaménk o v á míra) F unk ce � : B

c

( X ) ! R se nazv e znaménkovou mír ou

(angl. signe d me asur e ) neb oli nábojem (angl. char ge ), jestli¾e existují Radono v a míra � a funk ce

f 2 L

1

lo c

( X ; � ) tak o v é, ¾e � = � x f .

De�nice 5.22 (v ektoro v á míra) F unk ce � : B

c

( X ) ! R

m

se nazv e vektor ovou mír ou (angl.

ve ctor me asur e ), jestli¾e existují Radono v a míra � a funk ce f

1

; :::; f

m

2 L

1

lo c

( X ; � ) tak o v é, ¾e

� =

�

� x f

1

; :::; � x f

m

�

.

De�nice 5.23 (totální v ariace míry) Je-li � = � x f v ektoro v á míra, její totální variací

nazv eme míru

j � j ( A ) :=

Z

A

�

f

2

1

+ � � � + f

2

m

�

1 = 2

d � pro A 2 M

�

( X ).

De�nice 5.24 (hmota míry) Pro k a¾dou mno¾in u A � X se za v ádí hmota míry � na mno¾inì

A výrazem

M

A

( � ) := sup

�

Z

f � d �

�

�

�

�

f 2 C

c

( X ; R

m

) ; j f j � 1 ; spt f � A

�

(5.36)

Platí, ¾e j � j = � x j f j .

Pro k a¾dou v ektoro v ou míru � je in tegrální výraz

� ( ' ) :=

Z

' � d � =

Z

P

m

i =1

'

i

d �

i

lineárním funk cionálem nad C

c

( X ; R

m

).

Na víc pro k a¾dou k ompaktní K � X je M

K

( � ) < 1

Vìta 5.13 (Riesz; o reprezen taci) Buï � : C

c

( X ; R

m

) ! R line ární zobr azení.

(i) Jestli¾e pr o ka¾dou kompaktní K � X je M

K

( � ) < 1 , pak existuje vektor ová mír a � na X

taková, ¾e � ( f ) =

R

f � d � pr o ka¾dé f 2 C

c

( X ; R

m

) .

(ii) Jestli¾e m =1 a platí � � 0 , co¾ znamená � ( f ) � 0 pr o v¹e chna f � 0 , pak existuje

R adonova mír a � na X taková, ¾e � ( f ) =

R

f d � pr o ka¾dé f 2 C

c

( X ) .
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De�nice 5.25 (absolutní sp o jitost mìr) Buïte � a � dv ì míry na X . Øekneme, ¾e � je

absolutnì spojitá vzhledem k � , psáno � < < � , jestli¾e � ( A ) = 0 pro k a¾dou A , která má � ( A ) = 0.

Dále øekneme, ¾e � a � jsou vzájemnì singulární , znaèeno � ? � , jestli¾e existuje tak o v á A 2 B ( X ),

¾e � ( A ) = 0 a souèasnì � ( X n A ) = 0.

Vìta 5.14 (Leb esgue; rozklad Radono výc h mìr) Ne ch» X je lokálnì kompaktní, separ a-

bilní metrický pr ostor. Buïte � a � (nezáporné) R adonovy míry na X . Pak existuje r ozklad

� = �

( a )

+ �

( s )

, kde �

( a )

< < � a �

( s )

? � .

Pøíklad 5.2 (Leb esgueùv rozklad Radono výc h mìr) Mìjme � = L

1

x (0 ; 1) a � = L

1

x

(

1

2

;

3

2

). P ak rozklad � p o dle � je

�

( a )

= L

1

x (

1

2

; 1) �

( s )

= L

1

x (1 ;

3

2

) :

Vìta 5.15 (Radon, Nik o dým) Buïte � , � R adonovy míry na X , ne ch» � < < � . Pak existuje

f 2 L

1

lo c

( X ; � ) taková, ¾e

� ( A ) =

Z

A

f d � 8 A 2 B ( X ) :(5.37)

V tomto pøípadì se f nazve hustotou � vzhle dem k � a znaèíme f = D

�

� .

P omo cí Radono vy{Nik o dýmo vy v ìt y lze dok ázat, ¾e De�nice 5.23 totální v ariace míry nezá-

visí na rozkladu � = � x f : Mìjme dv a rozklady � = �

1

x f

1

= �

2

x f

2

. P olo¾me � = �

1

+ �

2

. Pro-

to¾e �

i

< < � , máme Radon{Nik o dýmo vy h ustot y g

i

= D

�

i

� , a tak é dostá v áme, ¾e � = � x g

1

f

1

=

� x g

2

f

2

. T edy g

1

f

1

= g

2

f

2

a tak é g

1

j f

1

j = g

2

j f

2

j � -sk oro v¹ude. T ak¾e

Z

A

j f

1

j d �

1

=

Z

A

j f

2

j d �

2

:

Nadále budeme ztoto¾òo v at X = R

n

. Sym b olem B

x;r

budeme znaèit k ouli se støedem v x 2

R

n

a p olomìrem r � 0.

De�nice 5.26 (diferenco v ání mìr) Pro � a � Radono vy míry se za v ádí horní a dolní deri-

vace

D

�

� ( x ) := lim sup

r ! 0

� ( B

x;r

)

� ( B

x;r

)

;(5.38)

D

�

� ( x ) := lim inf

r ! 0

� ( B

x;r

)

� ( B

x;r

)

;(5.39)

a jestli¾e jsou t yto ho dnot y sho dné, de�n ují D

�

� | derivaci � pod le � .

Vìta 5.16 (Radon, Nik o dým; v R

n

) Buïte � , � R adonovy míry na R

n

. Pak D

�

� existuje

� -skor o v¹ude, D

�

� 2 L

1

lo c

( X ; � ) , je �

( a )

= � x D

�

� a existuje mno¾ina Z 2 B ( X ) , � ( Z ) = 0 ,

taková, ¾e �

( s )

= � x Z :

� ( A ) =

Z

A

D

�

� d � + ( � x Z )( A ) :

Zde Z je mno¾ina tì ch bodù, ve kterých D

�

� buïto ne existuje, nebo je r ovna + 1 .



30 5. Míra a in tegrál

Vìta 5.17 (Leb esgue, Besik o viè) Buï � R adonova mír a na R

n

. Ne ch» f 2 L

p

lo c

( R

n

; � ) , p � 1 .

Pak pr o � -skor o v¹e chna x 2 R

n

platí

lim

r ! 0+

Z

B

x;r

f ( y ) d � ( y ) = f ( x ) ;(5.40)

a dokonce

lim

r ! 0+

Z

B

x;r

j f ( y ) � f ( x ) j

p

d � ( y ) = 0 ;(5.41)

kde inte gr ální prùmìr de�nujeme

Z

A

g d � :=

1

� ( A )

Z

A

g d �:

Body x , ve kterých (5.40) { (5.41) platí, se nazývají Leb esgueo vými .

T ato v ìta platí sp eciálnì pro f = �

A

, c harakteristic k ou funk ci nìjak é A 2 B ( R

n

), vzhledem

k Leb esgueo v ì míøe. T o nás v ede k následující

De�nice 5.27 (h ustota mno¾in y v b o dì) Horní, r esp. dolní hustota mno¾iny A v bodì x se

za v ádí následujícími výrazy

�

�

( A; x ) := lim sup

r ! 0+

L

n

( B

x;r

\ A )

L

n

( B

x;r

)

;(5.42)

�

�

( A; x ) := lim inf

r ! 0+

L

n

( B

x;r

\ A )

L

n

( B

x;r

)

:(5.43)

V pøípadì, ¾e se ob ì ho dnot y sho dují, je jimi de�no v ána hustota � ( A; x ).

De�nice 5.28 (vnitøek, vnìj¹ek a hranice mno¾in y) Buï A � R

n

. Následující výrazy de-

�n ují p ostupnì vnitø ek, vnìj¹ek a hr anici mno¾iny A ve smyslu te orie míry

In t A :=

�

x 2 R

n

�

�

� ( A; x ) = 1

	

;(5.44)

Ext A :=

�

x 2 R

n

�

�

� ( A; x ) = 0

	

;(5.45)

@

L

n

A :=

�

x 2 R

n

�

�

�

�

( A; x ) > 0 & �

�

( A; x ) < 1

	

:(5.46)

5.4. Slabá k on v ergence

Budeme praco v at na X , lok álnì k ompaktním separabilním metric k ém prostoru.

De�nice 5.29 (k on v ergence mìr) Buïte �

k

, � v ektoro v é míry na X . Øekne se, ¾e �

k

k on-

v ergují k � slabì ,

�

k

* � : �

Z

' � d �

k

!

Z

' � d � 8 ' 2 C

c

( X ) :

Øekne se, ¾e �

k

k on v ergují k � silnì neb oli ve hmotì ,

�

k

! � : � M

U

( �

k

� � ) ! 0 8 U � � X :

Zde U � � X znamená, ¾e U � X .
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Vìta 5.18 (p o dmínky slab é k on v ergence) Buïte �

k

, � vektor ové míry na X . Buï � pod-

mno¾ina C

c

( X ; R

m

) , hustá ve stejnomìrné konver genci. Pak �

k

* � pr ávì kdy¾

sup

k

M

U

( �

k

) < 1 8 U � � X otevø enou ;(5.47)

te dy hmoty f �

k

g jsou lokálnì stejnì ohr anièené, a souèasnì

Z

' � d �

k

!

Z

' � d � 8 ' 2 �(5.48)

Dùkaz. þ ) ÿ. (5.48) je triviální; (5.47) plyne z Banac h{Steinhauso vy v ìt y .

þ ( ÿ. Mìjme ' 2 C

c

( X ; R

m

) a " > 0. P ak dle pøedp okladu existuje  2 � tak, ¾e sup

X

j ' �  j <

" . A máme

�

�

�

�

Z

' � d �

k

�

Z

 � d �

k

�

�

�

�

�

Z

j ' �  j d j �

k

j � " M

spt ' [ spt  

( j �

k

j ) ;

a proto¾e i M

spt ' [ spt  

( j � j ) < 1 , platí (5.48) u¾ pro v¹ec hna ' .

Vìta 5.19 (slabá k ompaktnost mìr) Buï f �

k

g posloupnost vektor ových mìr na X , kter á

má lokálnì stejnì ohr anièené hmoty, tj. platí (5.47) . Pak existuje podposloupnost f �

k

0

g a vekto-

r ová mír a � tak, ¾e �

k

0

* � .

Vìta 5.20 (slabá k on v. mìr na b orelo vskýc h mno¾inác h) Buïte � a �

k

nezáporné R a-

donovy míry na X . Pak násle dující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) �

k

* � ;

(ii) �

k

( B ) ! � ( B ) 8 B 2 B

c

( X ) ; � ( @ B )=0 ;

(iii)

8

<

:

� ( U ) � lim inf

k !1

�

k

( U ) 8 U � X otevø enou ;

� ( K ) � lim sup

k !1

�

k

( K ) 8 K � X kompaktní :

P oznámk a 5.5 T oto tvrzení neplatí pro znaménk o v é ani v ektoro v é míry . Jedno duc h ý pøíklad:

Nec h » �

k

= �

1 =k

� �

� 1 =k

. Máme �

k

* � � 0, ale pro B = (0 ; 1) je �

k

( B ) = 1 8 k , ale � ( B ) = 0.

Vìta 5.21 (slabá p olosp o jitost hmot y) Ne ch» pr o vektor ové míry �

k

a � platí �

k

* � . Pak

M

U

( � ) � lim inf

k !1

M

U

( �

k

) 8 U � � X otevø enou :(5.49)

Dùkaz. Pro ' 2 C

c

( X ; R

m

), j ' j � 1, spt ' � U máme

Z

' � d � = lim

k !1

Z

' � d �

k

� lim inf

k !1

�

j �

k

j (spt ' )

��

sup j ' j

�

� lim inf

k !1

M

U

( �

k

) :

Proto¾e tato nero vnost platí pro v¹ec hna pøípustná ' , platí i pro suprem um:

M

U

( � ) = sup

�

Z

' � d �

�

�

�

�

' 2 C

c

( X ; R

m

) ; j ' j � 1 ; spt ' � U

�

� lim inf

k !1

M

U

( �

k

) :
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De�nice 5.30 (slab é k on v ergence funk cí) Buïte f

k

; f 2 L

p

( X ; � ), kde p � 1. Za v edeme tzv.

duální neb oli sdru¾ený exponent p

0

tak, ¾e

1

p

+

1

p

0

= 1. Øekneme, ¾e f

k

slabì konver gují k f

v následujícíc h sm yslec h:

f

k

* f v L

p

: �

Z

f

k

g d � !

Z

f g d � 8 g 2 L

p

0

( X ; � ) ;(5.50)

tedy sp eciálnì v L

1

jsou testo v ací funk ce g 2 L

1

( X ; � ). Dále øekneme:

f

k

* f jak o míry : �

Z

f

k

g d � !

Z

f g d � 8 g 2 C

c

( X ) ;(5.51)

f

k

* f jak o distribuce : �

Z

f

k

g d � !

Z

f g d � 8 g 2 C

1

c

( X ) :(5.52)

Vìta 5.22 (slab é k on v ergence funk cí) Buïte f

k

; f 2 L

p

( X ; � ) pr o jisté p � 1 .

f

k

* f jako míry ( ) f

k

* f jako distribuce & sup

k

R

j f

k

j d � < 1 ;(5.53)

f

k

* f v L

1

( ) f

k

* f jako míry & f f

k

g stejnì inte gr ovatelná :(5.54)

V dal¹ích tvrzeních pø e dpodkládáme p> 1 .

f

k

* f v L

p

( ) f

k

* f jako distribuce & sup

k

R

j f

k

j

p

d � < 1 ;(5.55)

f

k

! f v L

p

( ) f

k

* f v L

p

&

R

j f

k

j

p

d � !

R

j f j

p

d �:(5.56)

P oznámk a 5.6 Následující vztah y mezi jednotlivými t yp y slab é k on v ergence platí v¾dy:

f

k

* f v L

p

= ) f

k

* f v L

1

= ) f

k

* f jak o míry = ) f

k

* f jak o distribuce :(5.57)

Jsou toti¾ jedno duc h ým dùsledk em vztah ù mezi prostory testo v acíc h funk cí:

L

p

0

� L

1

� C

c

� C

1

c

:

Pøec ho dy opaèn ým smìrem v¹ak vy¾adují do dateèné p o dmínky:

f

k

* f jak o distribuce = )

�

f

k

* f jak o míry ( ) sup

Z

j f

k

j < 1

�

;

f

k

* f jak o míry = )

�

f

k

* f v L

1

( ) f f

k

g je stejnì in tegro v atelná

�

;

f

k

* f v L

1

= )

�

f

k

* f v L

p

( ) sup

Z

j f

k

j

p

< 1

�

:

Jevy , které s seb ou slabá k on v ergence pøiná¹í, jsou: oscilace, k oncen trace a distribuce. Ilu-

strujeme je na pøíkladec h.

Pøíklad 5.3 (oscilace) Mìjme p osloupnost funk cí f

k

( x ) := sin k x na in terv alu (0 ; 2 � ). Jak

k ! 1 , funk ce oscilují se stále se zmen¹ující p erio dou, tedy se stále více zah u¹»ují.
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Nyní uk á¾eme, ¾e f

k

* 0 jak o distribuce. V ezmìme lib o v olnou testo v ací funk ci g 2 C

1

c

(0 ; 2 � )

a in tegrujme p er partes :

Z

2 �

0

g ( x ) sin k x dx =

1

k

Z

2 �

0

g

0

( x ) cos k x dx:

Je vidìt, ¾e in tegrál na pra v é stranì zùstá v á omezen ý , proto¾e cos je omezená funk ce a g má

omezené v¹ec hn y sv é deriv ace. Proto f

k

* 0 jak o distribuce.

Záro v eò v¹ak, proto¾e f

k

jsou stejnomìrnì omezené, p o dle (5.53) platí i k on v ergence jak o

míry . Díky (5.55) dok once i slabá limita v L

p

je tak é n ulo v á pro k a¾dé p> 1. T oté¾ platí i v pøípadì

p = 1: funk ce jsou stejnì in tegro v atelné, tak¾e lze p ou¾ít (5.54) .

Pøíklad 5.4 (k oncen trace I) Mìjme funk ce

f

k

( x ) :=

(

k na (0 ;

1

k

) ;

0 jinde :

P ak L

1

x f

k

* �

0

, kde �

0

je známá Diraco v a distribuce.

Dùsledek 5.23 Koule v L

1

není kompaktní vzhle dem ke slabé konver genci jako míry.

Dùkaz. Vý¹e uv eden ý pøíklad uk azuje, ¾e existují p osloupnosti funk cí, které slo¾en y s Leb es-

guo v ou mírou k on v ergují k míøe, která u¾ není vùèi Leb esguo v e míøe absolutnì sp o jitá. V¹ak

tak é zaèneme-li o v ìøo v at pøedp oklady tvrzení, která o slab é k on v ergenci máme, zjistíme, ¾e vý¹e

uv edená p osloupnost není stejnì in tegro v atelná.

Pøíklad 5.5 (k oncen trace I I) Mìjme funk ce

f

k

( x ) :=

8

>

<

>

:

k na (0 ;

1

k

) ;

� k na ( �

1

k

; 0) ;

0 jinde :

Platí, ¾e míry L

1

x f

k

slab ì k on v ergují k n ule. A v¹ak v L

1

p osloupnost f f

k

g slab ì nek on v erguje,

jak se snadno pøesv ìdèíme testo v áním c harakteristic kými funk cemi �

(0 ; 1)

neb o �

( � 1 ; 0)

.

Pøíklad 5.6 (distribuce) Mìjme p osloupnost mìr

�

k

=

k

X

i =1

1

k

�

i

k

:

Tvrdíme-li, ¾e �

k

* L

1

x (0 ; 1), opíráme se o následující dv a klasic k é p oznatky:

� ®e Riemann ùv in tegrál sp o jité funk ce k on v erguje;

� ®e riemanno vsky in tegro v atelné funk ce jsou in tegro v atelné i v Leb esguo v ì sm yslu a ¾e

ho dnot y tìc h to in tegrálù jsou stejné.
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Pøíklad 5.7 (distribuce + k oncen trace) Vý¹e uv edené pøíklady m ù¾eme k om bino v at. Mù-

¾eme napøíklad apro ximo v at p osloupnost mìr z pøíkladu 5.6 funk cemi z pøíkladu 5.4:

�

k

= L

1

x

k � 1

X

i =0

k

2

�

(

i

k

;

i

k

+

1

k

3

)

:

Zde op ìt �

k

* L

1

x (0 ; 1).



6. Multiv ektory a m ultik o v ektory 35

6. Multiv ektory a m ultik o v ektory

6.1. V ektory a k o v ektory

Lineární prostor V k oneèné dimenze n , který obsah uje vektory , m ù¾eme pro na¹e úèely

iden ti�k o v at s R

n

. Zv olme si v nìm bázi f e

1

; :::; e

n

g .

Prvky duálního prostoru V

�

, tedy sp o jité lineární form y na V , budeme nazýv at kovektory .

Aplik aci form y w 2 V

�

na v 2 V budeme znaèit ob vyklým sym b olem h w ; v i pro duální páro v ání

prostorù V

�

a V .

V

�

tak é ztoto¾níme s R

n

a budeme na nìm uv a¾o v at duální bázi f e

1

; :::; e

n

g , tedy tak o v ou,

která splò uje




e

i

; e

j

�

= �

i

j

=

(

1 pr o i = j;

0 pr o i6 = j;

8 i; j = 1 ; :::; n:(6.1)

Prostor V je k oneènì dimenzionální, tedy re
exivní. Lze tedy ztoto¾nit V s duálem k V

�

.

6.2. Multiv ektory

Jeden prv ek prostoru v ektorù/k o v ektorù je sc hop en p opsat jednorozmìrn ý p o dprostor, tedy

pøímku. Pro studium vícerozmìrn ýc h p o dprostorù (ro vin, ::: , nadro vin, p o dle dimenze prostoru)

b y b ylo vho dné mít k disp ozici nìjaký sdru¾en ý matematic ký ob jekt, který b y p o dprostor zv olené

dimenze jedno du¹e p opsal.

Nejprv e dop oruèujeme ètenáøi, ab y si pro¹el Do datek B, kde nalezne za v edení p o jm u mul-

tiindex jak o roz¹íøení klasic k ého indexu a kde uvidí, ¾e minory matice jsou dán y prá v ì dv ìma

m ultiindexy .

Následující op erace zk om bin uje k v ektorù v

1

; :::; v

k

2 V v jedin ý ob jekt, tzv. multivektor

k -tého stupnì , neb oli zkrácenì k -vektor :

De�nice 6.1 (vnìj¹í souèin v ektorù) Nec h » 1 � k � n . Na V

k

za v edeme op eraci zv anou vnìj¹í

souèin (angl. exterior pr oduct ), která nec h » je multiline ární (t.j. lineární v k a¾dé slo¾ce):

v

1

^ � � � ^ ( av

i

+ bw

i

) ^ � � � ^ v

k

= av

1

^ � � � ^ v

i

^ � � � ^ v

k

+ bv

1

^ � � � ^ w

i

^ � � � ^ v

k

;(6.2)

a alternující (t.j. pøi zámìnì dv ou prvkù mìní znaménk o):

v

1

^ � � � ^ v

i

^ � � � ^ v

j

^ � � � ^ v

k

= � v

1

^ � � � ^ v

j

^ � � � ^ v

i

^ � � � ^ v

k

:(6.3)

P o dmínku (6.3) lze ekviv alen tnì zapsat jak o

v

1

^ � � � ^ v

k

= 0 jestli¾e v

i

= v

j

pr o jistá i6 = j(6.4)

neb o

v

1

^ � � � ^ v

k

= 0 jestli¾e v

1

; :::; v

k

jsou line árnì závislé ;(6.5)
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dùk az není obtí¾n ý .

Prozk oumejme, jak é jsou dùsledky takto za v edené op erace na vyjádøení souøadnic prvkù

vnìj¹ího souèin u. Uv a¾ujme bázi f e

1

; :::; e

n

g na V . Budou-li v ektory v

1

; :::; v

k

tv aru v

i

= �

j

i

e

j

,

pak vnìj¹í souèin bude

v

1

^ � � � ^ v

k

=

n

X

j

1

=1

� � �

n

X

j

k

=1

�

j

1

1

:::�

j

k

k

e

j

1

^ � � � ^ e

j

k

:

Víme-li z (6.4) , ¾e pøísp ìv ek do celk o v é sum y bude n ulo vý , p okud se bude nìjaký index mezi

j

1

; :::; j

k

opak o v at, vidíme, ¾e staèí brát v úv ah u t y k -tice indexù, které jsou p erm utací v¹ec h

m ultiindexù délky k . Za v edeme-li prv ek

e

�

:= e

�

1

^ � � � ^ e

�

k

pro 1 � �

1

< :::< :::�

k

� n;

m ù¾eme seskupit t y sèítance, které jsou p erm utací stejného m ultiindexu. T oto nás v ede k vyjá-

døení

v

1

^ � � � ^ v

k

=

X

j � j = k

det

�

�

�

j

i

�

i;j =1 ;:::;k

e

�

=

X

j � j = k

M

(1 ;:::;k )

�

( � ) e

�

:(6.6)

Nazv eme-li �

�

= M

(1 ;:::;k )

�

( � ), jsou to souøadnice k -v ektoru v

1

^ � � � ^ v

k

vzhledem k bázi

�

e

�

�

�

� 2 I ( k ; n )

	

.

De�nice 6.2 (vnìj¹í algebra) Lineární prostor

�

k

V :=

�

X

j � j = k

�

�

e

�

�

�

�

�

� 2 R

# I ( k ;n )

�

se nazýv á pr ostor em k -vektorù . Direktní suma tìc h to prostorù

� V := �

0

V � �

1

V � � � � � �

n

V

se nazýv á vnìj¹í algebr ou (angl. exterior algebr a ) m ultiv ektorù.

Proto¾e # I (0 ; n ) = # I ( n; n ) = 1, mohou b ýt 0-v ektory a n -v ektory ztoto¾nìn y s R . Je

zøejmé, ¾e �

1

V = V ; proto¾e # I ( n � 1 ; n ) = n , lze i �

n � 1

V ztoto¾nit s V . Prostory o d �

n +1

V

vý¹e jsou triviální (obsah ují p ouze n ulo vý prv ek).

Souèinem v e vnìj¹í algebøe je op erace vnìj¹ího souèin u, která se pøirozenou cestou (díky

aso ciativitì) roz¹íøí na m ultiv ektory .

De�nice 6.3 (vnìj¹í souèin m ultiv ektorù) Nec h » h; k � 0, h + k � n , a buïte � 2 �

k

V a

� 2 �

h

V se souøadnicemi �

�

a �

�

. Jejic h vnìj¹ím souèinem nazv eme ( k + h )-v ektor

� ^ � =

X

j � j = k

X

j � j = h

�

�

�

�

e

�

^ e

�

;
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kde e

�

^ e

�

je m ultilineární altern ující výraz, dan ý

e

�

^ e

�

=

(

0 pr o � \ � 6= ; ;

� ( �; � ) e

� [ �

pr o � \ � = ; :

Zde � [ � 2 I ( h + k ; n ) je m ultiindex vzniklý slouèením � a � a � ( �; � ) pøedsta vuje znaménk o

p erm utace, která sp o jení � a � pøero vná do vzestupnì usp oøádané p osloupnosti.

Zøejmì � ^ � 2 �

k + h

. Pro h + k > n je e

�

^ e

�

:= 0.

Proto¾e V je tak é prostorem lineárníc h forem na V

�

, pøedsta vuje k -v ektor v

1

^ � � � ^ v

k

tak é

k -lineární a altern ující form u na V

�

, která je de�no v ána následo vnì:

( v

1

^ � � � ^ v

k

)( w

1

; :::; w

k

) = det

�




w

i

; v

j

�

�

i;j =1 ;:::;k

:(6.7)

Sp eciálnì, prv ek báze e

�

je

e

�

( w

1

; :::; w

k

) = det

�

w

i

�

j

�

i;j =1 ;:::;k

:(6.8)

Pro jist ý m ultiindex � 2 I ( k ; n ) tedy bude

e

�

( e

�

1

; :::; e

�

k

) = det

�

�

�

i

�

j

�

i;j =1 ;:::;k

=: �

�

�

=

(

1 kdy¾ � = � ;

0 jinak.

(6.9)

T oto dok azuje, ¾e mno¾ina �

k

V nezá visí na v olb ì báze f e

1

; :::; e

n

g .

6.3. Multik o v ektory

De�nice 6.4 (m ultik o v ektory) �

k

V

�

je pr ostor em k -kovektorù ; znaèí se �

k

V .

Na �

k

V m ù¾eme nahlí¾et té¾ jak o na prostor k -lineárníc h altern ujícíc h forem na V . Za v eïme

op ìt bázi

�

e

�

= e

�

1

^ � � � ^ e

�

k

�

�

� 2 I ( k ; n )

	

, pro kterou platí

e

�

( v

1

; :::; v

k

) = det

�

v

�

j

i

�

:(6.10)

P o dobnì, jak o z (6.8) vyplyn ulo (6.9) , m ù¾eme zde vyv o dit

e

�

( e

�

1

; :::; e

�

k

) = det

�

�

�

j

�

i

�

i;j =1 ;:::;k

=: �

�

�

:(6.11)

Mìjme � 2 �

k

V o souøadnicíc h �

�

a ! 2 �

k

V o souøadnicíc h !

�

. Uk azuje se, ¾e dualita

de�no v aná jak o

h � ; ! i :=

X

j � j = k

�

�

!

�

(6.12)

nezá visí na v olb ì báze. Mù¾eme tedy ztoto¾nit (�

k

V )

�

a �

k

V .
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6.4. Sk alární souèin mezi m ultiv ektory

Pøedp okládejme, ¾e V je vyba v en skalárním souèinem (angl. inner pr oduct ). T en roz¹íøíme

na m ultiv ektory nad V :

De�nice 6.5 (sk alární souèin m ultiv ektorù) Buïte � ; � 2 �

k

V . V ezmìme ortonormální

bázi f e

1

; :::; e

n

g prostoru V . De�n ujme skalární souèin vztahem

� � � :=

X

j � j = k

�

�

�

�

;(6.13)

kde �

�

a �

�

jsou souøadnice � a � vzhledem k bázi f e

1

; :::; e

n

g .

T ato de�nice zaruèuje, ¾e báze f e

�

j � 2 I ( k ; n ) g prostoru �

k

V budou ortonormální.

Sp eciálnì pro jedno duc hé m ultiv ektory (viz. dal¹í o ddíl) platí následující tvrzení:

Lemma 6.1 Pr o libovolné vektory v

1

; :::; v

k

; w

1

; :::; w

k

2 V platí

( v

1

^ � � � ^ v

k

) � ( w

1

^ � � � ^ w

k

) = det

�

v

i

� w

j

�

:(6.14)

Dùkaz. Tvrzení dok á¾eme induk cí:

þ k =1ÿ. Vztah (6.14) platí pro bázo v é v ektory .

þ k ! k + 1ÿ. Platí-li (6.14) pro ( v

1

; :::; v

k

; w

1

; :::; w

k

) a ( v

1

; :::; �v

i

; :::; v

k

; w

1

; :::; w

k

), platí i pro

( v

1

; :::; av

i

+ b �v

i

; :::; v

k

; w

1

; :::; w

k

) s lib o v oln ými a; b 2 R . T oto plyne z m ultilinearit y pra v é i

lev é stran y (6.14) .

Dùsledek 6.2 Skalární souèin nezávisí na volbì báze f e

1

; :::; e

n

g .

Dùkaz. Matice pøec ho du mezi dv ìma ortonormálními bazemi je v¾dy ortogonální, má tedy jed-

notk o vý determinan t.

Ze sk alárního souèin u na �

k

V lze standardním zp ùsob em induk o v at normu (velikost) libo-

volného k -vektoru :

j � j

2

=

X

j � j = k

( �

�

)

2

:(6.15)

P o dobnì lze de�no v at i sk alární souèin na �

k

V výrazem

� � � :=

X

j � j = k

�

�

�

�

:(6.16)

a v nìm bude báze f e

�

g op ìt ortonormální.

P o dobnì jak o sk alární souèin ztoto¾ò uje V a V

�

, umo¾ò uje nám ztoto¾nit �

k

V a �

k

V =

(�

k

V )

�

.
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6.5. Jedno duc hé m ultiv ektory

Nyní se dostá v áme k jednom u z nejdùle¾itìj¹íc h dùv o dù pro za v edení m ultiv ektorù. Uk á¾eme,

¾e p o dobnì jak o existuje vzá jemnì jednoznaèná k oresp ondence mezi jednotk o vými v ektory a p o-

lopøímk ami vyc házejícími z p o èátku, existuje tak é vzá jemnì jednoznaèná k oresp ondence mezi

je dnotkovými je dnoduchými k -vektory a orientovanými k -r ozmìrnými nadr ovinami ve V . Pøed-

p okládejme, ¾e V je vyba v en sk alárním souèinem.

De�nice 6.6 (jedno duc h ý m ultiv ektor) Mìjme m ultiv ektor � 2 �

k

V . Nazv eme jej je dno-

duchým (angl. simple ) neb oli r ozlo¾itelným (angl. de composable ), prá v ì kdy¾ existují tak o v é

v ektory v

1

; :::; v

k

2 V , ¾e � = v

1

^ � � � ^ v

k

.

P oznamenejme, ¾e v¹ec hn y 0-, 1-, ( n � 1)- i n -v ektory jsou jedno duc hé. Prvním prostorem,

který obsah uje i nerozlo¾itelné m ultiv ektory , je a¾ �

2

R

4

: napøíklad 2-v ektor e

1

^ e

2

+ e

3

^ e

4

nelze rozlo¾it v e vnìj¹í souèin ¾ádn ýc h dv ou v ektorù.

Tvrzení 6.3 (jedno duc hé k -v ektory a nadro vin y) Oznaème pr o ka¾dý nenulový k -vektor

� mno¾inu

P

�

:=

�

v 2 V

�

�

v ^ � = 0

	

:

Platí násle dující tvrzení.

(i) Je-li � = v

1

^ � � � ^ v

k

6= 0 , pak P

�

= lin f v

1

; :::; v

k

g .

(ii) Ne ch» � 6= 0 je je dnoduchý k -vektor. Pak P

�

je k -r ozmìrný line ární podpr ostor V .

(iii) Je-li P k -r ozmìrný line ární podpr ostor V a f v

1

; :::; v

k

g jeho báze. Pak P = P

v

1

^��� ^ v

k

.

(iv) Jsou-li f v

1

; :::; v

k

g a f w

1

; :::; w

k

g dvì báze P , pak v

1

^ � � � ^ v

k

= r w

1

^ � � � ^ w

k

, kde

r = det

�

v

i

� w

j

�

i;j =1 ;:::;k

.

(v) Buïte � ; � 6= 0 dva je dnoduché k -vektory. Jestli¾e P

�

= P

�

, pak existuje 0 6= r 2 R tak, ¾e

� = r � .

Dùk az pøenec háme ètenáøi jak o cvièení.
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7. Diferenciální form y

Dosud jsme studo v ali algebraic k é vlastnosti jednotlivýc h m ultiv ektorù a op erace vnìj¹ího

souèin u. Nyní se budeme zab ýv at té¾ vlastnostmi analytic kými, tedy budeme studo v at zobrazení,

jejic h¾ ho dnot y jsou m ultiv ektory . T ak o v áto zobrazení budou ob ecnì de�no v ána na v arietác h a

budou to diferenciální form y . Zejména budeme studo v at op eraci diferenco v ání.

7.1. V arieta

V arieta (angl. manifold , nìm. (die) Vielfältigkeit , franc. (la) varieté , ital. (la) variet¸ , rus. m nog o-

obrazie , dán. (den) mangfoldighe d ) je jedním ze základníc h matematic kýc h p o jm ù. Zde je její

ob vyklá de�nice.

De�nice 7.1 (v arieta) Buï M Hausdorfùv top ologic ký prostor a nec h » n je pøirozené èíslo.

Dv o jici ( U; ' ) nazv eme n -r ozmìrnou mapou M , jestli¾e U � M je otevøená mno¾ina v M a

jestli¾e zobrazení ' : U ! V � R

n

je home omor�smus , tedy vzá jemnì jednoznaèné zobrazení,

které je i se sv ou in v erzí sp o jité. Obraz V = ' ( U ) nec h » je mno¾ina otevøená v R

n

. Dv o jici

( V ; '

� 1

) nazv eme n -par ametrizací .

Soub or

�

( U

a

; '

a

)

	

a 2 I

se nazv e atlasem map pr o M , jestli¾e jsou splnìn y následující p o d-

mínky:

(i) ( U

a

; '

a

) je map ou M pro k a¾dý index a 2 I ;

(ii)

S

U

a

= M , tedy kdy¾ map y p okryjí celou M ;

(iii) Jestli¾e pro lib o v olné dv a indexy a , b platí, ¾e U

a

\ U

b

6= ; , pak slo¾ené zobrazení

'

b

� '

� 1

a

: '

a

( U

a

\ U

b

) � R

n

! '

b

( U

a

\ U

b

) � R

n

je difeomor�sm us.

T op ologic ký prostor M sp olu s atlasem na nìm nazv eme n -r ozmìrnou difer encovatelnou

varietou . (Diferenco v atelnou proto, ¾e slo¾ená zobrazení '

b

� '

� 1

a

jsou diferenco v atelná; samotná

'

a

tak o v á b ýt nem usí.) V pøípadì, ¾e zobrazení '

a

a '

� 1

a

ma jí do dateènou regularitu jisté tøídy

C

`;�

, kde ` � 0 celo èíselné a 0 < � � 1, øekneme, ¾e v arieta M je tøídy C

`;�

.

Klasic k á de�nice má tu nevýho du, ¾e není známo pøedem, jak á bude dimenze N prostoru,

do kterého lze v arietu vnoøit. Mù¾eme v¹ak pro v ést de�nici þz druhé stran yÿ, kdy celé jisté R

N

b ereme jak o v arietu a de�n ujeme n -rozmìrnou p o dv arietu následo vnì:

De�nice 7.2 (p o dv arieta) Mno¾in u M � R

N

nazv eme n -r ozmìrnou podvarietou R

N

(angl.

submanifold ), prá v ì kdy¾ pro k a¾dý b o d x 2 M existuje r > 0 a homeomor�sm us ' : B

x;r

�

R

N

! B

0 ; 1

� R

N

, který je pro jektivní a pro který ' ( x ) = 0 a

' ( M \ B

x;r

) = R

n

\ B

0 ; 1

:(7.1)

P o d R

n

zde míníme ten lineární p o dprostor R

N

, který je genero v án prvními n v ektory k anonic k é

báze R

N

. Jeho prvky jsou tedy t y v ektory z R

N

, jejic h¾ p osledníc h N � n souøadnic (vzhl. k e

k anonic k é bázi) je n ulo výc h. V tom to sm yslu m ù¾eme brát R

n

� R

N

.
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De�nice tedy øík á: Ka¾dý b o d m usí mít jisté ok olí, které lze difeomorfnì þnaro vnatÿ. Dimenze

v ariet y je lok álnì dimenzí naro vnaného obrazu | která je v¹ak na ok olí k a¾dého b o du stejná.

Rozdíl oproti ob ecné de�nici je v tom, ¾e zde vlastnì implicitnì øík áme, ¾e R

n

\ B

0 ; 1

je

n -rozmìrnou p o dv arietou B

0 ; 1

� R

N

, a ob ecné p o dv ariet y k onstruujeme lok álním pøenesením

tohoto pøedp okladu. V øeèi ob ecné de�nice je dv o jice ( M \ B

x;r

; ' j

M \ B

x;r

) map ou M . A tlas b y

se jistì dal sesta vit indexací pøes v¹ec hna x 2 M , ale tého¾ se zøejmì dá dosáhnout s indexo v ou

mno¾inou dalek o men¹í.

Vìta 7.1 (Nash) Buï M n -r ozmìrná varieta. Pak existuje N � n a varieta M

0

� R

N

tak, ¾e

M a M

0

jsou dife omorfní.

De�nice 7.3 (teèn ý prostor p o dv ariet y) Mìjme M � R

n

k -rozmìrnou p o dv arietu R

n

. Buï

x 2 M a nec h » ' zobrazuje ( M \ B

x;r

) na ( R

k

\ B

0 ; 1

). T e èným pr ostor em podvariety M v bodì

x rozumíme mno¾in u

T

x

M :=

�

v 2 R

n

�

�

D ' ( x ) [ v ] 2 R

k

	

= lin

�

D

1

 (0) ; :::; D

k

 (0)

	

;(7.2)

kdy¾  = '

� 1

.

V dal¹ím výkladu budeme p ou¾ív at názvu v arieta u¾ v e význam u p o dv ariet y . V teorii v

tìc h to skriptec h rozvíjené toti¾ není ob ecného p o jm u v ariet y tøeba, jeho u¾ití b y se mnohde

dok once jevilo jak o nepøirozené. Je tom u tak proto, ¾e v e¹k erá analýza se zde o dehrá v á v rámci

Euklido vsk ého prostoru R

n

; v dal¹íc h k apitolác h pak je¹tì pøípadnì na k artézskýc h souèinec h

tak o výc h to prostorù.

De�nice 7.4 (orien tace v ariet y) Nec h » M � R

n

je k -rozmìrná v arieta. Orientací na M se

rozumí hladk é nen ulo v é k -v ektoro v é p ole � na M , tj.

� : x 2 M 7! � ( x ) 2 �

k

T

x

M nf 0 g :

V arieta M je orientovatelná , jestli¾e tak o v é p ole existuje. Dv ì orien tace �

1

; �

2

jsou souhlasné

(resp. opaèné ), jestli¾e existuje funk ce r : M ! R tak o v á, ¾e �

1

= r �

2

a ¾e r > 0 na M

(resp. r < 0 na M ).

Na souvislé orien to v atelné v arietì zøejmì existují prá v ì dv ì rùzné orien tace. Pro nesouvislou

v arietu je orien tací 2

m

, kde m je p o èet souvislýc h k omp onen t.

P oznámk a 7.1 (orien tace v ariet y) Nec h » M má atlas

�

( U

a

; '

a

)

	

a 2 I

a soub or parametrizací

�

( V

a

;  

a

)

	

a 2 I

, tedy jest V

a

= '

a

( U

a

) � R

k

a  

a

= '

� 1

a

.

T eèn ý prostor v b o dì x =  

a

( y

a

) v tom to pøípadì lze zapsat

T

x

M = lin

�

D

1

 

a

( y

a

) ; :::; D

k

 

a

( y

a

)

	

:(7.3)

Jednotk o vý k -v ektor � (  

a

( y

a

)) jej orien tuje, p okud

� (  

a

( y

a

)) =

D

1

 

a

( y

a

) ^ � � � ^ D

k

 

a

( y

a

)

j D

1

 

a

( y

a

) ^ � � � ^ D

k

 

a

( y

a

) j

:(7.4)
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Musíme p o¾ado v at, ab y orien tace � ( x ) b yla jednotná i pro ta x 2 M , která jsou souèástí

více map. T edy pro y

a

2 V

a

� R

k

a y

b

2 V

b

� R

k

, které jsou tak o v é, ¾e x =  

a

( y

a

) =  

b

( y

b

) 2

U

a

\ U

b

� M , m usí platit ro vnost

� ( x ) =

D

1

 

a

( y

a

) ^ � � � ^ D

k

 

a

( y

a

)

j D

1

 

a

( y

a

) ^ � � � ^ D

k

 

a

( y

a

) j

=

D

1

 

b

( y

b

) ^ � � � ^ D

k

 

b

( y

b

)

j D

1

 

b

( y

b

) ^ � � � ^ D

k

 

b

( y

b

) j

;(7.5)

tedy orien tace parametrizací m usí sp olu souhlasit.

7.2. F orm y

De�nice 7.5 Nec h » M je h -rozmìrná v arieta v R

n

, 0 � k � h � n . k -vektor ové pole na M je zob-

razení � : x 2 M 7! � ( x ) 2 �

k

T

x

M . P o dobnì k -kovektor ové pole na M , neb oli k -forma na M je

zobrazení ! : x 2 M 7! ! ( x ) 2 �

k

T

x

M .

T edy k -v ektoro v á p ole mohou nab ýv at p ouze tak o výc h k -v ektoro výc h ho dnot, které jsou zk on-

struo v ané z prvkù teèného prostoru T

x

M ; toté¾ platí pro p ole k -k o v ektoro v á. Mimo jiné je tedy

ihned vidìt, ¾e pro k >h u¾ je k a¾dá k -forma n ulo v á a ¾e k a¾dá h -forma je v¾dy násobk em � ,

h -v ektoru orien tujícího M .

P oznámk a 7.2 (ho dnot y v teèném prostoru) Jelik o¾ T

x

M � R

n

, máme vlo¾ení

i : T

x

M ! R

n

:

Jeho duálním zobrazením je pro jek ce

i

�

: ( R

n

)

�

! (T

x

M )

�

;

která k a¾dém u e

j

2 ( R

n

)

�

pøiøadí lineární funk cionál:

i

�

e

j

: v 2 T

x

M 7! h v ; i

�

e

j

i = h e

j

; i ( v ) i :

T o znamená, ¾e funk cionál e

j

2 ( R

n

)

�

c háp eme tak é jak o e

j

2 (T

x

M )

�

.

Ho dnot y k a¾dé k -form y v b o dec h m ù¾eme rozepsat jak o lineární k om binace v ektorù báze

�

k

R

n

:

! ( x ) =

X

j � j = k

!

�

( x ) e

�

:(7.6)

Je zøejmé, ¾e 0-form y jsou vlastnì funk ce, proto¾e 0-algebra je (izomorfní s) prostorem sk alárù.

Soub or v¹ec h k -forem na v arietì M je lineárním prostorem.

P o dobnì jak o u funk cí, i u forem m ù¾eme studo v at p o dprostory s jistou regularitou | sp o jité

(tøídy C ), hladk é neb oli sp o jitì diferenco v atelné (tøídy C

1

), ` -krát sp o jitì diferenco v atelné (tøídy

C

`

), nek oneènì hladk é (tøídy C

1

) ap o d. Jde v¾dy o pøenesení regularit y v¹ec h souøadnic na celé

p ole. Pro nek oneènì hladk é form y za v edeme následující oznaèení:

E

k

( M ) :=

n

! =

X

j � j = k

!

�

e

�

�

�

�

!

�

2 C

1

( M )

o

;

D

k

( M ) :=

n

! =

X

j � j = k

!

�

e

�

�

�

�

!

�

2 C

1

c

( M )

o

:
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7.3. Vnìj¹í diferenciál

Buï M 2 R

N

v arieta dimenze n . Difer enciál sk alární funk ce f : M ! R je zobrazení

d f : x 2 M 7! d f ( x )�

1

T

x

M = (T

x

M )

�

;

tedy k o v ektoro v é p ole na M . Existují dv a zp ùsob y jeho za v edení: analytic ký a algebraic ký .

De�nice 7.6 (diferenciál sk alární funk ce | analytic k á de�nice) Uv a¾ujme hladk é roz-

¹íøení f na ok olí U � M . P ak de�n ujeme

d f ( x )[ v ] := D

v

f ( x ) =

d

d t

( x + tv )

�

�

t =0

;

tj. d f ( x )[ v ] je deriv ace funk ce f v e smìru v , která nezá visí na tom, jak b yla f roz¹íøena, proto¾e

v 2 T

x

M je teèn ý k M .

De�nice 7.7 (diferenciál sk alární funk ce | algebraic k á de�nice) Nejprv e pro souø ad-

nicovou funkci

X

i

: x = ( x

1

; :::; x

N

) 2 R

N

7! x

i

de�n ujeme diferenciál vztahem

d X

i

( x ) : v 2 T

x

M 7! e

i

� v ;

tedy jak o ho dnotu i -té souøadnice v . P otom pro lib o v olnou f : M ! R p olo¾íme

d f ( x ) =

P

N

i =1

@ f

@ x

i

( x ) d X

i

( x ) :

Tím je op eraci diferenciálu za v edena pro 0-form y . Na ob ecné k -form y ji zob ecníme takto:

De�nice 7.8 (vnìj¹í diferenciál form y) Pro funk ci ob ecné souøadnice X

�

za v edeme d X

�

:=

e

�

. Pro diferenco v atelnou k -form u

! =

X

j � j = k

!

�

d x

�

se vnìj¹í difer enciál (angl. exterior di�er ential ) za v ede jak o ( k +1)-forma

d ! :=

X

j � j = k

d !

�

^ d x

�

=

X

j � j = k

n

X

i =1

@ !

�

@ x

i

d x

i

^ d x

�

:(7.7)

T akto de�no v an ý diferenciál má následující vlastnosti:

(i) d roz¹iøuje p o jem diferenciálu pro sk alární funk ce;

(ii) d ( a! + b� ) = a d ! + b d � pro a; b 2 R ;

(iii) d ( ! ^ � ) = d ! ^ � + ( � 1)

k

! ^ d � , kde k je stup eò form y ! ;
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(iv) d ( d ! ) = 0 pro lib o v olnou form u tøídy C

2

.

P oznamenejme, ¾e (iii) zob ecò uje ob vyklé pra vidlo pro deriv aci souèin u funk cí a (iv) je pøe-

nesením vlastnosti zámìnnosti smí¹en ýc h druh ýc h parciálníc h deriv ací. Opaèn ým smìrem lze

dok ázat, ¾e k a¾dá op erace

�

d , která splò uje (i){(iv), je iden tic k á s námi de�no v anou op erací d .

Vnìj¹í diferenciál je tedy lineární op erátor

d : E

k

( U ) ! E

k + 1

( U ) :

Pøip omeòme, ¾e vnìj¹í diferenciál lib o v olné n -form y u¾ je v¾dy n ulo vý .

Pøíklad 7.1 (gradien t a div ergence) Je v celku snadno vidìt, ¾e vnìj¹í diferenciál lib o v olné

0-form y , tedy sk alární funk ce, je sho dn ý s výsledk em aplik ace op erátoru gradien tu r .

Uk a¾me si, co vyjde v jiném za jíma v ém pøípadì, a to kdy¾ ! 2 �

n � 1

R

n

. Jest

! = !

�

1

d x

�

1

+ � � � + !

�n

d x

�n

a pak dle de�nice

d ! = !

�

1 ;x

1

d x

1

^ d x

�

1

+ � � � + !

�n ;x

n

d x

n

^ d x

�n

=

�

!

�

1 ;x

1

+ � � � + ( � 1)

n � 1

!

�n;x

n

�

d x

�

0

:

T edy jde o op eraci a¾ na znaménk a stejnou jak o op erace div ergence div .

De�nice 7.9 (exaktní forma) Nec h » k � 1. k -forma ! na M se nazv e exaktní (angl. exact ),

jestli¾e existuje ( k � 1)-forma � na M tak o v á, ¾e ! = d � .

Vìta 7.2 (P oincaré) Ne ch» M = B

0 ; 1

a k � 1 . Pak k -forma ! je exaktní pr ávì kdy¾ d ! = 0 .

P oincarého v ìta tedy øík á, ¾e na k ouli (rozumìj: na k a¾dé oblasti, která je s k oulí difeomorfní)

je p o dmínk a d ! = 0 nejen n utnou, ale i p ostaèující k existenci ( k � 1)-v ektoro v ého p otenciálu.

Snadno se o v ìøí, ¾e napøíklad na mezikru¾í u¾ tato vlastnost neplatí.

7.4. Pull-bac k

Buïte M a K dv ì v ariet y . Jejic h b o dy budeme znaèit x 2 M , resp ektiv e y 2 K . Mìjme

diferenco v atelné zobrazení f : M ! K .

De�nice 7.10 (pull-bac k) Mìjme k -form u ! na K . Jak o její pul l-back

1

f

#

! budeme znaèit

tu k -form u na M , která je dána vztahem

f

#

! :=

X

� 2 I ( k ;N )

( !

�

� f ) d f

�

:(7.8)

Zde výraz d f

�

má následující význam: P okud f =

P

N

i =1

f

i

d y

i

, je

d f

j

=

n

X

i =1

@ f

j

@ x

i

d x

i

;

1

Autoøi dosud nenarazili na usp ok o jivý èeský pøeklad tohoto termín u. Výjimeènì proto na vrh ují pøidr¾et se

anglic k ého výrazu.
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a pak

(7.9) d f

�

= d f

�

1

^ � � � ^ d f

�

k

=

n

X

j

1

=1

� � �

n

X

j

k

=1

f

�

1

;x

j

1

:::f

�

k

;x

j

k

d x

j

1

^ � � � ^ d x

j

k

=

=

X

j � j = k

M

�

�

( D f ) d x

�

:

Pull-bac k znamená þpøeta¾eníÿ, forma ! je pøenesena z v ariet y K na M . Zásadní dùle¾itost

vynikne v dal¹ím o ddíle, kde se budeme v ìno v at in tegraci forem pøes v ariet y .

O této op eraci se dá dok ázat, ¾e má následo vné vlastnosti:

(i) f

#

( ! + � ) = f

#

! + f

#

� pro lib o v olné k -form y ! a � ;

(ii) f

#

( ! ^ � ) = ( f

#

! ) ^ ( f

#

� ) pro k -form u ! a h -form u � ;

(iii) Jestli¾e g je funk ce (0-forma), pak f

#

( d g ) = d ( g � f );

(iv) Jestli¾e f je tøídy C

2

, pak d ( f

#

! ) = f

#

( d ! ) pro k -form u ! .

Pøíklad 7.2 (pull-bac k) Nec h » n = N = 2, tedy f , které udá v á y = f ( x ), zobrazuje ro vin u do

ro vin y .

Mìjme 2-form u ! ; ta je tv aru ! ( y ) = !

12

( y ) d y

1

^ d y

2

. P o èítejme:

( f

#

! )( x ) = !

12

( f ( x )) d f

1

( x ) ^ d f

2

( x ) =

= !

12

( f ( x ))( f

1

x

1

d x

1

+ f

1

x

2

d x

2

) ^ ( f

2

x

1

d x

1

+ f

2

x

2

d x

2

) =

= !

12

( f ( x ))

�

f

1

x

1

f

2

x

2

� f

1

x

2

f

2

x

1

�

d x

1

^ d x

2

=

= !

12

( f ( x )) (det D f ( x )) d x

1

^ d x

2

:

Mìjme 1-form u ! ; ta bude tv aru � ( y ) = �

1

( y ) d y

1

+ �

2

( y ) d y

2

. P ak

( f

#

� )( x ) = �

1

( f ( x )) d f

1

( x ) + �

2

( f ( x )) d f

2

( x ) =

= �

1

( f ( x ))( f

1

x

1

d x

1

+ f

1

x

2

d x

2

) + �

2

( f ( x ))( f

2

x

1

d x

1

+ f

2

x

2

d x

2

) =

=

�

( �

1

� f ) f

1

x

1

+ ( �

2

� f ) f

2

x

1

�

d x

1

+

�

( �

1

� f ) f

1

x

2

+ ( �

2

� f ) f

2

x

2

�

d x

2

:

7.5. In tegrace diferenciálníc h forem

De�nici in tegrace diferenciálníc h forem na v arietì pro v edeme v e tøec h kro cíc h. Na k -rozmìrné

v arietì M budeme v¾dy in tegro v at form y stupnì pøesnì k . Je tøeba brát v úv ah u orien taci v ariet y .

Nec h » 
 � R

k

je otevøená souvislá oblast a ! je k -form u na 
. Mìjme dále zadanou orien taci

�

R

k

, tj. �

R

k

2 �

k

R

k

, a tedy �

R

k

= a

R

k

( x ) d x

1

^ � � � ^ d x

k

, kde a

R

k

( x ) 6= 0 v¹ude na R

k

. Pro dv ì

orien tace �

R

k

a �

0

R

k

za v edeme index souhlasu

� ( �

R

k

; �

0

R

k

) := sgn

�

a

R

k

( x

0

) a

0

R

k

( x

0

)

�

pro nìjak é x

0

2 R

k

,

co¾ zøejmì nezá visí na v olb ì x

0

. Orien tace �

R

k

a �

0

R

k

nazv eme souhlasné , resp. opaèné , jestli¾e

� ( �

R

k

; �

0

R

k

) = 1, resp. � 1.



46 7. Diferenciální form y

De�nice 7.11 (in tegrál pøes orien to v anou otevøenou mno¾in u) Mìjme orien to v an ý R

k

,

tj. ( R

k

; �

R

k

), nec h » ! je k -forma na 
 tv aru

! ( x ) = b ( x ) d x

1

^ � � � ^ d x

k

:

Nec h » dále 


0

� 
 je otevøená. P ak p olo¾íme

Z

(


0

;�

R

k

)

! := � ( �

R

k

; d x

1

^ � � � ^ d x

k

)

Z




0

b ( x ) d x:

Uk á¾eme n yní, ¾e takto de�no v an ý in tegrál se dobøe pøev ede p omo cí op erace pull-bac k:

Lemma 7.3 (in tegrál a pull-bac k) Ne ch» �

R

k

je orientace R

k

, 
 � R

k

,

^


 �

^

R

k

a

� : 
 !

^


 ;  = �

� 1

:

^


 ! 


je dife omor�smus. Potom pr o otevø enou 


0

� 
 platí

Z

(


0

;�

R

k

)

! =

Z

( � (


0

) ; 

#

�

R

k

)

 

#

! :

Dùkaz.  

#

�

R

k

je orien tace na R

k

pøenesená z R

k

p omo cí  

#

. Pøedp okládejme, ¾e souøadné

sousta vy ( x

1

; :::; x

k

) a ( ^ x

1

; :::; ^x

k

) jsou v souhlasu s �

R

k

a  

#

�

R

k

, tj. ¾e

� ( �

R

k

; d x

1

^ � � � ^ d x

k

) = � (  

#

�

R

k

; d ^x

1

^ � � � ^ d ^x

k

) = 1 :

P otom m usíme uk ázat, ¾e

Z




0

b ( x ) d x =

Z

� (


0

)

^

b ( x ) d x;

kde ! = b ( x ) d x

1

^ � � � ^ d x

k

a  

#

! =

^

b ( x ) d ^x

1

^ � � � ^ d ^x

k

. T oto je o v¹em prá v ì obsah klasic k é

v ìt y o substituci p o d in tegrálem.

Jestli¾e � ( �

R

k

; d x

1

^ � � � ^ d x

k

) = � 1, za v edeme no v ou sousta vu souøadnic v R

k

, toti¾

y

1

:= � x

1

; y

2

:= x

2

; :::; y

k

:= x

k

:

P otom máme � ( �

R

k

; d y

1

^ � � � ^ d y

k

) = 1, ! = � b ( y ) d y

1

^ � � � ^ d y

k

, a tedy

� ( �

R

k

; d x

1

^ � � � ^ d x

k

)

Z




0

b ( x ) d x = � ( �

R

k

; d y

1

^ � � � ^ d y

k

)

Z




0

�

� b ( y )

�

d y :

Platí té¾ následující vlastnost aditivit y in tegrálu na otevøeném rozkladu 
, dùk az je jasn ý .

Lemma 7.4 (aditivita in tegrálu) Ne ch» �

R

k

je orientace R

k

a 
 � R

k

. Ne ch» f 


i

g je ote-

vø ený r ozklad 
 , tj.

(i) 


i

je otevø ená mno¾ina 8 i ;

(ii) 


i

\ 


j

= ; pr o i6 = j ;
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(iii) L

k

�


 n

S




i

�

= 0 .

Pak

Z

(
 ;�

R

k

)

! =

X

i

Z

(


i

;�

R

k

)

! :

Nec h » M je k -rozmìrná orien to v aná v arieta a ( U; ' ) je pøípustná mapa, tj. U � M je otevøená

mno¾ina a ' : U ! ' ( U ) � R

k

je difeomor�sm us.

De�nice 7.12 (in tegrál pøes mapu) Nec h » ( U; ' ) je pøípustná mapa M , která má orien-

taci �

M

. Nec h » ! je k -forma na M . Nec h » U

0

� U je otevøená mno¾ina. P ak de�n ujeme

Z

( U

0

;�

M

)

! :=

Z

( ' ( U

0

) ; 

#

�

M

)

 

#

! ;

kde  = '

� 1

.

Lemma 7.5 (k orektnost de�nice) Pokud ( U

1

; '

1

) a ( U

2

; '

2

) splòují

(i) U

1

; U

2

� U jsou otevø ené,

(ii) U

1

\ U

2

= ; ,

(iii) H

k

( U n ( U

1

[ U

2

)) = 0 ,

potom

Z

( U

0

;�

M

)

! =

X

i =1 ; 2

Z

( U

0

\ U

i

;�

M

)

! :

Dùkaz. Mìjme nejprv e jednoslo¾k o vý rozklad f ( U

1

; '

1

) g map y ( U; ' ). P ak '

0

:= '

1

� '

� 1

je

difeomor�sm us ' ( U ) � R

k

na '

1

( U ) � R

k

a p omo cí Lemmatu 7.3 dostaneme, ¾e

Z

( ' ( U

0

) ; 

#

�

M

)

� =

Z

( '

1

( U

0

) ; 

#

1

�

M

)

 

#

0

� ;

kde  

0

= '

� 1

0

, � =  

#

! ,  

#

0

� =  

#

1

� a  

#

0

(  

#

�

M

) =  

#

1

�

M

.

Pro víceslo¾k o vý rozklad budeme p ostup o v at s vyu¾itím Lemmatu 7.4.

De�nice 7.13 (in tegrál pøes v arietu) Nec h » M je k -rozmìrná v arieta s orien tací �

M

a nec h »

! je k -forma na M . Nec h » f ( U

i

; '

i

) g je atlas M a nec h » U

0

i

� U

i

jsou tak o v é otevøené mno¾in y ,

¾e jsou p o dv ou disjunktní a p okrýv a jí sk oro celé M ,

H

k

( M n

[

i

U

0

i

) = 0 :

P otom za v edeme

Z

( M ;�

M

)

! :=

X

i

Z

( U

0

i

;�

M

)

! :
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Lemma 7.6 (k orektnost de�nice) Hodnota inte gr álu nezále¾í na volbì atlasu f ( U

i

; '

i

) g ani

na volbì U

0

i

� U

i

.

Dùkaz. Mìjme druh ý atlas f (

�

U

j

; �'

j

) g a druhou sadu otevøen ýc h p o dmno¾in

�

U

0

j

�

�

U

j

, které jsou

p o dv ou disjunktní a p okrýv a jí H

k

-sk oro celé M . Jestli¾e de�n ujeme

V

ij

:= U

i

\

�

U

j

; '

ij

= '

i

�

�

V

ij

; V

0

ij

:= U

0

i

\

�

U

0

j

;

pak f ( V

ij

; '

ij

) g je tak é atlas a V

0

ij

� V

ij

je tak é vho dná sousta v a p o dmno¾in. Proto¾e f V

0

ij

g

j

je

pro k a¾dé i disjunktním rozkladem U

0

i

, platí p o dle Lemmatu 7.5

Z

( U

0

i

;�

M

)

! =

X

j

Z

( V

ij

;�

M

)

! 8 i;

a tedy souètem pøes i dostaneme

Z

( M ;�

M

)

! =

X

i;j

Z

( V

ij

;�

M

)

! :(7.10)

Na druhou stran u, p okud b yc hom de�no v ali

�

V

ij

:= U

i

\

�

U

j

= V

ij

; �'

ij

= �'

j

�

�

V

ij

;

�

V

0

ij

:=

�

U

0

j

\ U

0

i

;

pak lze (7.10) o dv o dit i pro atlas f (

�

V

ij

; �'

ij

) g a soub or p o dmno¾in

�

V

0

ij

�

�

V

ij

.

T akto de�no v an ý in tegrál v sob ì zahrn uje v¹ec hn y mo¾né de�nice, se kterými se ètenáø dosud

mohl setk at | in tegrály ob jemo v é, plo¹né, køivk o v é, atd. P omo cí tzv. vzorce pro plo c h u b yc hom

mohli za v ést in tegraci i jinak, p omo cí Hausdorfo výc h mìr. K tom u se je¹tì vrátíme. Nìkteré

uv edené pøípady si rozeb ereme dále v tom to o ddíle.

Následující základní v ìta je snadn ým dùsledk em de�nic:

Vìta 7.7 (o substituci) Buïte M a K variety s orientacemi �

M

a �

K

. Ne ch» f : M ! K je

dife omor�smus zachovávající orientaci. Mìjme k -formu ! na K . Pak platí

Z

( K ;�

K

)

! =

Z

( M ;�

M

)

f

#

! :(7.11)

Dùkaz. Dùk az se pro v ede jedno du¹e u¾itím dv o jitého pull-bac ku: jednoho z K na U � R

k

a

druhého z U na M . Je jasné, ¾e pull-bac k p o dle slo¾eného zobrazení je slo¾ením pull-bac kù.

Význam in tegrálu ilustrujeme na pøíkladec h:

Pøíklad 7.3 (køivk o vý in tegrál) Nejjedno du¹¹ím je pøípad køivky (v ariet y dimenze 1) v pro-

storu R

n

, n � 1. Køivk a je dána jak o

� =

�


 ( t )

�

�

t 2 (0 ; 1)

	

;
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kde dv o jice ((0 ; 1) ; 
 ) je parametrizací. Nec h » platí, ¾e j _
 j > 0, teè k a oznaèuje deriv aci dle

parametru t .

Na køiv ce � mìjme de�no v anou 1-form u ! ; ta je tv aru ! =

P

n

i =1

!

j

d x

j

(a v¹ak viz. P o-

známk a 7.2, str. 42). Mù¾eme za v ést køivkový inte gr ál z ! pø es � ob vyklým zp ùsob em

Z

�

! =

Z

1

0

n

X

i =1

!

j

( 
 ( t )) d 


j

( t ) =

Z

1

0

n

X

i =1

!

j

( 
 ( t )) _


j

( t ) dt:(7.12)

Jsme tedy oprá vnìni k výroku, ¾e þ1-forma p o køiv ce se in tegruje samaÿ, neb o lép e, ¾e

in tegrace p o køiv ce je pøirozen ým funk cionálem nad 1-formou. Ho dnota in tegrálu toti¾ nezá visí

na parametrizaci, zá visí v¹ak na orien taci.

Pøíklad 7.4 (p o vrc ho vý in tegrál) Mìjme prostor R

n

a v nìm ( n � 1)-rozmìrnou orien to v a-

nou v arietu � , která je p o vrc hem nìjak ého tìlesa 
 � R

n

. Na � mìjme de�no v anou ( n � 1)-form u

! ; ta tedy bude tv aru

! =

n

X

i =1

!

�

i

d x

�

i

:

Budeme ji v¹ak c hápat jak o funk cionál na teèném prostoru T

x

� pro x 2 � (viz. té¾ P oznámk a 7.2,

str. 42).

Z k apitoly o m ultiv ektorec h víme, ¾e existuje vzá jemnì jednoznaèné pøiøazení mezi orien to v a-

n ými k -rozmìrn ými p o dprostory R

n

a jedno duc h ými jednotk o vými k -v ektory . Proto v lib o v olném

b o dì x 2 � m ù¾eme teèném u prostoru T

x

� pøiøadit jedno duc hé jednotk o v é � = �

1

^ � � � ^ �

n � 1

2

�

n � 1

R

n

. Za v edeme je dnotkový vektor normály , tedy tak o v é � 2 �

1

R

n

, ¾e j � j = 1 a souèasnì

� ^ � = e

1

^ � � � ^ e

n

; � ? �

1

; :::; � ? �

n � 1

:

Mìjme n yní ( U; ' ) jistou mapu � . Zde ' zobrazí U na jisté V � R

n � 1

, oznaèíme  = '

� 1

,

a de�n ujeme in tegrál jak o

Z

U

! =

Z

V

 

#

! :

Zb ýv á tedy vy¹etøit, jak se v tom to pøípadì c ho v á pull-bac k. Dle de�nice to je

 

#

! =

n

X

i =1

( !

�

i

�  ) d  

�

i

;

a kde

d  

�

i

= d  

1

^ � � � ^ d  

i � 1

^ d  

i +1

^ � � � ^ d  

n

:

Pøíklad 7.5 (Gausso v a{Greeno v a v ìta) Z klasic k é analýzy je p o d tím to názv em známa

v ìta, která umo¾ò uje pøev ést plo¹n ý in tegrál z normálo v é slo¾ky nìjak ého v ektoro v ého p ole

pøes hranici nìjak é oblasti na ob jemo vý in tegrál pøes div ergenci onoho p ole:

Z

@ 


~ v � ~ � d H

n � 1

=

Z




div ~ v d H

n

;
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kde ~ � je v ektor jednotk o v é vnìj¹í normály k @ 
.

P okud b yc hom ten to fakt c h tìli zapsat v øeèi diferenciálníc h forem a jejic h in tegrálù, m usíme

~ v reprezen to v at ( n � 1)-formou ! . Proto¾e v k a¾dém b o dì x 2 @ 
 m ù¾e ! ( x ) nab ýv at ho dnot

z T

x

@ 
, co¾ je ( n � 1)-rozmìrn ý p o dprostor R

n

.

Z pøíkladu 7.1 víme, ¾e op erace div ergence ~ v takøk a o dp o vídá op eraci vnìj¹ího diferenci-

álu d ! . Odli¹nost je a¾ na znaménk a, a v¹ak p o v¹imnìme si, ¾e i souèin ! ^ � , kde � je 1-forma,

se li¹í o d ~ v � ~ � pøesnì v e stejn ýc h znaménk ác h. Mù¾eme tedy psát

Z

@ 


! =

Z




d ! :

7.6. Stok eso v a v ìta

Nec h » M je k -rozmìrná p o dv arieta R

N

.

De�nice 7.14 (hladk ost hranice v ariet y) Nec h » 
 � M je otevøená mno¾ina. Øekneme, ¾e

hr anice @ 
 je hladká , jestli¾e pro k a¾dou pøípustnou mapu ( U; ' ) je ' ( U \ @ 
) souvislá hladk á

( k � 1)-rozmìrná p o dv arieta v R

k

.

Je-li 
 otevøená mno¾ina v M s hladk ou hranicí @ 
, pak @ 
 má atlas

f ( U \ @ 
 ; � � ' ) g ;

kde ( U; ' ) je lib o v olná mapa M tak o v á, ¾e ' ( U \ @ 
) je tak o v á ( k � 1)-rozmìrná mno¾ina, kterou

lze p okrýt jedinou map ou s difeomor�smem

� : ' ( U \ @ 
) ! R

k � 1

:(7.13)

Lze snadno uk ázat, ¾e takto za v edená sousta v a map @ 
 tv oøí atlas, tj. ¾e dv ì map y jsou k onzis-

ten tní na prùniku jejic h de�nièníc h ob orù. Na víc, k e k a¾dém u b o du x 2 @ 
 existuje mapa ( U; ' )

tak o v á, ¾e x 2 U . Kdy¾ budeme zmen¹o v at U � U

0

3 x , dosáhneme toho, ¾e ' ( U \ @ 
) bude

p okryto jedinou map ou, neb o» ' ( U

0

\ @ 
) se bude zmen¹o v at k b o du ' ( x ), jak U

0

se smr¹»uje

do x .

Je-li M orien to v aná v arieta s orien tací �

M

, pak orien taci v ariet y @ 
 de�n ujeme následujícím

zp ùsob em: Nec h » ( U; ' ) je mapa M tak o v á, ¾e U \ @ 
 6= ; a ¾e ( ' ( U \ @ 
) ; � ) je mapa ' ( U \ @ 
),

kde � je difeomor�sm us (7.13) . Zøejmì U \ @ 
 je orien to v aná ( k � 1)-rozmìrná v arieta, neb o»

ji lze p okrýt jedinou map ou a je p ouze tøeba vybrat k anonic ky (a k onzisten tnì) jedn u zadanou

orien taci. Nec h » x 2 U . P otom v ok olí b o du ' ( x ) 2 R

k

lze de�no v at funk ci

g ( y ) := � ( y ) dist( y ; ' ( U \ @ 
)) ;

a to tak, ¾e p olo¾íme

� ( y ) :=

8

>

<

>

:

+1 pro y 2 ' ( U \ 
) ;

� 1 pro y 62 ' ( U n ( 
 \ U )) ;

0 pro y 2 ' ( U \ @ 
) :
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Zøejmì g je hladk á funk ce v jistém ok olí b o du x . Orien taci �

U \ @ 


zv olíme tak, ¾e orien tace

d ( g � ' ) ^ �

U \ @ 


se sho duje s orien tací �

M

. Jin ými slo vy to znamená, ¾e oblast 
 le¾í nalev o

o d @ 
.

Nyní m ù¾eme zform ulo v at Stok eso vu v ìtu, která bude mít zásadní význam v teorii tokù

v dal¹í k apitole.

Vìta 7.8 (Stok es) Ne ch» M je k -r ozmìrná podvarieta R

N

s orientací �

M

a ne ch» 
 � M

je otevø ená mno¾ina s hladkou hr anicí @ 
 , kter á má indukovanou orientaci �

@ 


. Ne ch» ! je

( k � 1) -forma na M . Pak

Z

( @ 
 ;�

@ 


)

! =

Z

(
 ;�

M

)

d ! :

Dùkaz. þKrok 1ÿ. Nejprv e pøedp okládejme, ¾e celá 
 le¾í uvnitø de�nièního ob oru nìjak é pøí-

pustné map y ( U; ' ), tedy 
 � � U . P otom p o dle v ìt y o substituci (Vìta 7.7) je

Z

( @ 
 ;�

@ 


)

! =

Z

( ' ( @ 
) ; 

#

�

@ 


)

 

#

! ;

kde  = '

� 1

, a tak é

Z

(
 ;�

M

)

d ! =

Z

( ' (
) ; 

#

�

M

)

 

#

d ! :

Musíme tedy uk ázat, ¾e platí

Z

( ' ( @ 
) ; 

#

�

@ 


)

� =

Z

( ' (
) ; 

#

�

M

)

d �

pro ( k � 1)-form u � :=  

#

! de�no v anou na ' ( U ). T o je v¹ak prá v ì tvrzení Gausso vy{Greeno vy

v ìt y pro oblast ' (
) � R

k

, viz. vý¹e uv eden ý pøíklad. Orien tace  

#

�

M

a  

#

�

@ 


jsou v souhlasu,

co¾ plyne z de�nice orien tace na @ 
. Musíme pro v ìøit, ¾e in tegrál z ( k � 1)-form y � pøes ' ( @ 
) je

ro v en plo¹ném u in tegrálu pøes ' ( @ 
). T oto plyne ze základní v ìt y o plo¹ném in tegrálu uv edené

ní¾e.

þKrok 2ÿ. Uv a¾ujme situaci, kdy máme vzá jemnì disjunktní souvislé oblasti 


i

s p o èástec h

hladk ou hranicí tak o v é, ¾e

(i) 


i

� 
 8 i ;

(ii) pro H

k � 1

-s.v. x 2 @ 
 existuje prá v ì jedno i

1

tak, ¾e x 2 @ 


i

1

, a tedy x 62 @ 


i

pro i6 = i

1

;

(iii) pro H

k � 1

-s.v. x 2

S

i

@ 


i

\ 
 existují prá v ì dv ì i

1

6= i

2

tak, ¾e x 2 @ 


i

1

\ @ 


i

2

, a tedy

x 62 @ 


i

pro i6 = i

1

; i

2

;

(iv) existují map y ( U

i

; '

i

) tak o v é, ¾e U

i

� 


i

8 i .
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Napøed dok á¾eme

X

i

Z

( @ 


i

;�

@ 


i

)

! = 0 :(7.14)

Mìjme i

1

<i

2

tak o v é, ¾e sp oleèné rozhraní je ( k � 1)-rozmìrná v arieta, tj. H

k � 1

( @ 


i

1

\ @ 


i

2

) > 0.

Na tom to sp oleèném rozhraní máme dv ì orien tace, �

@ 


i

1

induk o v anou na @ 


i

1

a �

@ 


i

2

induk o-

v anou na @ 


i

2

. T yto dv ì orien tace jsou na vzá jem opaèné,

�

@ 


i

1

�

�

@ 


i

1

\ @ 


i

2

= � �

@ 


i

2

�

�

@ 


i

1

\ @ 


i

2

:

Proto se tedy in tegrály ! na tìc h to sp oleèn ýc h rozhraníc h vyru¹í, a i v souètu máme

X

i

1

<i

2

�

Z

( @ 


i

1

\ @ 


i

2

;�

@ 


i

1

)

! +

Z

( @ 


i

1

\ @ 


i

2

;�

@ 


i

2

)

!

�

= 0 :

Tím je dok ázáno (7.14) . Mìjme n yní ta 


i

, která pøiléha jí k okra ji 
, tj. @ 


i

\ @ 
 6= ; . T am

jsou orien tace souhlasné:

�

@ 


�

�

@ 


i

\ @ 


= �

@ 


i

�

�

@ 


i

\ @ 


:

Proto¾e tak o výmito @ 


i

je @ 
 p okryto H

k � 1

-sk oro celé, je

X

i

Z

( @ 


i

\ @ 
 ;�

@ 


i

)

! =

Z

( @ 
 ;�

@ 


)

! :

P otom na lev é stranì aplikujeme výsledek Kroku 1 (orien tace na 


i

je stejná jak o na 
),

X

i

Z

(


i

;�

M

)

d ! =

Z

( @ 
 ;�

@ 


)

! ;

a proto¾e 
 je H

k

-sk oro celé p okryto 


i

, dostá v áme tvrzení Stok eso vy v ìt y .

þKrok 3ÿ. Nak onec je tøeba uk ázat, ¾e k e k a¾dé 
 � M s p o èástec h hladk ou @ 
 existuje rozklad

do f 


i

g , který splò uje pøedp oklady (i){(iv) na nìj kladené v Kroku 2. T oto ji¾ pøenec háme

ètenáøi.

Je-li M � R

N

k -rozmìrná v arieta s orien tací �

M

a ! je k -forma na M , pak in tegrál

Z

( M ;�

M

)

!

lze vyjádøit p omo dí Hausdorfo vy míry H

k

na R

N

:

Vìta 7.9 (plo¹n ý in tegrál) Ne ch» M � R

N

je k -r ozmìrná varieta s orientací �

M

a ne ch» !

je k -forma na M . Pr o ka¾dé x 2 M de�nujme

� ( x ) := sgn

�

�

M

� ( v

1

^ � � � ^ v

k

)

�

v

1

^ � � � ^ v

k

j v

1

^ � � � ^ v

k

j

;

kde v

1

; :::; v

k

je báze T

x

M . Potom platí

Z

( M ;�

M

)

! =

Z

M

! ( x ) � � ( x ) d H

k

( x ) :
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Dùsledek 7.10 Spe cielnì pr o M = @ 
 , kde 
 je otevø ená souvislá oblast v R

k

, a pr o ( k � 1) -

formu ! dostaneme

Z

( @ 
 ;�

@ 


)

! =

Z

@ 


! ( x ) � � ( x ) d H

k � 1

( x ) ;

kde � ( x ) = v

1

^ � � � ^ v

k � 1

pr o ( v

1

; :::; v

k � 1

) ortonormální bázi T

x

@ 
 takovou, ¾e ( � ( x ) ; v

1

; :::; v

k � 1

)

je kladnì orientovaná báze v R

k

, kde � ( x ) je vektor vnitøní normály k @ 
 .

P oznámk a 7.3 Je-li báze ( v

1

; :::; v

k � 1

) ortonormální, je j � ( x ) j = 1.
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Kapitola I I I

T oky , grafy a k artézsk á zobrazení

V této k apitole se zamìøíme na studium vlastností funk cionálù nad diferenciálními formami,

které se nazýv a jí toky . P ostupnì budeme zu¾o v at okruh na¹eho zá jm u: nejprv e na tzv. toky s ko-

ne ènou hmotou , p osléze na tzv. r ekti�kovatelné toky , a z nic h je¹tì jen t y , které jsou celoèíselné .

Uk á¾eme, ¾e celo èíseln ý rekti�k o v ateln ý tok o dp o vídá in tegraci pøes jistou rekti�k o v atelnou v a-

rietu, a tak é uk á¾eme, ¾e tøída tìc h to tokù je slabì uzavø ená .

P otom se budeme zab ýv at toky , které vznik a jí jak o grafy zobrazení u : 
 � R

n

! R

N

.

Budeme studo v at vztah mezi hladk ostí u a regularitou aso cio v aného toku G

u

. T ak é se budeme

zab ýv at hranicí grafu G

u

, a o dv o díme p o dmínku tzv. uzavø enosti gr afu , která je v elmi vho dnou

p o dmínk ou pro rozli¹ení elastic kýc h deformací o d deformací neelastic kýc h. Zobrazení, která tuto

p o dmínku budou splòo v at, nazv eme kartézskými a budeme dále zk oumat jejic h vlastnosti. Tím

si pøipra víme p ùdu pro za v edení k onceptu slabých dife omor�smù v pøí¹tí k apitole.

Klasic k á literatura k tom uto tématu (F ederer [5 ]) je èitelná jen v elmi obtí¾nì. Jak o v celku

vho dnou alternativu lze dop oruèit knih u Giaquin ta{Mo dica{Souèek [7], kde se p ostupuje v zá-

sadì stejn ým zp ùsob em.

8. DeRhamo vy toky

P o dobnì jak o distribuce jsou funk cionály nad prostorem hladkýc h funk cí, jsou toky funk ci-

onály nad prostorem hladkýc h diferenciálníc h forem. T ok tedy m ù¾eme c hápat jak o v ektoro v ou

distribuci.

Buï U � R

n

otevøená mno¾ina a nec h » k je celé èíslo, 0 � k � n . D

k

( U ) jsme oznaèili pro-

stor v¹ec h hladkýc h (nek onìènìkrát diferenco v ateln ýc h) k -forem s k ompaktním nosièem. Je-li

( x

1

; :::; x

n

) souøadn ý systém na R

n

, pak k a¾dou k -form u lze rozlo¾it jak o

! =

X

j � j = k

!

�

( x ) d x

�

;

kde � = ( �

1

; :::; �

k

) 2 I ( k ; n ), 1 � �

1

<:::<�

k

� n , je m ultiindex délky j � j = k , kde

d x

�

:= d x

�

1

^ � � � ^ d x

�

k

a kde !

�

2 D ( U ) � D

0

( U ).

55
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Prostor D

k

( U ) je top ologizo v án p o dobnì jak o prostor C

c

( U ) hladkýc h funk cí s k ompaktním

nosièem, tj. k on v ergence !

( i )

! ! nastá v á, prá v ì kdy¾ existuje k ompakt K � U tak o vý , ¾e platí:

(i) Nosièe v¹ec h souøadnic !

( i )

�

jsou obsa¾en y v K :

spt !

( i )

�

� K 8 � 2 I ( k ; n ) ; i =1 ; 2 ; ::: ;

(ii) Souøadnice a v¹ec hn y jejic h deriv ace k on v ergují stejnomìrnì na K :

D

�

!

( i )

�

� D

�

!

�

na K 8 � 2 I ( k ; n ) ; pro k a¾dý m ultiindex � :

De�nice 8.1 (tok) k -r ozmìrný tok v U je sp o jit ý lineární funk cionál na D

k

( U ). Prostor k -

rozmìrn ýc h tokù znaèíme D

k

( U ).

Pro k a¾dý m ultiindex � 2 I ( k ; n ) de�n ujeme komponentu T

�

toku T 2 D

k

( U ) vzhledem k e

standardní bázi ( e

1

; :::; e

n

) v R

n

p omo cí

T

�

( ' ) := T ( ' d x

�

) 8 ' 2 D ( U ) :

Lze tak é psát

T =

X

j � j = k

T

�

e

�

;

kde e

�

je bazic ký m ultik o v ektor. Proto platí

T ( ! ) =

X

j � j = k

T

�

!

�

8 ! =

X

j � j = k

!

�

d x

�

:

Pøirozen ým zp ùsob em de�n ujeme slab ou k on v ergenci:

De�nice 8.2 (slabá k on v ergence tokù) Nec h » T

h

; T 2 D

k

( U ). Øekneme, ¾e T

h

* T prá v ì

kdy¾

T

h

( ! ) ! T ( ! ) 8 ! 2 D

k

( U ) :

První a hla vní vlastnost, kterou se toky o dli¹ují o d v ektoro výc h distribucí, je p o jem hr anice

toku. Op erátor hranice @ je duální k op erátoru vnìj¹ího diferenciálu:

De�nice 8.3 (hranice toku) Buï T 2 D

k

( U ). Hr anice @ T je de�no v ána jak o ( k � 1)-rozmìrn ý

tok

@ T ( � ) := T ( d � ) 8 � 2 D

k � 1

( U ) :

Pro T 2 D

0

( U ) klademe @ T = 0.

P oznámk a 8.1 Zøejmì z d

2

= 0 plyne @

2

= 0. T edy hranice toku ji¾ sama má jen n ulo v ou

hranici.
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Uk azuje se, ¾e op erátor hranice

@ : D

k

( U ) ! D

k � 1

( U )

zob ecò uje souèasnì dv a (zdánliv ì) rùzné p o jm y:

� Deriv ace funk ce | @ T je zob ecnìním p o jm u gradien tu D u z teorie distribucí;

� Hranice (okra j) v ariet y | je-li tok T aso cio v án

1

s k -rozmìrnou p o dv arietou M , pak

tok @ T je aso cio v án s jejím okra jem @ M a de�nice @ T ( � ) = T ( d � ) pak plyne ze Stok eso vy

v ìt y

R

@ M

� =

R

M

d � .

T oky ma jí pøím ý vztah k teorii k ohomologií a homologií; proto je nìkdy teorie tzv. normálníc h

(neb o plo c h ýc h, viz. ní¾e) tokù nazýv ána homologic k ou teorií in tegrace.

Nosiè toku je de�no v án stejnì jak o pro distribuce:

De�nice 8.4 (nosiè toku) Buï T 2 D

k

( U ). De�n ujeme

spt T :=

\

�

C � U

�

�

�

�

C je relativnì uza vøená v U ,

T ( ! ) = 0 8 ! 2 D

k

( U n C )

�

:

8.1. T oky s k oneènou hmotou

Zvlá¹tní p o dtøídou jsou toky , které lze reprezen to v at in tegrací. Jsou to toky , jejic h¾ k a¾dá

k omp onen ta je mírou, nik oliv ob ecnou distribucí.

De�nice 8.5 (hmota toku) Je-li T 2 D

k

( U ) a V � U otevøená mno¾ina, de�n ujeme hmotu

T ve V jak o

M

V

( T ) := sup

n

T ( ! )

�

�

�

! 2 D

k

( V ) ; spt ! � V ; j ! ( x ) j � 1 8 x 2 V

o

:

Nìkdy budeme psát zkrácenì

M ( T ) := M

U

( T )

a

j ! j � 1 : �

h

j ! ( x ) j � 1 8 x 2 U

i

:

Zde j � j oznaèuje eukleido vsk ou norm u k -k o v ektoru � = ! ( x ), tj.

j � j =

�

X

j � j = k

j �

�

j

2

�

1 = 2

:

1

V jak ém sm yslu lze tok aso cio v at s v arietou, bude uk ázáno dále.
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T oky , jejic h¾ hmota je k oneèná, jsou tedy k -v ektoro v é míry . Oznaèíme

M

k

( U ) :=

n

T 2 D

k

( U )

�

�

�

M ( T ) < 1

o

M

k ; lo c

( U ) :=

n

T 2 D

k

( U )

�

�

�

M

V

( T ) < 1 ; 8 V � � U; V otevøená

o

kde V � � U znamená V � U , jak o ob vykle.

De�nice 8.6 (totální v ariace toku) Nec h » T 2 D

k

( U ). Nezáp ornou Radono vu míru k T k da-

nou pøedpisem

Z

' d k T k := sup

�

T ( ! )

�

�

j ! ( x ) j � ' ( x ) 8 x 2 U

	

pro ' 2 C ( U ), ' � 0

nazv eme totální variací toku T .

Zøejmì platí

M

V

( k T k ) = k T k ( V ) = M

V

( T ) pro T 2 M

k ; lo c

( U ), V � � U ;(8.1)

M ( k T k ) = k T k ( U ) = M ( T ) pro T 2 M

k

( U ) :(8.2)

Vìta 8.1 (Riesz, o reprezen taci pro M

k

) Ne ch» T 2 M

k ; lo c

( U ) a k T k je R adonova mír a z

pø e dchozí de�nice. Pak existuje je diné k T k -mìøitelné zobr azení

~

T : U ! �

k

R

n

takové, ¾e

�

�

�

~

T ( x )

�

�

�

= 1 pr o k T k -s.v. x 2 U ;(8.3)

T ( ! ) =

Z

U

~

T � ! d k T k pr o ! 2 D

k

( U ) :(8.4)

Dále platí, ¾e

~

T je R adonova-Nikodymova derivace T pod le k T k :

~

T =

d T

d k T k

:

V komponentách T =

P

j � j = k

T

�

e

�

,

~

T =

P

j � j = k

~

T

�

e

�

máme

~

T

�

=

d T

�

d k T k

&

X

j � j = k

�

�

�

~

T

�

�

�

�

2

= 1 ; k T k -s.v. v U :

Naopak, jestli¾e máme (nezápornou) R adonovu míru � na U a funkci f 2 L

1

lo c

( U; � ; �

k

R

n

) ,

pak tok T = � x f , te dy de�novaný vztahem

T ( ! ) :=

Z

f � ! d �;

le¾í v M

k ; lo c

( U ) a platí

k T k = � x j f j &

~

T =

f

k f k

� -s.v. v U

(Mno¾ina

�

x

�

�

f ( x ) = 0

	

má nulovou k T k -míru.)
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Vìta 8.2 (p olosp o jitost hmot y) Buïte T

j

; T 2 D

k

( U ) . Je-li T

j

* T , pak pr o ka¾dou otevø e-

nou mno¾inu V � U platí

M

V

( T ) � lim inf

j !1

M

V

( T

j

) :(8.5)

Dùkaz. Nec h » ! 2 D

k

( U ), j ! j � 1, spt ! � V . P ak

T ( ! ) = lim

j !1

T

j

( ! ) = lim inf

j !1

T

j

( ! ) � lim inf

j !1

M

V

( T

j

) :

V ezmeme-li tedy suprem um pøes v¹ec hn y vý¹e uv edené form y ! , dostá v áme ký¾enou nero v-

nost (8.5) .

Z Vìt y 5.19 na stránce 31 o slab é k ompaktnosti v ektoro výc h mìr ihned plyne následující

tvrzení:

Vìta 8.3 (k ompaktnost M

k ; lo c

) Ne ch» f T

j

g � M

k ; lo c

( U ) je lokálnì stejnì omezená posloup-

nost tokù, tj. splòující

sup

j

M

V

( T

j

) < 1 8 V � � U otevø enou :

Pak existuje podposloupnost

�

T

j

0

	

� f T

j

g a prvek T 2 M

k ; lo c

( U ) tak, ¾e T

j

0

* T .

Vztah (8.4) lze roz¹íøit na v¹ec hn y form y ! s omezen ými b orelo vskými k o e�cien t y (oznaèo-

v ané B

b

( U )):

B

k

b

( U ) :=

�

! =

X

j � j = k

!

�

d x

�

�

�

!

�

2 B

b

( U ) 8 � 2 I ( k ; n )

	

:

In tegrál v (8.4) má sm ysl: k T k je Radono v a míra, v dùsledku èeho¾ b orelo vsk é funk ce jsou

k T k -mìøitelné. Máme tedy

~

T 2 L

1

( U; k T k ; �

k

R

n

) ;

! 2 L

1

( U; k T k ; �

k

R

n

) :

Pro toky s k oneènou hmotou tedy m ù¾eme de�no v at zú¾ení na b orelo vsk ou mno¾in u:

De�nice 8.7 (zú¾ení toku) Nec h » T 2 M

k

( U ) a A � U je b orelo vsk á mno¾ina. P ak T x A je

tok s k oneènou hmotou de�no v an ý vztahem

( T x A )( ! ) :=

Z

A

~

T � ! d k T k :(8.6)

Pro omezenou b orelo vsk ou funk ci f 2 B

b

( U ) p olo¾íme

( T x f )( ! ) :=

Z

~

T � ! f d k T k :(8.7)

(Znaèení je k onzisten tní, neb o» T x A = T x �

A

.)
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P oznámk a 8.2 (zú¾ení a slabá k on v ergence) Je tøeba zac ho v at jistou opatrnost v e vztah u

slab é k on v ergence a zú¾ení. Z T

j

* T ob ecnì neplyne T

j

x A * T x A . Situace je p o dobná slab é

k on v ergenci funk cí: P okud f

k

* f v L

1

jak o míry , je¹tì to neznamená, ¾e b y f

k

x A * f x A pro

k a¾dou A b orelo vsk ou. Znám ý protipøíklad je následující: f

k

= k

�

�

(0 ;

1

k

)

� �

( �

1

k

; 0)

�

2 L

1

( � 1 ; 1).

Jak o míry f

k

* 0, ale pro A = (0 ; 1) máme f

k

x A * �

0

6= 0.

De�nice 8.8 (normální toky) Tøída normálních tokù se za v ádí takto:

N

k

( U ) :=

�

T 2 D

k

( U )

�

�

M ( T ) + M ( @ T ) < 1

	

;

neb oli

N

k

( U ) :=

�

T 2 M

k

( U )

�

�

@ T 2 M

k � 1

( U )

	

:

P o dobnì se za v edou lok álnì normální toky:

N

k ; lo c

( U ) :=

�

T 2 M

k ; lo c

( U )

�

�

@ T 2 M

k � 1 ; lo c

( U )

	

:

Nìkdy se za v ádí norma

N

V

( T ) := M

V

( T ) + M

V

( @ T ) pro otevøené V � � U .

P o dobnì jak o pro toky s k oneènou hmotou, i v p o dtøídì normálo výc h tokù máme slab ou

k ompaktnost a slab ou p olosp o jitost norm y N

V

. Tím, ¾e u normálního toku k on trolujeme i hmotu

hranice, dostá v áme tok p o dstatnì regulárnìj¹í. Je to p o dobn ý rozdíl jak o mezi prostory L

p

a W

1 ;p

,

neb o» u W

1 ;p

k on trolujeme norm u gradien tu. Pøesnìj¹í analogie pøiro vná v á hmot y s k oneènou

tok ou k mírám, zatímco normální toky k funk cím s k oneènou v ariací, viz. ní¾e.

Význaènou vlastností normálníc h tokù je, ¾e se nemohou soustøeïo v at na malýc h mno¾inác h.

De�nice 8.9 (mno¾ina soustøedìní toku) Nec h » T 2 M

k

( U ) a A � U je b orelo vsk á mno-

¾ina. Øekneme, ¾e T je soustø e dìný na A , jestli¾e T = T x A . (Ekviv alen tnì, T x ( U n A ) = 0.)

P oznámk a 8.3 (nosiè vs. soustøedìní) Mezi nosièem toku a soustøedìním toku je rozdíl.

Nosiè je de�no v án pro lib o v oln ý tok, soustøedìní m ù¾eme de�no v at p ouze pro toky s k oneènou

hmotou. T ok s k oneènou hmotou se na víc m ù¾e soustøedit na mnohem men¹íc h mno¾inác h, ne¾

je nosiè. Nosiè je mno¾ina uza vøená, zatímco mno¾ina soustøedìní je ob ecnì b orelo vsk á.

T ypic ký pøíklad je následující 0-rozmìrn ý tok: Nec h » a

j

2 (

1

3

;

2

3

) tv oøí p osloupnost b o dù

h ustou v (

1

3

;

2

3

). P ak tok

T =

1

X

j =1

2

� j

�

a

j

2 M

0

(0 ; 1)

a máme spt T = [

1

3

;

2

3

], zatímco T je soustøedìn ý na b orelo vsk é mno¾inì

�

a

j

�

�

j =1 ; 2 ; :::

	

. Je

�

a

j

	

$ [

1

3

;

2

3

], ale

�

a

j

	

= [

1

3

;

2

3

],
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Vìta 8.4 (soustøedìní normálního toku) Ne ch» T 2 N

k ; lo c

( U ) a mìjme pr o ka¾dý multiin-

dex � 2 I ( k ; n ) pr ojekci

p

�

: ( x

1

; :::; x

n

) 2 R

n

7! ( x

�

1

; :::; x

�

k

) 2 R

k

:

Jestli¾e E � U je uzavø ená mno¾ina, kter á je k -r ozmìrnì malá (v tom smyslu, ¾e má malé

pr ojekce),

H

k

( p

�

( E )) = 0 8 � 2 I ( k ; n ) ;

pak k T k ( E ) = 0 , tj. T x E = 0 .

Dùsledek 8.5 (normální tok se nesoustøeïuje) Normální tok se nesoustø e ïuje na mno¾i-

nách nulové míry, nebo» H

k

( E ) = 0 implikuje H

k

( p

�

( E )) = 0 .

Dùle¾itou tøídu tv oøí n -rozmìrné toky v U � R

n

. n -form y na U lze vyjádøit jak o

D

n

( U ) =

�

b d x

1

^ � � � ^ d x

n

�

�

b 2 D ( U )

	

a tedy lib o v olném u n -rozmìrném u toku T 2 D

n

( U ) je pøiøazena distribuce

~

T : b 2 D ( U ) 7! T ( b d x

1

^ � � � ^ d x

n

) :

Naopak, k a¾dé distribuci

~

S 2 D

0

( U ) je pøiøazen tok S 2 D

n

( U ) p omo cí

S ( b d x

1

^ � � � ^ d x

n

) =

~

S ( b ) ; b 2 D ( U ) :

Sp ecielnì pro k a¾dou funk ci u 2 L

1

lo c

( U ) máme o dp o vída jící tok T

u

2 D

n

( U ),

T

u

( b d x

1

^ � � � ^ d x

n

) =

Z

U

b u d x:

Zde zøejmì M

V

( T

u

) =

R

V

j u j d x .

Pro pøípad T = T

u

n yní vyp o èteme explicitnì hranici toku @ T . Ka¾dou ! 2 D

n � 1

( U ) lze

psát v e formì

! =

n

X

j =1

a

j

( x ) ( � 1)

j � 1

d

d x

j

; a

j

2 D ( U ) ;

kde

d

d x

j

= d x

1

^ � � � ^ d x

j � 1

^ d x

j +1

^ � � � ^ d x

n

Platí

d ! =

n

X

i;j =1

@ a

j

@ x

i

( � 1)

j � 1

d x

i

^

d

d x

j

=

n

X

i =1

@ a

i

@ x

i

d x = div a d x;

kde a = ( a

1

; :::; a

n

) a d x = d x

1

^ � � � ^ d x

n

. Odtud dostaneme

@ T ( ! ) = T

u

( d ! ) = T

u

(div a d x ) =

Z

U

u div a d x:
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Prostor BV-funkcí (funk cí s omezenou v ariací, angl. bounde d variation functions ) je de�-

no v án jak o prostor tìc h funk cí u 2 L

1

( U ), jejic h¾ distributivní deriv ace jsou Radono vy míry

s k oneènou hmotou. Ekviv alen tnì

u 2 BV ( U ) : � sup

n

Z

u div a d x

�

�

�

a 2 D

n � 1

( U ) ; j a ( x ) j := (

P

n

i =1

j a

i

( x ) j

2

)

1 = 2

� 1

o

< 1 :

Zøejmì T

u

2 N

n

( U ) pro u 2 BV ( U ) a platí, ¾e M ( @ T

u

) = sup

�R

u div a d x

�

�

j a j � 1

	

< 1 .

Naopak, k a¾dý n -rozmìrn ý normální tok T 2 N

n

( U ) lze vyjádøit jak o T = T

u

pro nìkterou

u 2 BV ( U ). Je-li @ T = 0 pro n -rozmìrn ý normální tok T = T

u

= N

n

( U ), pak zøejmì D u = 0 v e

sm yslu distribucí a tedy u je k onstan tní. Ob ecnì platí

Vìta 8.6 (o k onstan tì) Ne ch» U je souvislá otevø ená mno¾ina v R

n

a ne ch» T 2 D

n

( U ) spl-

òuje @ T = 0 . Pak existuje èíslo r 2 R takové, ¾e T je r -násobek inte gr ace pø es u , tj. T = r

� �

U

� �

,

kde

� �

U

� �

je n -r ozmìrný tok de�novaný jako

� �

U

� �

( b d x ) :=

Z

U

b d x;

neboli

� �

U

� �

= L

n

x �

U

e

1

^ � � � ^ e

n

;

kde L

n

je L ebesguova mír a na R

n

a �

U

je char akteristická funkce U .

Jak o p oslední v tom to o ddílu za v edeme transformace tokù. Jestli¾e U; V � R

n

jsou dv ì

otevøené mno¾in y a f : U ! V je C

1

-zobrazení, pak je zøejmé, ¾e pull-bac k k -forem

f

#

: D

k

( V ) ! D

k

( U )

indukuje duální zobrazení

f

#

: D

k

( U ) ! D

k

( V )

de�no v ané vztahem

( f

#

T )( ! ) := T ( f

#

! ) pro ! 2 D

k

( V ) :

K tom u je v¹ak n utné, ab y form y f

#

! mìly k ompaktní nosiè pro k a¾dé ! 2 D

k

( V ). P ostaèující

p o dmínk ou je, ab y zobrazení f b ylo vlastní:

De�nice 8.10 (vlastní zobrazení) Øekneme, ¾e sp o jité zobrazení f : U ! V je vlastní (angl.

pr oper ), prá v ì kdy¾ pro k a¾dý k ompakt K � V je mno¾ina f

� 1

( K ) k ompaktní v U .

Nám bude staèit, ab y f b ylo vlastní na spt T . Shrn uto tedy:

De�nice 8.11 (push-forw ard) Nec h » T 2 D

k

( U ) a f : U ! V je C

1

-zobrazení tak o v é, ¾e

f

�

�

spt T

je vlastní. T ok f

#

T 2 D

k

( U ) je de�no v án vztahem

f

#

T ( ! ) := T ( � f

#

! ) pro ! 2 D

k

( V ) ;

kde funk ce � 2 D ( U ) je ro vna 1 na nìkterém ok olí k ompaktu spt T \ spt f

#

! � � U .



8.1. T oky s k oneènou hmotou 63

Vìta 8.7 (vlastnosti f

#

) Za vý¹e uve dených okolností platí:

(i) De�nice f

#

T nezávisí na volbì � .

(ii) @ f

#

= f

#

@ .

(iii) spt f

#

T � f (spt T ) .

(iv) ( g � f )

#

= g

#

� f

#

pøi g : V ! W � R

n

.

(v) Je-li T 2 M

k

( U ) , pak T ( ! ) je de�nováno pr o formy ! 2 B

k

b

( U ) s omezenými bor elovskými

koe�cienty a te dy pr o libovolné f 2 C

1

( U ; V ) lze polo¾it

f

#

T ( ! ) := T ( f

#

! ) ;

nebo» ! 2 B

k

b

( V ) , f 2 C

1

( U ; V ) implikuje f

#

! 2 B

k

b

( U ) .

Dùkaz. þ(i)ÿ. P okud �

1

; �

2

splò ují p o dmínky kladené na � , máme spt( �

1

� �

2

) \

�

spt T \ spt f

#

!

�

=

; , a tedy T ( �

1

f

#

! � �

2

f

#

! ) = 0.

þ(ii)ÿ. @ f

#

T ( ! ) = f

#

T ( d ! ) = T ( f

#

d ! ) = T ( d f

#

! ) = @ T ( f

#

! ) = f

#

@ T ( ! ) ; neb o» f

#

d =

d f

#

.

þ(iii)ÿ. Z de�nice.

þ(iv)ÿ. Neb o» ( g � f )

#

= f

#

� g

#

.

þ(v)ÿ. Staèí se pøesv ìdèit, ¾e ! 2 B

k

b

( V ), f 2 C

1

( U ; V ) implikuje f

#

! 2 B

k

b

( U ): Je-li ! =

P

j � j = k

!

�

( y ) d y

�

, pak

f

#

! =

X

j � j = k

!

�

( f ( x )) d f

�

1

( x ) ^ � � � ^ d f

�

k

( x ) :

Zde d f

�

i

jsou sp o jité, tak¾e i f

#

! je b orelo vsk á forma.

Bez dùk azu uv edeme výsledek, který umo¾ò uje de�no v at tok f

#

T tak é pro zobrazení f , která

jsou p ouze lipsc hitzo vsk á. K tom u p otøebujeme za v ést p o jem r e gularizátoru .

De�nice 8.12 (regularizátor) � 2 D ( R

n

) nazv eme standar dním symetrickým r e gularizáto-

r em , kdy¾

(i) � � 0,

(ii) spt � �

�

x 2 R

n

�

�

j x j � 1

	

,

(iii)

R

� d x = 1,

(iv) � ( � x ) = � ( x ).
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P olo¾íme

�

�

( x ) := �

� n

� ( �

� 1

x ) pro � > 0

a pro lib o v olné f 2 D

0

( R

n

) de�n ujeme r e gularizaci , neb oli zhlazení (angl. mol li�cation ) f

�

:=

f � �

�

, tj.

f

�

( x ) :=

Z

R

n

f ( y ) �

�

( x � y ) d y :

De�nice 8.13 ( f

#

pro f 2 C

0 ; 1

) Nec h » T 2 N

k ; lo c

( U ), f 2 C

0 ; 1

( U ; V ) a f

�

�

spt T

je vlastní. P ak

p olo¾íme

f

#

T ( ! ) := lim

� ! 0+

f

�

#

T ( ! ) pro ! 2 D

n

( V ) ;

tj. f

#

T je slabá limita tokù f

�

#

T de�no v an ýc h vý¹e.

Vìta 8.8 (vlastnosti f

#

pro f 2 C

0 ; 1

) Ne ch» T 2 N

k ; lo c

( U ) , f : U ! V je lipschitzovská a

f

�

�

spt T

je vlastní. Pak

(i) Limita v de�nici f

#

T existuje a nezávisí na volbì r e gularizátoru � .

(ii) Pr o f 2 C

1

splývá f

#

T s de�nicí uve denou vý¹e.

(iii) M

W

( f

#

T ) �

�

sup

f

� 1

( W )

j D f j

�

M

f

� 1

( W )

( T ) pr o ka¾dé W � � V .

(iv) f

#

@ T = @ f

#

T .

Dùk az je zalo¾en na tzv. form uli o homotopii tokù a lze jej nalézt v knize F ederera [5 ] neb o

v knize Simona [15 ].

8.2. Celo èíselné rekti�k o v atelné toky

Vzorem rekti�k o v ateln ýc h tokù jsou toky , které jsou aso cio v án y s hladkými p o dv arietami.

V jistém sm yslu (p o drobnì sp eci�k o v aném ní¾e) lze øíci, ¾e tøída rekti�k o v ateln ýc h tokù je

slab ým uzá v ìrem tokù aso cio v an ýc h s p o dv arietami. Odtud je jasné, ¾e rekti�k o v atelné toky

tv oøí základní aparát pro teorii minimálníc h plo c h. A v¹ak tato tøída tokù tv oøí základní aparát

dok once pro lib o v olnou v ariaèní úloh u pro (v ektoro v á) zobrazení, co¾ c hceme uk ázat v celýc h

tìc h to skriptec h, a sice na pøípadu k oneèné pru¾nosti.

T ok aso cio v an ý s orien to v anou p o dv arietou M se oznaèuje

� �

M

� �

a je de�no v án z p ozice

diferenciální geometrie jak o zcela fundamen tální p o jem in tegrace form y pøes v arietu.

De�nice 8.14 (tok nesen ý v arietou) Nec h » U � R

n

je otevøená mno¾ina a nec h » M � U je

k -rozmìrná orien to v aná p o dv arieta v U . T ok

� �

M

� �

2 D

k

( U ) je de�no v án jak o

� �

M

� �

( ! ) :=

Z

M

! pro ! 2 D

k

( U ) :

� �

M

� �

se nìkdy nazýv á tok nesený varietou M .
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Vìta 8.9 (vzorec pro

� �

M

� �

) Ne ch» T

x

M je te èný pr ostor k M v bodì x 2 M a ne ch» � ( x )

je orientující k -vektor �

T

x

M

asociovaný s podpr ostor em T

x

M , (viz. oddíl 6.5). Je-li ( v

1

; :::; v

k

)

orientovaná ortonormální báze pr ostoru T

x

M , pak � ( x ) = v

1

^ � � � ^ v

k

2 �

k

R

n

: T ok

� �

M

� �

lze

ekvivalentnì vyjádøit jako

� �

M

� �

( ! ) =

Z

M

� ( x ) � ! ( x ) d H

k

x:

Vý¹e uv edenou de�nici

� �

M

� �

b yc hom c h tìli roz¹íøit na ob ecnìj¹í pøípad. Proto za v edeme

De�nice 8.15 ( � ( M ; � ; � ) ) Nec h » k je celé èíslo, 0 � k � n . Mìjme

(i) H

k

-mìøitelnou mno¾in u M � U , pro ni¾ H

k

( M ) < 1 ;

(ii) H

k

-mìøitelnou k -v ektoro v ou funk ci � : M ! �

k

R

n

splò ující j � ( x ) j = 1 pro H

k

-s.v. x 2 M ;

(iii) H

k

-in tegro v atelnou nezáp ornou funk ci � 2 L

1

( M ; H

k

x M ; [0 ; 1 ]).

P ak tok T = � ( M ; � ; � ) de�n ujeme pøedpisem

T ( ! ) :=

Z

M

� ( x ) � ! ( x ) � ( x ) d H

k

x pro ! 2 D

k

( U ).

Zkrácenì lze psát T = � � � H

k

x M .

Omezení se na nezáp orná � není pøíli¹ p o dstatné, jde jen o jistou þnormalizaciÿ tv aru T =

� ( M ; � ; � ). Bez této p o dmínky b yc hom mohli za v ést �

0

= � sgn � = j � j � 0 a �

0

= � sgn � a p otom

� ( M ; � ; � ) = � ( M ; �

0

; �

0

). S p o dmínk ou � � 0 je vyjádøení � ( M ; � ; � ) jednoznaèné.

Vìta 8.10 (vlastnosti � ( M ; � ; � ) ) Pr o T = � ( M ; � ; � ) platí

(i) k T k = � H

k

x M ;

(ii)

~

T = � ;

(iii) M ( T ) = k T k ( U ) =

R

M

� d H

k

< 1 .

Naopak, je-li T = k T k x

~

T 2 M

k

( U ) takové, ¾e existuje H

k

-mìøitelná mno¾ina M , H

k

( M ) <

1 , a mír a k T k je absolutnì spojitá vùèi H

k

x M , pak T = � ( M ; � ; � ) , kde

(iv) � =

d k T k

d H

k

x M

;

(v) � =

~

T .

Navíc platí, ¾e pokud � ( M

1

; �

1

; �

1

) = � ( M

2

; �

2

; �

2

) s �

1

> 0 H

k

-s.v. na M

1

a �

2

> 0 H

k

-

s.v. na M

2

, pak

(vi) H

k

�

( M

1

[ M

2

) n ( M

1

\ M

2

)

�

= 0 , tj. mno¾iny M

1

a M

2

se li¹í o mno¾inu k -r ozmìrné míry

0;

(vii) �

1

= �

2

H

k

-s.v. na M

1

\ M

2

;
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(viii) �

1

= �

2

H

k

-s.v. na M

1

\ M

2

.

Tj. T ur èuje M , � a � je dnoznaènì.

Dùkaz. þ(i)ÿ. plyne ze vztah u

k T k ( V ) = sup

n

Z

� � ! � d H

k

x M

�

�

�

spt ! � V ; j ! j � 1

o

=

Z

V

� d H

k

x M = ( � H

k

x M )( V )

pro V � U . Proto¾e jak k T k , tak i � H

k

x M jsou Radono vy míry , splynou k T k a � H

k

x M nejen

na otevøen ýc h, ale na v¹ec h b orelo vskýc h mno¾inác h.

þ(ii)ÿ. Ze vztah u

Z

� � ! � d H

k

x M =

Z

~

T � ! d k T k = T ( ! )

máme, ¾e

� =

d T

d ( � H

k

x M )

;

~

T =

d T

d k T k

a z (i) dostaneme (ii).

þ(iii)ÿ. Plyne z (i).

þ(iv){(v)ÿ. Nec h » T = k T k x

~

T a za v eïme funk ci � : M ! [0 ; 1 ) vztahem

� =

d k T k

d H

k

x M

a dále � =

~

T . P ak

T ( ! ) =

Z

~

T � ! d k T k =

Z

� � ! � d H

k

x M

a tedy T = � ( M ; � ; � ).

þ(vi){(viii)ÿ. Z

Z

�

1

� ! �

1

d H

k

x M

1

=

Z

�

2

� ! �

2

d H

k

x M

2

=

Z

~

T � ! d k T k

dostaneme p omo cí (i) a (ii), ¾e �

1

= �

2

=

~

T k T k -s.v. a k T k = �

1

H

k

x M

1

= �

2

H

k

x M

2

. Proto¾e

�

i

> 0 H

k

-s.v. na M

i

, i =1 ; 2, je

H

k

x M

1

< < k T k � H

k

x M

2

;

o dkud ji¾ n utnì H

k

( M

1

n M

2

) = 0. Stejn ým zp ùsob em se dok á¾e H

k

( M

2

n M

1

) = 0. P ak (vii){(viii)

ji¾ snadno plynou z (iv){(v).

Mno¾in u M (pøi � > 0 H

k

-s.v. na M ) lze c hápat jak o mno¾in u, na které je tok T = � ( M ; � ; � )

soustøedìn.
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0

1/j

1

1 2

Obrázek 8.1: K pøíkladu 8.1

De�nice 8.16 (mno¾ina toku) Je-li T = � ( M ; � ; � ), pak za v edeme

set( T ) :=

�

x 2 M

�

�

� ( x ) > 0

	

:

T ato mno¾ina je pøirozenì urèena s pøesností na mno¾in u k -rozmìrné míry n ula. Ab y tok

� ( M ; � ; � ) zob ecòo v al rozumnì pøípad T =

� �

M

� �

(kde � ( x ) = �

T

x

M

a � = 1), m usí b ýt splnìn y

následující do dateèné pøedp oklady , které nejprv e zhruba nastíníme a p o drobnìji je rozeb ereme

a¾ v dal¹ím textu.

(a) Mno¾ina M s H

k

( M ) < 1 b y mìla mít alesp oò zob ecnìn ý (slab ý) teèn ý prostor |

tzv. apr oximativní te èný pr ostor ap T

x

M pro H

k

-s.v. x 2 M . T ak o v éto mno¾in y se nazýv a jí

r ekti�kovatelné .

(b) � ( x ) b y nemìl b ýt lib o v oln ý , ale mìl b y b ýt v ázán na vý¹e zmínìn ý apro ximativní teèn ý

prostor ap T

x

M , a to tím zp ùsob em, ¾e � ( x ) je (a¾ na znaménk o) jednotk o vým jedno du-

c h ým k -v ektorem orien tujícím ap T

x

M , op ìt pro H

k

-s.v. x 2 M .

(c) V pøípadì T =

� �

M

� �

je m ultiplicita � = 1. V ob ecnìj¹íc h situacíc h pak slab ými limitami

dostaneme � celo èíselné (viz. pøíklad ní¾e). A v¹ak to, ¾e � nevyb o èí z celo èíseln ýc h ho dnot,

je jednou z p o dstatn ýc h vlastností. P oznamenejme je¹tì, ¾e b ez újm y na ob ecnosti m ù¾eme

p o¾ado v at � � 0, neb o» � je dáno a¾ na znaménk o.

Pøíklad 8.1 (slabá limita celo èíselného toku) Nec h » T

( j )

=

� �

M

( j )

� �

, kde M

( j )

� R

2

je

de�no v áno jak o

M

( j )

=

�

� � !

(0 ; 2) � f 0 g

�

[

�

f 2 g �

� � !

(0 ; 1)

�

[

�

 � �

(0 ; 2) � f 1 g

�

[

�

f 0 g �

 � � �

(

1

j

; 1)

�

[

�

� � !

(0 ; 1) � f

1

j

g

�

s naznaèenou orien tací | viz. obrázek 8.1. Slab ou limitou této p osloupnosti tokù T

( j )

(pro

j ! 1 ) bude zøejmì tok T = � ( M ; � ; � ), kde

M = M

1

[ M

2

[ M

3

[ M

4

;

M

1

= (0 ; 2) � f 0 g M

2

= f 2 g � (0 ; 1)

M

3

= (0 ; 2) � f 1 g M

4

= f 0 g � (0 ; 1)
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a

� =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

e

1

na M

1

e

2

na M

2

� e

1

na M

3

� e

2

na M

4

a � =

(

1 na

�

(1 ; 2) � f 0 g

�

[ M

2

[ M

3

[ M

4

2 na

�

(0 ; 1) � f 0 g

�

Nejprv e zade�n ujeme apro ximativní teèn ý prostor. Nec h » M � R

n

je H

k

-mìøitelná mno¾ina,

H

k

( M ) < 1 . Pøípad H

k

( M ) = 0 je triviální a budeme tedy pøedp okládat, ¾e H

k

( M ) > 0.

Pro x 2 R

n

a �> 0 oznaèíme

�

x;�

: y 7!

1

�

( y � x ) ;

známé þblo w-upÿ zobrazení.

De�nice 8.17 (apro ximativní teèn ý prostor v ariet y) Nec h » P je k -rozmìrn ý p o dprostor

prostoru R

n

. Øekneme, ¾e P je apro ximativní teèn ý prostor k M v b o dì x 2 R

n

, P = ap T

x

M ,

jestli¾e

lim

� ! 0+

Z

�

x;�

( M )

f ( y ) d H

k

( y ) =

Z

P

f ( y ) d H

k

( y ) 8 f 2 C

c

( R

n

) :

Jin ými slo vy ,

H

k

x �

x;�

( M ) * H

k

x P jak o míry :

T edy pøirozená ob jemo v á míra na þnaro vnanémÿ k ousku M slab ì k on v erguje k þlimitníÿ míøe

H

k

x P .

De�nice 8.18 (rekti�k o v atelná mno¾ina) Øekneme, ¾e H

k

-mìøitelná mno¾ina M , pro kte-

rou H

k

( M ) < 1 , je k -r ekti�kovatelná , prá v ì kdy¾ ap T

x

M existuje pro H

k

-sk oro v¹ec hna x 2 M .

Vìta 8.11 (c harakterizace rektif. mno¾in) Násle dující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) M je k -r ekti�kovatelná;

(ii) 9 N

0

� R

n

; H

k

( N

0

) = 0 a 9 k -r ozmìrné variety N

1

; N

2

; � � � � R

n

takové, ¾e

M � N

0

[

1

[

j =1

N

j

;

te dy ¾e H

k

-skor o celou M lze pokrýt spoèetným systémem k -podvariet.

(iii) 9 A

0

� R

n

; H

k

( A

0

) = 0 a 9 A

j

� R

k

, j =1 ; 2 ; ::: , a existují lipschitzovská zobr azení f

j

:

A

j

! R

n

taková, ¾e

M � A

0

[

1

[

j =1

f

j

( A

j

) :

Tj., H

k

-skor o celé M lze pokrýt spoèetným systémem lipschitzovských obr azù r e gulárních

k -r ozmìrných kouskù R

k

.
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P oznámk a 8.4 Ne k a¾dá mno¾ina M , 0 < H

k

( M ) < 1 , je k -rekti�k o v atelná. P okud mno¾ina

neobsah uje ¾ádnou k -rekti�k o v atelnou p o dmno¾in u s kladnou H

k

-mírou, nazýv á se èistì ner ek-

ti�kovatelná . Pøíkladem tak o v éto mno¾in y je 2-rozmìrné Can toro v o disk on tin uum v (0 ; 1) � (0 ; 1).

P okud ze ètv erce (0 ; 1) � (0 ; 1) vyjmeme þkøí¾ÿ

�

(

1

4

;

3

4

) � (0 ; 1)

�

[

�

(0 ; 1) � (

1

4

;

3

4

)

�

, ten t ý¾ p ostup

aplikujeme na zb ylé 4 ètv erce, atd. P o sp o èetnì mnoha kro cíc h nám ze ètv erce (0 ; 1) � (0 ; 1)

zùstane Can toro v o disk on tin uum, jeho¾ Hausdorfo v a dimenze je 1.

De�nice 8.19 (rekti�k o v ateln ý tok a celo èíseln ý tok) Nec h » U � R

n

je otevøená mno-

¾ina a nec h » T = � ( M ; � ; � ) 2 D

k

( U ). Øekneme, ¾e T je r ekti�kovatelný tok , jestli¾e

(i) M � U je k -rekti�k o v atelná a

(ii) � ( x ) = �

ap T

x

M

pro H

k

-sk oro v¹ec hna x 2 M .

Jestli¾e na víc

(iii) � je celo èíselné,

pak T nazv eme celoèíselným r ekti�kovatelným tokem . Tøídu celo èíseln ýc h rekti�k o v ateln ýc h tokù

v U znaèíme R

k

( U ). Máme tedy

R

k

( U ) :=

n

T = � ( M ; � ; � )

�

�

�

M ; � ; � splò ují (i), (ii), (iii)

o

:

P oznámk a 8.5 (orien tace rekti�k o v atelného toku) Dùle¾itá vlastnost, kterou se rekti�-

k o v atelné toky vydìlují z tokù ob ecn ýc h, je ta, ¾e

~

T ( x ) = � ( x ) je je dnoduchý k -v ektor pro H

k

-

s.v. x 2 M . V pøípadì ob ecného toku

~

T nem usí b ýt jedno duc h ý . T ato vlastnost je sv ázána s tím,

¾e

~

T ( x ) je orien tující k -v ektor k -rozmìrného p o dprostoru ap T

x

M , a tedy � ( x ) = � v

1

^ � � � ^ v

k

pro ortonormální bázi ( v

1

; :::; v

k

) v ap T

x

M .

P oznámk a 8.6 (algebraic k á struktura rektif. tokù) Tøída rekti�k o v ateln ýc h tokù v U ,

n

T = � ( M ; � ; � )

�

�

�

M ; � ; � splò ují (i), (ii)

o

;

tv oøí lineární prostor, zatímco R

k

( U ) nik oliv, co¾ je dùsledk em toho, ¾e pøípustné ho dnot y �

jsou p ouze celo èíselné. Tøída R

k

( U ) je p ouze ab elo vsk á grupa, neb o»

T

1

; T

2

2 R

k

( U ) & �

1

; �

2

2 Z = ) �

1

T

1

+ �

2

T

2

2 R

k

( U ) :

T ypic ký rekti�k o v ateln ý tok T = � ( M ; � ; � ) 2 R

k

( U ) vznik á tak, ¾e v ezmeme p osloupnosti

k -rozmìrn ýc h hladkýc h orien to v an ýc h p o dv ariet N

j

� U a pro k a¾dé j v ezmeme k -v ektor �

j

:

N

j

! �

k

R

n

aso cio v an ý s T

x

N

j

, x 2 N

j

. P otom pro k a¾dé j zv olíme b orelo vsk ou p o dmno¾in u

A

j

� N

j

a celé èíslo �

j

2 Z . Jestli¾e

1

X

j =1

j �

j

j H

k

( A

j

) < 1 ;

pak

T =

1

X

j =1

� ( A

j

; �

j

�

�

A

j

; �

j

) 2 R

k

( U ) :
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Naopak, je snadno vidìt, ¾e k a¾dý T = � ( M ; � ; � ) 2 R

k

( U ) má tv ar vý¹e uv eden ý . Jestli¾e

toti¾ N

j

jsou k -p o dv ariet y p okrýv a jící H

k

-sk oro celé M , pak p olo¾íme

A

j m

:=

n

x 2 N

j

�

�

�

x 2 M ; � ( x ) = m

o

a v pøípadì p otøeb y v ezmeme v arietu N

j

nìk olikrát.

8.3. Vìta o slab é uza vøenosti pro celo èíselné rekti�k o v atelné toky

Vìta 8.12 (slabá uza vøenost R

k

( U ) ; F ederer, Fleming [6 ]) Buï U � R

n

otevø ená mno-

¾ina. Ne ch» T

j

2 R

k

( U ) je posloupnost celoèíselných r ekti�kovatelných tokù se stejnì ohr anièe-

nými hmotami a hmotami hr anic, tj. splòující

sup

j

�

M ( T

j

) + M ( @ T

j

)

�

< 1 ;

a ne ch» T

j

* T 2 D

k

( U ) . Pak T 2 R

k

( U ) .

P oznámk a 8.7 (lok ální stejná omezenost hmot) Tvrzení platí, i p okud k on trola hmot je

p ouze lok ální, tj.

sup

j

�

M

V

( T

j

) + M

V

( @ T

j

)

�

< 1 8 V � � U:

Ok am¾it ým dùsledk em je následující tvrzení o k ompaktnosti:

Vìta 8.13 (slabá k ompaktnost R

k

( U ) ) Ne ch» posloupnost T

j

2 R

k

( U ) splòuje

sup

j

�

M ( T

j

) + M ( @ T

j

)

�

< 1 :

Pak existuje podposloupnost

�

T

j

0

	

� f T

j

g a T 2 R

k

( U ) tak, ¾e T

j

0

* T v D

k

( U ) .

Dùkaz. Tvrzení je pøímo èarou k om binací Vìt y 8.3 z Oddílu 8.1 o k ompaktnosti M

k ; lo c

( U ) a

pøedc hozí v ìt y .

Vìtu o slab é uza vøenosti lze tak é vyjádøit následo vnì: tøída R

k

( U ) \ N

k

( U ) je (sekv enciálnì)

slab ì uza vøená v prostoru N

k

( U ).

Nyní uk á¾eme na pøíkladec h esenci v ìt y o uza vøenosti. Sp ecielnì uk á¾eme, ¾e k on trola hmot

sup

j

M ( @ T

j

) < 1 je absolutnì klíèo v á; stejnì tak je nezb ytná i celo èíselnost � .

Pøíklad 8.2 (uza vøenost pro 0 -rozmìrné toky) V ezmìme U = R

n

. T ok T tv aru

T =

s

X

i =0

a

i

�

z

i

; z

i

2 R

n

; a

i

2 Z n f 0 g

pro nìjak é pøirozené s bude celo èíseln ý a 0-rekti�k o v ateln ý . Zøejmì

M ( T ) =

s

X

i =1

j a

i

j :
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Proto¾e k =0, je @ T � 0. Kon trola hmot se tedy t ýk á p ouze vý¹e uv edené sum y . Proto¾e sèítance

j a

i

j � 1, p okud je p osloupnost T

j

2 R

0

( U ) stejnomìrnì ohranièená,

sup

j

M ( T

j

) < 1 ;

m usí existo v at sp oleèné s � s

j

, 8 j , a m ù¾eme tedy psát

T

j

=

s

X

i =1

a

( j )

i

�

z

( j )

i

:

Pøejdeme-li k p o dp osloupnosti, máme buï z

( j )

i

! z

i

, neb o

�

�

�

z

( j )

i

�

�

�

! 1 . T é¾ a

( j )

i

! a

i

2 Z Z toho

dostá v áme elemen tární v ìtu o k ompaktnosti

T

j

* T =

s

X

i =1

a

i

�

z

i

2 R

0

( U ) :

Kdyb y 0-rozmìrné toky T

j

neb yly celo èíselné, nemìli b yc hom omezenost s = sup s

j

< 1 , a

vý¹e uv eden ý p ostup b yc hom nemohli p ou¾ít. Kompaktnost v¹ak ani neplatí | protipøíkladem

je p osloupnost 0-rozmìrn ýc h tokù

T

j

=

1

j

j

X

i =1

�

i

j

;

její¾ slab ou limitou (viz. Pøíklad 5.6 na str. 33) je tok

T = L

1

x (0 ; 1) ;

který v¹ak ji¾ je 1-rozmìrn ý .

Pøíklad 8.3 (neomezená p osloupnost necelo èíseln ýc h tokù) P o dobn ý pøíklad lze sestro-

jit v R

2

. P olo¾me U = R

2

a

T

j

= �

�

(0 ; 1) � f

i

j

j i = 1 ; :::; j g ; e

1

;

1

j

�

:

P ak

T

j

* T = L

2

x

�

(0 ; 1) � (0 ; 1)

�

e

1

;

kde T je 1-rozmìrn ý normální tok, ale T 62 R

1

( R

2

). P oznamenejme, ¾e jednak m ultiplicit y tokù

T nejsou celo èíselné ( � =

1

j

), a jednak

@ T

j

=

j

X

i =1

�

�

(1 ;

i

j

)

� �

(1 ;

i

j

)

�

a tedy

M ( @ T

j

) = 2 j ! 1 :

T ak¾e hmota hranic není stejnomìrnì omezená.
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Pøíklad 8.4 (neomezená p osloupnost nerekti�k o v ateln ýc h tokù) Nec h »

T

j

= �

�

(0 ;

1

j

) � f

i

j

j i =1 ; :::; j g ; e

1

; 1

�

:

P ak

T

j

* T = �

�

f 0 g � (0 ; 1) ; e

1

; 1

�

:

T ok T v¹ak není rekti�k o v ateln ý , proto¾e e

1

není teèn ým v ektorem k M = f 0 g � (0 ; 1) |

teèn ý prostor k M má zøejmì aso cio v an ý v ektor e

2

. P osloupnost T

j

nenaru¹uje celo èíselnost, ale

nesplò uje p o dmínku stejnomìrné omezenosti hmot hranic, p o dobnì jak o v pøedc hozím pøíkladu.

Pøíklad 8.5 (neomezená p osloupnost) Jednorozmìrná situace: U = R

1

,

T

j

= �

�

(0 ;

1

j

) ; e

1

; j

�

2 R

1

( R ) :

Máme

M ( T

j

) = 1 ; M ( @ T

j

) = 2 j ! 1

a

T

j

* T = �

0

e

1

62 R

1

( R ) :

Sro vnejte s Pøíkladem 5.4 na stranì 33.

Má-li rekti�k o v ateln ý celo èíseln ý tok tak é rekti�k o v atelnou celo èíselnou hranici, nazv eme

jej inte gr álním .

De�nice 8.20 (in tegrální toky) Nec h » U � R

n

je otevøená mno¾ina. Za v edeme mno¾in u in-

te gr álních tokù

I

k

( U ) :=

�

T 2 R

k

( U )

�

�

@ T 2 R

k � 1

( U )

	

:

Na této tøídì tokù de�n ujeme norm u

N ( T ) := M ( T ) + M ( @ T ) :

Vìta 8.14 (uza vøenost in tegrálníc h tokù) Ne ch» T

j

2 I

k

( U ) , T 2 N

k

( U ) . Jestli¾e T

j

* T

a

sup

j

N ( T

j

) < 1 ;

pak

@ T

j

* @ T & T 2 I

k

( U ) :

Dùkaz. Z v ìt y o slab é uza vøenosti R

k

máme, ¾e T 2 R

k

( U ). Pro hranice pak platí, ¾e @ T

j

2

R

k � 1

( U ), @ @ T

j

= 0, N ( @ T

j

) = M ( @ T

j

), @ T

j

* @ T , a tedy z v ìt y o slab é uza vøenosti R

k � 1

máme @ T 2 R

k � 1

( U ).
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Pro o v ìøení p o dmínky rekti�k o v atelnosti hranice máme následující jedno duc hé kritérium:

Vìta 8.15 (rekti�k o v atelnost hranice toku) Ne ch» T 2 R

k

( U ) . Pak

M ( @ T ) < 1 = ) @ T 2 R

k � 1

( U ) :

V dùsledku toho tedy máme ekviv alen tní c harakterizaci tøídy in tegrálníc h tokù:

Vìta 8.16 Je

I

k

( U ) = R

k

( U ) \ N

k

( U ) :

P oznámk a 8.8 Tøída in tegrálníc h tokù je význaèná tím, ¾e je uza vøená jednak na slab ou k on-

v ergenci, jednak vzhledem k op erátoru hranice @ .
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9. T oky nesené grafem zobrazení

V této èásti budeme studo v at toky G

u

, které jsou aso cio v án y s grafem nìjak ého zobrazení

u : 
 � R

n

! R

N

. Vznik tak o v ého toku je zøejm ý , alesp oò pro u 2 C

1

: V ezmeme gr af

G

u

:=

n

�

x; u ( x )

�

�

�

�

x 2 


o

s pøirozenou orien tací. G

u

je n -rozmìrná p o dv arieta v U = 
 � R

N

, a tedy jí pøíslu¹í tok

G

u

=

� �

G

u

� �

2 D

n

( U )

dan ý základním vztahem in tegrace n -form y pøes G

u

, tj.

G

u

( ! ) =

Z

G

u

! pro ! 2 D

n

( U ) :

Na¹ím cílem bude zob ecnit p o jem aso cio v aného toku G

u

pro sob olev o vsk á zobrazení u a zjistit

základní vlastnosti tohoto zob ecnìní. Mimo jiné budeme c h tít uk ázat, za jakýc h pøedp okladù na

u 2 W

1 ; 1

(
; R

N

) je aso cio v an ý tok rekti�k o v ateln ý . K dosa¾ení tohoto cíle je u¾iteèné zk oumat

zobrazení, která jsou apro ximativnì diferenco v atelná sk oro v¹ude. T ak o v á zobrazení jsou u¾iteèná

pro jedno duc hou, a záro v eò dosti ob ecnou v ìtu o substituci p o d in tegrálem, která má ob ecnì

v k oneèné pru¾nosti v elký význam.

Dal¹ím v elmi dùle¾it ým tématem jsou tzv. Greeno vy form ule pro zobrazení (faktic ky pro mi-

nory gradien tu zobrazení), které zob ecò ují klasic k ou form uli p er-partes pro funk ce. T yto form ule

vyjadøují (v e slab ém sm yslu), ¾e graf zobrazení G

u

þnemá díryÿ v oblasti 
 � R

N

, tj.

@ G

u

( ! ) = 0 8 ! 2 D

n � 1

(
 � R

N

) ; tj. spt ! � 
 � R

N

:

Vztah @ G

u

=0 je klíèo vý v celém p o jednání; je to ten princip, který øík á, ¾e deformace p opsaná

zob ecnìn ým zobrazením u neobsah uje þlom yÿ, tj. je elastic k á. Vztah @ G

u

= 0 tedy de�n uje oblast

teorie pru¾nosti, zatímco @ G

u

6= 0 znamená, ¾e zobrazení u obsah uje lom, který je pøirozenì

p opsán tok em @ G

u

. Uk á¾e se v¹ak, ¾e zob ecnìné zobrazení u splò ující @ G

u

=0 nem usí b ýt hladk é,

dok once ani sp o jité.

9.1. T ok aso cio v an ý se zobrazením tøídy C

1

Nec h » u 2 C

1

(
; R

N

), kde 
 � R

n

je omezená oblast. Oznaème báze ( e

1

; :::; e

n

) v R

n

a

"

1

; :::; "

N

) v R

N

; souøadnice vzhledem k tìm to bazím jsou ( x

1

; :::; x

n

) v R

n

a ( y

1

; :::; y

N

) v R

N

.

Pøip omeòme tak é notaci pro m ultiindexy | viz. Do datek B.

Nec h » ! je n -forma v 
 � R

N

, je

! =

X

j � j + j � j = n

!

��

( x; y ) d x

�

^ d y

�

2 D

n

(
 � R

N

)

a G

u

= (id � u )(
), pøièem¾

id � u : x 2 
 7! ( x; u ( x )) 2 
 � R

N
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je graf u . P ak in tegrál ! pøes G

u

lze psát jak o

G

u

( ! ) =

Z

G

u

! =

Z

(id � u )(
)

! =

Z




(id � u )

#

! :

Pull-bac k form y ! , (id � u )

#

! , je vlastnì prá v ì de�nice in tegrálu ! na G

u

, proto¾e p o dv arietu G

u

lze p opsat jedinou parametrizací (
 ; id � u ). Vý¹e uv eden ý vztah je tedy prá v ì de�nice in tegrálu

form y ! pøes p o dv arietu G

u

.

Nyní sp o èteme pull-bac k

(id � u )

#

! ( x ) =

X

j � j + j � j = n

!

��

( x; u ( x )) d x

�

^ d u

�

( x ) :

P okud oznaèíme k = j � j , máme

d u

�

( x ) = d u

�

1

( x ) ^ � � � ^ d u

�

k

( x )

kde

d u

�

`

( x ) =

n

X

j

`

=1

u

�

`

x

j

`

( x ) d x

j

`

pro ` = 1 ; :::; k :

Odtud dostaneme

d u

�

=

n

X

j

1

;:::;j

k

=1

u

�

1

x

j

1

::: u

�

k

x

j

k

d x

j

1

^ � � � ^ d x

j

k

:

Zde v¹ak staèí sèítat pøes v¹ec hna j

1

; :::; j

k

na vzá jem rùzná, neb o» d x

j

1

^ � � � ^ d x

j

k

= 0, p okud

j

`

= j

`

0

pro `6 = `

0

. Odtud plyne, ¾e ( j

1

; :::; j

k

) je p erm utací nìjak ého m ultiindexu 
 = ( 


1

; :::; 


k

),

tj.

j

1

= � ( 


1

) ; :::; j

k

= � ( 


k

) pro nìjak é � 2 �

k

:

Mù¾eme tedy p ou¾ít vztah u

d x

j

1

^ � � � ^ d x

j

k

= sgn( � ) d x




1

^ � � � ^ d x




k

a zamìnit sumaci pøes j

1

; :::; j

k

sumací napøed pøes � 2 �

k

a p otom pøes 
 2 I ( k ; n ). T edy máme

d u

�

=

X

j 
 j = k

X

� 2 �

k

sgn ( � ) u

�

1

x

� ( 


1

)

:::u

�

k

x

� ( 


k

)

d x




;

to jest (s vyu¾itím de�nice minoru, viz. Do datek C)

d u

�

=

X

j 
 j = k

M

�




(D u ) d x




:

Úhrnem tedy máme

(id � u )

#

! =

X

j � j + j � j = n

X

j 
 j = j � j

!

��

( x; u ) d x

�

^ M

�




(D u ) d x




:
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Vzhledem k tom u, ¾e j � j + j 
 j = n , je výraz d x

�

^ d x




nen ulo vý , p ouze kdy¾ � a 
 jsou na vzá jem

doplòk o v é m ultiindexy , tj. kdy¾ 
 = � . P ak o v¹em

d x

�

^ d x

�

= � ( �; � ) d x;

kde d x = d x

0

= d x

1

^ � � � ^ d x

n

a kde � ( �; 
 ) je znaménk o p erm utace, která setøídí sp o jení

m ultiindexù � a 
 vzestupnì. Odv o dili jsme tedy následující tvrzení:

Vìta 9.1 (vzorec pro G

u

) Pr o u 2 C

1

(
; R

N

) máme

G

u

( ! ) =

Z




X

j � j + j � j = n

!

��

( x; u ( x )) � ( �; � ) M

�

�

(D u ) d x;(9.1)

kde

! =

X

j � j + j � j = n

!

��

( x; y ) d x

�

^ d y

�

2 D

n

(
 � R

N

) :

Mù¾eme tak é za v ést n -v ektor M(D u ) vztahem

M(D u ) := ( e

1

+D

1

u ) ^ � � � ^ ( e

n

+ D

n

u ) ;(9.2)

kde u =

P

u

i

"

i

.

Vìta 9.2 ( G

u

= � ( G

u

;

~

G

u

; 1) ) Máme

M(D u ) =

X

j � j + j � j = n

� ( �; � ) M

�

�

(D u ) e

�

^ "

�

(9.3)

a také

j M(D u ) j =

�

1 +

X

j � j + j � j = n

j � j � 1

�

�

�

M

�

�

(D u )

�

�

�

2

�

1 = 2

:(9.4)

Dále platí

H

n

( G

u

) =

Z

G

u

1 d H

n

=

Z




j M(D u ) j d x;(9.5)

v dùsle dku èeho¾ pak

G

u

( ! ) =

Z

G

u

! �

M(D u )

j M(D u ) j

d H

n

(9.6)

a te dy

G

u

= � ( G

u

;

~

G

u

; 1) kde

~

G

u

( x; u ( x )) =

M(D u ( x ))

j M(D u ( x )) j

:(9.7)
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Dùkaz. Ze souèin u M(D u ) vyb ereme p o roznásob ení èlen, který má první sèítanec e

i

pro nìkteré

i = �

1

; :::; �

n � k

, � 2 I ( n � k ; n ), a druh ý sèítanec

P

n

i =1

u

i

x

j

"

i

pro j = �

1

; :::; �

k

pro k omplemen tární

m ultiindex. Pøemístíme-li e

i

dopøedu, dostaneme èlen

� ( �; � ) e

�

^

n

X

i

1

=1

u

i

1

x

�

1

"

i

1

^ � � � ^

n

X

i

k

=1

u

i

k

x

�

k

"

i

k

:

Op ìt staèí sèítat pøes v¹ec hn y neopakující se indexy ( i

1

; :::; i

k

); rozlo¾íme tedy k -tici sum na

sumaci pøes p erm utace � a pøes m ultiindexy � :

X

� 2 �

k

u

� ( �

1

)

x

�

1

:::u

� ( �

k

)

x

�

k

"

� ( �

1

)

^ � � � ^ "

� ( �

k

)

=

X

� 2 �

k

u

� ( �

1

)

x

�

1

:::u

� ( �

k

)

x

�

k

sgn( � ) "

�

1

^ � � � ^ "

�

k

= M

�

�

(D u ) "

�

:

Dohromady tedy dostá v áme (9.3) .

Nec h » G

u

je tok aso cio v an ý s G

u

, G

u

=

� �

G

u

� �

. Uk á¾eme n yní, ¾e jeho smìro vý n -v ektor je

prá v ì

~

G

u

( x; u ( x )) =

M(D u ( x ))

j M(D u ( x )) j

:

Vidíme toti¾ snadno, ¾e k a¾dý z v ektorù

v

1

= e

1

+D

1

u ( x ) ; :::; v

n

= e

n

+D

n

u ( x )

le¾í v teèném prostoru T

( x;u ( x ))

G

u

. T yto v ektory jsou lineárnì nezá vislé, a tedy tv oøí bázi teèného

prostoru T

( x;u ( x ))

G

u

; jejic h normo v an ý vnìj¹í souèin je orien tujícím n -v ektorem teèného prostoru.

Odtud dostaneme (9.6) .

Je jasné, ¾e pro jek ce

P : ( x; y ) 2 
 � R

N

7! x 2 


zobrazí bázi ( e

1

+ D

1

u; :::; e

n

+D

n

u ) na bázi ( e

1

; :::; e

n

). Tím pádem orien tace báze v T

( x;u ( x ))

G

u

je

sho dná s orien tací báze ( e

1

; :::; e

n

). Ze vzorce pro p o vrc h (viz. o ddíl 9.2) vidíme, ¾e pro b orelo vsk é

mno¾in y A � 
 platí

H

n

( G

u

\ ( A � R

N

)) =

Z

A

j M(D u ) j d x;

a tedy , ¾e j M(D u ) j je faktor zmìn y ob jem u pro transformaci P : G

u

! 
. P o zámìnì promìnn ýc h

v in tegrálu (s vyu¾itím vzorce pro p o vrc h) dostaneme

Z

G

u

! �

M(D u )

j M(D u ) j

d H

n

=

Z




! ( x; u ( x )) � M(D u ( x )) d x:

S vyu¾itím vztah u (9.3) dostaneme

G

u

( ! ) =

Z

X

j � j + j � j = n

� ( �; � ) M

�

�

(D u ) d x:

T o znamená, ¾e p ùv o dní de�nice G

u

daná tím to vztahem splýv á s geometric k ou de�nicí

G

u

= � ( G

u

;

M(D u )

j M(D u ) j

; 1) :
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9.2. T ransformace in tegrálu

V tom to o ddílu uk á¾eme, ¾e v ìta o transformaci in tegrálu (té¾ zv aná ob ecná v ìta o substituci

neb o tak é vzorec pro p o vrc h) úzce souvisí s apro ximativní diferenco v atelností. Pøip omeòme, ¾e

p o jem hustoty mno¾iny v bodì (pøíp. horní/dolní hustoty ) je za v eden v De�nici 5.27 na str. 30.

De�nice 9.1 (apro ximativní limita) Buï u : A � R

n

! R . Øekneme, ¾e u má v b o dì x

apr oximativní limitu L 2 R ,

ap lim

y ! x; y 2 A

u ( x ) = L;

prá v ì kdy¾ pro k a¾dé "> 0 je h ustota mno¾in y , kde j u � L j � " , v b o dì x ro vna n ule, tj.

�

�

� �

y 2 A

�

�

j f ( y ) � L j � "

	

; x

�

= 0 :

De�nice apro ximativní limit y má jednoznaèn ý sm ysl jen pro ta x , pro ne¾ �

�

( A; x ) > 0. Je-li

�

�

( A; x )= 0, pak k a¾dé L 2 R je apro ximativní limitou. A v¹ak naopak platí

Vìta 9.3 (jednoznaènost apro ximativní limit y) Je-li �

�

( A; x ) > 0 , a funkce u : A ! R je

mìøitelná, pak existuje nejvý¹e je dna apr oximativní limita u v bodì x .

Dùkaz. Mìjme L6 = L

0

,

�

�

( A

"

; x ) = �

�

( A

0

"

; x ) = 0 8 "> 0 ;

kde

A

"

=

�

y 2 A

�

�

j u ( y ) � L j � "

	

; A

0

"

=

�

y 2 A

�

�

�

�

u ( y ) � L

0

�

�

� "

	

:

Je-li " = j L � L

0

j = 3, máme pro y 2 A \ B

x;r

3 " =

�

�

L � L

0

�

�

� j u ( y ) � L j +

�

�

u ( y ) � L

0

�

�

;

a tedy

�

�

( A; x ) � �

�

( A

"

; x ) + �

�

( A

0

"

; x ) = 0 ;

co¾ v¹ak je sp or s pøedp okladem �

�

( A; x ) > 0.

Dále uk a¾me, ¾e apro ximativní limita zob ecò uje limitu klasic k ou:

Vìta 9.4 (apro ximativní limita) Ne ch» A � R

n

je mìøitelná mno¾ina, ne ch» x 2 R

n

je

takové, ¾e �

�

( A; x ) > 0 , a ne ch» u : A ! R je mìøitelná funkce. Pak

(i) Existuje-li klasická limita, existuje i limita apr oximativní, a její hodnota je tá¾:

L = lim

y ! x; y 2 A

u ( y ) = ) L = ap lim

y ! x; y 2 A

u ( y ) :
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(ii) Je-li u 2 L

1

( A ) a je-li x 2 A L ebesguovým bodem u , pak L ebesguova hodnota L je zár oveò

apr oximativní limitou:

lim

r ! 0+

Z

A \ B

x;r

j u ( y ) � L j d x = 0 = ) L = ap lim

y ! x; y 2 A

u ( y ) :

Dùkaz. þ(i)ÿ. Je-li "> 0, pak existuje � > 0 tak o v é, ¾e

�

y 2 A

�

�

j u ( y ) � L j � "

	

\ B

x;�

= ; :

Odtud zøejmì

�

�

� �

y 2 A

�

�

j f ( y ) � L j � "

	

; x

�

= 0 :

þ(ii)ÿ. Pro "> 0 a A

"

=

�

y 2 A

�

�

j f ( y ) � L j � "

	

máme

L

n

( A

"

\ B

x;r

) =

1

"

Z

A

"

\ B

x;r

" d y �

1

"

Z

B

x;r

j u ( y ) � L j d y :

P otom

L

n

( A

"

\ B

x;r

)

L

n

( B

x;r

)

�

1

"

Z

B

x;r

j u ( y ) � L j d y ! 0 pro r ! 0+,

a tedy �

�

( A

"

; x )= 0.

Dùsledek 9.5 Mìøitelná funkce u : A ! R je skor o v¹ude apr oximativnì spojitá.

Dùkaz. Leb esgue{Besik o vièo v a v ìta (Vìta 5.17, str. 30) nám øík á, ¾e sk oro k a¾dý b o d je Leb es-

guùv. P ak p o dle tvrzení (ii) v ìt y existuje apro ximativní limita sk oro v¹ude a je ro vna Leb esguo v ì

ho dnotì ~u ( x ), která je ro vna sk oro v¹ude pøímo ho dnotì u ( x ).

Ob ecnì platí i opaèná implik ace:

Vìta 9.6 Ne ch» u : A ! R je libovolná funkce. Pak u je mìøitelná, pr ávì kdy¾ je spojitá skor o

v¹ude v A .

Dùk az viz. F ederer [5].

Platí následující dùle¾itá v ìta, vztah ující apro ximativní a standardní limit y:

Vìta 9.7 (c harakterizace ap-lim) L = ap lim

y ! x; y 2 A

u ( y ) , pr ávì kdy¾ existuje mìøitelná

mno¾ina E � A taková, ¾e

�

�

( A n E ; x ) = 0 ; L = lim

y ! x; y 2 E

u ( y ) :
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Dùkaz. þ ) ÿ. Oznaème A

"

=

�

y 2 A

�

�

j f ( y ) � L j � "

	

. Z pøedp okladu existuje p osloupnost

p olomìrù r

k

! 0+ tak o v á, ¾e

L

n

( A

1 =k

\ B

x;r

k

) � 2

� k

L

n

( B

x;r

k

) :

P olo¾íme-li

E := A n

1

[

k =1

�

B

x;r

k

n B

x;r

k +1

�

\ A

1 =k

;

je E zøejmì mìøitelná a tak é platí, ¾e lim

y ! x; y 2 E

u ( y ) = L . Zb ýv á tedy uk ázat, ¾e �

�

( A n E ; x ) =

0. Máme

A n E =

1

[

k =1

�

B

x;r

k

n B

x;r

k +1

�

\ A

1 =k

:

Pro r = r

k

0

je

L

n

( B

x;r

\ ( A n E )) �

1

X

k = k

0

2

� k

L

n

( B

x;r

k

) � 2

1 � k

0

L

n

( B

x;r

k

0

) :

Proto¾e r

k

! 0 implikuje k !1 , dostaneme ¾ádan ý výsledek, toti¾ ¾e

L

n

( B

x;r

k

0

\ ( A n E ))

L

n

( B

x;r

k

0

)

! 0 pøi k

0

!1 :

þ ( ÿ. Kdy¾ máme E tak o v é, ¾e �

�

( A n E ; x ) = 0 a ¾e L = lim

y ! x; y 2 E

u ( y ), pak pro "> 0 a

dostateènì malé r > 0 máme E \ A

"

\ B

x;r

= f x g , neb o» u ( y ) ! L na E , a tedy

L

n

( A

"

\ B

x;r

k

)

L

n

( B

x;r

k

)

=

L

n

(( A n E ) \ B

x;r

k

)

L

n

( B

x;r

k

)

! 0 :

Máme de�nici apro ximativní limit y , a nic nám nebrání de�no v at apro ximativní limes inferior

a sup erior .

De�nice 9.2 (apro ximativní liminf a limsup) Buï u : A ! R . De�n ujeme

ap lim sup

y ! x; y 2 A

u ( y ) := inf

n

t 2 R

�

�

�

�

�

��

y 2 A

�

�

u ( y ) >t

	

; x

�

= 0

o

;

ap lim inf

y ! x; y 2 A

u ( y ) := sup

n

t 2 R

�

�

�

�

�

��

y 2 A

�

�

u ( y ) <t

	

; x

�

= 0

o

:

Zøejmì ap lim inf u � ap lim sup u .

Dal¹ím logic kým krok em je de�nice apro ximativní deriv ace:
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De�nice 9.3 (apro ximativní deriv ace) Nec h » u : A � R

n

! R

N

je meøitelné zobrazení a

x 2 A splò uje �

�

( A; x ) > 0. P ak de�n ujeme apr oximativní difer enciál u v b o dì x jak o tak o v é

lineární zobrazení L : R

n

! R

N

, pro které platí

ap lim sup

y ! x; y 2 A

j u ( y ) � u ( x ) � L ( y � x ) j

j y � x j

= 0 :

Apro ximativní gradien t znaèíme ap D u . Mno¾in u b o dù, kde u je apro ximativnì diferenco v atelné,

oznaèíme

A

D

( u ) :=

�

x 2 A

�

�

9 ap D u ( x )

	

:

Aplik ací Vìt y 9.7 o apro ximativní limitì dostaneme následující tvrzení:

Vìta 9.8 (vztah D u a ap D u ) Ne ch» �

�

( A; x ) > 0 , u 2 L

1

( A ) . Pak L = ap D u ( x ) existuje, pr ávì

kdy¾ existuje mìøitelná mno¾ina E � A taková, ¾e

�

�

( A n E ; x )= 0 & lim

y ! x; y 2 E

j u ( y ) � u ( x ) � L ( y � x ) j

j y � x j

= 0 ;

tj. pr ávì kdy¾ u

�

�

E

je difer encovatelná klasicky.

Odtud plynou následující snadné dùsledky:

Dùsledek 9.9 Pokud ap D u ( x ) existuje, je ur èen je dnoznaènì.

Dùsledek 9.10 Jestli¾e �

�

( A; x ) > 0 a existuje klasický D u ( x ) , je ap D u ( x ) = D u ( x ) .

Dùsledek 9.11 Jestli¾e existuje ap D u ( x ) a v = u skor o v¹ude v A , pak také ap D v ( x ) existuje a

ap D v = ap D u s.v. | tj. pojem apr oximativního gr adientu nezávisí na vybr aném r epr ezentantu.

Pro sob olevsk é funk ce platí následující tvrzení:

Vìta 9.12 ( ap D u pro u 2 W

1 ; 1

) Ne ch» u 2 W

1 ; 1

(
; R

N

) a ne ch» u je zár oveò r epr ezentant, tj.

zobr azení de�nované v¹ude v 
 . Je-li x L ebesguovým bodem jak u , tak i D u , potom zobr azení u

je v bodì x apr oximativnì difer encovatelné a apr oximativní gr adient ap D u ( x ) je r oven gr adientu

distributivnímu, D u ( x ) .

Dùsledek 9.13 Pokud u 2 W

1 ; 1

(
; R

N

) , je u apr oximativnì difer encovatelné skor o v¹ude.

Dùkaz. Oznaème

f ( y ) :=

j u ( y ) � u ( x ) � D u ( x )( y � x ) j

j y � x j

;

kde u ( x ) a D u ( x ) jsou Leb esguo vy ho dnot y . P o dle známé Calderóno vy{Zygm undo vy v ìt y platí

v b o dì x

Z

B

x;r

f ( y ) d y ! 0 pøi r ! 0 ;



82 9. T oky nesené grafem zobrazení

neb oli

Z

B

x;r

f ( y ) d y = o ( r ) L

n

( B

x;r

) :

Máme

L

n

��

y 2 B

x;r

�

�

f ( y ) � "

	�

�

1

"

Z

B

x;r

\f f � " g

f ( y ) d y �

1

"

Z

B

x;r

f ( y ) d y � o ( r ) L

n

( B

x;r

) ;

a tedy

L

n

��

y 2 B

x;r

�

�

f ( y ) � "

	�

B

x;r

� o ( r ) ! 0 :

Je tedy ap lim sup

y ! x

f ( y ) = 0.

Následující základní v ìta øík á, ¾e in tegro v atelnou funk ci, která je s.v. apro ximativnì diferen-

co v atelná, lze v elmi dobøe apro ximo v at lipsc hitzo vskými funk cemi. Napøed dok á¾eme p o dstatnou

èást této v ìt y (p o c házející o d F ederera) a pak ji vyslo víme v plné ob ecnosti.

Vìta 9.14 (apro ximace s.v. ap-diferenco v ateln ýc h funk cí) Ne ch» u 2 L

1

( A ) je s.v. v A

apr oximativnì difer encovatelná, tj. L

n

( A n A

D

( u ))= 0 . Pak existuje neklesající posloupnost f C

j

g

mìøitelných mno¾in a posloupnost f u

j

g lipschitzovských funkcí taková, ¾e

L

n

( A n C

j

)@ >> j ! 1 > 0 & u = u

j

na C

j

8 j:

Dùkaz. Nec h » x; y 2 A , � = j x � y j . Oznaème

� :=

L

n

( B

x;�

\ B

y ;�

)

L

n

( B

x;�

)

:

T oto � je k onstan ta, která zá visí p ouze na dimenzi n . Pro x 2 A a j =1 ; 2 ; ::: p olo¾íme

E

j

( x ) :=

�

y 2 A

�

�

j u ( y ) � u ( x ) j � j j y � x j

	

a p otom

B

j

:=

n

x 2 A

�

�

�

L

n

( B

x;r

\ E

j

( x ))

L

n

( B

x;r

)

� � = 4 8 r < 1 =j

o

:

Uk á¾eme, ¾e A

D

( u ) �

S

j

B

j

. Nec h » pro sp or x 62

S

j

B

j

. P ak existuje p osloupnost r

j

! 0 tak o v á,

¾e

L

n

( B

x;r

j

\ E

j

( x ))

L

n

( B

x;r

j

)

> � = 4 :

Pro k <j máme E

j

( x ) � E

k

( x ), a tedy

L

n

( B

x;r

j

\ E

k

( x ))

L

n

( B

x;r

j

)

� � = 4 8 j � k :
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Odtud dostaneme, ¾e

�

�

( E

k

( x ) ; x ) � � = 4 > 0 :

Tím je vylouèenou, ¾e b y mohla existo v at L = ap D u ( x ), tj. x 62 A

D

( u ).

Nyní uk á¾eme, ¾e pro x; y 2 B

j

, j x � y j < 1 =j , platí

j u ( y ) � u ( x ) j � 2 j j y � x j :

P olo¾me B

xy

= B

x;�

\ B

y ;�

, � = j x � y j . Za v edeme doplòk o v é mno¾in y

F

j

( x ) :=

n

y 2 A

�

�

�

j u ( y ) � u ( x ) j

j y � x j

< j

o

:

Proto¾e x 2 B

j

a � < 1 =j , dostaneme

L

n

( B

x;�

\ E

j

( x )) �

1

4

� L

n

( B

x;�

) =

1

4

L

n

( B

xy

)

a o dtud

L

n

( B

xy

\ E

j

( x )) �

1

4

L

n

( B

xy

) & L

n

( B

xy

\ F

j

( x )) �

3

4

L

n

( B

xy

) :

P o dobnì pro y 2 B

j

máme

L

n

( B

xy

\ F

j

( y )) �

3

4

L

n

( B

xy

) ;

tak¾e platí

L

n

( B

xy

\ F

j

( x ) \ F

j

( y )) �

1

2

L

n

( B

xy

) :

Existuje tedy z 2 B

xy

\ F

j

( x ) \ F

j

( y ), pro nìj¾ platí j x � z j � � , j y � z j � � ,

j u ( x ) � u ( z ) j � j j x � z j � j � ;

j u ( x ) � u ( z ) j � j j x � z j � j � ;

a dohromady tedy dostaneme

j u ( x ) � u ( y ) j � 2 j � = 2 j j x � y j :

Vzhledem k tom u, ¾e funk ce u je in tegro v atelná na B

j

, existuje

~

B

j

� B

j

tak o v á, ¾e

L

n

( B

j

n

~

B

j

) < 1 =j & R := sup

~

B

j

j u j < 1 :

P otom pro x; y 2

~

B

j

máme

j x � y j � 1 =j = ) j u ( x ) � u ( y ) j � 2 j j x � y j ;

j x � y j � 1 =j = ) j u ( x ) � u ( y ) j � 2 R � 2 R j j x � y j :

Pøitom L

n

( A n

~

B

j

) � L

n

( A n B

j

) + 1 =j ! 0.
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V e sv é úplnosti vypadá v ìta následo vnì. Za v eïme

A

L

( u ) :=

n

x 2 A

�

�

�

ap lim sup

y ! x; y 2 A

j u ( y ) � u ( x ) j

j y � x j

< 1

o

:

T riviálnì platí A

D

( u ) � A

L

( u ).

Vìta 9.15 (F ederer; apro ximace) Násle dující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) L

n

( A n A

D

( u )) = 0

(ii) L

n

( A n A

L

( u )) = 0

(iii) Existuje neklesající posloupnost f C

j

g mìøitelných mno¾in a posloupnost f u

j

g lipschitzov-

ských funkcí tak, ¾e

L

n

( A n C

j

)@ >> j ! 1 > 0 & u = u

j

na C

j

8 j:

(iv) Existuje neklesající posloupnost f F

j

g uzavø ených mno¾in a posloupnost f v

j

g spojitì dife-

r encovatelných funkcí ( C

1

) tak, ¾e

L

n

( A n F

j

)@ >> j ! 1 > 0 & u = v

j

na F

j

8 j:

Navíc pak A

D

( u ) � A

L

( u ) �

S

j

C

j

a

ap D u ( x ) = D u

j

( x ) pr o s.v. x 2 C

j

;

ap D u ( x ) = D v

j

( x ) 8 x 2 F

j

:

Oznaème Lipsc hitzo vu k onstan tu sym b olem

Lip ( u; A ) := sup

x;y 2 A

x6 = y

j u ( y ) � u ( x ) j

j y � x j

:

P ak platí následující v ìta o roz¹iøo v ání lipsc hitzo vskýc h funk cí:

Vìta 9.16 (Kirszbraun) Ne ch» A � R

n

, u 2 C

0 ; 1

( A ) . Pak existuje funkce �u : R

n

! R taková,

¾e

�u = u na A & Lip ( � u ; R

n

) = Lip ( u; A ) :

Dùkaz. Pro L := Lip ( u; A ) p olo¾íme �u ( x ) := inf

y 2 A

( u ( y ) + L j x � y j ).

Nyní vyu¾ijeme F ederero vu v ìtu k tom u, ab yc hom dok ázali ob ecn ý vzorec pro transformaci

in tegrálu. K tom u úèelu za v edeme

De�nice 9.4 (Banac ho v a indik atrix) Nec h » A � R

n

je mìøitelná mno¾ina a u : A ! R

N

je

lipsc hitzo vsk é zobrazení. De�n ujeme Banachovu indikatrix vztahem

N ( u; A; y ) := #

�

x 2 A

�

�

u ( x ) = y

	

;

kde # X oznaèuje p o èet b o dù mno¾in y X .
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Vìta 9.17 (vzorec pro p o vrc h, þarea form ulaÿ, transformace in tegrálu)

Ne ch» A � R

n

je mìøitelná mno¾ina a u : A ! R

N

je lipschitzovské zobr azení. Pak funkce

N ( u; A; � ) je H

n

-mìøitelná v R

N

a platí

Z

A

J

u

( x ) d x =

Z

R

N

N ( u; A; y ) d H

n

( y ) ;(9.8)

kde jakobián J

u

( x ) je de�nován vztahem

J

u

( x ) := det

�

D u ( x )

t

D u ( x )

�

1 = 2

:

Obe cnìji, pr o mìøitelnou funkci f : u ( A ) ! R platí

Z

A

f ( u ( x )) J

u

( x ) d x =

Z

R

N

f ( y ) N ( u; A; y ) d H

n

( y ) ;(9.9)

pokud alespoò je den z inte gr álù má smysl.

P okud je u prosté zobrazení tøídy C

1

, jde o klasic k ou v ìtu o substituci p o d in tegrálem. Pro

neinjektivní neb o nehladk á u je tøeba ob ecnìj¹í dùk az, který lze na jít u F ederera [5].

P oznámk a 9.1 (dimenze) Vzorec (9.8) skuteènì platí v této ob ecnosti, je v¹ak tøeba øíci, ¾e

nìkdy je triviální. P okud je dimenze obrazu ni¾¹í ne¾ dimenze A , co¾ napøíklad platí pro n> N ,

je jak obián n ulo vý (D u ( x ) je singulární) a in tegrál na lev é stranì je n ula. Na pra v é stranì je

sice N ( u; A; � ) ro vna nek oneèn u, a v¹ak na mno¾inì n ulo v é n -rozmìrné míry; je tedy i pra v á

strana n ulo v á. V tìc h to pøípadec h se spí¹e u¾ív á tzv. vzorec pro k op o vrc h (co-area form ula) |

viz F ederer [5 ], Simon [15 ].

Nyní b yc hom rádi zob ecnili vzorec pro p o vrc h na sob olev o vsk á zobrazení u ; to v¹ak není

mo¾né b ez zob ecnìní de�nice Banac ho vy indik atrix. Za v edeme tedy

De�nice 9.5 (zob ecnìná Banac ho v a indik atrix) Nec h » zobrazení u : R

n

! R

N

je sk oro

v¹ude apro ximativnì diferenco v atelné. Zobe cnìnou Banachovu indikatrix de�n ujeme vztahem

N

r

( u; A; y ) := #

�

x 2 A

D

( u )

�

�

u ( x ) = y

	

:

P ak platí následující analogie Vìt y 9.17:

Vìta 9.18 (zob ecnìn ý vzorec pro p o vrc h) Ne ch» 
 � R

n

je otevø ená mno¾ina a u : 
 !

R

N

je zobr azení, kter é je apr oximativnì difer encovatelné skor o v¹ude v 
 . Pak pr o ka¾dou mì-

øitelnou A � 
 je funkce N

r

( u; A; � ) H

n

-mìøitelná a platí

Z

A

J

u

( x ) d x =

Z

R

N

N

r

( u; A; y ) d H

n

( y ) ;(9.10)

kde

J

u

( x ) := det

�

D u ( x )

t

D u ( x )

�

1 = 2

pr o s.v. x 2 
 :

Podobnì pr o ka¾dou nezápornou mìøitelnou funkci f : R

N

! R platí

Z

A

f ( u ( x )) J

u

( x ) d x =

Z

R

N

f ( y ) N

r

( u; A; y ) d H

n

( y ) :(9.11)
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Dùkaz. Z F ederero vy v ìt y (Vìta 9.15 na stránce 84) existuje p osloupnost f C

j

g mìøiteln ýc h

mno¾in a p osloupnost f u

j

g lipsc hitzo vskýc h funk cí tak, ¾e

[

j

C

j

� A

D

( u ) & u = u

j

& D u = D u

j

na C

j

8 j:

P olo¾íme

F

1

= C

1

; F

j

= C

j

n C

j � 1

pro j � 2 :

P osloupnost f F

j

g je p o dv ou disjunktní a

S

j

F

j

� A

D

( u ). Pro k a¾dé j m ù¾eme u¾ít vzorce pro

p o vrc h s lipsc hitzo vským zobrazením u

j

:

(9.12)

Z

A

D

( u ) \ F

j

J

u

( x ) d x =

Z

A

D

( u ) \ F

j

J

u

j

( x ) d x =

=

Z

R

N

N ( u

j

; A

D

( u ) \ F

j

; y ) d H

n

( y ) =

Z

R

N

N ( u; A

D

( u ) \ F

j

; y ) d H

n

( y ) :

Máme

A

D

( u ) \ C

j

% A

D

( u ) ;

L

n

(
 n A

D

( u )) = 0 ;

N ( u; A

D

( u ) \ C

j

; y ) % N ( u; A

D

( u ) ; y ) ;

a p o d in tegrálem v (9.12) m ù¾eme pøejít k limitì na ob ou stranác h.

Je tak é mo¾ná následující de�nice

De�nice 9.6 (rekti�k o v ateln ý obraz mno¾in y)

þR ekti�kovatelnýmÿ obr azem mno¾in y A v zobrazení u nazv eme

u ( A )

r

:= u ( A

D

( u )) =

�

y

�

�

N

r

( u; A; y ) > 0

	

:

P ak lze vzorec pro p o vrc h pøepsat v e tv aru

Z

A

f ( u ( x )) J

u

( x ) d x =

Z

u ( A )

r

f ( y ) N

r

( u; A; y ) d H

n

( y ) :

V de�nici zob ecnìné Banac ho vy indik atrix a v de�nici rekti�k o v atelného obrazu mno¾in y

jsme vyjm uli mno¾in u singulárníc h b o dù 
 n A

D

( u ), která má míru n ula. P otøeb o v ali b yc hom,

ab y i obraz této mno¾in y singulárníc h b o dù mìl n ulo v ou míru; k tom u je klíèem následující

vlastnost:

De�nice 9.7 (Luzino v a vlastnost (N), Luzin ùv reprezen tan t)

Øekneme, ¾e zobrazení u : 
 � R

n

! R

N

má Luzinovu vlastnost (N) , prá v ì kdy¾

E � 
 ; H

n

( E ) = 0 = ) H

n

( u ( E )) = 0 :

Nec h » u 2 L

1

(
; R

N

). P okud zobrazení v splò uje Luzino vu vlastnost (N) a souèasnì v = u

s.v. v 
, nazv e se Luzinovým r epr ezentantem v .
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Vìta 9.19 (Luzino v a vlastnost) Ne ch» u : 
 � R

n

! R

N

je skor o v¹ude apr oximativnì dife-

r encovatelné zobr azení.

(i) Pak u

�

�

A

D

( u )

má Luzinovu vlastnost (N).

(ii) Jestli¾e v = u s.v., pak v je také skor o v¹ude apr oximativnì difer encovatelné a pr o ka¾dé

A � 
 platí

N

r

( u; A; y ) = N

r

( v ; A; y ) pr o s.v. y 2 R

N

:

Dùkaz. P o dle F ederero vy v ìt y (Vìta 9.15, str. 84) p okryjeme A

D

( u ) mìøiteln ými mno¾inami

f B

j

g tak o vými, ¾e u

�

�

B

j

je lipsc hitzo vsk é. Lipsc hitzo vsk é funk ce ma jí Luzino vu vlastnost (N).

Máme-li lib o v olné zobrazení u 2 L

1

(
; R

N

), de�n ujeme mno¾in u jeho regulárníc h b o dù

R

u

:= L

u

\ A

D

( u ) ;

kde L

u

je mno¾ina Leb esguo výc h b o dù. Luzino v a reprezen tan ta sestro jíme snadno:

~u ( x ) =

(

�

u

( x ) pro x 2 R ,

y

0

pro x 62 R ,

kde y

0

2 R

N

je lib o v olné a �

u

( x ) znaèí Leb esguo vu ho dnotu u v b o dì x .

Vìta 9.20 (Rad� o{Reic helderfer) Ne ch» u : 
 � R

n

! R

N

je spojité zobr azení, kter é má

Luzinovu vlastnost (N) a je skor o v¹ude apr oximativnì difer encovatelné. Pak

Z

A

f ( u ( x )) J

u

( x ) d x =

Z

R

N

f ( y ) N ( u; A; y ) d H

n

( y )

pr o ka¾dou nezápornou mìøitelnou funkci f .

Dùkaz. Díky Luzino v ì vlastnosti (N) máme H

n

( u ( A n A

D

( u ))) = 0, neb oli

N ( u; A; y ) = N

r

( u; A; y ) pro H

n

-s.v. y 2 R

N

:

9.3. Rekti�k o v atelnost G

u

Výsledky pøede¹lého o ddílu n yní budeme aplik o v at na pøípad grafu zobrazení. Budeme v¹ak

uv a¾o v at jen jistou tøídu zobrazení:

De�nice 9.8 (s.v. ap. dif. zobrazení) Pro 
 � R

n

a p � 1 de�n ujeme

A

p

(
; R

N

) :=

n

u 2 L

1

(
; R

N

)

�

�

�

ap D u ( x ) existuje pro s.v. x 2 
 & j M(ap D u ( x )) j 2 L

p

(
)

o

:

De�nice 9.9 (rekti�k o v ateln ý graf zobrazení) Pro zobrazení u 2 A

1

(
; R

N

) de�n ujeme

jeho þr ekti�kovatelnýÿ gr af jak o

G

u; 


:=

�

( x; u ( x ))

�

�

x 2 R

u

	

:



88 9. T oky nesené grafem zobrazení

Zøejmì je

G

u; 


= (id � u )( R

u

) = (id � u )(
)

r

:

Vyjm uli jsme tedy z G

u

singulární b o dy ( x; u ( x )), x 2 
 n R

u

. Tím je zaruèeno, ¾e G

u

je záro v eò

grafem Luzino v a reprezen tan tu u (mo dulo H

n

-n ulo v á mno¾ina). Odtud plyne, ¾e platí vzorec

pro p o vrc h zobrazení id � u . Sp ecielnì platí Luzino v a vlastnost (N),

A � 
 ; H

n

( A ) = 0 = ) H

n

�

G

u

\ ( A � R

N

)

�

= 0 ;

neb o»

G

u

\ ( A � R

N

) = (id � u )( A )

r

:

Pro zobrazení u 2 A

1

(
; R

N

) m ù¾e b ýt standardní graf

graph u :=

�

( x; u ( x ))

�

�

x 2 


	

mnohem v ìt¹í ne¾ G

u

; mno¾ina (graph u ) n G

u

m ù¾e mít i kladnou míru. Dok once m ù¾e b ýt

i H

n

(graph u ) = 1 , zatímco H

n

( G

u

) < 1 v¾dy; m ù¾e tedy b ýt H

n

�

(id � u )(
 n R

u

)

�

= 1 .

Vìta 9.21 (vlastnosti rektif. grafu) Ne ch» u 2 A

1

(
; R

N

) . Pak

(i) H

n

( G

u; 


) =

Z




j M(D u ( x )) j d x < 1 , kde D u ( x ) = ap D u ( x ) pr o s.v. x 2 
 a

j M(D u ( x )) j

2

=

X

j � j + j � j = n

�

�

�

M

�

�

(D u ( x ))

�

�

�

2

=

= 1 + j D u ( x ) j

2

+

�

�

M

(2)

(D u ( x ))

�

�

2

+ � � � +

�

�

M

( � n )

(D u ( x ))

�

�

2

;

kde �n = min ( n; N ) .

(ii) G

u; 


je n -r ekti�kovatelná mno¾ina.

V dùk azu tohoto tvrzení budeme p otøeb o v at následující

Lemma 9.22 (Cauc h y{Binetùv vzorec) Ne ch» T : R

n

! R

N

je line ární zobr azení, ne ch»

n � N . Pr o � 2 I ( n; N ) , te dy 1 � �

1

<:::< �

n

� N , oznaèíme

S

�

:= lin f "

�

1

; :::; "

�

n

g ;

line ární obal vybr aných bázových vektorù v R

N

. Zave deme pr ojekci

P

�

: R

N

! S

�

; P

�

( x

1

; :::; x

N

) := ( x

�

1

; :::; x

�

n

) :

Pak platí

J

2

T

=

X

� 2 I ( n;N )

�

det( P

�

� T )

�

2

:
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Dùkaz vìty 9.21. þ(i)ÿ. P ou¾ijeme vzorec pro p o vrc h na zobrazení id � u . T o je prosté, tedy máme

N

r

(id � u; 
 ; z ) =

(

1 kdy¾ z 2 G

u; 


,

0 kdy¾ z 2 ( R

n

� R

N

) n G

u; 


.

Proto

Z




J

id � u

( x ) d x =

Z

R

n

� R

N

N

r

(id � u; 
 ; z ) d H

n

( z ) = H

n

( G

u; 


) :

Zb ýv á tedy sp o èíst Jak obián J

id � u

. K tom u u¾ijeme Cauc h yùv{Binetùv vzorec na

T = D(id � u ) =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1

.

.

.

1

u

1

x

1

::: u

1

x

n

.

.

.

.

.

.

u

N

x

1

::: u

N

x

n

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

:

Dostaneme tím

J

2

id � u

=

X

� 2 I ( n;n + N )

�

det

�

P

�

� D(id � u )

�

�

2

;

kde op erátor P

�

vyb ere øádky 1 � �

1

<:::<�

n

� n + N z matice D(id � u ). Je-li

1 � �

1

<:::<�

n � k

� n<�

n � k +1

<:::<�

n

� n + N

a za v edeme-li

� = ( �

1

; :::; �

n � k

) ; � = ( �

n � k +1

; :::; �

n

) ;

dostaneme

det

�

P

�

� D(id � u )

�

= M

�

�

(D u ) :

Odtud je J

2

id � u

= j M(D u ) j

2

:

þ(ii)ÿ. P o dle F ederero vy v ìt y (Vìta 9.15) existují mno¾in y f C

j

g , C

1

� C

2

� ::: , a lipsc hitzo vsk á

zobrazení f u

j

g tak o v á, ¾e L

n

(
 n C

j

) ! 0 a u = u

j

na C

j

. Proto¾e

S

j

C

j

� A

D

( u ), je

[

j

G

u

j

;C

j

� G

u

;

tedy k a¾dý G

u

j

;C

j

je grafem lipsc hitzo vsk ého zobrazení, a G

u

je jimi p okryt. P o dle základní v ìt y

o rekti�k o v atelnosti (Vìta 8.11, str. 68) G

u

je n -rekti�k o v atelná mno¾ina.
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P o dobnì jak o v pøípadì u 2 C

1

(viz. Vìta 9.1, str. 76) de�n ujeme tok G

u

, u 2 A

1

, vztahem

(9.1) :

G

u

( ! ) =

Z




X

j � j + j � j = n

!

��

( x; u ( x )) � ( �; � ) M

�

�

(ap D u ) d x;

kde

! =

X

j � j + j � j = n

!

��

( x; y ) d x

�

^ d y

�

2 D

n

(
 � R

N

) :

T ok G

u

je zøejmì tok em s k oneènou hmotou, G

u

2 M

n

(
 � R

N

). Na víc v¹ak platí

Vìta 9.23 (tok G

u

) Ne ch» u 2 A

1

(
; R

N

) . Pak G

u

2 R

n

(
 � R

N

) a navíc G

u

= � ( G

u; 


; � ; 1) ,

kde

� ( x; u ( x )) =

M(D u ( x ))

j M(D u ( x )) j

8 x 2 R

u

:

Dùkaz. P ou¾ijeme zno vu F ederero vu v ìtu (Vìta 9.15, str. 84), a to v zesíleném tv aru: Existují

uza vøené mno¾in y F

1

� F

2

� � � � � 
, L

n

(
 n F

j

) ! 0, a existují C

1

funk ce f u

j

g tak o v é, ¾e

u = u

j

na F

j

. Oba toky , G

u

a � ( G

u

; � ; 1), ma jí k oneènou hmotu a tedy

G

u

x ( F

j

� R

N

) * G

u

;

� ( G

u

; � ; 1) x ( F

j

� R

N

) * � ( G

u

; � ; 1) :

(Platí dok once více: ob ì k on v ergence jsou silné, tj. v e sm yslu hmot y .)

Staèí tedy dok ázat, ¾e

G

u

x ( F

j

� R

N

) = � ( G

u

\ ( F

j

� R

N

) ; � ; 1) :

Z toho, ¾e u = u

j

na F

j

, vidíme

G

u

x ( F

j

� R

N

) = G

u

j

x ( F

j

� R

N

) ;

� ( G

u

\ ( F

j

� R

N

) ; � ; 1) = � ( G

u

j

\ ( F

j

� R

N

) ; � ; 1) ;

a z Oddílu 9.1 víme, ¾e

G

u

j

x ( F

j

� R

N

) = � ( G

u

j

\ ( F

j

� R

N

) ; � ; 1) :

Èím¾ je ro vnost dok ázána. Rekti�k o v atelnost a celo èíselnost G

u

pak plyne z této ro vnosti, neb o»

� ( G

u; 


; � ; 1) je rekti�k o v ateln ý | � skuteènì je orien tujícím n -v ektorem ap T

z

G

u

.

9.4. Hranice grafu | Greeno vy form ule

V pøedc hozí èásti jsme plnì k orektnì de�no v ali graf G

u

pro u 2 A

1

(
; R

N

). T ato u jsou dle

de�nice

(i) In tegro v atelná 2 L

1

;
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(ii) S.v. apro ximativnì diferenco v atelná.

Sob olevsk á zobrazení z W

1 ; 1

(
; R

N

) jsou p o dtøídou A

1

(
; R

N

), opaèná inkluze v¹ak neplatí. Na-

pøíklad zobrazení, které je sob olevsk é jen p o èástec h, nik oliv v¹ak celé, stále patøí do A

1

(
; R

N

).

Vìta 9.24 (na v azo v ání) Ne ch» f 


i

g je posloupnost otevø ených mno¾in v R

n

, pr o kter ou platí:

(i) je po dvou disjunktní, tj. 


i

\ 


j

= ; pr o i6 = j ;

(ii) 


i

� 
 8 i ;

(iii) L

n

(
 n

S

i




i

) = 0 .

T e dy, r ozklad f 


i

g pokrývá skor o celé 
 . Ne ch» pr o ka¾dé i je

(iv) u

i

2 W

1 ; 1

(


i

; R

N

) ;

(v)

P

i

k u

i

k

L

1

(


i

; R

N

)

< 1 ;

(vi)

P

i

kj M(D u

i

) jk

L

1

(


i

)

< 1 .

Pak zobr azení u : 
 ! R

N

de�nované pø e dpisem

u ( x ) = u

i

( x ) pr o x 2 


i

, 8 i = 1 ; 2 ; :::

le¾í v A

1

(
; R

N

) .

Dùk az je zøejm ý .

Tvrzení platí, i p okud se omezíme na p o èástec h hladk á zobrazení pøedp okladem

(iv') u

i

2 C

1

(


i

; R

N

);

platí, i p okud u¾ijeme naopak slab¹í pøedp oklad

(iv") u

i

2 A

1

(


i

; R

N

).

Tøída A

1

v¹ak obsah uje i dalek o ob ecnìj¹í zobrazení, pro která je 
 n

S

i




i

ob ecná mno¾ina

míry n ula. Mù¾e b ýt napøíklad h ustá v 
. V mec hanice lze tak o v áto u 2 A

1

(
; R

N

) in terpreto v at

jak o neelastic k é deformace, obsah ující lom y nad 
 n

S

i




i

.

Nyní budeme studo v at p o dmínky , které umo¾ní lom y vylouèit, tedy zùstat na p ùdì pru¾-

n ýc h deformací. Budeme p o¾ado v at, ab y na seb e jednotliv é k ousky v jistém sm yslu na v azo v aly .

Následující pøíklad uk azuje, jak toto na v azo v ání probíhá u sob olevskýc h funk cí.

Pøíklad 9.1 (na v azo v ání W

1 ; 1

(
) ) Uv a¾ujme rozklad f 


i

g , který p okrýv á sk oro celé 
, jak o

vý¹e. Oznaèíme A

ij

:= @ 


i

\ @ 


j

. Nutnou a p ostaèující p o dmínk ou, ab y u 2 W

1 ; 1

(
), je ¾e

H

n � 1

( A

ij

) > 0 ; i6 = j = ) u

i

�

�

A

ij

= u

j

�

�

A

ij

v e sm yslu stop.

Jen tehdy toti¾ existují distributivní deriv ace D u .
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T ato úv aha je zcela na místì pro sob olevsk é funk ce. Pro zobrazení z A

1

(
; R

N

) je v¹ak tøeba

p o dmínek p onìkud o dli¹n ýc h | zhruba øeèeno, m usí platit jisté p o dmínky k ompatibilit y minorù

apro ximativního gradien tu u .

Apro ximativní gradien t ap D u existuje v¾dy , gradien t distributivní té¾; ne v¾dy v¹ak D u 2 L

1

.

P okud toto platí, m usí n utnì platit tzv. Gr e enova formule o in tegraci p er partes :

Z




 ( u ( x )) '

x

i

( x ) d x = �

Z




N

X

j =1

 

u

j

( u ( x )) u

j

x

i

( x ) ' ( x ) d x(9.13)

pro ' 2 C

1

c

(
),  2 C

1

c

( R

N

), i =1 ; :::; n . V jazyce diferenciálníc h forem se pak tato skuteènost

vyjádøí následo vnì. Za v edeme

� ( x; y ) =  ( y ) ' ( x )

c

d x

i

kde

c

d x

i

= d x

1

^ � � � ^ d x

i � 1

^ d x

i +1

^ � � � ^ d x

n

. P otom máme

d � =

X

j

 

y

j

( y ) ' ( x ) d y

j

^

c

d x

i

+  ( y ) '

x

i

( x ) d x

i

^

c

d x

i

a

G

u

( d � ) =

Z




X

j;k

 

y

j

( u ( x )) ' ( x ) u

j

x

k

d x

k

^

c

d x

i

+

Z




 ( u ( x )) '

x

i

( x ) d x

i

^

c

d x

i

=

= ( � 1)

i � 1

Z




�

 ( u ( x )) '

x

i

( x ) +

X

j

 

y

j

( u ( x )) ' ( x ) u

j

x

i

�

d x:

Greeno vu form uli (9.13) tedy lze vyjádøit jak o

G

u

( d � ) = 0 pro form y t ypu � =  ( y ) ' ( x )

c

d x

i

:

F orm y � 2 D

n � 1

(
 � R

N

) lze rozlo¾it do slo¾ek p o dle toho, k olik þv ertik álníc hÿ diferenciálù

d y obsah ují. Nec h »

! =

X

j � j + j � j = m

!

��

( x; y ) d x

�

^ d y

�

2 D

m

(
 � R

N

) ;

�m = min ( m; N ), m � n . P olo¾íme

!

( k )

:=

X

j � j = m � k

j � j = k

!

��

( x; y ) d x

�

^ d y

�

pro k =0 ; :::; �m :

Máme tím rozklad

! =

�m

X

k =0

!

( k )

;

co¾ lze zapsat té¾ jak o

D

m

(
 � R

N

) =

�m

M

k =0

D

m

(
 � R

N

)

( k )

;
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kde

D

m

(
 � R

N

)

( k )

:= D

m � k

(
) 
 D

k

( R

N

) =

�

!

( k )

�

�

! 2 D

m

(
 � R

N

)

	

:

P o dobnì pro

G

u

( ! ) =

Z




X

j � j + j � j = n

!

��

( x; u ( x )) � ( �; � ) M

�

�

d x

p olo¾íme

G

u; ( k )

( ! ) :=

Z




X

j � j = n � k

j � j = k

!

��

( x; u ( x )) � ( �; � ) M

�

�

d x

pro k =0 ; :::; �n , kde �n = min ( n; N ). Máme tedy

G

u; ( k )

( ! ) = G

u

( !

( k )

) & G

u

=

�n

X

k =0

G

u; ( k )

:

Na¹e Greeno v a form ule je tedy tvrzení

@ G

u

( � ) = 0 8 � 2 D

n � 1

(
 � R

N

)

(0)

:

T ato form ule v¹ak p opisuje jen èást p o dmínek na v azo v ání, a to na n ulté úro vni. Existují tak é

p o dmínky na úro vni k =1 ; :::; �n � 1:

@ G

u

( � ) = 0 8 � 2 D

n � 1

(
 � R

N

)

( k )

;

tj. G

u

( d � ) = 0 pro t yto � .

Úplná sesta v a Greeno výc h form ulí pro k =0 ; :::; �n � 1 pak øík á, ¾e

@ G

u

( � ) = 0 8 � 2 D

n � 1

(
 � R

N

) ;

tj. ¾e

@ G

u

= 0 v 
 � R

N

;

neb oli

�

�

�

�

@ G

u

x (
 � R

N

) = 0(9.14)

T outo form ulací c hceme vyjádøit skuteènost, ¾e hranice grafu u je n ulo v á uvnitø 
 � R

N

;

p okud b yc hom uv a¾o v ali v celém prostoru R

n

� R

N

, pak G

u; 


má v¾dy nen ulo v ou hranici nad @ 
.

Greeno v a form ule se v¹ak zab ýv á p ouze c ho v áním nad oblastí 
.

Zob ecnìná Greeno v a form ule (9.14) je prá v ì tou klíèo v ou vlastností, která umo¾ò uje fungo-

v ání teorie k oneèné pru¾nosti. Uvidíme dále, ¾e þelastic k éÿ deformace jsou prá v ì t y , které splò ují

tuto zob ecnìnou Greeno vu form uli. T am, kde je ten to vztah naru¹en, se o citáme vnì ob oru teo-

rie pru¾nosti | pøíkladem je tzv. kavitace (vznik dutin y tam, kde pøed deformací b yla souvislá

hmota).

P o dmínk a @ G

u

=0 je v e sv é p o dstatì homologic k á. Stejnì jak o F ederer nazv al teorii tokù

homologic k ou teorií in tegrace, lze zde p o dá v anou teorii pru¾nosti c hápat jak o homologic k ou

teorii k oneèné pru¾nosti.

Nyní pro v edeme výp o èet vzorce pro Greeno vu v ìtu øádu k . Platí následující tvrzení:
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Vìta 9.25 (Greeno v a form ule) Ne ch» � = ' ( x; y ) d x

�

^ d y

�

2 D

n � 1

(
 � R

N

) ; kde j � j =

n � 1 � k a j � j = k . Ne ch» dále u 2 A

1

(
; R

N

) . Pak

(9.15) @ G

u

( � ) =

Z




�

X

i 2 �

'

x

i

( x; u ( x )) � ( i; � ) � ( � [ i; � [ i ) M

�

� [ i

(D u ) +

+

X

j 2 �

'

y

j

( x; u ( x )) � ( j; � ) � ( � [ j; � [ j ) M

� [ j

�

(D u )

�

d x;

kde pr o kr átkost ztoto¾òujeme multiindex f i g (délky je dna) se symbolem i .

Dùkaz. Máme

d � =

n

X

i =1

'

x

i

d x

i

^ d x

�

^ d y

�

+

N

X

j =1

'

y

j

d y

j

^ d x

�

^ d y

�

=

=

X

i 2 �

'

x

i

� ( i; � ) d x

� [ i

^ d y

�

+

X

j 2 �

'

y

j

� ( j; � ) d x

�

^ d y

� [ j

;

co¾ dosadíme do (9.1) a dostaneme (9.15) .

Odtud tedy vidíme, ¾e Greeno v a v ìta je vztahem mezi minory D u øádu k a minory øádu k +1.

Sp o jením v¹ec h tìc h to v azeb pro k =0 ; :::; �n = min ( n; N ) vznikne úplná sousta v a Greeno výc h

form ulí, její¾ geometric ký význam je obsa¾en v homologic k é form uli (9.14) .

Pøíklad 9.2 (zobrazení s neuza vøen ým grafem) Uv a¾ujme zobrazení

u

0

: x 2 
 := B

0 ; 1

� R

n

7!

x

j x j

2

^

R

n

;

kde R

n

a

^

R

n

p ou¾ív áme pro rozli¹ení ob ou prostorù. Pro toto zobrazení platí @ G

u

0

x (
 �

^

R

n

) 6= 0.

Uk á¾eme toti¾, ¾e

G

u

0

; 


= (id � u

0

)( B

0 ; 1

nf 0 g )

je hladk á p o dv arieta v 
 �

^

R

n

s okra jem

@ G

u

0

; 


= (id � u

0

)( @ B

0 ; 1

) [ f 0 g� @

^

B

0 ; 1

;

kde (id � u

0

)( @ B

0 ; 1

) =

�

( x; u

0

( x ))

�

�

j x j =1

	

a

^

B

0 ; 1

je jednotk o v á k oule v

^

R

n

. Se zap o ètením

orien tace èástí tohoto okra je dostaneme

@ G

u

0

= (id � u

0

)

#

� �

@ B

0 ; 1

� �

�

� �

f 0 g� @

^

B

0 ; 1

� �

:

P ak tedy

@ G

u

0

x (
 �

^

R

n

) = �

� �

f 0 g� @

^

B

0 ; 1

� �

6= 0 :

Znamená to tedy , ¾e graf G

u

0

má kromì standardního okra je nad @ 
 je¹tì èást okra je nad

støedem 0 2 B

0 ; 1

.
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Uk a¾me je¹tì, ¾e vý¹e uv eden ý vzorec pro @ G

u

0

platí. Uv a¾ujme pro 0 <"< 1 graf zobrazení

u

0

na mezikru¾í:

G

"

u

0

:= (id � u

0

)( B

0 ; 1

n B

0 ;"

) :

Okra jem grafu bude

@ G

"

u

0

:= (id � u

0

)( @ B

0 ; 1

) [ (id � u

0

)( @ B

0 ;"

);

se zap o ètením orien tace pak

@ G

"

u

0

= (id � u

0

)

#

� �

@ B

0 ; 1

� �

� (id � u

0

)

#

� �

@ B

0 ;"

� �

:

Zøejmì G

"

u

0

* G

u

0

, a tedy @ G

"

u

0

* @ G

u

0

. Tím dostaneme, ¾e

� (id � u

0

)

#

� �

@ B

0 ;"

� �

=

� ��

( "x; x )

�

�

j x j =1

	� �

*

� ��

(0 ; x )

�

�

j x j =1

	� �

= @ G

u

0

:
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10. Kartézsk á zobrazení a slabá sp o jitost minorù

10.1. Kartézsk á zobrazení

Nyní budeme zk oumat blí¾e vlastnosti kartézských zobr azení , co¾ jsou ta in tegro v atelná

a sk oro v¹ude apro ximativnì diferenco v atelná zobrazení, která splò ují p o dmínku uza vøenosti

grafu (9.15) . Pro otevøenou 
 � R

n

a p � 1 za v edeme

cart

p

(
; R

N

) :=

�

u 2 A

p

(
; R

N

)

�

�

@ G

u

x (
 � R

N

) = 0

	

:

Na tom to prostoru za v edeme þnorm uÿ

k u k

A

p

= k u k

cart

p

:= k u k

L

p

+ kj M(D u ) j k

L

p

;

která v¹ak není normou v e vlastním sm yslu. Neplatí toti¾ ani subaditivita, ani homogenita.

De�nice 10.1 (slabá k on v ergence v A

p

) Øekneme, ¾e p osloupnost f u

k

g � A

p

(
; R

N

) k on-

v erguje slabì v A

p

k u 2 A

1

(
; R

N

), prá v ì kdy¾

(i) u

k

! u v L

p

,

(ii) M(D u

k

) * M(D u ) v L

p

.

P oznamenejme, ¾e ob vykle nalezneme tak o v á v

�

�

, ¾e u

k

! u v L

1

a M

�

�

(D u

k

) * v

�

�

v L

1

,

a v¹ak jen za jist ýc h do dateèn ýc h p o dmínek lze zaruèit, ¾e v

�

�

= M

�

�

(D u ). P okud toto platí,

ho v oøíme o slabé spojitosti minorù . Uk á¾eme, ¾e jednou z mo¾n ýc h do dateèn ýc h p o dmínek je

p o dmínk a uza vøenosti grafu, tedy f u

k

g � cart

p

(
; R

N

).

Vìta 10.1 (k on v ergence grafù) Ne ch» u

k

; u 2 A

1

(
; R

N

) a ne ch» u

k

* u v A

1

. Pak

G

u

k

( ! ) ! G

u

( ! ) 8 ! 2 C

b

( R

n

� R

N

) ;(10.1)

kde C

b

znaèí spojité omezené funkce; tj.

G

u

k

* G

u

v D

n

( R

n

� R

N

) ;(10.2)

a tím pádem také v D

n

(
 � R

N

) .

Lemma 10.2 (slabá k on v ergence souèin u funk cí) Ne ch» a

k

; a; b

k

; b jsou mìøitelné funkce

na mìøitelné mno¾inì 
 � R

n

.

(i) Jestli¾e a

k

( x ) ! a ( x ) pr o s.v. x 2 
 , sup

k

k a

k

k

L

1

< 1 , b

k

* b v L

1

, nebo

(ii) Jestli¾e a

k

! a v L

1

, sup

k

k a

k

k

L

1

< 1 , b

k

* b v L

1

,

pak a

k

b

k

* a b v L

1

, tj.

Z




a

k

b

k

' d x !

Z




a b ' d x 8 ' 2 L

1

(
) :
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Dùkaz L emmatu 10.2. þ(i)ÿ. Oznaème A := sup

k

k a

k

k

L

1

. Z L

1

-slab é k on v ergence b

k

* b dosta-

neme, ¾e b

k

jsou stejnì in tegro v atelné (stejnì absolutnì sp o jité), tj. ¾e 8 "> 0 9 �

"

> 0 tak o v é, ¾e

p okud E � 
, L

n

( E ) < �

"

, pak

sup

k

Z

E

j b

k

j d x < ":

Z Jegoro v o vy v ìt y (Vìta 5.7, str. 26) dostaneme, ¾e existuje tak o v á uza vøená mno¾ina F � 
,

¾e

L

n

(
 � F ) < �

"

& a

k

� a na F :

P ak pro ' 2 L

1

(
) platí

Z


 n F

( a

k

� a ) b

k

' d x � 2 A k ' k

L

1

Z


 n F

j b

k

j d x � 2 A k ' k

L

1

";

Z

F

( a

k

� a ) b

k

' d x � k a

k

� a k

L

1

k ' k

L

1

k b

k

k

L

1

! 0

proto¾e k a

k

� a k

L

1

! 0 a sup

k

k b

k

k

L

1

< 1 z b

k

* b . Tím máme ( a

k

� a ) b

k

* 0 v L

1

. Na druhou

stran u a ( b

k

� b ) * 0 v L

1

, neb o» a 2 L

1

. Slo¾ením získ á v áme

a

k

b

k

� a b = ( a

k

� a ) b

k

+ a ( b

k

� b ) * 0 v L

1

:

þ(ii)ÿ. Z k a¾dé p o dp osloupnosti f a

k

0

g � f a

k

g lze vybrat f a

k

00

g � f a

k

0

g tak, ¾e a

k

00

! a s.v.

Z (i) pak dostaneme, ¾e k a¾dá p o dp osloupnost f a

k

0

b

k

0

g obsah uje p o dp osloupnost, která L

1

-slab ì

k on v erguje k a b . Proto¾e limita nezá visí na vybrané p o dp oslounosti, dostá v áme (ii).

Dùkaz V ìty 10.1. Pøejdeme-li k e vho dné p o dp osloupnosti, m ù¾eme dosáhnout toho, ¾e pro j � j +

j � j = n a � 2 C

b

( R

n

� R

N

), je

M

�

�

(D u

k

) * M

�

�

(D u ) ;

u

k

( x ) ! u ( x ) pro s.v. x 2 
 ;

� ( x; u

k

( x )) ! � ( x; u ( x )) pro s.v. x 2 
 ;

sup

k ;x

j � ( x; u

k

( x )) j < 1 :

P ou¾itím Lemmatu 10.2 dostaneme

( G

u

k

)

��

( � ) = � ( �; � )

Z




� ( x; u

k

( x )) M

�

�

(D u

k

) d x !

! � ( �; � )

Z




� ( x; u ( x )) M

�

�

(D u ) d x = ( G

u

)

��

( � ) :

Nyní uk á¾eme, ¾e zobrazení z nìkterýc h prostorù jsou automatic ky k artézsk á, tj. splò ují

p o dmínku uza vøenosti grafu. Nejjedno du¹¹í je následující pøípad:

Vìta 10.3 ( W

1 ; �n

� cart

1

) Ne ch» u 2 W

1 ; �n

(
; R

N

) , kde �n := min ( n; N ) . Pak u 2 cart

1

(
; R

N

) .
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Dùkaz. Minor M

�

�

(D u ) je lineární k om binací souèin ù k = j � j deriv ací, a tedy M

�

�

(D u ) 2 L

�n= j � j

(
).

Proto¾e 0 � j � j � �n , je �n= j � j � 1, a tedy u 2 A

1

(
; R

N

).

Nec h » u

k

2 C

1

(
; R

N

) apro xim ují u v prostoru W

1 ; �n

, tj.

u

k

! u v L

�n

& D u

k

! D u v L

�n

:

P ak

M

�

�

(D u

k

) ! M

�

�

(D u ) v L

�n= j � j

;

a sp ecielnì tedy

u

k

! u v L

1

& M

�

�

(D u

k

) ! M

�

�

(D u ) v L

1

:

Z èeho¾ ji¾ vyplýv á slabá k on v ergence v A

1

(viz. De�nice 10.1).

P o dle Vìt y 10.1 platí slabá sp o jitost grafu:

G

u

k

* G

u

v D

n

(
 � R

N

) ;

a tady tak é sp o jitost hranice:

@ G

u

k

* @ G

u

v D

n � 1

(
 � R

N

) :

Máme @ G

u

k

x (
 � R

N

) = 0, a tedy i @ G

u

x (
 � R

N

) = 0. Co¾ sp olu s u 2 A

1

(
; R

N

) dok azuje,

¾e u 2 cart

1

(
; R

N

).

P o dobné tvrzení platí pro tøídy A

p;q

, za v edené J. Ballem [1 ]. Pro u 2 W

1 ; 1

(
; R

n

) je D u

ètv erco v á matice; de�n uje se matice ( n � 1)-minorù D u takto:

adj D u := (det D u )(D u )

� 1

:

Za v edeme

A

p;q

(
; R

n

) :=

n

u 2 W

1 ;p

(
; R

n

)

�

�

�

adj D u 2 L

q

(
; R

n � n

)

o

pro p � n � 1 & q �

n

n � 1

a platí následující v ìta:

Vìta 10.4 ( A

p;q

� cart

1

; Ball [1 ]) Je-li q �

p

p � 1

, pak A

p;q

(
; R

n

) � cart

1

(
; R

n

) .

Lemma 10.5 (Piolo v a iden tita) Ne ch» u 2 W

1 ;n � 1

(
; R

n

) , ' 2 C

1

c

(
) . Pak

Z




n

X

j =1

D

j

' (adj D u )

i

j

d x = 0 :(10.3)
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Dùkaz L emmatu 10.5. V ezmìme apro xim ující p osloupnost f u

k

g � C

2

, u

k

! u v W

1 ;n � 1

. P ak

adj D u

k

! adj D u v L

1

. Pro u

k

2 C

2

Piolo vy iden tit y platí, neb o» máme

(adj D u )

i

j

=

X

� 2 �

n

� (1)= j

� ( � ) u

2

x

� (2)

:::u

n

x

� ( n )

a tedy

�

(adj D u )

i

j

�

x

j

=

X

� 2 �

n

� (1)= j

� ( � )

�

u

2

x

� (2)

x

j

u

3

x

� (3)

:::u

n

x

� ( n )

+ � � � + u

2

x

� (2)

:::u

n � 1

x

� ( n � 1)

u

n

x

� ( n )

x

j

�

:

Pøi sumaci pøes j se v¹ak, díky zámìnnosti druh ýc h parciálníc h deriv ací, v¹ec hn y èlen y vyru¹í,

a celý výraz se tedy ro vná n ule.

Dùkaz V ìty 10.4. Nec h » u 2 A

p;q

(
; R

n

). Vzhledem k tom u, ¾e adj D u 2 L

q

, platí (ze sp o jitosti)

Piolo v a iden tita (10.3) pro k a¾dé ' 2 W

1 ;q

0

, kde

1

q

+

1

q

0

= 1. Zv olme n yní ' 2 C

1

c

(
) a  2 C

1

c

( R

n

);

dle pøedp okladu je q � p

0

, tedy q

0

� p . P ak ' ( x )  ( u ( x )) 2 W

1 ;q

0

. Máme tedy

0 =

Z




n

X

j =1

D

j

�

' ( x )  ( u ( x ))

�

(adj D u )

i

j

d x =

=

Z




n

X

j =1

'

x

j

( x )  ( u ( x )) (adj D u )

i

j

d x +

Z




n

X

j;k =1

' ( x )  

u

k

( u ( x )) u

k

x

j

(adj D u )

i

j

d x:

Proto¾e

X

j

u

k

x

j

(adj D u )

i

j

= �

k i

det D u;(10.4)

je det D u 2 L

1

p

+

1

q

a z pøedp okladu máme

1

p

+

1

q

� 1. Minory øádu k =2 ; :::; n � 2 jsou lineárními

k om binacemi souèin ù k deriv ací u , jsou tedy prvky L

p=k

. Proto¾e p � n � 1 a q � 1, v¹ec hn y minory

patøí do L

1

. T edy u 2 A

1

(
; R

n

).

Z (10.4) dále máme

0 =

Z




n

X

j =1

'

x

j

( x )  ( u ( x )) (adj D u )

i

j

d x +

Z




n

X

j;k =1

' ( x )  

u

i

( u ( x )) (det D u ) d x;

co¾ je pøesnì Greeno v a v ìta pro form y tv aru � ( x; y ) = ' ( x )  ( y )

c

d y

i

. Lineární k om binace tìc h to

forem jsou h usté v prostoru D

n � 1

(
 � R

n

)

( n � 1)

, a proto

G

u

( d � ) = 0 8 � 2 D

n � 1

(
 � R

n

)

( n � 1)

;

Pro � 2 D

n � 1

(
 � R

n

)

( k )

, k <n � 1, ji¾ Greeno v a v ìta platí, neb o» platí pro apro xim ující p osloup-

nost u

j

! u v W

1 ;n � 1

. Úhrnem tedy dostá v áme @ G

u

x (
 � R

n

) = 0, a tedy u 2 cart

1

.

Jin ým (dosti k omplik o v an ým) zp ùsob em lze dok ázat tvrzení

Vìta 10.6 (Müller{T ang{Y an)

A

n � 1 ;

n

n � 1

(
; R

n

) � cart

1

(
; R

n

) :

Dùk az viz. [13 ].
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10.2. Slabá sp o jitost minorù

V pøede¹lém o ddílu jsme za v edli p o jem slab é k on v ergence zobrazení v A

1

(
; R

N

). Nyní

budeme vy¹etøo v at, za jakýc h pøedp okladù bude z k on v ergence u

k

! u v L

1

ji¾ vyplýv at

M(D u

k

) * M(D u ).

Vìta 10.7 (slabá uza vøenost) Ne ch» f u

k

g � A

1

(
; R

N

) . Pø e dpokládejme, ¾e existují u 2

W

1 ; 1

(
; R

N

) a v

�

�

2 L

1

(
) , 8 �; � : j � j + j � j = n , taková, ¾e

u

k

* u v L

1

;

D u

k

* D u v L

1

;

M

�

�

(D u

k

) * v

�

�

v L

1

; 8 j � j + j � j = n; j � j > 1 :

Jestli¾e

sup

k

M


 � R

N

( @ G

u

k

) < 1 ;

potom

v

�

�

= M

�

�

(D u ) ; 8 j � j + j � j = n:

Geometric ký obsah této v ìt y je obsa¾en v následujícím tvrzení, které té¾ tv oøí jádro dùk azu.

Vìta 10.8 (graf-tok) Ne ch» u 2 L

1

(
; R

N

) je skor o v¹ude apr oximovativnì difer encovatelné

zobr azení a ne ch» v

�

�

2 L

1

(
) , 8 j � j + j � j = n . Ne ch» v

0

0

� 1 . Budeme de�novat tok S = S

u;v

vztahem

S ( ! ) =

X

j � j + j � j = n

S

��

( !

��

) ; kde S

��

( � ) = � ( �; � )

Z




� ( x; u ( x )) v

�

�

d x; pr o � 2 C

c

(
 � R

N

) :

Potom násle dující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) v

�

�

= M

�

�

(D u ) , 8 j � j + j � j = n ;

(ii) u 2 A

1

(
; R

N

) & S = G

u

;

(iii) S 2 R

n

(
 � R

N

) .

Dùkaz V ìty 10.8. þ(i) ) (ii)ÿ. Jestli¾e v

�

�

= M

�

�

(D u ), pak zøejmì u 2 A

1

. Z tv aru S je vidìt, ¾e

S = G

u

.

þ(ii) ) (iii)ÿ. P o dle Vìt y 9.23.

þ(iii) ) (i)ÿ. Nec h » S = � ( S;

~

S ; � ) 2 R

n

(
 � R

N

). T ok S má k oneènou hmotu, a tedy jej lze

aplik o v at na n -form y s omezen ými b orelo vskými k o e�cien t y . P o dobnì lze do de�nièníc h vztah ù

pro S

��

dosazo v at omezené b orelo vsk é funk ce � .
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þKrok 1ÿ. Dok a¾me nejprv e, ¾e S = G

u

H

n

-s.v. Ho dnota S se nezmìní, budeme-li místo �

dosazo v at � �

G

u

(která je omezená b orelo vsk á). Odtud tedy dostaneme, ¾e

S x G

u

= S ;

tj. ¾e tok S je soustøedìn na mno¾inì G

u

. Odtud plyne, ¾e H

n

( G

u

n S ) = 0.

Zb ýv á tedy dok ázat opaènou inkluzi, tj. H

n

( G

u

n S ) = 0. Pro sp or pøedp okládejme, ¾e platí

opak, tj. H

n

( G

u

n S ) > 0. P okud je H

n

( G

u

n S ) = 1 , zv olíme èást

~

S tak, ¾e

S �

~

S � G

u

a ¾e

H

n

(

~

S ) < 1 & H

n

(

~

S n S ) > 0 :

Oznaème S

0

pro jek ci S na 
, tj.

S

0

: =

�

x 2 


�

�

S \ ( f x g� R

N

) 6= ;

	

;

a

~

S

0

pro jek ci

~

S :

~

S

0

: =

�

x 2 


�

� ~

S \ ( f x g� R

N

) 6= ;

	

:

Jistì tedy máme

~

S

0

� S

0

. Nyní, kdyb y H

n

(

~

S

0

n S

0

) = 0, pak b yc hom p omo cí v ìt y o p o vrc h u

grafu (Vìta 9.2, vzorec (9.5) , str. 76) dostali

H

n

(

~

S n S ) =

Z

~

S

0

n S

0

j M(D u ) j d x = 0 ;

co¾ b y o dp oro v alo na¹í v olb ì

~

S .

Zv olme n yní

! = �

~

S

0

n S

0

( x ) d x;

kde d x = d x

1

^ � � � ^ d x

n

. P otom je

S ( ! ) = S

0

0

( �

~

S

0

n S

0

) =

Z

~

S

0

n S

0

1 d x = H

n

(

~

S

0

n S

0

) > 0 :

Z druhé stran y v¹ak máme

S ( ! ) =

Z

S

! �

~

S � d x =

Z

~

S n S

! �

~

S � d x = 0 ;

neb o» vnì (

~

S

0

n S

0

) � R

N

je ! = 0. Tím dostá v áme sp or, a tedy platí

H

n

( S M G

u

) = 0 :
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þKrok 2ÿ. Zk onstruujme zobrazení

~ v :=

X

j � j + j � j = n

� ( �; � ) v

�

�

e

�

^ "

�

;

z 
 do �

n

R

n + N

. Oznaèíme

~

� ( x ) :=

~ v ( x )

j ~ v ( x ) j

; � ( x ) :=

j ~ v ( x ) j

j M(D u ( x )) j

:

Z de�nice S máme

S ( ! ) =

Z




! ( x; u ( x )) � ~ v ( x ) d x =

Z




! ( x; u ( x )) �

~ v ( x )

j M(D u ( x )) j

j M(D u ( x )) j d x =

=

Z

G

u

! �

~ v

j M(D u ) j

d H

n

= � ( G

u

;

~

� ; � )( ! ) :

T ak¾e

~

S =

~

� a � = � .

Ji¾ jsme dok ázali, ¾e S = G

u

. Vzhledem k tom u, ¾e S je rekti�k o v ateln ý , je

~

S =

~

G

u

. P o dle

Vìt y 9.23 je

~ v ( x )

j ~ v ( x ) j

=

~

� ( x ) =

~

S ( x; u ( x )) =

~

G

u

( x; u ( x )) =

M(D u ( x ))

j M(D u ( x )) j

:

Vyjádøeno p omo cí � , je

~ v ( x ) = � ( x ) M(D u ( x )) :

P oro vnáním ( ~ v )

00

= v

0

0

� 1 a (M(D u ))

0 0

= M

0

0

� 1 zjistíme, ¾e � � 1 s.v. v 
. Co¾ je ký¾ená

ro vnost v = M(D u ).

Dùkaz V ìty 10.7. Z v ìt y o slab é k on v ergenci tokù (Vìta 10.1, str. 96) víme, ¾e

M

�

�

(D u

k

) * v

�

�

v L

1

implikuje

G

u

k

* S v D

n

(
 � R

N

) ;

kde tok S je de�no v án tak, jak o v pøede¹lé v ìtì. Ze slab é k on v ergence D u

k

* D u a M

�

�

(D u

k

) *

v

�

�

dostaneme, ¾e

sup

k

Z




j D u

k

j d x < 1 ; sup

k

Z




j M(D u

k

) j d x < 1 ;

a tedy

sup

k

M


 � R

N

( G

u

k

) < 1 :
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Vzhledem k pøedp okladùm v ìt y je i

sup

k

M


 � R

N

( @ G

u

k

) < 1 :

Máme tedy v otevøené mno¾inì U = 
 � R

N

splnìn y p o dmínky v ìt y o slab é uza vøenosti tøídy

rekti�k o v ateln ýc h tokù (Vìta 8.12), a dostá v áme S 2 R

n

(
 � R

N

). P o dle Vìt y 10.8 tedy je

v = M(D u ).

Dùsledek 10.9 T øída cart

1

(
; R

N

) je slabì uzavø ená.

Dùkaz. Mìjme p osloupnost f u

k

g , která k on v erguje k u a její¾ minory M

�

�

(D u

k

) k on v ergují k v

�

�

.

Proto¾e M


 � R

N

( @ G

u

k

) = 0 (a suprem um je tedy rozho dnì k oneèné), platí M

�

�

(D u ) = v

�

�

.

Zde vidíme, ¾e v ìta o slab é sp o jitosti minorù b y mohla b ýt naru¹ena, p okud b y b ylo

sup

k

M


 � R

N

( @ G

u

k

) = 1 :

T o je pøípad, který ilustrujeme v následujícím pøíkladu.

Pøíklad 10.1 (Ball{Murat) Nec h » 
 = (0 ; 1) � (0 ; 1) � R

2

, R

N

=

^

R

2

(støí¹ku p ou¾ív áme

k o dli¹ení prostoru obrazù). Nec h » k =1 ; 2 ; ::: . Oblast 
 rozdìlíme na k

2

ètv ercù o stranì

1

k

;

jejic h støedy oznaèíme C

ij

, i; j = 1 ; 2 ; :::; k :




ij

=

�

i � 1

k

;

i

k

�

�

�

j � 1

k

;

j

k

�

;

C

ij

=

�

i

k

�

1

2 k

;

j

k

�

1

2 k

�

:

Zobrazení u

k

: 
 !

^

R

2

budou promítat x 2 


ij

radiálnì na @ 


ij

:

u

k

( x ) :=

(

C

ij

+

1

k

x � C

ij

j x � C

ij

j

1

pro x 2 


ij

,

x pro x 2 
 n

S




ij

,

kde

�

�

x

1

e

1

+ x

2

e

2

�

�

1

:= max( x

1

; x

2

). Pro funk ci v ( x ) =

x

j x j

1

je D v ( x ) �

1

j x j

1

a tedy pro 1 <p< 2 je

Z

j x j

1

<R

j D v j

p

d x �

Z

R

0

�

1

r

�

p

r d r � R

2 � p

:

Pro u

k

o dtud dostaneme (pøi R =

1

k

):

Z




ij

j D u

k

j

p

d x �

1

k

p

Z

j x j

1

<R

j D v j

p

d x �

1

k

p

R

2 � p

=

1

k

2

;

tedy

Z




j D u

k

j

p

d x � k

2

1

k

2

� 1 ;

a tedy sup

k

k D u

k

k

L

p

< 1 .
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P osloupnost f u

k

g k on v erguje stejnomìrnì k u

0

: x 2 
 7! x . Proto¾e

Z




' D u

k

d x = �

Z




D u

k

' d x ! �

Z




D u

0

' d x =

Z




' D u

0

d x

a proto¾e máme slab ou omezenost norem

sup

k

Z




j D u

k

j

p

d x < 1 ;

k on v erguje p osloupnost tak é slab ì:

D u

k

* D u

0

v L

p

; 1 <p< 2 :

Pøedp oklady v ìt y o slab é sp o jitosti minorù jsou tedy splnìn y a¾ na jeden: nevíme, zda

sup

k

M


 �

^

R

2

( @ G

u

k

) < 1 :

Zá v ìr v ìt y v¹ak neplatí:

det D u

k

� 0 * 0 6= 1 � det D u

0

;

a tedy m usí b ýt

sup

k

M


 �

^

R

2

( @ G

u

k

) = 1 :

Skuteènì,

@ G

u

k

x (
 �

^

R

2

) =

k

X

i;j =1

� �

f C

ij

g� @

^




ij

� �

;

kde

^




ij

je toté¾, co 


ij

, a v¹ak v prostoru obrazù

^

R

2

. Zøejmì

M ( @

� �

f C

ij

g� @

^




ij

� �

) = H

1

( @ 


ij

) =

4

k

;

a o dtud

M


 �

^

R

2

( @ G

u

k

) = k

2

4

k

= 4 k ! 1 :

Z v ìt y o slab é sp o jitosti minorù (a tedy o slab é uza vøenosti) plynou následující výroky o

slab é k ompaktnosti.

Vìta 10.10 (k ompaktnost cart

1

) Ne ch» u

k

2 cart

1

(
; R

N

) je posloupnost, pr o kter ou platí

(i) sup

k

k u

k

k

cart

1

< 1 ;

(ii) posloupnost fj M(D u

k

) j g je stejnì inte gr ovatelná.

Pak existuje podposloupnost f u

k

0

g � f u

k

g a u 2 cart

1

(
; R

N

) takové, ¾e u

k

0

* u v A

1

. Potom

navíc G

u

k

0

* G

u

v D

n

(
 � R

N

) .
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Dùkaz. P o dmínk a (ii) zøejmì slou¾í k tom u, ab yc hom mohli vyu¾ít v ìtu o slab é k ompaktnosti

v L

1

(Vìta 5.22 na stránce 32, vztah (5.54) ). Z (i) máme, ¾e

sup

k










M

�

�

(D u

k

)










L

1

< 1

a z (ii) pak, ¾e M

�

�

(D u

k

) jsou stejnì in tegro v atelné; tedy tv oøí slab ì k ompaktní mno¾in u v L

1

.

Pøejdeme-li k vybrané p osloupnosti, m ù¾eme pøedp okládat, ¾e existují v

�

�

2 L

1

tak o v é, ¾e

M

�

�

(D u

k

) * v

�

�

v L

1

:

Z (i) tak é dostaneme, ¾e

sup

k

k u

k

k

W

1 ; 1

< 1 ;

a tedy u

k

* u v e W

1 ; 1

. Z k ompaktnosti vnoøení W

1 ; 1

c

, ! L

1

pak dostaneme u

k

! u v L

1

. Proto¾e

u

k

2 cart

1

, m ù¾eme aplik o v at v ìtu o slab é uza vøenosti (Vìta 10.7, str. 100) a tím dostaneme, ¾e

M

�

�

(D u ) = v

�

�

:

Zá v ìreèné tvrzení o k on v ergenci grafù plyne z Vìt y 10.1 na str. 96.

P oznámk a 10.1 Stejná in tegro v atelnost funk cí j M(D u

k

) j je ekviv alen tní kritériu de la V alée{

P oussin: Existuje funk ce � : [0 ; 1 ) ! [0 ; 1 ), pro kterou

1

t

� ( t ) ! 1 pro t !1 a

sup

k

Z




�

�

j M(D u

k

) j

�

d x < 1 :

Pro cart

p

, p> 1, platí tvrzení o k ompaktnosti za jedno du¹¹íc h pøedp okladù:

Vìta 10.11 (k ompaktnost cart

p

, p> 1 ) Ne ch» u

k

2 cart

p

(
; R

N

) , p> 1 , je posloupnost, pr o

kter ou platí

sup

k

k u

k

k

cart

p

< 1 :

Pak existuje podposloupnost f u

k

0

g � f u

k

g a u 2 cart

1

(
; R

N

) takové, ¾e u

k

0

* u v A

1

. Potom

navíc G

u

k

0

* G

u

v D

n

(
 � R

N

) .

Dùkaz. Tvrzení o slab é k ompaknosti v L

p

, p> 1, je jedno du¹¹í: staèí stejná omezenost v L

p

-normì,

není tøeba stejná in tegro v atelnost.

Prá v ì uv edená tvrzení o k ompaktnosti ma jí jisté jedno duc hé dùsledky:

Vìta 10.12 Ne ch» posloupnost u

k

2 cart

p

(
; R

N

) , p> 1 , splòuje

u

k

* u v L

p

;

sup

k

Z




j M(D u

k

) j

p

d x < 1 :

Pak

M(D u

k

) * M(D u ) v L

p

;

tj. u

k

* u v A

p

, a také G

u

k

* G

u

.
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Vìta 10.13 Ne ch» posloupnost u

k

2 cart

1

(
; R

N

) , splòuje

u

k

* u v L

1

;

sup

k

Z




j M(D u

k

) j d x < 1 ;

f M(D u

k

) g je stejnì inte gr ovatelná :

Pak

M(D u

k

) * M(D u ) v L

1

;

tj. u

k

* u v A

1

, a také G

u

k

* G

u

.

Dùkaz. Z k a¾dé p o dp osloupnosti f u

k

0

g � f u

k

g lze vybrat p o dp osloupnost f u

k

00

g � f u

k

0

g , která

bude k on v ergo v at k nìjak ém u v 2 cart

p

:

u

k

00

* v v A

p

:

P ak ale u

k

0 0

! v v L

1

a tedy u = v . Proto¾e limitní prv ek nezá visí na výb ìru p o dp osloupnosti,

k on v erguje celá p osloupnost u

k

* u = v v A

p

.



Kapitola IV

Slab é difeomor�sm y

a k oneèná pru¾nost

Slab é difeomor�sm y , které v této k apitole zade�n ujeme, jsou vrc holem na¹eho úsilí. Dospí-

v áme k p o dmínk ám pro globální in v ertibilitu, a daøí se nám dok ázat k ompaktnost.

T yto slab é difeomor�sm y p otom p ou¾ijeme v e form ulaci a dùk azu existence øe¹ení úloh y

k oneèné pru¾nosti. Na¹e form ulace ji¾ bude implicitnì splòo v at p o dmínku globální in v ertibilit y

zobrazení, mezi kterými budeme hledat øe¹ení, tedy prv ek, který realizuje minim um funk cionálu

energie.

11. Slab é difeomor�sm y

Budeme se zab ýv at dv ìma druh y slab ýc h difeomor�sm ù: tìmi, které ma jí zadan ý ob or ho d-

not, a tìmi, kde je ob or ho dnot p onec hán v oln ý .

11.1. Slab é difeomor�sm y s de�no v an ým ob orem ho dnot

V této èásti zade�n ujeme t y slab é difeomor�sm y , které zobrazí 
 � R

n

na pøedem zadanou

^


 �

^

R

n

. T yto difeomor�sm y budou zøejmì u¾iteèné v úloze s Diric hleto v ou okra jo v ou p o dmínk ou

u = u

0

na @ 
 | s pøedepsanou deformací okra je tìlesa. T ato p o dmínk a není zcela b ì¾ná v teorii

pru¾nosti, ale tak é se vyskytuje. Na druhou stran u, tøídy difeomor�sm ù zobrazujícíc h zadané 


na zadané

^


 jsou fundamen tální z p ohledu matematik a. Jde o sp eci�c k é pøípady difeomor�sm ù

mezi dv ìma zadan ými v arietami, co¾ je jeden z naprosto základníc h geometric kýc h ob jektù.

Na¹ím cílem bude n yní roz¹íøit tuto tøídu o þslab éÿ difeomor�sm y tak, ab y b yla u¾iteèná v e

v ariaèním p o ètu | ab yc hom zab ezp eèili k ompaktnost.

Omezíme se na otevøené mno¾in y v R

n

místo ob ecn ýc h v ariet, aè k oliv i to b yc hom mohli

za v ést a zk oumat.

Slab é difeomor�sm y jsou tak o v á zobrazení u : 
 !

^


, ¾e existuje ^u :

^


 ! 
 tak, ¾e u a ^u

jsou na vzá jem in v erzní ve slabém smyslu . Pro nás to bude znamenat sho du tokù aso cio v an ýc h

s grafy:

G

u

=

^

G

^u

:

107
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Je tøeba si uv ìdomit, ¾e toto nem usí znamenat ro vnost grafù

G

u

:=

�

( x; u ( x ))

�

�

x 2 


	

;

^

G

^u

:=

�

( ^ u ( y ) ; y )

�

�

y 2

^




	

(p oznamenejme, ¾e

^

G

^u

se o d G

^u

li¹í p ouze prohozením souøadnic). Ro vnost

G

u

=

^

G

^u

platí pro hladk é difeomor�sm y .

V pøípadì elasticit y máme N = n ; proto¾e b yc hom v¹ak rádi rozli¹o v ali k on�guraci pøed a p o

deformaci, oznaèíme cílo vý prostor

^

R

n

. Mezi R

n

a

^

R

n

existuje k anonic ký isomor�sm us i : R

n

!

^

R

n

, který zac ho v á v á orien taci. Nec h » dále 
 � R

n

a

^


 �

^

R

n

jsou dv ì omezené otevøené mno¾in y .

Oznaèíme

Di� (
;

^


)

mno¾in u v¹ec h C

1

-difeomor�sm ù mezi 
 a

^


. Pro u 2 Di� (
;

^


) oznaèíme

^u :

^


 ! 


in v erzi u , tj. zobrazení, které dá

u � ^u = id

^




& ^u � u = id




:(11.1)

T ok aso cio v an ý s grafem u je dán vztahem

G

u

( ! ) =

Z




X

j � j + j � j = n

� ( �; � ) !

��

( x; u ( x )) M

�

�

(D u ) d x;

kde ! =

P

j � j + j � j = n

!

��

( x; y ) d x

�

^ d y

�

2 D

n

(
 �

^

R

n

). Oznaèíme-li

^

G

^u

:=

�

( ^ u ( y ) ; y )

�

�

y 2

^




	

;

pak aso cio v an ý tok

^

G

^u

je dán vztahem

^

G

^u

( ! ) =

Z




X

j � j + j � j = n

� ( � ; � ) !

��

( ^ u ( y ) ; y ) M

�

�

(D ^ u ) d y :(11.2)

Ro vnost G

u

=

^

G

^u

je pak ekviv alen tní s klasic kými vzorci pro in v erzi minorù:

M

�

�

(D u ) = � ( �; � ) � ( � ; � )

M

�

�

(D ^ u )

det D ^ u

� u;(11.3)

M

�

�

(D ^ u ) = � ( �; � ) � ( � ; � )

M

�

�

(D u )

det D u

� ^u:(11.4)

T yto vzorce lze o dv o dit ze vztah ù

D u = (D ^ u )

� 1

� u; D ^ u = (D u )

� 1

� ^u;(11.5)

které dostaneme diferenco v áním (11.1) .

Nyní pøikro èíme k de�nici zobe cnìných neb oli slabých dife omor�smù .
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De�nice 11.1 (slab ý difeomor�sm us) O zobrazení u 2 cart

p

(
;

^

R

n

) øekneme, ¾e je slabý

dife omor�smus tøídy ( p; q ), u 2 dif

p;q

(
;

^


), prá v ì kdy¾ existuje k artézsk é zobrazení

^u 2 cart

q

(

^


; R

n

)

tak o v é, ¾e platí

(i) G

u

=

^

G

^u

;

(ii) det D u � 0 s.v. v 
.

T ak o v é u existuje nejvý¹e jedno, a je tedy urèeno jednoznaènì. Za v ádíme

k u k

dif

p;q

:=

Z




�

j u j

p

+ j M(D u ) j

p

�

d x +

Z

^




j M(D ^ u ) j

q

d y = k u k

p

L

p

+ k M(D u ) k

p

L

p

+ k M(D ^ u ) k

q

L

q

:

P oznámk a 11.1 Sp eciálnì pro p = q =1 máme

k u k

dif

1 ; 1

= k u k

L

p

+ 2 H

n

( G

u

) :

P oznámk a 11.2 Èlen k u k

p

L

p

je nep o dstatn ý , proto¾e ob or ho dnot

^


 je omezen ý; ten to èlen je

zde z k on v enèníc h dùv o dù.

De�nice 11.2 (slabá k on v ergence sl. difeomor�sm ù) Nec h » u

k

; u 2 dif

p;q

(
;

^


), p; q � 1.

Øekneme, ¾e

u

k

* u v dif

p;q

(
;

^


) ;

prá v ì kdy¾

u

k

* u v A

p

(
;

^

R

n

) & ^u

k

* ^u v A

q

(

^


; R

n

) :

P oznámk a 11.3 Ekviv alen tnì lze øíci, ¾e

u

k

! u v L

p

; ^u

k

! ^u v L

q

;

M(D u

k

) * M(D u ) v L

p

; M(D ^ u

k

) * M(D ^ u ) v L

q

:

Jak o dùsledek dostaneme

G

u

k

* G

u

:

Vìta 11.1 (sl. difeomor�sm y) Ne ch» u 2 dif

p;q

(
;

^


) , p; q � 1 . Pak

(i) Je-li u Luzinùv r epr ezentant a podobnì ^u je Luzinùv r epr ezentant, potom

u ( x ) 2

^


 ; ^u ( u ( x )) = x pr o s.v. x 2 
 ;

^u ( y ) 2 
 ; u ( ^ u ( y )) = y pr o s.v. y 2

^


 :

(ii) Platí

det D u > 0 s.v. v 
 & det D ^ u > 0 s.v. v

^


 :
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(iii) Vzor ce (11.3) { (11.4) pr o inverze platí skor o v¹ude v 
 , r esp.

^


 . Spe ciálnì platí

D ^ u ( u ( x )) D u ( x ) = I pr o s.v. x 2 
 ;

D u ( ^ u ( y )) D ^ u ( y ) = I pr o s.v. y 2

^


 ;

kde I znaèí je dnotkovou matici.

(iv) Platí

k u k

dif

p;q

=

Z




�

j u j

p

+ j M(D u ) j

p

+

j M(D u ) j

q

(det D u )

q � 1

�

d x =

=

Z

^




�

j ^u j

p

det D ^ u + j M(D ^ u ) j

q

+

j M(D ^ u ) j

p

(det D ^ u )

p � 1

�

d y :

Dùkaz. þ(i)ÿ. Napøed budeme uv a¾o v at sp eciální Luzino vy reprezen tan t y . Zv olme x

0

2 
 a

y

0

2

^


. Nec h »

u ( x ) =

(

�

u

( x ) pro x 2 R

u

;

y

0

jinde ;

^u ( y ) =

(

�

^u

( y ) pro y 2 R

^u

;

x

0

jinde ;

kde �

u

( x ) znaèí Leb esguo vu ho dnotu pro x 2 L

u

a R

u

:= L

u

\ L

D u

, a p o dobnì pro �

^u

, R

^u

.

P otom

G

u

= (id




� u )( R

u

) &

^

G

^u

= ( ^ u � id

^




)( R

^u

)

a z iden tit y G

u

=

^

G

^u

dostaneme

H

n

( G

u

M

^

G

^u

) = 0 :

Zde A M B := ( A n B ) [ ( B n A ) oznaèuje symetric ký rozdíl mno¾in. Oznaème M := G

u

\

^

G

^u

. P ak

H

n

( G

u

n M ) = H

n

(

^

G

^u

n M ) = 0. Za v eïme pro jek ce

� : ( x; y ) 2 R

n

�

^

R

n

7! x 2 R

n

;

^� : ( x; y ) 2 R

n

�

^

R

n

7! y 2

^

R

n

:

P ak z v ìt y o p o vrc h u (Vìta 9.17, str. 85) dostaneme, ¾e pro 


0

= � ( M ),

^




0

= ^� ( M ) platí




0

� R

u

; H

n

(
 n 


0

) = 0 ;

^




0

� R

^u

; H

n

(

^


 n

^




0

) = 0 :

T o plyne na základì toho, ¾e M � R

u

� R

^u

, neb o» G

u

� R

u

�

^

R

n

a

^

G

^u

� R

n

� R

^u

. Je-li x 2 


0

, pak

( x; u ( x )) 2 M a tedy u ( x ) 2

^


. P olo¾íme-li y = u ( x ), pak p o dle de�nice M máme ( x; y ) 2 M �

^

G

^u

, a tedy y 2

^




0

. Následnì pak ( ^ u ( y ) ; y ) 2 M a tedy ^u ( y ) = x . T o dok azuje, ¾e ^u ( u ( x )) = x

pro x 2 


0

, tj. pro sk oro v¹ec hna x 2 
.

T en to dùk az platí pro sp eciální Luzino vy reprezen tan t y | pro doplòo v ané p evnou ho dnotou

x

0

, resp. y

0

. Uk a¾me v¹ak, ¾e tvrzení platí pro lib o v olné Luzino vy reprezen tan t y v a ^v . Nec h »
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tedy v = u s.v. v 
 a nec h » v splò uje Luzino vu vlastnost (N). P o dobnì nec h » ^v = ^ u s.v. v

^


 a ^v

splò uje Luzino vu vlastnost (N). P olo¾me

^

B :=

�

y 2

^




0

�

�

^u ( y ) 6= ^v ( y )

	

:

P ak L

n

(

^

B )= 0 a pro B := u

� 1

(

^

B ) platí tak é L

n

( B )=0, neb o» B = � ( M \ ( R

n

�

^

B )) a z v ìt y

o p o vrc h u L

n

( M \ ( R

n

�

^

B )) = 0. P olo¾íme-li dále

A :=

�

x 2 


0

�

�

u ( x ) 6= v ( x )

	

;

pak platí L

n

( A )= 0 a tedy i L

n

( A [ B )= 0. Pro x 2 


0

n ( A [ B ) máme u ( x ) = v ( x ) = y 2

^




0

n

^

B

a tedy ^u ( y ) = ^v ( y ), tj.

^v ( v ( x )) = ^v ( y ) = ^u ( y ) = ^u ( u ( x )) = x:

P o dobn ým zp ùsob em se dok á¾e, ¾e v � ^v = id

^




.

þ(ii)ÿ. P olo¾me

A :=

�

x 2 


0

�

�

det D u ( x ) = 0

	

:

Z form ule pro p o vrc h máme

L

n

( u ( A )) =

Z

A

det D u ( x ) d x = 0 :

Z dùk azu èásti (i) pak plyne, ¾e pro

B :=

�

( x; u ( x )

�

�

x 2 A

	

� M

je H

n

( B )= 0, neb o» ^� ( B ) = u ( A ) má n ulo v ou míru. Odtud pak L

n

( A ) = L

n

( � ( B )) = 0, proto¾e

� je lipsc hitzo vsk é zobrazení. Máme tedy L

n

((
 n 


0

) [ A ) = 0 a pro x 2 
 n A platí det D u ( x ) > 0.

Dùk az det D ^ u > 0 se pro v ádí analogic ky .

þ(iii)ÿ. P olo¾me




1

:=

�

x 2 


0

�

�

det D u ( x ) > 0

	

;

^




1

:=

�

y 2

^




0

�

�

det D ^ u ( y ) > 0

	

:

P o dle (ii) máme L

n

(


0

n 


1

) = 0, a tedy L

n

(
 n 


1

) = L

n

(

^


 n

^




1

) = 0. Z v ìt y o p o vrc h u

(Vìta 9.17) dostaneme, ¾e

H

n

( M n (


1

�

^

R

n

)) = H

n

( M n ( R

n

�

^




1

)) = 0

a tedy pro

M

1

:= M \ (


1

�

^

R

n

) \ ( R

n

�

^




1

)

platí

M

1

= M \ (


1

�

^




1

) & L

n

( M n M

1

) = 0 :
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Víme, ¾e pro H

n

-s.v. z = ( x; y ) 2 M

1

platí, ¾e n -v ektor � ( z ) aso cio v an ý s ap T

z

M

1

má tv ar

� ( z ) =

M(D u ( x ))

j M(D u ( x )) j

=

M(D ^ u ( y ))

j M(D ^ u ( y )) j

:

V rozkladu

� ( z ) = �

0 0

( z ) e

1

^ � � � ^ e

n

+ �

0 0

( z ) "

1

^ � � � ^ "

n

máme (vzhledem k tom u, ¾e (M(D u ))

0 0

� 1)

det D u ( x ) =

�

0 0

�

00

a tedy �

0 0

> 0. P o dobnì z

det D ^ u ( x ) =

�

0 0

�

0 0

> 0

dostaneme �

00

> 0. T o znamená, ¾e ap T

z

M

1

je grafem jak ze stran y x , tak ze stran y y , tedy ¾e

existuje a�nní zobrazení v : R

n

!

^

R

n

a a�nní zobrazení ^v :

^

R

n

! R

n

, pro která platí G

v

=

^

G

^v

,

a dále

v ( x ) = u ( x ) ; D v ( x ) = D u ( x ) ;

^v ( y ) = ^u ( y ) ; D v ( y ) = D u ( y ) :

Ze vztah u G

v

=

^

G

^v

plyne v � ^v = id , ^v � v = id a diferenco v áním ob dr¾níme

(D v � ^v ) D ^ v = I & (D ^ v � v ) D v = I :

Odtud ji¾ vztah y (11.3) {(11.4) vyplynou jak o dùsledek pro minory .

þ(iv)ÿ. Zámìnou promìnn ýc h (s p ou¾itím Luzino výc h reprezen tan tù) dostaneme

Z

^




0

j M(D ^ u ( y )) j

q

d y =

Z




0

j M(D ^ u ( u ( x ))) j

q

det D u ( x ) d x =

Z




0

j M(D u ( x )) j

q

(det D u ( x ))

q

det D u ( x ) d x;

kde jsme p ou¾ili

j M(D ^ u ( u ( x ))) j =

j M(D u ( x )) j

det D u ( x )

:

Pro èlen k u k

p

L

p

platí

Z




0

j u j

p

d x =

Z

^




0

j u ( ^ u ( y )) j

p

det D ^ u ( y ) d y =

Z

^




j y j

p

det D ^ u ( y ) d y :

Nyní uv edeme v ìt y o slab é uza vøenosti a slab é k ompaktnosti v e tøídác h dif

p;q

.
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Vìta 11.2 (slab ý uzá v ìr dif

p;q

) Ne ch» u

k

2 dif

p;q

(
;

^


) , p; q > 1 , u 2 L

1

(
;

^

R

n

) . Jestli¾e platí

sup

k

k u

k

k

dif

p;q

< 1 & u

k

* u v L

p

;(11.6)

pak

u 2 dif

p;q

(
;

^


) & u

k

* u v dif

p;q

:(11.7)

Dùkaz. Pro k a¾dou p o dp osloupnost f u

k

0

g � f u

k

g existuje (viz. Vìta 10.12 o slab ém uzá v ìru

v cart

p

) p o dp osloupnost f u

k

0 0

g � f u

k

0

g tak o v á, ¾e u

k

* u v A

p

, a tedy G

u

k

* G

u

.

Na druhou stran u, i z k a¾dé p o dp osloupnosti f ^u

k

0

g � f ^u

k

g lze vybrat (p o dle té¾e v ìt y)

p o dp osloupnost f u

k

0 0

g � f u

k

0

g tak o v ou, ¾e ^u

k

* ^v v A

q

, a tedy

^

G

^u

k

*

^

G

^v

. Proto¾e v¹ak

^

G

^u

k

= G

u

k

, máme

^

G

^v

= G

u

.

Záro v eò ze slab é sp o jitosti determinan tu a z toho, ¾e det D u

k

� 0 s.v. v 
, dostaneme

det D u � 0 s.v. T edy je u 2 dif

p;q

(
;

^


) a proto¾e

^

G

^v

= G

u

=

^

G

^u

, je ^v = ^u . Máme tedy ^u

k

00

*

^u v A

q

, a tedy u

k

00

* u v dif

p;q

. Proto¾e toto platí pro k a¾dou p o dp osloupnost f u

k

0

g � f u

k

g ,

k on v erguje i celá p osloupnost: u

k

* u v dif

p;q

.

Dùsledek 11.3 (k ompaktnost v dif

p;q

) Ne ch» u

k

2 dif

p;q

(
;

^


) , p; q > 1 . Jestli¾e

sup

k

k u

k

k

dif

p;q

< 1 ;(11.8)

pak existuje podposloupnost f u

k

0

g � f u

k

g a u 2 dif

p;q

(
;

^


) tak, ¾e

u

k

0

* u v dif

p;q

:(11.9)

Dùkaz. Ze stejné omezenosti dif

p;q

-norem dostaneme

sup

k

k u

k

k

cart

p

< 1 ;

a tak dok once

sup

k

k u

k

k

W

1 ;p

< 1 :

Lze tedy vybrat L

p

-slab ì k on v ergen tní p o dp osloupnost, a máme tedy splnìn y pøedp oklady pøed-

c hozí v ìt y . Její tvrzení je i na¹ím tvrzením.

P o dobná tvrzení platí i v dif

1 ; 1

, m usíme v¹ak uv a¾o v at je¹tì doplò ující p o dmínku pro slab ou

k on v ergenci funk cí:

Vìta 11.4 (slab ý uzá v ìr dif

1 ; 1

) Ne ch» u

k

2 dif

1 ; 1

(
;

^


) , u 2 L

1

(
;

^

R

n

) . Jestli¾e platí

(11.10) sup

k

k u

k

k

dif

1 ; 1

< 1 & u

k

* u v L

1

&

& f M(D u

k

) g , f M(D ^ u

k

) g jsou stejnì inte gr ovatelné ;

pak

u 2 dif

1 ; 1

(
;

^


) & u

k

* u v dif

1 ; 1

:(11.11)
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Dùsledek 11.5 (k ompaktnost v dif

1 ; 1

) Ne ch» u

k

2 dif

1 ; 1

(
;

^


) , Jestli¾e

sup

k

k u

k

k

dif

1 ; 1

< 1 & f M(D u

k

) g , f M(D ^ u

k

) g jsou stejnì inte gr ovatelné ;(11.12)

pak existuje podposloupnost f u

k

0

g � f u

k

g a u 2 dif

1 ; 1

(
;

^


) tak, ¾e

u

k

0

* u v dif

1 ; 1

:(11.13)

V následujícím pøíkladu uk á¾eme, ¾e slab é difeomor�sm y nem usí b ýt ani sp o jité (p okud

p; q <n ).

Pøíklad 11.1 (nesp o jit ý slab ý difeomor�sm us) Uv a¾ujme zobrazení u : Q

++

!

^

Q

++

, kde

Q

++

:=

�

( x

1

; x

2

) 2 R

2

�

�

x

1

; x

2

> 0 & x

1

+ x

2

< 1

	

;

^

Q

++

:=

�

( y

1

; y

2

) 2

^

R

2

�

�

y

1

; y

2

> 0 & y

1

+ y

2

< 1

	

;

dané vztahem

u

1

( x ) :=

x

1

x

1

+ x

2

; u

2

( x ) := x

2

:

T oto zobrazení je prosté a má hladk ou in v erzi. Lze si pøedsta vit, ¾e u zobrazí úseè ku s k onco vými

b o dy ( a; 0) a (0 ; a ), kde 0 <a< 1, na úseè ku s k onco vými b o dy (1 ; 0) a (0 ; a ).

Uk á¾eme, ¾e u 2 dif

p;q

pro v¹ec hna p; q < 2. Máme toti¾

D u =

�

x

2

( x

1

+ x

2

)

2

� x

1

( x

1

+ x

2

)

2

0 1

�

;

a tedy

det D u =

x

2

( x

1

+ x

2

)

2

> 0 :

Výp o èet vypadá asi takto:

Z

Q

++

j det D u j

p

d x =

Z

1

0

d x

2

Z

1 � x

2

0

x

p

2

( x

1

+ x

2

)

2 p

d x

1

�

� c

Z

1

0

x

p

2

1

x

2 p � 1

2

d x

2

= c

Z

1

0

1

x

p � 1

2

d x

2

< 1 ;

neb o takto:

Z

Q

++

j det D u j

1 � q

d x =

Z

1

0

d x

2

Z

1 � x

2

0

x

1 � q

2

( x

1

+ x

2

)

2 � 2 q

d x

1

� c

Z

1

0

x

1 � q

2

(1 � x

2 q � 1

2

) d x

2

< 1 :

Nyní u roz¹íøíme symetric ky na oblast

Q :=

�

( x

1

; x

2

) 2 R

2

�

�

j x

1

j + j x

2

j < 1
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vztahem

u

1

( x ) :=

x

1

j x

1

j + j x

2

j

; u

2

( x ) := x

2

a p otom na kruh B

0 ; 2

vztahem

u ( x ) := x na B

0 ; 2

n Q :

Uk á¾eme, ¾e takto de�no v ané u nále¾í do tøídy dif

p;q

( B

0 ; 2

;

^

B

0 ; 2

) 8 p; q < 2. Proto sestro jíme p o-

sloupnost hladkýc h apro ximací: Pro 0 <"< 1 p olo¾íme

u

1

"

( x ) :=

(

x

1

"

pro j x

1

j + j x

2

j < " ;

u

1

jinde v B

0 ; 2

;

u

2

"

( x ) := x

2

v B

0 ; 2

:

Lze uk ázat, ¾e u

"

* u v A

p

.

P o v¹imnìme si, ¾e zobrazení u není sp o jité v x = 0 a není prosté. Lze øíci, ¾e pro úseè ky

�

( x

1

; x

2

)

�

�

0 < x

1

� 1

	

7! f (1 ; 0) g ;

�

( x

1

; x

2

)

�

�

� 1 � x

1

< 0

	

7! f ( � 1 ; 0) g ;

zatímco (jestli¾e na ok am¾ik budeme brát u jak o víceznaèné zobrazení)

f (0 ; 0) g 7!

�

( y

1

; 0)

�

�

� 1 < y

1

< 1

	

:

P o dobnì jak o existují dv o jice mno¾in (
 ;

^


), které nejsou difeomorfní (napø. kruh a mezi-

kru¾í | t y nejsou dok once ani homeomorfní), tak tak é existují dv o jice které nejsou ani slab ì

difeomorfní, tj. dif

p;q

(
;

^


) = ; . Kruh a mezikru¾í jsou op ìt pøíkladem mno¾in, které nejsou ani

slab ì difeomorfní; dùk az je v¹ak dosti netriviální (viz. Giaquin ta{Mo dica{J. Souèek [7 ]). Zhruba

lze øíci, ¾e n utnou p o dmínk ou slab é difeomorfnosti dv ou otevøen ýc h mno¾in je, ab y mìly sho dnou

homologii.

Zá v ìrem je¹tì uk á¾eme, ¾e lze sm ysluplnì de�no v at p o dtøídu

dif

p;q

(1)

(
;

^


) :=

�

u 2 dif

p;q

(
;

^


)

�

�

det D u = 1 s.v. v 


	

;

která p opisuje deformace nestlaèitelného materiálu. Je jedno duc h ým dùsledk em v ìt y o p o vrc h u,

¾e p okud dif

p;q

(1)

(
;

^


) 6= ; , pak n utnì L

n

(
) = L

n

(

^


).

Vìt y o slab é uza vøenosti a slab é k ompaktnosti dif

p;q

(1)

jsou snadn ým dùsledk em vý¹e uv eden ýc h

Vìt 11.2 a 11.4 a Dùsledkù 11.3 a 11.5. Staèí si uv ìdomit, ¾e p o dmínk a

det D u = 1 s.v. v 


se zac ho v á v á pøi slab é k on v ergenci v dif

p;q

.

P o dmínk a nestlaèitelnosti tak é zjedno du¹uje norm u dif

p;q

:

Z




j M(D u ) j

q

(det D u )

q � 1

d x =

Z




j M(D u ) j

q

d x;

a tak má sm ysl uv a¾o v at dif

p;q

(1)

jen pro p = q .
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11.2. Slab é difeomor�sm y s v oln ým ob orem ho dnot

V teorii pru¾nosti ma jí v elký význam úloh y , kde 
 � R

n

(sta v pøed deformací) je p evnì

urèená oblast, zatímco

^


 �

^

R

n

(sta v p o deformaci) je neznám ý . V tom to o ddíle se p okusíme

vybudo v at teorii slab ýc h difeomor�sm ù ob dobnou té, je¾ je obsahem pøede¹lého o ddílu, a v¹ak

b ez znalosti

^


 = u (
).

Oznaème

g

Di� (
;

^

R

n

) tøídu v¹ec h hladkýc h ( C

1

) difeomor�sm ù z 
 do

^

R

n

. V pøede¹lém o ddílu

jsme mohli de�no v at in v ertibilitu u tak, ¾e existo v alo zobrazení ^u :

^


 ! R

n

, které b ylo in v erzní

k u . V pøípadì v olného ob oru ho dnot v¹ak nelze ani zaruèit, ¾e u (
) bude otevøená mno¾ina.

In v ertibilitu tedy m usíme de�no v at jinak. Na¹e de�nice bude p o¾ado v at, ab y pro s.v. y 2

^

R

n

mno¾ina vzorù u

� 1

( y ) obsaho v ala nejvý¹e jeden prv ek a ab y b yl det D u � 0 s.v. v 
. P o dmínku

na p o èet vzorù zaruèíme p omo cí zob ecnìné Banac ho vy indik atrix (viz. De�nice 9.5 na stranì 85)

N ( ~ u; 
 ; y ) := #

�

x 2 


�

�

~u ( x ) = y

	

� 1 ;

kde ~u je Luzin ùv reprezen tan t u . P ak de�n ujeme ob or ho dnot

~u (
) :=

�

y 2

^

R

n

�

�

N ( ~ u ; 
 ; y ) � 1

	

:

P o dmínku nezáp ornosti determinan tu pak m ù¾eme zapsat s vyu¾itím v ìt y o p o vrc h u (Vìta 9.17

na stranì 85) následo vnì:

Z




' ( u ( x )) det D u ( x ) d x =

Z

^

R

n

' ( y ) N ( u; 
 ; y ) d y � 0 8 ' :

^

R

n

! [0 ; + 1 ) mìøitelnou :

Je-li in v ertibilita de�no v ána takto, není jasné, pro è (a zda vùb ec) b y mno¾ina globálnì

in v ertibiliníc h zobrazení mìla b ýt slab ì uza vøená. Ab y toto b ylo o d zaèátku jasná, zv olíme

tak o v ou de�nici, kde slabá uza vøenost je zøejmá. Dok á¾eme, ¾e na¹e pøedc hozí úv ah y jsou s no v ou

de�nicí ekviv alen tní.

De�nice 11.3 (globální in v ertibilita) Nec h » u 2 L

1

(
;

^

R

n

) je s.v. apro ximativnì diferenco-

v atelné zobrazení, které splò uje

0 � det D u 2 L

1

(
) :(11.14)

P otom øekneme, ¾e u je globálnì invertibilní zobr azení , prá v ì kdy¾

Z




� ( x; u ( x )) det D u ( x ) d x �

Z

^

R

n

�

sup

x 2 


� ( x; y )

�

d y 8 0 � � 2 C

c

(
 �

^

R

n

) :(11.15)

Vìta 11.6 (globální in v ertibilita) Ne ch» u 2 L

1

(
;

^

R

n

) je s.v. v 
 apr oximativnì difer enco-

vatelné zobr azení splòující (11.14) . Potom násle dující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) u je globálnì invertibilní, tj. splòuje (11.15) ;

(ii) Platí

Z




' ( u ( x )) det D u ( x ) d x �

Z

^

R

n

' ( y ) d y 8 0 � ' 2 C

c

(

^

R

n

) ;

(iii) N

r

( u; 
 ; y ) � 1 pr o s.v. y 2

^

R

n

;
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(iv) N

r

( u; 
 ; y ) = �

~u (
)

( y ) pr o s.v. y 2

^

R

n

, kde ~u je Luzinùv r epr ezentant u ;

(v) Platí

Z




det D u ( x ) d x = H

n

( ~ u (
)) ;

(vi) Platí

Z




det D u ( x ) d x � H

n

( u (
)) pr o ka¾dý r epr ezentant u .

P oznámk a 11.4 P o dmínku in v ertibilit y v e tv aru (vi) p oprv é uv a¾o v ali Ciarlet a Neèas v e sv ém

èlánku [3 ], a to v pøípadì u 2 W

1 ;p

, p> n .

Dùkaz. þ(i) ) (ii)ÿ. Pro malé "> 0 na jdeme uza vøenou mno¾in u F � 
 tak o v ou, ¾e H

N

(
 n F ) < "

a tak é

Z


 n F

det D u ( x ) d x < ":

P ak na jdeme funk ci � 2 C

c

(
), 0 � � � 1, a � � 1 na F . Pro 0 � ' 2 C

c

(

^

R

n

) p olo¾íme

� ( x; y ) := � ( x ) ' ( y )

a dosadíme do (11.15) :

Z




' ( u ( x )) det D u ( x ) d x �

Z


 n F

det D u ( x ) d x � k ' k

C

�

Z

^

R

n

' ( y ) d y :

V limitì " ! 0+ pak dostá v áme (ii).

þ(ii) , (iii)ÿ. Z v ìt y o p o vrc h u (Vìta 9.17 na stranì 85) máme pro Luzin ùv reprezen tan t ~u

Z




' ( u ( x )) det D u ( x ) d x =

Z




' ( ~ u ( x )) det D ~ u ( x ) d x =

Z

^

R

n

' ( y ) N

r

( ~ u ; 
 ; y ) d y :

(ii) je tedy ekviv alen tní s

Z

^

R

n

' ( y ) N

r

( ~ u; 
 ; y ) d y �

Z

^

R

n

' ( y ) d y 8 0 � ' 2 C

c

(

^

R

n

) ;

co¾ je splnìno tehdy a jen tehdy , kdy¾ N

r

( ~ u; 
 ; y ) � 1 pro s.v. y 2

^

R

n

.

þ(iii) ) (i)ÿ. Nec h » 0 � � 2 C

c

(
 �

^

R

n

). P olo¾me

' ( y ) := sup

x 2 


� ( x; y ) pro y 2

^

R

n

.

P ak ze zøejmé nero vnosti � ( x; y ) � ' ( y ), ze vzorce pro p o vrc h a pøedp okladu (iii) plyne

Z




� ( x; u ( x )) det D u ( x ) d x �

Z




' ( u ( x )) det D u ( x ) d x =

=

Z

^

R

n

' ( y ) N

r

( ~ u; 
 ; y ) d y �

Z

^

R

n

' ( y ) d y :
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þ(iii) , (iv)ÿ. T ato ekviv alence plyne pøímo z de�nice N

r

.

þ(iv) ) (v)ÿ. (iv) nám øík á, ¾e

N

r

( ~ u; 
 ; y ) =

(

1 p okud y 2 ~u (
) ;

0 jinak.

(11.16)

Z form ule pro p o vrc h máme

Z




det D u ( x ) d x =

Z

^

R

n

N

r

( ~ u ; 
 ; y ) d y =

Z

~u (
)

1 d y = H

n

( ~ u (
)) :(11.17)

þ(iv) ( (v)ÿ. Opaèn ým smìrem m ù¾eme vysoudit, ¾e p okud (v) platí pro k a¾dé zobrazení ~u spl-

ò ující pøedp oklady v ìt y , (11.17) nem ù¾e b ýt splnìno jinak, ne¾ kdy¾ N

r

( ~ u; 
 ; y ) je tv aru (11.16) .

þ(v) ) (vi)ÿ. Nec h » u je jakýk oliv reprezen tan t a ~u je reprezen tan t Luzin ùv. P ak existuje E � 


tak o v á, ¾e H

n

( E ) = 0 a u = ~u na 
 n E . P ak

H

n

( ~ u (
)) = H

n

( ~ u (
 n E ) [ ~u ( E )) � H

n

( ~ u (
 n E )) + H

n

( ~ u ( E )) =

= H

n

( ~ u (
 n E )) = H

n

( u (
 n E )) � H

n

( u (
)) ;

neb o» H

n

( ~ u ( E )) = 0.

þ(vi) ) (v)ÿ. Za reprezen tan t u lze u¾ít ~u a máme

Z




det D u ( x ) d x =

Z




det D ~ u ( x ) d x � H

n

( ~ u (
)) :

Na druhou stran u, ze vzorce pro p o vrc h máme

Z




det D u ( x ) d x =

Z

^

R

n

N

r

( u; 
 ; y ) d y =

Z

~u (
)

N

r

( u; 
 ; y ) d y �

Z

~u (
)

1 d y = H

n

( ~ u (
)) ;

neb o» na ~u (
) je N

r

( u; 
 ; � ) � 1. Tím dostá v áme ro vnost v (v).

Zade�n ujeme n yní tøídu

f

dif

p;q

slab ýc h difeomor�sm ù s v oln ým ob orem ho dnot.

De�nice 11.4 (

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

) ) Nec h » p; q � 1. Øekneme, ¾e zobrazení u 2 cart

p

(
;

^

R

n

) patøí do

tøídy

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

), prá v ì kdy¾ jsou souèasnì splnìn y následující p o dmínky:

(i) det D u > s.v. v 
;

(ii) u je globálnì in v ertibilní;

(iii) k u k

f

dif

p;q

:=

Z




�

j u j

p

+ j M(D u ) j

p

+

j M(D u ) j

q

j det D u j

q � 1

�

d x < 1 .

De�nice 11.5 (slabá k on v ergence v

f

dif

p;q

) Øekneme, ¾e zobrazení u

k

2 cart

1

(
;

^

R

n

) k on-

v ergují slab ì v

f

dif

p;q

k u , prá v ì kdy¾
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(i) u

k

* u v A

1

(
;

^

R

n

)

(ii) sup

k

k u

k

k

f

dif

p;q

< 1

Vìta 11.7 (vlastnosti

f

dif

1 ; 1

) Ne ch» u 2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

) , p; q � 1 a ne ch» ~u je Luzinùv r epr ezen-

tant u . Pak

(i) Mno¾ina ~u (
) je mìøitelná, platí 0 < H

n

( ~ u (
)) � k u k

cart

1

< 1 a

Z

~u (
)

' ( y ) d y =

Z




' ( u ( x )) det D u ( x ) d x 8 ' 2 B

b

(

^

R

n

) :

(ii) Existuje je diné zobr azení ^u 2 L

1

( ~ u (
); R

n

) takové, ¾e

Z

~u (
)

' ( y ) ^u ( y ) d y =

Z




' ( u ( x )) x det D u ( x ) d x 8 ' 2 B

b

(

^

R

n

) :

(iii) Zobr azení ^u z (ii) je apr oximativnì difer encovatelné ve s.v. y 2 ~u (
) a platí

^u ( u ( x )) = x s.v. x 2 
 ,

^u ( y ) 2 
 & u ( ^ u ( y )) = y s.v. y 2 ~u (
) .

Navíc platí

det D ^ u ( y ) > 0 s.v. y 2 ~u (
)

a

D ^ u ( u ( x )) D u ( x ) = I pr o s.v. x 2 
 ;

D u ( ^ u ( y )) D ^ u ( y ) = I pr o s.v. y 2 ~u (
) ;

kde I znaèí je dnotkovou matici.

(iv) Jestli¾e G

u

je tok asociovaný s u (de�novaný vztahem (9.1) ) a

^

G

^u

je tok asociovaný s ^u

(de�novaný vztahem (11.2) ), pak G

u

=

^

G

^u

.

(v) Dále platí k u k

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

)

= k u k

dif

p;q

(
; ~ u (
))

.

Náznak dùkazu. Z pøede¹lé v ìt y víme, ¾e N

r

( u; 
 ; � ) = 1 s.v. na ~u (
) a N

r

( u; 
 ; � ) = 0 s.v. mimo

~u (
). P omo cí vzorce pro p o vrc h o dv o díme první èást (i): Napø. z det D u > 0 s.v. v 
 máme

H

n

( ~ u (
)) =

Z




det D u ( x ) d x > 0 :

Oznaème M = G

u

a nec h » � a ^� oznaèují k anonic k é pro jek ce R

n

�

^

R

n

na R

n

, resp.

^

R

n

.

Zobrazení ^u de�n ujeme jak o

^u := � � ( u

�

�

M

)

� 1

:
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Odtud dostaneme G

u

=

^

G

^u

a pro n -v ektor � , který orien tuje ap T xM , je

� ( x; y ) =

M(D u )

j M(D u ) j

=

M(D ^ u )

j M(D ^ u ) j

& y = ~u ( x ) pro H

n

-s.v. ( x; y ) 2 M :

P otom uk á¾eme, ¾e det D ^ u > 0 s.v. na ~u (
) a p omo cí vzorce pro p o vrc h máme

Z

~u (
)

' ( y ) ^u ( y ) d y =

Z

M

( ' � � )( z ) � ( z ) �

0 0

( z ) d H

n

( z ) =

Z




' ( u ( x )) x det D u ( x ) d x;

neb o» �

0 0

=�

00

= det D u � � H

n

-s.v. na M . Zb ytek se dok azuje p o dobnì jak o Vìta 11.1.

Nyní uk á¾eme, ¾e þnormaÿ k �k

f

dif

p;q

je slab ì zdola p olosp o jitá. T oto tvrzení není triviální:

nelze toti¾ pøímo vyu¾ít p olosp o jitosti in tegrálu

Z

j M(D ^ u ) j

q

d y ;

proto¾e ob or in tegrace ~u

k

(
) zá visí na k . V pøípadì norm y k �k

dif

p;q

b ylo v¾dy ~u

k

(
) =

^


.

Vìta 11.8 (p olosp o jitost k �k

f

dif

p;q

) Ne ch» u

k

; u 2

f

dif

1 ; 1

(
;

^

R

n

) . Jestli¾e

G

u

k

* G

u

v D

n

(
 �

^

R

n

) ;

pak

k u k

f

dif

p;q

� lim inf

k !1

k u

k

k

f

dif

p;q

:

Lemma 11.9 ( L

q

-norma) Ne ch» u 2 L

q

(
; R

N

) , q > 1 . Ne ch» j u j =

�

P

i

j u

i

j

2

�

1 = 2

, jako obvykle.

Oznaème

M

q

:=

n

' 2 C

c

(
; R

N

)

�

�

�

Z




j ' j

q

0

d x � 1

o

;

kde

1

q

+

1

q

0

= 1 . Pak

Z




j u j

q

d x =

�

sup

' 2 M

q

Z




u � ' d x

�

q

:

Dùkaz L emmatu 11.9. Uv a¾ujme napøed sk alární pøípad ( N =1). Z Höldero vy nero vnosti máme

pro ' 2 M

q

Z




u � ' d x �

Z




j u j j ' j d x � k u k

L

q

k ' k

L

q

0

�

�

Z




j u j

q

d x

�

1 =q

:
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Sp eciálnì pro ' = sgn( u ) j u j

q � 1

a

R




j u j

q

d x = 1 máme

Z




u � ' d x =

Z




j u j j u j

q � 1

d x = 1

a

Z




j ' j

q

0

d x =

Z




j u j

q

0

( q � 1)

d x =

Z




j u j

q

d x = 1 ;

neb o» q

0

=

q

q � 1

.

Pro "> 0 lze p omo cí Luzino vy v ìt y na jít ~'

"

2 C

c

(
) tak o v é, ¾e L

n

( A

"

) < " , kde A

"

=

�

x 2




�

�

' ( x ) 6= ~'

"

( x )

	

,

Z

A

"

j u j

q

d x < ";

Z

A

"

j ' j

q

0

d x < ";

Z

A

"

j ~'

"

j

q

0

d x < ":

Pro " ! 0+ dostaneme

Z




~'

"

� u d x !

Z




' � u d x;

Z




j ~'

"

j

q

0

d x ! 1 :

V ob ecném pøípadì ( N � 1) p ostupujeme ob dobnì, a v¹ak p olo¾íme

' =

u

j u j

j u j

q � 1

:

Zb ytek dùk azu je ji¾ analogic ký .

Dùkaz V ìty 11.8. P olo¾me pro q > 1

c

M

q

:=

n

! 2 D

n

(
 �

^

R

n

)

�

�

�

Z

^

R

n

sup

x 2 


�

X

j � j + j � j = n

j !

��

( x; y ) j

2

�

q = 2

d y � 1

o

:

P ak máme pro u 2

f

dif

1 ; 1

(
;

^

R

n

)

Z




j M(D u ) j

q

j det D u j

q � 1

d x =

Z

~u (
)

j M(D ^ u ) j

q

d y =

�

sup

! 2

c

M

q

Z

~u (
)

! ( ^ u ( y ) ; y ) � M(D ^ u ) d y

�

q

=

=

�

sup

! 2

c

M

q

^

G

^u

( ! )

�

q

=

�

sup

! 2

c

M

q

G

u

( ! )

�

q

:

Mìjme !

0

2

c

M

q

a u

k

2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

) tak o v á, ¾e G

u

k

* G

u

. P ak

G

u

( !

0

) = lim

k !1

G

u

k

( !

0

) � lim inf

k !1

sup

! 2

c

M

q

G

u

k

( ! ) � lim inf

k !1

�

Z




j M(D u

k

) j

q

j det D u

k

j

q � 1

d x

�

1 =q

:

V ezmeme-li n yní suprem um pøes !

0

2

c

M

q

, dostá v áme

�

Z




j M(D u ) j

q

j det D u j

q � 1

d x

�

1 =q

� lim inf

k !1

�

Z




j M(D u

k

) j

q

j det D u

k

j

q � 1

d x

�

1 =q

;

co¾ je p olosp o jitost p osledního èlen u v normì

f

dif

p;q

. P olosp o jitost prvníc h dv ou èlen ù je stan-

dardní | první dv a èlen y vlastnì tv oøí norm u cart

p

. Pøípad q = 1 je jedno duc h ý , proto¾e pak se

p oslední èlen redukuje na

R




j M(D u ) j

q

d x .
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Nyní m ù¾eme snadno dok ázat v ìt y o slab é uza vøenosti a slab é k ompaktnosti.

Vìta 11.10 (sl. uza vøenost a sl. k ompaktnost

f

dif

p;q

) Ne ch» u

k

2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

) , kde p; q > 1 .

Ne ch» posloupnost f u

k

g je stejnì omezená v

f

dif

p;q

, te dy ne ch» platí

sup

k

k u

k

k

f

dif

p;q

< 1 :

Pak platí

(i) (slabá uzavø enost) Pokud existuje u 2 L

1

(
;

^

R

n

) tak, ¾e u

k

* u v L

1

, pak u 2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

)

a u

k

* u v

f

dif

p;q

.

(ii) (slabá kompaktnost) Existuje podposloupnost f u

k

0

g � f u

k

g a element u 2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

)

tak, ¾e u

k

0

* u v

f

dif

p;q

.

Dùkaz. þ(i)ÿ. Ze stejné ohranièenosti

f

dif

p;q

-norem dostaneme stejnou ohranièenost v cart

p

-

normì, a z v ìt y o slab é uza vøenosti cart

p

(Vìta 10.7 na stránce 100) máme, ¾e u 2 cart

p

(
;

^

R

n

)

a ¾e u

k

* u v A

p

.

Z toho, ¾e det D u

k

� 0 a det D u

k

* det D u v L

p

, dostaneme det D u � 0 s.v. v 
. Z p olosp o-

jitosti

f

dif

p;q

-norm y máme

k u k

f

dif

p;q

� lim inf

k !1

k u

k

k

f

dif

p;q

< 1 ;

a sp eciálnì

Z




j M(D u ) j

q

j det D u j

q � 1

d x < 1 :

Odtud plyne, ¾e det D u 6= 0 s.v. v 
, a tedy det D u > 0 s.v. v 
.

P o dmínk a globální in v ertibilit y pro u

k

znamená, ¾e pro k a¾dou 0 � � 2 C

c

(
 �

^

R

n

) platí

Z




� ( x; u

k

( x )) det D u

k

( x ) d x �

Z

^

R

n

�

sup

x 2 


� ( x; y )

�

d y :

Pro vho dnou p o dp osloupnost platí u

k

! u s.v. v 
, a tedy tak é � ( x; u

k

( x )) ! � ( x; u ( x ))

s.v. v 
. T ak é máme det D u

k

* det D u v L

1

, a p o dle Lemmatu 10.2 tedy

Z




� ( x; u

k

( x )) det D u

k

( x ) d x !

Z




� ( x; u ( x )) det D u ( x ) d x:

T ak¾e i v limitì u

k

* u platí p o dmínk a globální in v ertibilit y , a celk em tedy u 2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

).

þ(ii)ÿ. Z v ìt y o slab é k ompaktnosti cart

p

(Vìta 10.11 na stránce 105) dostaneme existenci

p o dp osloupnosti f u

k

0

g � f u

k

g a limitního prvku u 2 cart

p

(
;

^

R

n

) tak, ¾e

u

k

0

* u v A

p

:

P ak staèí p ou¾ít (i), ab yc hom uk ázali, ¾e u 2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

).
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V pøípadì p = q = 1 jsou n utné do dateèné pøedp oklady .

Vìta 11.11 (sl. uza vøenost a sl. k ompaktnost

f

dif

1 ; 1

) Ne ch» u

k

2

f

dif

1 ; 1

(
;

^

R

n

) tvoøí po-

sloupnost, kter á je stejnomìrnì omezená, te dy ne ch» platí

sup

k

k u

k

k

f

dif

p;q

< 1 :

Ne ch» navíc posloupnost fj M(D u

k

) jg je stejnì inte gr ovatelná a existuje funkce % : [0 ; 1 ) ! [0 ; 1 )

taková, ¾e % ( t ) ! 1 pr o t ! 0+ a ¾e platí

sup

k

Z




% (det D u

k

) d x < 1 :

Pak platí

(i) (slabá uzavø enost) Pokud existuje u 2 L

1

(
;

^

R

n

) tak, ¾e u

k

* u v L

1

, pak u 2

f

dif

1 ; 1

(
;

^

R

n

)

a u

k

* u v

f

dif

1 ; 1

.

(ii) (slabá kompaktnost) Existuje podposloupnost f u

k

0

g � f u

k

g a element u 2

f

dif

1 ; 1

(
;

^

R

n

)

tak, ¾e u

k

0

* u v

f

dif

1 ; 1

.

Dùkaz. Napøed uk á¾eme, ¾e existuje funk ce �% : [0 ; 1 ) ! [0 ; 1 ), pro kterou platí

�% � %; �% ( t ) ! 1 pro t ! 0+ :

P olo¾íme

~% ( t ) := inf

0 � s � t

% ( s ) ;

tedy ~% je nerostoucí obálk a % . P olo¾íme-li �% := C ~% (k on v exní obálk a), tj.

�% ( t ) := sup

�

` ( t )

�

�

` � ~% na (0 ; 1 ) ; ` : R ! R je a�nní

	

:

Je tøeba uk ázat, ¾e �% ( t ) ! 1 pøi t ! 0+. Uèiníme tak sp orem: pøedp okládejme, ¾e pro nìjak ou

p osloupnost t

k

! 0+ je �% ( t

k

) � C 2 R . P olo¾me �

0

:= sup

�

t

�

�

~% ( t ) > C + 1

	

. A�nní funk ce `

splò ující ` (0) = C + 1 a ` ( �

0

) = 0 splò uje tak é ` � ~% na (0 ; 1 ), a tedy tak é ` � �% . Na druhou

stran u, pro nìkteré k

0

máme ` ( t

k

0

) > C , a tedy i �% ( t

k

0

) > C , co¾ je v e sp oru s pøedp okladem

�% ( t

k

) � C 8 k .

P omo cí �% � ~% � % a p omo cí p olosp o jitosti plynoucí z k on v exit y (viz. Vìta 1.5) dostaneme

Z




�% (det D u ) d x � lim inf

k !1

Z




�% (det D u

k

) d x � lim inf

k !1

Z




% (det D u

k

) d x < 1 ;

neb o» det D u

k

* det D u v L

1

. Odtud dostaneme det D u > 0 s.v. v 
. Zb ytek dùk azu je ji¾

sho dn ý s pøípadem p; q > 1.
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P oznámk a 11.5 (nestlaèitelné slab é difeomor�sm y) Do dateèné omezení det D u � 1 lze

snadno zahrnout do na¹ic h úv ah p o dobnì jak o v pøedc hozím o ddílu pro funk ce dif

p;q

(1)

(
;

^


).

Staèí si uv ìdomit, ¾e determinan t gradien tu je pøi slab é k on v ergenci sp o jit ý , tak¾e p o dmínk a se

zac ho v á v á. T edy i

f

dif

p;q

(1)

(
;

^

R

n

) :=

n

u 2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

)

�

�

�

det D u � 1

o

je slab ì uza vøená mno¾ina.
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12. Existenèní v ìt y v k oneèné pru¾nosti

V této èásti uk á¾eme, jak lze tøídy slab ýc h difeomor�sm ù dif

p;q

a

f

dif

p;q

u¾ít pøi øe¹ení v ari-

aèníc h úloh v k oneèné pru¾nosti. Jak jsme ji¾ uv edli døív e, pøímá meto da v ariaèního p o ètu má

následující pøedp oklady:

(i) k o ercivita funk cionálu energie,

(ii) slabá zdola p olosp o jitost funk cionálu energie,

(iii) slabá k ompaktnost mno¾in y pøípustn ýc h deformací.

Slab ou k ompaktnost jsme dok ázali pøi studiu tøíd slab ýc h difeomor�sm ù; Zb ýv á se tedy blí¾e

p o dív at na pøedp oklady (i) a (ii).

12.1. Ko ercivita

Uv a¾ujme funk cionál elastic k é energie v e tv aru

E ( u ) :=

Z




W (D u ( x )) d x:

Jestli¾e c hceme hledat øe¹ení v prostoru dif

p;q

, je rozumné uv a¾o v at k o ercivitu následujícího

t ypu:

W ( F ) � �

�

j M( F ) j

p

+

j M( F ) j

q

(det F )

q � 1

�

;

kde � > 0, p; q > 1 a F 2 M

n � n

+

. Pøip omeòme, ¾e v ektor v¹ec h minorù je tv aru

M(D u ) = (1 ; D u; :::; adj D u; det D u ) :

Uk á¾eme, ¾e tak o v éto p o dmínky lze získ at z fyzik álnì dobøe o dùv o dnìn ýc h pøedp okladù.

Budeme uv a¾o v at následující mo¾né p o dmínky

W ( F ) � � j M( F ) j

p

;(R, p )

W ( F ) � �

j M( F ) j

q

(det F )

q � 1

:(D, q )

Zde sym b oly R a D oznaèují referenèní ( u : 
 !

^

R

n

), resp. deformo v anou ( ^ u : ~u (
) ! R

n

)

k on�guraci.

Fyzik álnì je dobøe známá následující vlastnost elastic k é energie

W ( F ) ! 1 pro det F ! 0 ;

která znamená, ¾e na nek oneèné stlaèení materiálu b yc hom m useli vynalo¾it nek oneèné mno¾ství

energie. Mo cninn ý tv ar této p o dmínky k o ercivit y lze p opsat exp onen tem �> 0:

W ( F ) � � (det F )

� �

:(det, � )

P o dmínky (R, p ) a (det, � ) s p> 1 a �> 0 lze p o v a¾o v at za fyzik álnì pøirozené. Nyní uk á¾eme,

¾e ménì jasná p o dmínk a (D, q ) je ji¾ dùsledk em (R, p ) a (det, � ) .
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Vìta 12.1 (k o ercivita | mo cninn ý rùst) Ne ch» W : M

n � n

+

! R splòuje (R, p ) a (det, � )

s p> 1 a �> 0 . Potom W také splòuje (D, q ) s

q := 1 +

( p � 1) �

p + �

> 1 :

Dùkaz. Vyu¾itím standardní nero vnosti

st � c ( s

r

+ t

r

0

) ; kde r > 1,

1

r

+

1

r

0

= 1; c = c ( r ) je k onstan ta

pro s := j M( F ) j

q

, t := (det F )

1 � q

, r =

p

q

dostá v áme

j M( F ) j

q

(det F )

q � 1

� c

�

j M( F ) j

p

+ (det F )

� �

�

:

P ou¾itím pøedp okladù (R, p ) a (det, � ) pak o dhadujeme dále

j M( F ) j

p

+ (det F )

� �

�

2 c

�

W ( F ) ;

tak¾e máme (D, q ) . Vztah y r =

p

q

> 1 a q > 1 se o v ìøí algebraic k ou manipulací.

V pøípadì p = q =1 je tøeba k o ercivitu p onìkud zob ecnit. Za v edeme tøídu funk cí, které budou

þp omalýÿ rùst p opiso v at:

� :=

n

g : [0 ; 1 ) ! R

�

�

�

g ( t ) ! 1 pro t ! 1

o

:

P ak m ù¾eme zform ulo v at zob ecnìné p o dmínky k o ercivit y (s ~p; ~q ; ~� 2 �):

W ( F ) � j M( F ) j ~p ( j M( F ) j ) ;(R, ~ p )

W ( F ) � j M( F ) j ~q

�

j M( F ) j

det F

�

;(D, ~ q )

W ( F ) � ~�

�

1

det F

�

:(det, ~ � )

Pøedc hozí mo cninné p o dmínky k o ercivit y jsou sp eciálním pøípadem p o dmínek n yní za v ede-

n ýc h: staèí vzít

~p ( t ) := � t

p � 1

; ~q ( t ) := � t

q � 1

; ~� ( t ) := � t

�

:

T é¾ platí ob dobná v ìta, která øík á, ¾e p o dmínky (R, ~ p ) a (det, ~ � ) ji¾ implikují (D, q ) .

Vìta 12.2 (k o ercivita | ob ecn ý rùst) Jestli¾e W splòuje (R, ~ p ) a (det, ~ � ) s nìjakými ~p ; ~� 2

� , pak existuje ~q 2 � takové, ¾e W splòuje podmínku (D, q ) .

Dùkaz. P olo¾me

~q ( t ) := inf

s> 0

�

~p ( s ) +

~� ( t=s )

s

�

:
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Napøed uk á¾eme, ¾e ~q 2 �. Pro sp or pøedp okládejme, ¾e ~q 62 �; pak m usí existo v at p osloupnost

t

k

> 0, t

k

! 1 tak o v á, ¾e ~q ( t

k

) � C 2 R 8 k . Z de�nice ~q na jdeme p osloupnost s

k

> 0 tak, ¾e

~p ( s

k

) +

~� ( t

k

=s

k

)

s

k

� C + 1 :(12.1)

Z toho o dv o díme, ¾e p osloupnost ~p ( s

k

) je ohranièená k onstan tou C + 1, a proto¾e ~p 2 �, je

sup

k

s

k

< 1 :

Z (12.1) pak

~� ( t

k

=s

k

) � ( C + 1) s

k

� ( C +1) sup

k

s

k

< 1 ;

a proto¾e i ~� 2 �, je

sup

k

t

k

=s

k

< 1 :

P osloupnost f s

k

g je ohranièená, tak¾e je ohranièená i f t

k

g . T o je v¹ak sp or, pøedp okládali jsme

t

k

!1 . T edy ~q 2 �.

Zb ýv á tedy o v ìøit, ¾e W splò uje (D, q ) s na¹ím ~q . Z jeho de�nice máme

s ~p ( s ) + ~� ( t=s ) � s ~q ( t ) 8 t; s> 0 :

Pro s := j M( F ) j a t :=

j M( F ) j

det F

a s vyu¾itím (R, ~ p ) a (det, ~ � ) dostaneme

2 W ( F ) � j M( F ) j ~p ( j M( F ) j ) + ~� (

1

det F

) � j M( F ) j ~q (

j M( F ) j

det F

) ;

co¾ ji¾ je (D, q ) .

Pro n = 3 uk á¾eme fyzik ální sm ysl p o dmínky (R, p ). Za v edeme tzv. þsub energieÿ o dp o vída jící

deformaci linií, plo c h a ob jem ù:

W

line

( � ) := inf

F 2 M

3 � 3

+

j F j = �

W ( F ) ; W

area

( � ) := inf

F 2 M

3 � 3

+

j adj F j = �

W ( F ) ; W

v ol

( � ) := inf

F 2 M

3 � 3

+

j det F j = �

W ( F ) :

P otom p o dmínk a (R, p ) je ekviv alen tní s p o¾ada vk em

W

line

( � ) � c �

p

; W

area

( � ) � c �

p

; W

v ol

( � ) � c �

p

pro nìjak ou c> 0. P o dmínk a (det, � ) je ekviv alen tní s p o¾ada vk em

W

v ol

( � ) � c �

� �

:

Fyzik álnì dobøe motiv o v ané rùst y jsou

W

line

( � ) ; W

area

( � ) ! 1 pøi �; � !1 ;

W

v ol

( � ) ! 1 pøi � ! 1 neb o � ! 0+ :

T o, co pøedp okládáme v p o dmínk ce (R, p ) , je, ¾e tak o v éto rùst y jsou sup erlineární. Sublineární

rùst y jsou jednak ¹patnì k ompatibilní s ideou p olyk on v exit y , jednak v edou na jiné zásadní obtí¾e,

jak uk azují následující pøíklady .
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Pøíklad 12.1 (sublineární k o ercivita v 1-D) Uv a¾ujme v ariaèní úloh u

F ( u ) :=

Z

1

0

f ( u

0

( x )) d x ! min

na funk cíc h

u 2 W

1 ; 1

(0 ; 1) ; u (0) = 0 ; u (1) = 1 ;

kde f ( s ) ' s

p

, 0 <p< 1, pøi s !1 ; nec h » f (0) = 0 a ob ecnì f � 0.

Pro p osloupnost

u

k

( x ) =

(

k x pro 0 � x � k

� 1

;

1 pro k

� 1

� x � 1

ihned vidíme, ¾e F ( u

k

) ! 0, a tedy inf F = 0. Jen¾e tato minimalizující p osloupnost f u

k

g má

limitu u � 1, která nesplò uje okra jo v ou p o dmínku.

Pøíklad 12.2 (diric hleto vsk á energie) Pro diric hleto vsk ou energii W ( F ) = j F j

2

máme

W

line

( � ) � �

2

; W

area

( � ) � � ; W

v ol

( � ) � �

2 = 3

;

tedy máme sublineární rùst v det F . Lze uk ázat, ¾e

(i) tato vlastnost èiní diric hleto vsk ou energii neregulární a není mo¾né k onzisten tnì o dli¹it

lom y a nesp o jitosti;

(ii) ten to sublineární rùst do v oluje tzv. kavitaci , tj. vytv áøení prázdn ýc h otv orù v tìlese.

12.2. P olosp o jitost funk cionálu energie

V e v ariaèním p o ètu jsou v ìt y o p olosp o jitosti ob vykle p ou¾it y pro funk cionály t ypu

F ( u ) :=

Z




W ( x; u; D u ) d x

a gradien tní struktura in tegrandu je pøitom úèelnì vyu¾ita.

V na¹í situaci se bude jednat o in tegrandy p olyk on v exní, tedy tak o v é, které zá visí na minorec h

Jacobiho matice

F ( u ) :=

Z




f ( x; u; M(D u )) d x

Zde je gradien t p ouze jedním z minorù, které je úèelné p o v a¾o v at za nezá vislé v elièin y . Budeme

tedy uv a¾o v at in tegrandy t ypu f ( x; u; v ), kde v =

�

v

��

�

�

j � j + j � j = n

	

a f je k on v exní v e v .

Nec h » nadále � oznaèuje nezáp ornou b orelo vsk ou míru na 
.
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Vìta 12.3 (p olosp o jitost 1) Pø e dpokládejme, ¾e f : R

N

! [0 ; + 1 ] je zdola polospojitá a kon-

vexní. Pak funkcionál

F ( u; 
) :=

Z




f ( u ( x )) d � ( x ) pr o u 2 L

1

(
 ; � ; R

N

)

je slabì zdola polospojitý, tj. pr o ka¾dou posloupnost u

k

* u v L

1

(
 ; � ; R

N

) platí

F ( u; 
) � lim inf

k !1

F ( u

k

; 
) :

V dùk azu vyu¾ijeme následujícíc h v ìt:

Vìta 12.4 (Banac h, Saks) Ne ch» X je Banachùv pr ostor a ne ch» u

k

2 X je posloupnost,

kter á X -slabì konver guje k u 2 X . Pak existuje posloupnost kone èných konvexních kombinací

v

k

:=

N ( k )

X

j =1

�

j k

u

j

; kde

N ( k )

X

j =1

�

j k

= 1 ; �

j k

� 0

taková, ¾e v

k

! u silnì v X .

Vìta 12.5 (Banac h) Ne ch» C � X je konvexní mno¾ina v Banachovì pr ostoru X . Pak C je

slabì uzavø ená, pr ávì kdy¾ je silnì uzavø ená.

Dùkaz V ìty 12.3. Napøed uk á¾eme, ¾e F je zdola p olosp o jit ý v L

1

(
 ; � ; R

N

)-normì. Je-li u

k

!

u v L

1

, pak existuje p o dp osloupnost (znaèná stejnì), která k on v erguje v e sk oro v¹ec h b o dec h

x 2 
. Tím i

f ( u ( x )) � lim inf

k !1

f ( u

k

( x )) s.v. x 2 
.

Z F atouxo vy v ìt y (Vìta 5.9, str. 26) pak plyne silná p olosp o jitost:

Z




f ( u ( x )) d � ( x ) � lim inf

k !1

Z




f ( u

k

( x )) d � ( x ) :

Nec h »

� := lim inf

k !1

F ( u

k

) < 1 :

(Kdyb y � = 1 , tvrzení o p olosp o jitosti b y b ylo triviální.) Nec h » "> 0. Mù¾eme pøedp okládat,

¾e pro k � k

0

je F ( u

k

) � � + " . Nyní p ou¾ítím Banac h{Sakso vy v ìt y dostaneme p osloupnost

v

k

2 L

1

(
 ; � ; R

N

) tak o v ou, ¾e

v

k

! u v L

1

(
 ; � ; R

N

) :

P ak o v¹em

Z




f ( u ( x )) d � ( x ) � lim inf

k !1

Z




f ( v

k

( x )) d � ( x ) :
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Vyu¾itím vlastnosti k on v exit y je

f ( v

k

( x )) = f

�

P

j

�

j k

u

j

( x )

�

�

P

j

�

j k

f ( u

j

( x ))

a dále

Z




f ( v

k

( x )) d � ( x ) �

P

j

�

j k

Z




f ( u

j

( x )) d � ( x ) � � + ":

Tím dostaneme

F ( u ) � lim inf

k !1

F ( u

k

) + "

pro k a¾dé "> 0 a tedy i v limitì.

Lemma 12.6 (zámìna limit) Ne ch» f a

j k

g

1

j =1

je pr o ka¾dé k =1 ; 2 ; ::: neklesající. Pak

lim inf

j !1

lim inf

k !1

a

j k

� lim inf

k !1

lim inf

j !1

a

j k

:

Dùkaz L emmatu 12.6. Oznaèíme-li a

k

:= lim

j !1

a

j k

, jistì platí a

k

� a

j k

pro k a¾dá j; k . Máme

tedy

lim inf

k !1

a

j k

� lim inf

k !1

a

k

a tedy tak é

lim inf

j !1

lim inf

k !1

a

j k

� lim inf

k !1

a

k

:

A lternativní dùkaz V ìty 12.3. Pøedv edeme je¹tì jin ý p ostup dùk azu, p onìkud více analytic ký .

Pøedp okládejme, ¾e in tegrand f je tøídy C

1

, k on v exní a tak o vý , ¾e jeho gradien t je omezen ý ,

tj. sup

p 2 R

N

j f

p

( p ) j < 1 . Nec h » u

k

* u v L

1

, nec h »

R




f ( u ( x )) d � ( x ) < 1 a "> 0. P ak p o dle

Luzino vy v ìt y (s vyu¾itím � (
) < 1 ) na jdeme k ompakt K � 
 tak o vý , ¾e

u 2 C ( K ) ; � (
 n K ) < ";

Z


 n K

f ( u ) d � < ";

pøièem¾ jsme záro v eò vyu¾ili absolutní sp o jitosti in tegrálu. Z k on v exit y f dostaneme

f ( u

k

( x )) � f ( u ( x )) + f

p

( u ( x )) [ u

k

( x ) � u ( x )]

a p omo cí f

p

� u 2 L

1

( K ) dostaneme z u

k

* u , ¾e

lim

k !1

Z

K

f

p

( u ( x )) [ u

k

( x ) � u ( x )] d � ( x ) = 0 :

Tím pádem

Z




f ( u ) d � � " �

Z

K

f ( u ) d � � lim inf

k !1

Z




f ( u

k

) d �
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a pøec ho dem " ! 0+ dostaneme p olosp o jitost.

Buï n yní f lib o v olná k on v exní, zdola p olosp o jitá funk ce. Ka¾dá tak o v á funk ce je b o do v ou

limitou rostoucí p osloupnosti f f

j

g k on v exníc h C

1

-funk cí, které ma jí lineární rùst v 1 . Aplik ací

v ìt y Bepp o{Levi (Vìta 5.8, str. 26), zámìnou limit p o dle Lemmatu 12.6 a no v ou aplik ací v ìt y

Bepp o{Levi máme

Z




f ( u ) d � = lim

j !1

Z




f

j

( u ) d � � lim inf

k !1

lim inf

j !1

Z




f

j

( u

k

) d � �

� lim inf

j !1

lim inf

k !1

Z




f

j

( u

k

) d � � lim inf

k !1

Z




f ( u

k

) d �;

co¾ je ji¾ ký¾ená p olosp o jitost pro lib o v olné f splò ující pøedp oklady v ìt y .

Nyní dok á¾eme klasic k ou v ìtu o p olosp o jitosti.

Vìta 12.7 (T onelli{Morrey; p olosp o jitost) Ne ch» f : 
 � R

n

� R

N

! [0 ; 1 ) je hladká

funkce, konvexní v pr omìnné p 2 R

N

. Jestli¾e

u

k

! u v L

1

(
; R

n

) ;

p

k

* p v L

1

(
; R

N

) ;

pak

F ( u; p ) :=

Z




f ( x; u ( x ) ; p ( x )) d x

je zdola polospojitý.

Dùkaz. Z Jegoro v o vy v ìt y (Vìta 5.7, str. 26) a z Luzino vy v ìt y (Vìta 5.12, str. 27) plyne, ¾e

existuje k ompakt K � 
 tak o vý , ¾e u i p jsou sp o jité na K , u

k

� u na K a

Z


 n K

f ( x; u ( x ) ; p ( x )) d x < ":

(Mù¾eme pøedp okládat, ¾e F ( u; p ) < 1 .) Z k on v exit y f v promìnné p máme

f ( x; u

k

; p

k

) � f ( x; u

k

; p ) +

@ f

@ p

( x; u

k

; p ) � ( p

k

� p ) =

= f ( x; u

k

; p ) +

@ f

@ p

( x; u; p ) � ( p

k

� p ) +

�

@ f

@ p

( x; u

k

; p ) �

@ f

@ p

( x; u; p )

�

� ( p

k

� p )

Proto¾e p

k

* p v L

1

a

@ f

@ p

( x; u; p ) je omezená na K , dostaneme

lim

k !1

Z

K

@ f

@ p

( x; u; p ) � ( p

k

� p ) d x = 0 :

Proto¾e L

1

-norm y p

k

jsou stejnì ohranièené (z Banac h{Steinhauso vy v ìt y) a proto¾e

@ f

@ p

( x; u

k

; p )

k on v ergují stejnomìrnì na K k

@ f

@ p

( x; u; p ), dostá v áme

lim

k !1

�

@ f

@ p

( x; u

k

; p ) �

@ f

@ p

( x; u; p )

�

� ( p

k

� p ) d x = 0 :
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P ak o v¹em máme

F ( u; p ) � " �

Z

K

f ( x; u; p ) d x = lim

k !1

Z

K

f ( x; u

k

; p ) d x �

� lim inf

k !1

Z

K

f ( x; u

k

; p

k

) d x � lim inf

k !1

Z




f ( x; u

k

; p

k

) d x:

Pro úèely k oneèné pru¾nosti je vho dná ob ecná v ìta o p olosp o jitosti.

De�nice 12.1 ( L

1

�

-slabá-* k on v ergence) Øekneme, ¾e p osloupnost u

k

2 L

1

(
 ; � ; R

N

) k on-

v erguje slabì-* k u 2 L

1

, jestli¾e

Z




u

k

� ' d � !

Z




u � ' d � 8 ' 2 C

c

(
; R

N

) :

Vìta 12.8 (Reshetn y ak; p olosp o jitost) Buï � kone èná, nezáporná bor elovská mír a na 
 .

Ne ch» funkce f : 
 � R

N

! [0 ; + 1 ] splòuje násle dující pø e dpoklady:

(i) f ( � ; � ) je zdola polospojitá na 
 � R

N

;

(ii) f ( x; � ) je konvexní pr o v¹e chna x 2 
 ;

(iii) Existuje u

0

2 L

1

(
 ; � ; R

N

) tak, ¾e f ( x; u

0

( x ))L

1

(
 ; � ) .

Potom funkcionál

F ( u; 
) :=

Z




f ( x; u ( x )) d � ( x )

je slabì-* zdola polospojitý v L

1

(
 ; � ; R

N

) , te dy

u

k

�

* u v L

1

(
 ; � ; R

N

) = ) F ( u; 
) � lim inf

k !1

F ( u

k

; 
) :

Dùk az viz. Reshetn y ak [14 ].

12.3. Existenèní v ìt y

P omo cí vybudo v aného aparátu lze pøím ými meto dami v ariaèního p o ètu dok azo v at existenci

øe¹ení v ariaèní úloh y , tj. existenci minima funk cionálu elastic k é energie pøi zadan ýc h okra jo výc h

p o dmínk ác h. P o drobnì rozeb ereme pøípad, kdy je zadána Diric hleto v a (kinematic k á) okra jo v á

p o dmínk a na celé hranici tìlesa, p osléze uv edeme úloh u s Diric hleto v ou p o dmínk ou na èásti

hranice tìlesa a zb ylou èástí hranice v olnou, a nak onec budeme diskuto v at pøípady , kdy na

hranici p ùsobí p o vrc ho v é síly .

Energie má ob ecn ý tv ar

E ( u; 
) :=

Z




W ( x; u ( x ) ; D u ( x )) d x;

kde funk ce W m usí splòo v at øadu p o dmínek. Pro jedno duc host budeme pøedp okládat

W ( x; u; F ) := W

0

( F ) + g ( x; u );

t ypic ky W

0

je hustota elastické ener gie a g vyjadøuje potenciál vnìj¹ích sil . Pøedp okládejme

W

0

� 0 a g � 0, a dále
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(i) Existují p> 1, �> 0 a � > 0 tak o v é, ¾e

W

0

( F ) � � j M( F ) j

p

W

0

( F ) �

�

(det F )

�

�

8 F 2 M

3 � 3

+

:

Pøitom W

0

lze roz¹íøit na M

3 � 3

vztahem

W

0

( F ) = + 1 kde det F � 0 :

(ii) Existuje funk ce f : M

3 � 3

� M

3 � 3

� R ! [0 ; + 1 ] tak o v á, ¾e

(a) f ( F ; adj F ; det F ) = W

0

( F ) 8 F 2 M

3 � 3

;

(b) f je k on v exní;

(c) f je zdola p olosp o jitá.

(iii) F unk ce g : 
 �

^

R

3

! [0 ; 1 ) je zdola p olosp o jitá.

(iv) Existuje hladký difeomor�sm us u

0

2 Di� (
;

^


) zobrazující 
 na nìjak ou omezenou oblast

^


 �

^

R

3

.

P otom platí následující existenèní v ìta:

Vìta 12.9 (existence: Diric hleto v a p o dmínk a na celé hranici) F unkcionál E nabývá mi-

nima na tøídì

dif

1 ; 1

u

0

(
;

^


) :=

n

u 2 dif

1 ; 1

(
;

^


)

�

�

�

u = u

0

na @ 


o

:

Je-li u 2 dif

1 ; 1

u

0

(
;

^


) nìkterý z bodù minima, pak u 2 dif

p;q

(
;

^


) pr o

q = 1 +

( p � 1) �

p + �

> 1 :

Dùkaz. þ 9 ÿ. Proto¾e u

0

2 dif

1 ; 1

u

0

(
;

^


) a E ( u

0

) < 1 , vidíme, ¾e

M

0

:= inf

u 2 dif

1 ; 1

u

0

(
;

^


)

E ( u )

je k oneèné èíslo. Existuje tedy minimalizaèní p osloupnost u

k

2 dif

1 ; 1

u

0

(
;

^


), pro kterou

E ( u

k

) & M

0

pro k !1 ;

a tak é lze pøedp okládat, ¾e

E ( u

k

) � M

0

+1 8 k :

Z v ìt y o k o ercivitì (Vìta 12.1) dostaneme, ¾e existuje � > 0 tak o v é, ¾e

W

0

( F ) � �

j M( F ) j

q

(det F )

q � 1

8 F 2 M

3 � 3

+

;
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a tedy pro vho dné � > 0 máme

Z




W

0

(D u ) d x � �

Z




�

j M(D u ) j

p

+

j M(D u ) j

q

(det D u )

q � 1

�

d x

pro k a¾dé u 2 dif

1 ; 1

u

0

(
;

^


 ).

Z g � 0 dostaneme, ¾e

Z




W

0

(D u

k

) d x � M

0

+ 1 ;

a tedy

sup

k

Z




�

j M(D u

k

) j

p

+

j M(D u

k

) j

q

(det D u

k

)

q � 1

�

d x < 1 :

Jak o dùsledek tedy máme

sup

k

Z




j D u

k

j

p

d x < 1 ;

co¾ sp olu s okra jo v ou p o dmínk ou u = u

0

na @ 
 a s v ìtou o ekviv alen tníc h normác h implikuje,

¾e

sup

k

Z




j u

k

j

p

d x < 1 :

T ak¾e

sup

k

k u

k

k

dif

p;q

< 1 :

V tom to ok am¾iku z v ìt y o slab é k ompaktnosti (Dùsledek 11.3 na stránce 113) dostá v áme, ¾e

existuje p o dp osloupnost f u

k

0

g � f u

k

g a prv ek u 2 dif

p;q

(
;

^


) tak, ¾e

u

k

0

* u v dif

p;q

(
;

^


) :

Z v ìt y o slab é sp o jitosti minorù (Vìta 10.7 na stránce 100) dostaneme

D u

k

0

* D u

adj D u

k

0

* adj D u

det D u

k

0

* det D u

9

=

;

v L

p

:

P o dle Reshetn y ak o vy v ìt y o slab é zdola p olosp o jitosti (Vìta 12.8) platí

Z




f (D u; adj D u; det D u ) d x � lim inf

k !1

Z




f (D u

k

; adj D u

k

; det D u

k

) d x:

Z vnoøení dif

p;q

(
;

^


) , ! W

1 ;p

(
;

^

R

3

)

c

, ! L

p

(
;

^

R

3

) máme u

k

0

* u v e W

1 ;p

, a tedy u

k

0

!

u v L

p

. P okud pøípadnì pøejdeme k p o dp osloupnosti (znaèené stále u

k

0

), je

u

k

0

( x ) ! u ( x ) s.v. x 2 
 :
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Ze sp o jitosti g ( x; u ) máme

g ( x; u

k

0

( x )) ! g ( x; u ( x )) pro s.v. x 2 
 :

T o ji¾ pro funk cionál

E ( u ) =

Z




�

f (D u; adj D u; det D u ) + g ( x; u )

�

d x

dok azuje p olosp o jitost

E ( u ) � lim inf

k !1

E ( u

k

) = M

0

:

Z k on v ergence u

k

0

* u v e W

1 ;p

a okra jo v é p o dmínky u

k

0

= u

0

na @ 
 v e sm yslu stop do-

staneme u = u

0

na @ 
 (v e sm yslu stop), a tedy u nále¾í do dif

p;q

\ dif

1 ; 1

u

0

. Máme tedy i druhou

nero vnost E ( u ) � M

0

, a následnì máme ro vnost E ( u ) = M

0

.

þRegularitaÿ. P okud u 2 dif

1 ; 1

u

0

, pak je vidìt z prùb ìh u dùk azu, ¾e i u 2 dif

p;q

, proto¾e E ( u ) =

M

0

< 1 .

P oznámk a 12.1 (ob ecnìj¹í k o ercivita) Je jasné, ¾e p o dobnou argumen taci lze p ou¾ít pro

ob ecnìj¹í pøedp oklady na k o ercivitu. Napøíklad je mo¾né sp o jit mo cninn ý pøedp oklad (R, p )

s ob ecnou p o dmínk ou (det, ~ � ) . P ak lze vyv o dit existenci rùsto v é funk ce ~q 2 � tak o v é, ¾e je

splòena p o dmínk a (D, ~ q ). Tím dostaneme p o dmínky pro slab ou k ompaktnost v dif

1 ; 1

. P o dobnì

je mo¾né nahradit (R, p ) ob ecnìj¹í p o dmínk ou (R, ~ p ) s nìjakým ~p 2 �. Výsledek o regularitì sice

bude vyjadøiteln ý p onìkud slo¾itìj¹í formou, ale bude tak é platit.

Naopak se dá uk ázat, ¾e p okud není splnìna ani (R, ~ p ) , pak ani pøi lineárním rùstu v ìt y

o slab é k ompaktnosti dif

1 ; 1

ob ecnì neplatí (stejnì jak o neplatí k ompaktnost W

1 ; 1

neb o L

1

b ez

pøedp okladu stejné in tegro v atelnosti, neb o ekviv alen tního kritéria de la V allée-P oussino v a, které

se v p o dstatì kryje s p o dmínk ou (R, ~ p ) .)

Jak o druh ý pøípad uv edeme ten, kdy je zadána Diric hleto v a okra jo v á p o dmínk a na èásti

hranice a zb ytek hranice je v oln ý (nep ùsobí na nìj ¾ádné síly).

Nec h »

~


 � R

3

je omezená otevøená mno¾ina tak o v á, ¾e pro

�

0

:= @ 
 \

~




platí H

2

(�

0

) > 0.

Nec h » u

0

je slab ý difeomor�sm us tak o vý , ¾e u

0

2

f

dif

p;q

(
 [

~


;

^

R

3

) pro q = 1 +

( p � 1) �

p + �

a ¾e

E ( u

0

; 
) < 1 . Za v edeme tøídu

A

u

0

:=

�

u 2

f

dif

p;q

(
;

^

R

3

)

�

�

u = u

0

na �

0

v e sm yslu stop

	

:

P ak platí existenèní v ìta

Vìta 12.10 (existence: Diric hleto v a p o dmínk a na èásti hranice) Ne ch» pr o funkcionál

E ( u ) =

Z




�

W

0

(D u ) + g ( x; u )

�

d x

platí W

0

� 0 , g � 0 a pø e dpoklady (i), (ii), (iii). Potom funkcionál E ( u ) na tøídì A

u

0

nabývá

svého minima.
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Dùkaz. Je stejn ý jak o vý¹e, s následujícími o dli¹nostmi:

� Vìta o ekviv alen tní normì v W

1 ;p

se p ou¾ije na k on trolu stop y p ouze na �

0

� @ 
.

� P ou¾ijeme v ìtu o slab é k ompaktnosti prostoru slab ýc h difeomor�sm ù

f

dif

p;q

s v oln ým ob o-

rem ho dnot (Vìta 11.10 na stránce 122).

Jak o p oslední b yc hom c h tìli struènì diskuto v at pøípady se zadan ými p o vrc ho vými silami

na @ 
. T yto síly je tøeba zahrnout jak o èlen s plo¹n ým in tegrálem do funk cionálu E , stejnì

jak o pro jiné úloh y tohoto t ypu. V ariaèní úloh y , v e kterýc h energie obsah uje èlen vyjadøující

práci p o vrc ho výc h sil na hranici tìlesa, ma jí sv á sp eci�k a, která se pøíli¹ neli¹í, øe¹íme-li úloh u

na Sob olev o v ì prostoru neb o na prostoru slab ýc h difeomor�sm ù. P o vrc ho v á energie m ù¾e mít

øadu v arian t: tzv. mrtvé síly , ¾ivé síly , a j. Ètenáøe v tom to b o dì o dk á¾eme na klasic k é text y:

Hla v áèek{Neèas [9 ], Ciarlet [2 ], Ball [1 ].
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13. V ariace funk cionálu elastic k é energie a ro vnice ro vno v áh y

Nyní se budeme zab ýv at otázk ou, jak é ro vnice splò uje prv ek, který minimalizuje elastic k ou

energii.

První | základní | skuteèností v k oneèné pru¾nosti je fakt, ¾e k on�gurace u 2 dif

p;q

mi-

nimalizující energii E s nìjak ou (napø. Diric hleto v ou) okra jo v ou p o dmínk ou nesplò uje Eulero vu

ro vnici. Pøesnìji øeèeno, není známo, ¾e ji nesplò uje, a v¹ak tak é není známo, ¾e b y ji splòo v al,

vyjma pøípadu, kdy je pøedem známo, ¾e det D u je o dra¾en o d n uly:

inf

x 2 


det D u > 0 ;(13.1)

neb oli (det D u )

� 1

2 L

1

(
). P ak lze o dv o dit Eulero vu ro vnici, neb o» v ariace v blízk ém ok olí u

budou mít stále je¹tì kladn ý determinan t. V ob ecném pøípadì (tedy b ez znalosti, zda determi-

nan t je o dra¾en o d n uly) v¹ak není známo, ¾e u 2 dif

p;q

, které minimalizuje E , splò uje Eulero vu

ro vnici.

Na druhou stran u, minimalizátory v ariaèníc h úloh uv a¾o v an ýc h v o ddíle 12.3 splò ují jiné

ro vnice ne¾ Eulero vy . T yto ro vnice lze pøirozenì in terpreto v at jak o ro vnice ro vno v áh y .

Pøíèina je fundamen tální: V k oneèné pru¾nosti se p oh ybujeme v prostoru slab ýc h difeomor-

�sm ù. Vznik á tak otázk a, jak m ù¾eme dìlat v ariace daného slab ého difeomor�sm u tak, ab yc hom

ok am¾itì nevy¹li za hranice prostoru slab ýc h difeomor�sm ù. Uk azuje se, ¾e prá v ì v tom to b o dì

klasic k á eulero vsk á v ariace selhá v á. T o se zdá b ýt sk oro absurdní v k on textu standardního v a-

riaèního p o ètu. Je to v¹ak pøirozené, uv ìdomíme-li si, ¾e prostor difeomor�sm ù nemá lineární

strukturu; pøirozenou op erací je skládání zobrazení, nik oliv pøièítání.

13.1. V ariace difeomorfního zobrazení

V ariací dife omor�smu u : 
 !

^


 budeme rozumìt nìjak ou køivku

�

u

t

: 
 !

^




�

�

t 2 ( � "; " )

	

v prostoru difeomor�sm ù; budeme pøedp okládat, ¾e " b ylo tak malé, ab y v¹ec hna zobrazení

køivky b yla difeomorfní, a tak é p o¾adujeme u

0

= u .

Existují èt yøi zp ùsob y , jak pro v ádìt v ariace v k oneèné pru¾nosti. Uk á¾eme, ¾e dv a z tìc h to

zp ùsob ù (tzv. eulero vsk é) nelze pro v ést b ez informací t ypu (13.1) . Zb ylé dv a t yp y v¹ak v edou

na tzv. r ovnice r ovnováhy v deformo v ané k on�guraci a na ro vnice p opisující zákony zachování ,

neb oli ro vnice ro vno v áh y v referenèní k on�guraci.

Uv a¾ujme hladk é zobrazení

� :

^


 !

^

R

n

; spt � �

^


 :

P ak lze snadno uk ázat, ¾e pro t 2 R dosti malé je zobrazení

id + t� : y 2

^


 7! y + t� ( y ) 2

^




hladký difeomor�sm us

^


 na seb e. Tím pádem

�

id + t�

�

�

t 2 ( � "; " )

	

� Di� (

^


)
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je køivk a hladkýc h difeomor�sm ù s �(0) = id . Není obtí¾né uk ázat, ¾e pro u 2 dif

1 ; 1

(
;

^


) je

�

(id + t� ) � u

�

�

t 2 ( � "; " )

	

køivk a slab ýc h difeomor�sm ù zobrazujícíc h 
 na

^


 . Za v edeme tedy první t yp v ariace

(i) V ariace deformo v aného tv aru

u

t

( x ) := (id + t �) � u ( x ) = u ( x )+ t �( u ( x )) ;

kde � 2 C

1

c

(

^


;

^

R

n

) a t 2 ( � "; " ) pro " dosti malé. P okud u 2 dif

p;q

(
;

^


), je pro dostateènì

malé " i u

t

2 dif

p;q

(
;

^


).

�

u

t

�

�

t 2 ( � "; " )

	

je tedy køivk ou slab ýc h difeomor�sm ù.

(ii) Eulero v a v ariace

u

t

( x ) := u ( x )+ t' ( x ) ;

kde ' 2 C

1

c

(
;

^

R

n

). Jestli¾e platí (13.1) , pak pro malá t jsou u

t

zøejmì tak é slab é difeo-

mor�sm y . P okud v¹ak znalost (13.1) nemáme, pak ob ecnì det D u

t

� 0 jen pro t = 0. Není

znám zp ùsob, jak pro v ádìt eulero vsk é v ariace a nevyjít pøitom ze tøídy dif

1 ; 1

.

(iii) V ariace referenèní k on�gurace (tzv. v ariace oblasti)

u

t

� (id + t 	)( x ) = u

t

( x + t 	( x )) := u ( x ) ;

kde 	 2 C

1

c

(
; R

n

). P oznamenejme, ¾e pro malá t zobrazení id + t 	 je difeomor�sm us

oblasti 
 na seb e. Jde o in v erzní pøípad k (i), neb o» pro in v erze máme

^u

t

( y ) = (id + t 	) � ^u ( y ) = ^u ( y ) + t 	( ^ u ( y )) ;

neb oli

u

t

= u � (id + t 	)

� 1

:

(iv) Eulero v a v ariace v deformo v aném sta vu

^u

t

( y ) := ^u ( y ) + t ( y ) ;

kde  2 C

1

c

(

^


; R

n

). Jde o analogii Eulero vy v ariace (ii) pro in v erzní zobrazení ^u .

Je-li u hladký difeomor�sm us, u 2 Di� (
;

^


), pak v¹ec hn y èt yøi druh y v ariací jsou ekviv a-

len tní a lze je mezi seb ou pøev ádìt. Vztah y pro to jsou zøejmé:

' = � � u; � = ' � ^u;(13.2)

 = 	 � ^u 	 =  � u:(13.3)

Vztah mezi � a  o dv o díme následo vnì. Proto¾e

u

t

= (id + t �) � u & ^u

t

= ^u + t ;
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slo¾ením dostaneme

id = ^u

t

� u

t

= ^u � ( u + t � � u ) + t � ( u + t � � u ) :

Nyní rozv o jem do 1. øádu pøesnosti dostaneme

I = I + t (D ^ u � u )(� � u ) + t � u

a o dtud získ áme vztah y

 = � (D ^ u )� & ' = � (D u )	 ;

tedy

 = � (D ^ u )( ' � ^u ) ; ' = � (D u )(  � u ) ;(13.4)

	 = �

�

(D ^ u )�

�

� u; � = �

�

(D u )	

�

� ^u:(13.5)

13.2. V ariace funk cionálu energie

Nyní uk á¾eme, jak funk cionál energie reaguje na v ariaci sta vu. Budeme uv a¾o v at elastic k ou

energii v e tv aru

E ( u ) =

Z




W (D u ) d x:

Pøi rozv o ji do 1. øádu pøesnosti v t máme

E ( u

t

) = E ( u ) + t � E + o ( t ) ;

kde v elièina � E se nazýv á variací funkcionálu E . V následujícíc h ro vnicíc h budeme p ou¾ív at

Einsteino vu sumaèní k on v enci, viz. Do datek A.

Pro Eulero vu v ariaci u

t

= u + t' dostaneme

D

j

u

i

t

= D

j

u

i

+ t D

j

'

i

;

a tedy s pøesností do 1. øádu v t máme

� E =

Z




@ W

@ F

i

j

(D u ) D

j

'

i

d x:

Piola{Kir chho�ùv tensor napìtí je de�no v án vztahem

T

R

i

j

:=

@ W

@ F

i

j

(D u ) ;

a tedy

� E =

Z




T

R

i

j

D

j

'

i

d x:

Piola-Kirc hho�ùv tensor nap ìtí T

R

je tedy duální v elièinou k Eulero v ì v ariaci ' .
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Uv a¾ujme v ariaci � deformo v aného sta vu, tedy v ariaci t ypu (i). Ze vztah u ' = � � u dosta-

neme D ' = (D� � u )(D u ) a z rozv o je E ( u

t

) pak

� E =

Z




@ W

@ F

i

j

(D u ) (D

k

�

i

� u ) D

j

u

k

d x:

Pro v edeme-li substituci x = ^u ( y ), dostá v áme

� E =

Z

^




�

@ W

@ F

i

j

(D u ) D

j

u

k

(det D u )

� 1

�

� ^u D

k

�

i

d y :

Cauchyho tensor napìtí T je de�no v án jak o tzv. Piolova tr ansformace tensoru T

R

:

T

ik

=

�

T

R

i

j

D

j

u

k

(det D u )

� 1

�

� ^u:

P otom máme

� E =

Z

^




T

ik

D

k

�

i

d y ;

a tak Cauc h yho tensor nap ìtí T je duální v elièinou (zob ecnìnou silou) k v ariaci � deformo v aného

sta vu | v ariace t ypu (i).

Budeme-li uv a¾o v at v ariaci 	 referenèní k on�gurace | v ariaci t ypu (iii) | dostaneme

'

i

( x ) = � D

k

u

i

( x ) 	

k

( x ) ;

a tedy

D

j

'

i

= � D

j

D

k

u

i

	

k

� D

k

u

i

D

j

	

k

:

Dosazením do � E dostá v áme

� E =

Z




�

�

@ W

@ F

i

j

(D u ) D

j

D

k

u

i

	

k

�

@ W

@ F

i

j

(D u ) D

k

u

i

D

j

	

k

�

d x =

=

Z




�

� D

k

�

W (D u )

�

	

k

�

@ W

@ F

i

j

(D u ) D

k

u

i

D

j

	

k

�

d x =

=

Z




�

W (D u ) �

j

k

�

@ W

@ F

i

j

(D u ) D

k

u

i

�

D

j

	

k

d x:

Je-li Hamiltonùv tensor ener gie{impulsu v referenèní k on�guraci de�no v án vztahem

T

j

k

( x ) := W (D u ) �

j

k

�

@ W

@ F

i

j

(D u ) D

k

u

i

;

pak platí

� E =

Z




T

j

k

D

j

	

k

d x;

a tedy tensor energie{impulsu je v elièina duální k v ariaci referenèního sta vu.

P o dobnì lze rozepsat vztah pro p oslední, ètvrt ý druh v ariace. Proto¾e v¹ak není b ì¾nì vyu-

¾ív án, nebudeme to ani dìlat.
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13.3. Ro vnice ro vno v áh y

Nyní uk á¾eme, jak é sousta vy ro vnic splò uje prv ek u , který minimalizuje energii E s Di-

ric hleto v ou okra jo v ou p o dmínk ou. Je jasné, ¾e n utnou p o dmínk ou minima je, ¾e v ariace � E je

v u n ulo v á pro lib o v olnou køivku difeomorfníc h zobrazení. S vyu¾itím toho, co jsme o dv o dili

v min ulém p o do ddílu, tedy máme

� E =

Z




@ W

@ F

i

j

(D u ) (D

k

�

i

� u ) D

j

u

k

d x = 0 8 � 2 C

1

c

(

^


;

^

R

n

) ;(i)

� E =

Z




@ W

@ F

i

j

(D u ) D

j

'

i

d x = 0 8 ' 2 C

1

c

(
;

^

R

n

) ;(ii)

� E =

Z




�

W (D u ) �

j

k

�

@ W

@ F

i

j

(D u ) D

k

u

i

�

D

j

	

k

d x = 0 8 	 2 C

1

c

(
; R

n

) :(iii)

Pøípad (iv) vynec há v áme, neb o» není pøíli¹ za jíma vý . Jedná se o Eulero vu ro vnici pro in v erzní

zobrazení ^u . Uv edené systém y ro vnic se p ostupnì nazýv a jí:

(i) r ovnice r ovnováhy (v deformo v ané k on�guraci),

(ii) Euler ovy r ovnice ,

(iii) systém zákonù zachování .

Budeme pøedp okládat, ¾e funk ce h ustot y energie W : 
 � R

n

� M

n � n

+

! [0 ; + 1 ] je p oly-

k on v exní, tedy ¾e lze na jít funk ci f : 
 � R

n

� R

N

! [0 ; + 1 ], která je k on v exní v p osledním

argumen tu a splò uje

W ( x; u; � ) = f ( x; u; M( � )) 8 x 2 
 ; u 2

^

R

n

; � 2 M

n � n

+

:

O funk ci f budeme pøedp okládat, ¾e splò uje p o dmínku k o ercivit y s p; q > 1, � > 0:

f ( x; u; � ) � �

�

j � j

p

+

j � j

q

�

q � 1

0 0

�

8 x 2 
 ; u 2

^

R

n

; � 2 �

n

( R

n

�

^

R

n

)

a tak é ¾e splò uje pøirozené rùsto v é p o dmínky

j f ( x; u; � ) j +

�

�

�

�

@ f

@ x

( x; u; � )

�

�

�

�

+

�

�

�

�

@ f

@ u

( x; u; � )

�

�

�

�

� c

�

1 + j � j

p

+

j � j

q

�

q � 1

0 0

�

;

�

�

�

�

@ f

@ �

��

( x; u; � )

�

�

�

�

� c

�

1 + j � j

p � 1

+

j � j

q

�

q � 1

0 0

�

8 j � j + j � j = n; j � j <n;

�

�

�

�

@ f

@ �

0 0

( x; u; � )

�

�

�

�

� c

�

1 + j � j

p � 1

+

j � j

q

�

q

0 0

�

;

pro k a¾dé x 2 
, u 2

^

R

n

, � 2 �

n

( R

n

�

^

R

n

), kde c> 0 je vho dná k onstan ta.
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Vìta 13.1 (zák on y zac ho v ání) Ne ch» 
 � R

n

je omezená oblast s hladkou hr anicí. Ne ch»

� � @ 
 , H

n � 1

(�) > 0 , je zadaná èást hr anice. Ne ch» dále u je prvek, který minimalizuje

funkcionál E ( u ) mezi

f

dif

p;q

u

0

; �

(
;

^

R

n

) :=

n

u 2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

)

�

�

�

u = u

0

na � ve smyslu stop

o

;

kde u

0

je zadaný hladký dife omor�smus 
 do

^

R

n

. Pak

(i) (D u )

t

@ W

@ F

( x; u; D u ) 2 L

1

(
);

(ii) Platí

D

j

�

W ( x; u; D u ) �

j

k

� D

k

u

i

@ W

@ F

i

j

( x; u; D u )

�

=

@ W

@ x

k

( x; u; D u )

ve smyslu distribucí, tj.

Z




�

W ( x; u; D u ) �

j

k

� D

k

u

i

@ W

@ F

i

j

( x; u; D u )

�

D

j

�

k

d x =

Z




@ W

@ x

k

( x; u; D u ) �

k

d x

pr o ka¾dé � 2 C

1

c

(
;

^

R

n

) .

Dùkaz. Nec h » � 2 C

1

c

(
;

^

R

n

). Pro t dostateènì blízk é n ule �

t

: x 7! x + t� ( x ) je hladký difeomor-

�sm us, a tedy u

t

:= u � �

� 1

t

le¾í v

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

). Proto¾e u

t

= id na @ 
, platí tak é u

t

= u

0

na �,

tj. u

t

je pøípustná k on�gurace pro uv a¾o v anou v ariaèní úloh u. Uk á¾eme, ¾e funk ce t 7! E ( u

t

) je

diferenco v atelná v b o dì t =0. Zámìnou promìnn ýc h dostaneme

E ( u

t

) =

Z




f ( x; u

t

; M(D u

t

)) d x =

Z




f (�

t

( x ) ; u; M( U

t

)) det D�

t

d x;

kde U

t

= (D u ) (D�

� 1

t

� �

t

). Z Bineto v a vzorce (Lemma 9.22 na stránce 88) dostaneme pøi

j � j = j � j

M

�

�

( U

t

) =

X


 : j 
 j = j � j

M




�

(D u ) M

�




(D�

� 1

t

� �

t

) :

Na základì hladk osti � pak o dtud dostaneme, ¾e

�

�

�

�

d

d t

M

�

�

( U

t

)

�

�

�

�

�

X


 : j 
 j = j � j

c

� 


j M




�

(D u ) j � c

1

�

X

�;
 : j 
 j = j � j = j � j

j M




�

(D u ) j

2

�

1 = 2

:

Z druhé stran y máme

�

�

�

�

d

d t

f (�

t

; u; M( U

t

))

�

�

�

�

�

�

�

�

�

@ f

@ x

(�

t

; u; M( U

t

))

�

�

�

�

�

�

�

�

d

d t

�

t

�

�

�

�

+

X

�;� : j � j = j � j

�

�

�

M

�

�

( U

t

)

�

�

�

�

�

�

�

@ f

@ M

�

�

(�

t

; u; M( U

t

))

�

�

�

�

:

Pro t blízk é n ule máme

�

�

�

M

0

0

( U

t

)

�

�

�

�

1

2

�

�

�

M

0

0

(D u )

�

�

�

:



13.3. Ro vnice ro vno v áh y 143

Z rùsto výc h p o dmínek pak dostaneme

�

�

�

�

d

d t

f (�

t

; u; M( U

t

))

�

�

�

�

� c

2

�

1 + j M(D u ) j

p

+

j M(D u ) j

q

(det D u )

q � 1

�

:

P omo cí Leb esguo vy v ìt y o limitì p o d in tegrálem (Vìta 5.10 na stránce 26) zjistíme, ¾e funk ce

t 7! E ( u

t

) je diferenco v atelná v t = 0. Pro prv ek u , který dá v á minim um, tedy m usí b ýt

0 =

d

d t

E ( u

t

)

�

�

t =0

=

Z




d

d t

�

f (�

t

; u; M( U

t

)) det D�

t

�

�

�

t =0

d x:

Vyèíslíme deriv aci v in tegrálu. Z de�nice f plyne, ¾e

d

d t

�

f (�

t

; u; M( U

t

)) det D�

t

�

=

d

d t

�

W (�

t

; u; U

t

) det D�

t

�

s.v. v 
 :

Do prvního øádu pøesnosti v t platí

U

t

= D u

�

1 � t D � + o ( t )

�

;

det D�

t

= 1 + t div � + o ( t ) ;

d

d t

�

D�

� 1

t

� �

t

�

=

d

d t

�

(1 � t D � ) � (id + t� )

�

+ o ( t ) = �

d

d t

�

t D � � (id + t� )

�

+ o ( t )

a tedy

d

d t

�

D�

� 1

t

� �

t

�

�

�

t =0

= � D �:

Tím dostaneme

Z




�

W ( x; u; D u ) �

j

k

� D

k

u

i

@ W

@ F

i

j

( x; u; D u )

�

D

j

�

k

d x =

Z




@ W

@ x

k

( x; u; D u ) �

k

d x:

Z vý¹e o dv ozen ýc h o dhadù plyne, ¾e výraz v in tegrálu na lev é stranì je in tegro v ateln ý .

P oznámk a 13.1 Jestli¾e W nezá visí na x , tj.

@ W

@ x

= 0, pak v ìta tvrdí, ¾e tensor energie{impulsu

T

j

k

:= W (D u ) �

j

k

�

@ W

@ F

i

j

(D u ) D

k

u

i

má n ulo v ou div ergenci

D

j

T

j

k

= 0

v e sm yslu distribucí, tj. ¾e

Z




T

j

k

D

j

� d x = 0 8 � 2 C

1

c

(
) ; 8 k :

V tom to sm yslu sousta v a ro vnic (iii) p opisuje zák on y zac ho v ání, a to zac ho v ání tensoru energie{

impulsu.
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P o dobnou úv ah u n yní pro v edeme pro v ariaci deformo v aného sta vu.

Vìta 13.2 (ro vnice ro vno v áh y) Ne ch» u minimalizuje E v

f

dif

p;q

u

0

; �

(
;

^

R

n

) ; pø e dpokládejme, ¾e

u je Luzinùv r epr ezentant. Potom Cauchyho tensor napìtí je lokálnì inte gr ovatelný,

T 2 L

1

lo c

( u (
); M

n � n

) ;

a platí r ovnice

Z

u (
)

T

ik

D

k

�

i

d y =

Z

u (
)

@ W

@ u

i

( ^ u ; y ; D u � ^u ) �

i

d y

pr o ka¾dé � 2 C

1

(

^

R

n

;

^

R

n

) splòující � = 0 v okolí u (�) .

Dùkaz. Pro t dostateènì blízk é n ule zobrazení �

t

:= id + t� je difeomor�sm us R

n

na

^

R

n

. Proto¾e

� = 0 v ok olí u (�), je �

t

= id na u (�) a tedy u

t

:= �

t

� u 2

f

dif

p;q

(
;

^

R

n

) a na víc u

t

= u = u

0

na �. T ak¾e u

t

jsou pøípustné difeomor�sm y pro uv a¾o v anou v ariaèní úloh u.

S vyu¾itím vztah u D u

t

= (I+ t D � � u ) D u uk á¾eme, ¾e E ( u

t

) je diferenco v ateln ý v b o dì t =0.

P o dobnì jak o v dùk azu pøedc hozí v ìt y uk á¾eme, ¾e

�

�

�

�

d

d t

M(D u

t

)

�

�

�

�

� c j M(D u ) j :

P otom dostaneme

�

�

�

�

d

d t

f ( x; u

t

; M(D u

t

))

�

�

�

�

� c

�

�

�

�

�

@ f

@ u

�

�

�

�

j D � j +

�

�

�

�

@ f

@ M

�

�

�

�

j M(D u ) j

�

a s vyu¾itím rùsto výc h pøedp okladù pak

�

�

�

�

d

d t

f ( x; u

t

; M(D u

t

))

�

�

�

�

� c

�

1 + j M(D u ) j

p

+

j M(D u ) j

q

(det D u )

q � 1

�

:

Stejnì jak o v dùk azu min ulé v ìt y m ù¾eme tedy deriv aci in tegrálu zapsat jak o in tegrál deriv ace

in tegrandu. Proto¾e deriv ace v minim u m usí b ýt n ulo v á, dostaneme

0 =

Z




d

d t

W ( x; u

t

; D u

t

)

�

�

t =0

d x =

Z




�

@ W

@ F

i

j

( x; u; D u ) D

j

u

k

(D

k

�

i

� u ) +

@ W

@ u

i

( x; u; D u ) �

i

�

d x:

Z vý¹e o dv ozen ýc h o dhadù op ìt dostaneme, ¾e výraz p o d in tegrálem le¾í v L

1

(
), a tak p o

zámìnì promìnn ýc h x = ^u ( y ) dostaneme ký¾ené tvrzení.

P oznámk a 13.2 Jestli¾e W ( x; u; F ) = W

0

( F ) + Q ( u ), tedy materiál má funk ci h ustot y elastic k é

energie W

0

a Q je p otenciál vnìj¹íc h, k onzerv ativníc h sil, pak ro vnice ro vno v áh y øík á, ¾e

div T � grad Q = 0 ;

tedy ¾e nap ìtí jsou v ro vno v áze s vnìj¹ími silami.



Do datky

A. Einsteino v a sumaèní k on v ence

Pro zjedno du¹ení zápisu form ulí, v e kterýc h vystupují tensory (v ektory , matice, ::: ), se

za v ádí následující k on v ence: P okud se nìjaký index i; j; k ; `; ::: vyskytne prá v ì dv akrát v jednom

èlen u (tedy v souèin u v elièin, nik oliv v¹ak souètu neb o rozdílu), pøed tím to èlenem si pøedsta víme

sum u pøes dan ý index v rozsah u 1 ; :::; n . Napøíklad u

i

D

i

' znamená

n

X

i =1

u

i

D

i

':

B. Multiindexy

P okud pracujeme na prostoru dimenze n , p ou¾ív áme p o jem indexu jak o¾to pøirozeného èísla

mezi 1 a n . T en to p o jem dostaèuje pro práci s jednorozmìrn ými útv ary , jak o jsou køivky . Zápis

vícerozmìrn ýc h útv arù jejic h p omo cí se v¹ak stá v á p onìkud nepøehledn ý , a proto se pøistupuje

k za v edení tzv. m ultiindexu, jak o¾to vlastnì soub oru jedno duc h ýc h indexù. P oznamenejme, ¾e

v literatuøe lze na jít nìk olik zp ùsob ù za v edení m ultiindexù; m y zde uv edeme ten, který se nejvíce

ho dí pro na¹e úv ah y .

De�nice B.1 (m ultiindex) Pracujme v n -rozmìrném prostoru. Multiindexem délky (násob-

nosti) k na n -r ozmìrném pr ostoru nazv eme vzestupnì usp oøádanou p osloupnost k indexù

1 � �

1

< � � � < �

k

� n:

Ab yc hom mohli praco v at i s k =0, za v edeme k on v encí sym b ol 0 pro m ultiindex n ulo v é délky . T en

je jedin ý .

Mno¾inou m ultiindexù délky k na n -rozmìrném prostoru budeme znaèit I ( k ; n ).

Je zøejmé, ¾e # I ( k ; n ) =

�

n

k

�

.

Délk a m ultiindexu � se znaèí j � j ; zejména u sumaèního sym b olu se èastìji p ou¾ív á pøe-

hlednìj¹í sp eci�k ace j � j = k namísto za jisté sprá vnìj¹ího � 2 I ( k ;n ) . T ak é je-li j � j =1, budeme psát i

namísto � =( i ). Rizik o zmatení ètenáøe je minimální.
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De�nice B.2 (doplòk o vý m ultiindex) Nec h » 0 � k � n . Pro � 2 I ( k ; n ) za v edeme tzv. doplò-

kový multiindex � 2 I ( n � k ; n ) jak o m ultiindex obsah ující v¹ec hn y indexy , které nejsou obsa¾en y

v � . De�nitoric ky p olo¾íme 0=(1 ; :::; n ) a (1 ; :::; n ) =0.

Je zøejmé, ¾e pro lib o v oln ý m ultiindex � platí � = � . P okud j � j = n � 1, budeme èasto psát

p ouhé j namísto � = ( j ) = (1 ; :::; j � 1 ; j + 1 ; :::; n ).

C. Minory

Mìjme n � 1 a N � 1. Prostor matic s N øádky a n sloup ci budeme oznaèo v at M

N � n

.

De�nice C.1 (minor) Buï 0 � k � min ( N ; n ) a nec h » � 2 I ( k ; N ) a � 2 I ( k ; n ). Minor em

matice � 2 M

N � n

vzhle dem k �; � nazv eme výraz

M

�

�

( � ) :=

(

det

�

�

�

i

;�

j

�

i =1 ;:::;k

j =1 ;:::;k

pokud j � j = j � j > 0

1 pokud j � j = j � j = 0

Mno¾ina minorù k -tého stupnì se oznaèí

M

k

( � ) =

�

M

�

�

( � )

�

�

� 2 I ( k ; N ) ; � 2 I ( k ; n )

	

V¹ec hn y minory pak jsou

M( � ) =

�

M

k

( � )

�

�

k = 0 ; :::; min ( N ; n )

	

Minor n ultého øádu je v¾dy jeden a je iden tic ky ro v en 1. Minory prv ého øádu jsou pøímo

prvky matice: � .

Jestli¾e N = n , pak existuje jedin ý minor n -tého øádu: det � . T ak é minory øádu n � 1, které

tv oøí op ìt matici t ypu n � n , ma jí | p o dle Cramero v a pra vidla | tv ar adj � = (det � ) �

� 1

.

P okud N = n = 3, tv oøí výrazy (1 ; � ; adj � ; det � ) 2 R

20

mno¾in u v¹ec h minorù matice � .
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báze

duální, 35
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Leb esgueùv, 30
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deriv ace
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míry , 29

horní a dolní, 29
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slab ý , 105
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funk ce, 43

vnìj¹í, 43
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dv ourozmìrné, 66
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form ule

Greeno v a, 88
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b orelo vsk á, 27
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kv azik on v exní, 7
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sc ho do v á, 25
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sèitatelná p o dle míry , 25

stejnì in tegro v atelné, 26

vnitøní energie, 3

funk cionál
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slab ì p olosp o jit ý zdola, 5

graf

zobrazení, 71

rekti�k o v ateln ý , 84

hla vní smìr

deformace, 11

hmota

míry , 28

toku, 55

homeomor�sm us, 40

hranice

mno¾in y

v e sm yslu teorie míry , 30

toku, 54

v ariet y
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h ustota

mno¾in y , 30, 75

horní a dolní, 30
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souhlasu, 45

indik atrix

Banac ho v a, 81

zob ecnìná, 82

in tegrál, 25

horní a dolní, 25

sc ho do v é funk ce, 25

k a vitace, 90, 123

k on�gurace
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deformo v aná, 3

referenèní, 3

k on v ence
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slabá, 32

jak o distribuce, 32

jak o míry , 32
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, 126

v L

p

, 32

k on v ergence mìr

silná, 30

slabá, 30

v e hmotì, viz k on v ergence mìr, silná

k on v ergence tokù

slabá, 54

k on v ergence zobrazení

slabá

v A

1

, 92

v dif

p;q

, 105

k o v ektor, 35

limita

apro ximativní, 75

mìøitelná

mno¾ina, 20
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� -aditivní, 20

absolutnì sp o jitá, 29

b orelo vsk á, 21

b orelo vsky regulární, 21

Hausdorfo v a, 23

pøibli¾ná, 22

Radono v a, 21

v ektoro v á, 28

vnìj¹í, 19

zú¾ená, 21

znaménk o v á, 28

míry

vzá jemnì singulární, 29

mapa, 40

matice

deformace

pra v á Cauc h y{Greeno v a, 11

pøetv oøení, 11

minor, 140

mno¾ina

� -k oneèná, 21

èistì nerekti�k o v atelná, 66

p otenciální, 19

rekti�k o v atelná, 66

toku, 64

m ultiindex, 139

doplòk o vý , 140

m ultik o v ektor, 37

m ultiv ektor, 35

jedno duc h ý , 39

rozlo¾iteln ý , viz jedno duc h ý m ultiv ektor

náb o j, 28

norma

m ultiv ektoru, 38

nosiè

funk ce, 27

toku, 55

obálk a

k on v exní, 7

kv azik on v exní, 7

p olyk on v exní, 7

rank-1 k on v exní, 7
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rekti�k o v ateln ý , 83
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v ariet

opaèné, 41, 45

souhlasné, 41, 45

v ariet y , 41

parametrizace, 40

p o dv arieta, 40

p ole
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fyzik ální, 17

m ultik o v ektoro v é, 42

m ultiv ektoro v é, 42

p opis

Eulerùv, 17

Lagrangeùv, 17

princip

nezá vislosti na p ozoro v ateli, viz princip

ob jektivit y

ob jektivit y , 10

prostor

k -v ektorù, 36

teèn ý

p o dv ariet y , 41

pull-bac k, 44

regularizátor

symetric ký

standardní, 61

regularizace, 14

distribuce, 61

reprezen tan t

Luzin ùv, 83

ro vnice

Eulero vy , 135

ro vno v áh y , 135

síly

¾iv é, 130

mrtv é, 130

singulární ho dnot y matice, 11

sp o jitost

slabá

minorù, 92

suprem um

esenciální, 27

tìleso

dok onale pru¾né, 3

tensor

energie{impulsu

Hamilton ùv, 134

nap ìtí

Cauc h yho, 134

Piola{Kirc hho�ùv, 133

tok

in tegrální, 69

k -rozmìrn ý , 54

nesen ý v arietou, 62

normální, 58

rekti�k o v ateln ý , 66

celo èíseln ý , 66

top ologic k é p o jm y dle teorie míry , 30

transformace

Piolo v a, 134

v ariace

deformo v aného tv aru, 132

difeomor�sm u, 131

Eulero v a, 132

v deformo v aném sta vu, 132

funk cionálu, 133

oblasti, viz v ariace, referenèní k on�gurace

referenèní k on�gurace, 132

totální

míry , 28

toku, 56

v arieta, 40

orien to v atelná, 41

v ektor, 35

vlastnost

Luzino v a, (N), 83

vnìj¹í algebra, 36

vnìj¹í souèin

m ultiv ektorù, 36

v ektorù, 35

vnìj¹ek

mno¾in y

v e sm yslu teorie míry , 30

vnitøek

mno¾in y

v e sm yslu teorie míry , 30

zák on y zac ho v ání, 135

zú¾ení

míry , viz míra, zú¾ená

toku, 57

zhlazení, viz regularizace

zobrazení

blo w-up, 65

in v ertibilní

globálnì, 3, 112

lok álnì, 10

k artézsk é, 92

vlastní, 60

zac ho v á v a jící orien taci, 3




