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Uvod

N4&s vyklad zah4jime kratkou tivahou o postupu feseni typického technického, ekonomického,
fyzikalniho ¢i jiného problému redlného svéta za pomoci pocitace.

Ptedevsim potiebujeme problém popsat prostiedky daného oboru. Vysledkem je vétsinou
zjednoduseny matematicky model. Zjednoduseni znamend vylouceni nepodstatnych zavislosti
a umoznuje sestavit model tak, aby s nim bylo mozné dale pracovat. Dopoustime se tim
ovSem prvni ze série chyb ¢i nepresnosti, feknéme chyby modelu, protoze skutec¢nost neni
popsana modelem presné, ale jen priblizné. Analjzou matematického modelu ziskdme zakladni
a nezbytné informace o hledaném fFeseni, jeho existenci, jednoznacnosti a dalsich vlastnostech.
Velmi zridka v8ak jsme schopni feSeni analytickymi prostiedky také nalézt. Je-li naptiklad
problém formulovan prostiednictvim diferencidlnich ¢i integrodiferencidlnich rovnic a feseni
je prvkem nekone¢né dimenzionalnich prostoru funkci, je jeho analytické urc¢eni mozné jen ve
velmi jednoduchych ¢i specidlnich pripadech.

Vime-li, Ze feSeni existuje, muzeme se pokusit nalézt jeho numerickou aproximaci. Zéklad-
nim krokem je vétSinou diskretizace nekonecné dimenzionédlniho problému a jeho prevedeni
na algebraickou, kone¢né dimenziondlni alohu. Proces diskretizace a s nim spojené chyba dis-
kretizace je predmétem podstatné ¢asti numericke analyzy. Koneéné zbyva numerické reseni
konec¢né dimenziondlni algebraické tilohy. Pokud jde o tilohu nelinearni, je obvykle tim ¢i onim
zpusobem linearizovana (opét s jistou chybou) a v koneéném kroku je numericky fesena line-
arni algebraickd dloha. Stejné jako u kazdého predchézejiciho kroku nis musi zajimat nejen
vypocétend aproximace reSeni, ale i prislu$nd numericka chyba.

Ulohy line4rni algebry lze pFirozenym zptisobem formulovat pomoci matic. Zjednodusené
Fecéeno, predmétem numerické linedrni algebry je numerické feseni soustav linedrnich rovnic,
vypocet vlastnich ¢isel matic, FeSeni problému nejmensich ¢tverci a hledani rozkladu matic.
Ne vSechny tyto tlohy lze Fesit presné (pfikladem je urc¢ovani vlastnich ¢isel matic s dimenzi
vétsi nez ¢tyti). Navic, mnohdy je vhodné hledat pouze vhodnou aproximaci feseni (napiiklad
iteraénim postupem). V této souvislosti hovofime o chybé metody. Koneéné vypoclty prova-
dime na pocitaci s konecnou aritmetikou, coz prinadsi zaokrouhlovaci chyby. Jejich studium je
velmi podstatnou soucasti numerické linedrni algebry.

Maéame-li fesit nékterou z tiloh numerické linedrni algebry, chceme zajisté vybrat co nejlepsi
metodu. Musi nds pfitom zajimat nejen rychlost (pocet provadénych operaci), ale i odolnost
jednotlivych metod vici Sifeni zaokrouhlovacich chyb. V této souvislosti mluvime o nume-
ricke stabilité metody. Jak uvidime, je velmi vyhodné studovat pritom citlivost resene ulohy
vzhledem k malym zméndm vstupnich dat.

Predlozeny text se nezabyva otdzkou stability jednotlivych metod (to bude souéasti sa-
mostatného navazujiciho textu). Pokusili jsme se v ném vylozit vznik zaokrouhlovacich chyb
v numerickych vypocétech, ukézat jejich nebezpedi a naznacit zptisob, jakym lze jejich vliv
popsat. Od pocatku je potfebné mit na paméti, ze cilem analyzy citlivosti a analyzy zao-



krouhlovacich chyb je rozpoznat, ktera tloha je snadno a kterd tiloha je obtizné numericky
reSitelnd a pochopit numerické chovani jednotlivych metod. V koneéném diisledku ndm to
nejen umozni vybrat vhodnou metodu, ale i uréit, jak daleko je ndmi vypoctené numerické
feSeni od teSeni hledaného.

Tato prace predstavuje prvni ze zamyslené série ucebnich texta. To, ze zacindme se zao-
krouhlovacimi chybami, je ddno jednak snahou po zduraznéni této mnohdy opomijené sou-
¢asti numerickych vypocti, jednak snahou po zaplnéni mezery v snadno dostupné literature.
V dnesni dobé se ¢asto muzeme setkat s bezhlavym pouzivinim pocitacového programového
vybaveni, véetné numerického software, a s jistym trendem k povrchnimu a plytkému posuzo-
vani aspésnosti. Chyby nam v tomto kontextu pripadaji jako vhodné téma pro zacatek. Dalsi
¢asti ucebnich text budou nasledovat v intervalech urcenych zajmem, edi¢nimi a ¢asovymi
moznostmi.

Pokud bude predlozeny text ¢i jeho ¢asti shleddn dobrym a uzite¢nym, je to zasluhou
literatury, ze které jsme cerpali.

Zdrojem informaci ndm byly zejména néledujici knihy:

[FMC] Watkins, D.S.: Fundamentals of Matrix Computations, J. Willey, N.Y.,1991,
[MPT] Stewart, G.W., Sun, J.: Matrix Perturbation Theory, Academic Press, Boston, 1990,

[ASNA] Higham, N.J.: Accuracy and Stability of Numerical Algorithms, SIAM, Philadelphia,
1996.

7 toho Highamova kniha vys$la bohuZel az v dobé, kdy byl text ze zna¢né miry hotov,
Je vhodné zminit, ze v nejblizsi dobé (koncem roku 1996 ¢i zacatkem roku 1997) vyjde dalsi
monografie

[NLA] Demmel, J.W., Numerical Linear, Algebra, SIAM, Philadelphia, 1997.

Podstatné informace o otazkéach linedrni algebry a numerickych metodach nalezne étenar v
ucebnich textech

[LA] Pytli¢ek, J.: Linearni algebra, FJFT CVUT, Praha

[NM] Humhal, E.: Numerickd matematika, FJFI CVUT, Praha, 1989

a jako zdkladni knihu pro dalsi studium souvisejicich otazek teorie matic a metod numerické
linearni algebry doporucujeme

[SM] Fiedler, M.: Specialni matice a jejich pouziti v numerické matematice, SNTL, Praha,
1981,

[MC] Golub, G.H., van Loan: Matrix Computations (Second Edition), The Johns Hopkins
Univ. Press, Baltimore, 1989,

[MA] Horn, A.G., Johnson, C.R.: Matrix Analysis, Cambridge University Press, Cambridge,
1985,

[MA] Horn, A.G., Johnson, C.R.: Topics in Matrix Analysis, Cambridge University Press,
Cambridge, 1991,



[AEP] Wilkinson, J.H.: Algebraic Eigenvalue Problem, Oxford University Press, London, 1965.

Za chyby a nedostatky predlozeného ucéebniho textu odpovidaji plné jeho autori. Budeme
vdécni za jakékoli poznamky a pripominky. Internetova adresa autoru je jitkaQuivt.cas.cz,
strakos@Quivt.cas.cz.



Kapitola 1

Citlivost ulohy

Uvazujme nékterou z tiloh numerické linedrni algebry, napiiklad Feseni soustavy linedrnich
algebraickych rovnic ¢ vypocet vlastnich ¢isel matice. Uloha je zadana vstupnimi daty, tj.
hodnotami jednotlivych prvki matice pripadné hodnotami prvkt pravé strany. Vstupni data
byvaji vétsinou zatizena chybami (napf. chybami méfeni nebo nékterymi z chyb zminénych
v tivodu) a nase tloha se tedy vétSinou lisi od té, kterou bychom skute¢né chtéli Fesit. I kdyz
ji vyresime piesné, je naSe FeSeni odlisSné od rfeSeni skutecné hledaného. Predpokladejme, Ze
chyba vstupnich dat neni velka. Je rozumné polozit si otdzku, jak se chyba ve vstupnich
datech promitne do chyby v feSeni. Jinymi slovy, ptdme se, jak je tiloha citlivd na malé zmény
vstupnich dat. Citlivosti tilohy budeme tedy rozumét vlastnost urcujici vliv malych zmén
(perturbaci) vstupnich dat na zménu FeSeni tlohy.

V dalsich kapitolach ukazeme, jak se d& citlivost popsat a jak se analyza citlivosti fesené
ulohy uziva pri odhadech velikosti chyby aproximace reseni zptisobené zaokrouhlovanim pii
vypoctech v kone¢né aritmetice (tj. na pocitaci).

Oznaéme U(zi,...,2n) presné feseni tlohy U se vstupnimi daty (z1,...,2y). Uloha ne-
bude citliva na zmény vstupnich dat, pokud zména

U(zla"' 7zm) - U(Zla 72m)

bude primérend vzdalenosti vstupnich dat

(21 ey 2m) — (Z1y - ooy Zm)-

Umyslné zde nezavadime presny formalni popis, nebot nam jde o pochopeni smyslu jednotli-
vych pojmui. Forméalni popis byva zavisly na tloze a ¢asto obsahuje detaily, které zde nejsou
nutné. V tomto pripadé se rika, ze tloha je dobre podminénd. Déle se nauc¢ime charakterizovat
podminénost tloh kvantitativné, tj. velikosti k tomu uréenych parametri.

Podminénost tlohy je déna jeji zakladni (napf. fyzikdlni) formulaci a matematickym mo-
delem, procesem diskretizace atd. Jak uvidime déle, pro $patné podminénou tlohu (problém
je citlivy na malé perturbace vstupnich dat) muzeme i pfi pouziti velmi kvalitniho algoritmu
omezujiciho v maximélni mozné mire vliv zaokrouhlovacich chyb dostat velkou chybu aproxi-
mace TeSeni. V takovém piipadé neni selhani numerického vypoctu zpiisobeno $patnou volbou
metody a z toho vyplyvajicim zni¢ujicim vlivem zaokrouhlovacich chyb. Problém je v samotné
formulaci tlohy. Spatné podminéné tlohy neumime ¢asto vitbec uspokojivé fesit.



Priklad 1.1 Soustava

2c+6y = 8
2z 4+ 6.00001y = 8.00001

ma Teseni x =1 a y = 1, soustava s malou relativni zménou v prvku asy a by

20 4+6y = 8
2z 4+ 5.99999y = 8.00002

ma Teseni x = 10 a y = —2.
Jak wvidime ddle, matice puvodni soustavy

2 6
2 6.00001

ma témer linedrné zdavislé sloupce (¢i Tddky) a velké cislo podminénosti (prvky matice
inverzni jsou ¥adu 10°), proto i mald zména vstupnich dat zpiisobila velky rozdil v Feseni.

V kapitolach 3 a 4 popiSeme, jak jsou vlastni ¢isla ¢tvercovych matic citlivd na zmény
jednotlivych prvkt matic a jak je feSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic citlivé na
zmény prvkl matice ¢i zmény prvki pravé strany. V piisti kapitole popiseme vznik zaokrouh-
lovacich chyb a ukaZeme jejich elemntirni vlastnosti. Zejména vSak ukazeme souvislost mezi
analyzou citlivosti a analyzou numerické stability.



Kapitola

Numericka stabilita metody
(algoritmu)

V této kapitole se budeme zabyvat vlivem zaokrouhlovacich chyb, které vznikaji pii numeric-
kych vypoctech provadénych na pocitaci aritmetice s koneénou piesnosti. Bude nas zajimat,
zda je algorltmus stabilni vaci zaokrouhlovacim chybam tj. zda je vysledek vypocétu dosta-
teéné presnd“ aproximace feSeni. Nejprve popiUeme vznik zaokrouhlovacich chyb a jejich
Uiteni p¥i provadéni elementarnich aritmetickych operaci.

2.1 Aritmetika s pohyblivou radovou ¢arkou

Cislo je v pocitaci zobrazeno jako poslopnost biti (kaRdy s ¢iselnym obsahem 0 nebo 1)
kone¢né délky. Tato délka je pevné stanovena (napi. 16, 32, 64 & 128 bitt), poéitad vétUinou
umoRiiuje nékolik typti zobrazeni &isel a nékolik velikosti k tomu uréenych paméYovych mist.
Nés piredevUim zajima, jak jsou v poéitali zobrazena realnd ¢isla.

Je ziejmé, Re pii zvoleném typu zobrazeni a délce paméYového mista je moRno v poéitaci
zobrazit pouze konecny pocet ¢isel. Proto ¢asto hovotrime o konecné aritmetice ¢i aritmetice
s konecnou presnosti. MnoRina realnych ¢isel je v pocitadi reprezentovana svoji koneénou
podmnoRinou F C R, kterou nazyvame soustavou &isel s pohyblivou Fadovou ¢drkou (floating
point number system). Jeji prvky lze zapsat ve tvaru

y=+mxp! (2.1)

kde celé ¢islo B (obvykle 8 = 2) je nazyvano zdkladnou, celé ¢islo t urcuje presnost, celé ¢islo
m pohybujici se v rozsahu 0 < m < B’ — 1 je nazyvano mantisou a celo¢iselny parametr e
exponentem. MnoRina F je plné uréena parametry (3, ¢ a horni resp. dolni mezi celo¢iselného
exponentu, emin < € < emax-
Vztah (2.1) m@iReme piepsat do ndzorndjUiho tvaru
dq d2 dy
y = +0° < +...+ —> = [(°20.d1dy ... d; (2.2)
BB pt
kde kaRda4 &islice d; leRi v intervalu 0 < d; < B —1, t.j. 0.d1d> . . . d; predstavuje &islo zapsané
v Ciselné soustavé se zdkladem . Je vyhodné uvaRovat m > B! pro y # 0; pak ziejmé
di # 0 pro y # 0 a systém dodrRujici tuto konvenci nazyvame normalizovany. I kdyR se v



minulosti pouRivaly rtizné zdklady 8 (do dneUni doby jsou Uiroce rozUifené zéklady hodnoty
B =2a = 16) astale se miiReme setket s rozli¢cnymi hodnotami ¢, ey, a emayx, vyvoj spéje k
vUeobecnému uznani tzv. IEEE standardni aritmetiky. Strucné je vyloRime a dalUf vlastnosti
aritmetiky s pohyblivou ¢arkou budeme popisovat na tomto prikladu.

IEEE aritmetika pouRiva 3 = 2 a rozliUuje 2 zakladni formaty ¢isel v pohyblivé fadové
¢arce: ¢isla s jednoduchou a dvojitou presnosti. V prvém piipadé je k uloReni ¢isla pouRito
32, ve druhém 64 bitd. UloReni jednotlivych parametri je patrné z nasledujicicho schematu:

+| exponent

—| (g1...98) mantisa (ds . .. day)

dvojita piresnost

+ exponent

- (g1-..911) mantisa (ds . . . ds3)

V piipadé jednoduché presnosti je na exponent vyhrazeno 8 bitti, do kterych je moRno uloRit
celé ¢islo v rozmezi 0 — 255. Retézce (0000 0000); = 0 & (11111111); = 255 maji vUak
specidlné vyznam (ktery bude popsan dale). Zbyla ¢isla 1 — 244 urcuji hodnotu veli¢iny.

e+ 126,

t.j. hodnota exponentu e se pohybuje v rozmezi —125 < e < 128. Na mantisu je vyhrazeno
zbyvajicich 23 bitl, piicemR se standardné vyuRivad normalizace; cifra d; = 1 se pfitom
nezapisuje. UloRené nenulové ¢islo v pohyblivé iadové ¢arce miiReme tedy zapsat ve tvaru

y = £209198027126 1,00 1dyds . . . doy)o, (2.3)

7 &ehoR vyplyva 27126 < |y| < (1 —2724)2128 ~ 10%8.

Cisla v pohyblivé fadové ¢arce nejsou vzhledem k R rovnomérné rozloRena (viz Cvi-
Ceni 2.1). Rozdil Maji-li dvé ¢isla yi, y2 ve vyjadieni (2.3) shodny exponent e a jedna-li se o
dvé po sobé jdouci éisla mnoRiny F, yo > yi, pak yo — y1 = 2°.2724. RozloReni ¢isel mno-
Riny F je charakterizovino pomoci strojové piesnosti )7, coR je vzdalenost ¢isla 1.0 od
nejbliRUtho vyUUiho ¢isla v pohyblivé fadové Garce. Ziejmé plati )y = 2 - 2724 = 2723,
Snadno lze ukazat, Re vzdalenost libovolného normalizovaného &isla o € F od svych sousedit
je nejméné e)/|z|/2 a nejvyUe epr|z| (cviceni 2).

Pokud by mnoRina F obsahovala pouze normalizovand &isla popsana (2.3), doUlo by k
nepifjemnému jevu - zatimco &isla blizka 27126 zprava by byla aproximovana s chybou od-
povidajici po¢tu bit@ mantisy, nejbliRUi ¢islo menUi neR 27'2% definované (2.3) je —271%6
(dojde k tzv. mezefe v okoli nuly). K odstranéni této anomalie obsahuje v IEEE aritme-
tice mnoRina F rovnéR tzv. &isla subnormdini, coR jsou nenulova nenormalizovand ¢éisla s
exponentem (0000 0000)s = 0, definované vztahem



y = +m X Bemi“_t, 0<m< ﬂt_l,

neboli

y=1+m2 " 0<m< 2B,

Je-li Fetézec mantisy (dads...don, = (0...0) i exponentu nulovy ((g;...gs) = 0, dostaneme
reprezentaci &isel £0 (+0 mé odliUnou reprezentaci neR —0, avUak samoziejmé je zajiUténo,
Re pii srovnani +0 = —0). Je-li fetézec exponentu roven (1111 1111); = 255 a mantisa je
nulova, pak zobrazené Cislo je definovano jako +oo. Je-li fetézec exponentu nulovy a teté-
zec mentisy nenulovy (hodnota je libovolnd), pak je obsah interpretovan jako NaN (Not a
Number). Shrnuti je uvedeno v nésledujici tabulce:

Tabulka 2.1 IEEE jednoduchd piesnost

Fetézec exponentu je: numericks hodnota uloReného ¢isla
(0000 0000)2 = (0)10 +(0.dydods . . . dg3)g x 27126
(0000 0001)2 = (1)10 +(0.1dads . . . dog)e x 2712
\ \
(0111 1110)9 = (126)19 +(0.1dads . . . dog)g x 20
(0111 1111)9 = (127)19 +(0.1dad3 . . . dog)o x 2!
\ i
(1111 1110)9 = (254)19 +(0.1dads - . . dog)s x 2128
(1111 1111)2 = (255)10 +o0 pokud d2 = d3 = .= d24 = 0, NaN jinak

Zbyvaji dvé otazky: jaka je presnost zobrazeni redlného ¢isla v mnoRiné F a jaka je pisnost
provadéni elementarnich aritmetickych operaci 4+, — x a/. Pfesnost aproximace je charakteri-
zovana zaokrouhlovaci jednotkou n = 1/23'~t = 1/22723 = 2724, Diikaz nésledujici véty
(ktera je formulovana obecné) ponechame do cviceni:

Véta 2.1 NechY x € R leRi mezi nejmenUim a nejuétUim cislem mnoRiny F. Oznacime-li
zobrazeni z R do F. Pak plati

fl(z) =z(1496), |6 <n. (2.4)
Aritmetické operace +, —, X a / se v IEEE v obvyklych pfipadech provadéji tak, jako kdyby

byly nejprve provedeny piesné (s nekone¢nou presnosti) a pak vysledek zaokrouhlen na nej-
bliRUf{ éislo z F. (V pifpadé nerozhodnosti se zaokrouhluje doli). Jsou-li z,y € F, pak plati

fllz+y) = (z+y)(l+¢é) €] <w
fllzy) = (zy)(1+ &) &2 < w
fllz/y) = (z/y)(1 + &) |&| <u (2.5)

Analogicky vztah se obvykle predpoklada i pro operaci odmocnéni. Nastane-li vyjimecény
pripad, je vysledek generovan podle tabulky 2.2



typ vyjimky priklad vysledek
nedefinované operace 0/0, 0 x 0o, v/—1 | NaN

preteceni +o0

déleni nenulového ¢isla nulou +00

podteceni subnormalni ¢isla

Piete¢enim rozumime piipad, kdy je presny vysledek operace v absolutni hodnoté vétUi, neR
nejvétUi ¢isla z F. Podtecenim rozumime piipad, kdy je presny vysledek operace v absolutni
hodnoté menUi, neR nejmenUi kladné normalizované ¢islo.

Vlastnosti aritmetiky s pohyblivou ¢arkou jsme vyloRili na piikladu IEEE aritmetiky
s jednoduchou pfresnosti. Je ziejmé, jak postupovat pfi odvozeni charakteristik aritmetiky
zaloRené na jiné hodnoté parametrii. Pro doplnéni uviddime porovnani IEEE aritmetiky s
jednoduchou a dvojitou presnosti.

presnost pocet bitld | mantisa | exponent | zaokrouhlovaci rozsah
celkové jednotka n
jednoducha 32 23(+1) 8 2721 ~5.96 x 1078 | 10738
dvojita 64 52(+1) 11 2753 ~ 1.11 x 1076 | 10%308
Cviéeni
1. Vypoctete a graficky zndzornéte na ¢iselné ose prvky mnoRiny ¢isel s pohyblivou fado-
vou ¢arkou pro 8 =2,t =3, emnin = —1 a emax = 3.
2. UkaRte, Re vzdalenost libovolného normalizovaného é&isla 2 mnoRiny F od svého nej-
bliRUiho souseda je nejméné ey7|z|/2 a nejvyUe epr|z|.
3. DokaRte vétu 2.1.
4. Odvodte parametry IEEE aritmetiky v pohyblivé fddové ¢arce, dvojité presnosti.
5. Ktery z nasledujicich vyroka je pravdivy v IEEE aritmetice, predpokladdme-li, Re a,

b jsou normalizovand ¢isla v pohyblivé fadové ¢arce a Re nenastane Radné vyjimecna
situace?

(a) fl(aopb) = fl(bopa) op=-+,x
(b) fl(b—a)=—flla—Db)
(c¢) flla+a)= fl(2x*a)
(d) f1(0.5xa)= fl(a/2)
f

(e) fl((a+Db)+c)= flla+ (b+c))
(f) je-lia < b, pak a < fl((a +b)/2) <b.

2.2 Vliv zaokrouhlovacich chyb pfi vypocétech v aritmetice s

koneénou presnosti

P#i povrchnim pohledu na vztahy (2.4) a (2.5) by se mohlo zdat, Re zaokrouhlovaci chyby jsou
velmi malé a jejich vliv pfi provadéni numerickych vypocti nebude velky (snad s vyjimkou
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velkého poctu operaci s néjakymi extermnimi &sly). UkdReme na nékolika pifkladech, Re
tento ukvapeny zavér je zcela mylny.

Prvnim piikladem je tzv. kraceni (cencellation), které nastava, odecitdme-1i dvé témér
shodn4 ¢isla. UvaRujeme funkci f(z) = (1 — cosz)/x? pouRitou v [ASNA]. Pro z = 1.2 x
10~° je hodnota cosz zaokrouhlen4 na 10 destinnych mist rovno ¢ = 0.9999 9999 99, takRe
vyéislenim hodnoty f(1.2 x 10~°) dostaneme

(1—c)/z* =10""/1.44.1071° = 0.6944. . .,

coR je tiplné Upatng, neboY 0 < f(z) < 1/2 pro = # 0. Vidime, Re i kdyR hodnota cos z byla
aproximovana s presnosti na 10 destinnych mist, vysledek vypoctu hodnoty f(z) neaproximuje
spravnou hodnotu ani s piesnosti jednoho desetinného mista! Je dileRité si uvédomit, Re
problém neni zptisoben vlastnim odectenim 1 —C, to bylo provedeno pfesné. Problém spoéiva
v tom, Re sama hodnota C' byla uréena nepiesné a vysledek piesného vypoétu 1 — C je diky
kraceni platnych cifer stejného fadu, jako je chyba hodnoty C. Tim se vyznamnost nepatrné
chyby hodnoty C posunula o 10 fadt a katastrofilné ovlivnila cely dalUi vypocet, byY byl
proveden sebepiesnéji (¢asto se proto hovori v této souvislosti o tzv. katastrofickém kréaceni).
Pokusime se kraceni popsat pomoci vztahii (2.4) a (2.5). NechY 2 a ¢ jsou dvé &isla zatiRend
jistou chybou, t.j. # = z(14+ Ax), § = y(1+ Ay). Pfedpokladejme, Re chyby Az resp. Ay jsou
malé vzhledem k velikosti = resp. y; miiRe jit o chyby zpfisobené piedchizejicim vypocétem
nebo tieba o zaokrouhlovaci chyby pii uloReni dat do poéitace (pak & = fl(z), § = fl(y) a
|Az| < n, |Ay| < n). Provedme presng soucet ¢isel & a ¢ (¢isla mohou mit opaéné znaminka),
piiklad zahrnuje i odecitani):

S§=1+g z(1+ Az) +y(1 + Ay)
= z+y+zAz+yAy
= (z4+y)(1+ As),
kde
x
As = Az + Ay.
Tty z+y

Je jasné, Re i kdyR hodnoty Az a Ay jsou malé, neni zaru¢eno, Re hodnota As bude rovnéR
mald. Pokud bude z > (z + y) a zérovein Az # 0, nebo y > (z + y) a zaroven Ay # 0,
bude chyba AS relativné velka. Znovu vidime, Re kriceni je nebezpe¢né nikoliv samo o sobé
(dojde-li ke kriceni pii ode¢teni dvou piesnych hodnot, R4dna ztrata presnosti nenastane),
ale tim, Re zesiluje vliv pfedchozich chyb, obsaRenych v datech.

Druhy piiklad ukazuje, Re i bez kraceni popsaného vyUe miiRe dojit pfi provedeni jed-
noduchého vypoétu k velké chybé. Predpokliadejme, Re chceme nalézt dobrou numerickou
aproximaci hodnoty e s pouRitim vztahu e = nll)rgo (14 1/n)™, kde limitu nahradime prostym
vypocétem hodnoty f(n) = (1 + 1/n))¥ pro dostatetns velké w. POuRijeme-li ale hodnotu
n = 10, pak v ptipadé IEEE aritmetiky a jednoduché presnosti dostaneme lepUi aproximaci
¢isla € neR pro n = 10 (viz cviceni 2.2.2)! P¥i¢ina je nasledujici. Séitdme-1i 1+1/n pron > 1,
obsahuje vysledek sou¢tu stdle méné a méné informace o é&isle n (neboY 1> 1/w). I kdyR
provedeme néisledné umocnéni presné, vysledek je zatiRen velkou chybou.

Poslednim prikladem je sc¢itani rad s kladnymi ¢leny. Z teorie Fourierovych fad je znamo,

Re
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Predpoklddejme, Re tuto identitu neznidme a chceme vypodéitat hodnotu fady numericky
s¢itanim

(42743744724 ) +m™),

kde m uré¢ime jako nejmenUi celé ¢islo, jehoR zahrnuti do vipoétu nezméni vypoéteny soucet.
Vysledek vypoctu bude prekvapivé nepiesny (viz Cviceni 2.2.3). Pfi¢ina je opét ziejmé: fada
konverguje velmi pomalu a ndU vypodet je provadén tak, Re hodnota pfic¢itanych prvki se
.. m—1 .
stale zmenUuje — pro jisté m pak je vypocteny ¢astecny soucet Y. k™2 takovy, Re pFic¢teni
k=1
o0 .. ..
m 2 nezméni jeho hodnotu; zbytek > 1/k? je vUak stéle priliU velky. Jak piekonat popsanou
k=n
obtiR? Prvni ndpad mtiRe byt zménit poradi s¢itani (s¢itatm od nejmenUiho prvku k nej-
vétUimu). Problém ovUem je, Re nevime, kterym prvkem zacit. Navic, usporadani s¢itanci
je obecn& drahé operace a nelze ji v praktickych vypoétech pouRit. Univerzilnim feUenim
je pouRiti specialnich technik zvyUujicich presnost (samoziejmé na tkor rychlosti). Zvida-
vého ¢tenare odkazujeme na [ASNA], kapitolu 4. Jingym feUenim miiRe byt pouRiti vhodné
identity a fady konvergujici podstatné rychleji, viz cviceni 3. V kaRdém piipadé je vhodné
zamyslet se nad konvergenci séitané fady. OdstraUujicim piipadem budiR vUem eventuilni
o0

, Y , . Ly 1
pokus nalézt vyUe popsanym postupem soudet rady“ kzl E!

Cvicéeni

1. UkaRte, jak je potieba pfepsat uvedené vyrazy, aby byl omezen vliv kriceni platnych
cifer

(a) Ve+1—1prox ~0
b) sinx — siny pro z ~
yp Yy
) =y’ proxz~y
)

(c

(d) (1 —cosx)/sinz pro z ~ 0

o0
2. Vypoététe aproximaci souctu nekoneéné fady Y. k=2 podle pifkladu v predchazejicim
paragrafu. Uréete chybu a udejte, kolik ¢lent Fady jste pouRili.

3. Vypoététe hodnotu vyrazu (1 + 1/n)" pro n = 10',102,...,107 a srovnejte s vysledky
s hodnotou e.

o0 .. ~
4. Vypoctéte > n++1 s presnosti vétUi neR 1076.
n=1

K uréeni poétu ¢lentt m pouRijte fr‘;o Iglfil.

o0 . ~
5. Vypottéte 3 o= s piesnosti vétUi neR 1075
n=1

Nes¢itejte ptivodni fadu, ale pouRijte identit
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K ureni poé¢tu ¢lenét pouRijte metodu analogickou cviceni 4. Séitani provadéjte od
nejmenUich ¢lend k nejvétUim.

Zcela analogicky se postupuje i pii odhadu velikosti chyby pro od¢itani.

2.3 Prima a zpétna stabilita

VraYme se k tiloze U se vstupnimi daty (z1,...,%y) z kapitoly 1. NechY C oznacuje al-

goritmus pro feUeni této tlohy. Oznaéme C(zi,...,zy) vystup algoritmu C pouRitého na
vstupni data (z1,...,2,) pfi (hypotetickém) vypoétu v presné aritmetice, predpokladame
C(z1,---y2m) =U(z1,...,2m). Vysledek odpovidajiciho vypoc¢tu v konecné aritmetice ozna-

¢ime jako fI(C(z1y---,2m))-
Zajima nas chyba vypoctu zptusobend zaokrouhlovinim v aritmetice s kone¢nou piesnosti,
t.j. rozdil

FUC (21, y2m)) — C(21y - -+ s Zm)- (2.6)
Pfi analyze chyb mtiReme postupovat dvéma, zptisoby:
e Primd analjza chyb. Postupujeme algoritmem a snazime se odhadnout $ifeni elementar-
nich zaokrouhlovacich chyb a na zdkladé toho odhadnout primo velikost vysledné chyby
(2.6).

P#{mé uréeni odhadu chyby je vUak moRné jen ziidka (v piipadé jednoduchych vypoéti
jako je napf. skalarni soucin vektorti ndsobeni matice vektorem apod.).

e 7péitnd analyza chyb. Hleddme takova data (Z1, ..., Z,), aby feSeni puvodni tlohy U(zy,. . .

ziskané algoritmem C' v konec¢né aritmetice bylo totozné s feSenim tlohy U(Zy, ..., Zy)
ziskané algoritmem C' prfi vypocétu v presné aritmetice. Jinak feceno: chceme urcit
vstupni data (Z1,. .., 2Zy) takova, ze

fUC(z1y. oy 2m)) = C(Z1, -5 Zm),

Vidime, Re cilem zpétné analyzy je interpretovat zaokrouhlovaci chyby vzniklé pii vy-
poc¢tu v koneéné presnosti pomoci zmén vstupnich dat.

Priklad 2.1 Predpoklidejme, Ze cisla x, y, z jsou zobrazema v konecné aritmetice
presné. Pro soucet v aritmetice s pohyblivou 7adovou carkou pak plati

fllfllz+y)+2) = [(z+y)(L+01)+2](1+61)
(x+y)(1+ d3) + 2(1 + d2)
= (Z+4+79) + 2,
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kde jsme polozili

(1+d3) = (L +d2)(1 + d1),

0 <n <1, |6 <n < 1. Zieymé tedy |03] ~ |61] + |02] < 1 a & = z(1 + d3),
§=y(1+4083), 2 = 2(1+08,) jsou blizké hodnoté z, y a z. Vidime, Re vjsledek souctu cisel
T, y a z v konecné aritmetice je identicky s vysledkem presného souctu perturbovanych
dat T,y a Z.

Zpétna analyza chyb umoRiuje redukovat otdzku odhadu chyby feUeni na otazku analyzy
citlivosti dané tlohy. Pokud je vysledkem zpétné analyzy tloha s perturbovanymi daty, pak
pro vysledny odhad chyby feUeni staci pouRit vysledek analyzy citlivosti ilohy U na zmény
vstupnich dat. Formalné zapsano,

flC(z1,...,2m) —C(21,. -y 2m) = C(Z1,...,2m) —C(z1,...,2m)

= U(Zl, ,Em) - U(Zl,... ,Zm).

Uvédomme si, Re jde o velmi podstatnou véc. Zpétn4 stabilita umoRiuje oddélit popis cho-
vani algoritmu vzhledem k zaokrouhlovacim chybam (popis numerické stability algoritmu)
od popisu citlivosti ¢eUené tlohy. Tim je moRné poznat, kdy za velkou chybu feUeni odpo-
vid4 Upatna volba, algoritmu (jeho nestabilita) a kdy je chyba jen nevyhnutelnym diisledkem
Upatnych vlastnosti samotné tilohy. Kapitolu ukonéime neformalni definici zpétné stability.

Definice 2.1 Algoritmus C pro feUeni tlohy U(zy,. .., zm) nazveme zpétné stabilni, pokud
plati

FUC(z1y -y 2m)) = C(Z1, -y Zm)-

data Zi,...,Zy) jsou v jistém smyslu blizkd pivodnim datim zi,...,zny). Jingmi slovy, al-
goritmus je zpétné stabilni, jestliRe se chyby vipoctu zpiisobené zaokrouhlovinim v pribéhu
algoritmu promitnou do malych zmeén vstupnich dat.
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Kapitola 3

Citlivost vlastnich c¢isel matic

Ptijde nam o néasledujici otazku: NechY A je ¢tvercova komplexni matice a E je &tvercova
matice stejného rozméru, jejiR prvky jsou (v jistém smyslu) malé ve srovnani s prvky matice
A. Matici E nazveme malou zménou (perturbaci) matice A. Ptame se, jaky je vztah mezi
spektrem matice A a spektrem perturbované matice A + E. Jak uvidime, odpovéd zavisi
podstatnym zpisobem na vlastnostech matice A.

Nejdiive proto popiseme vlastnosti nékterych tiid matic a uvedeme tvrzeni, kterd budeme
pri studiu citlivosti vlastnich ¢isel potiebovat.

V dalUim budeme pouzivat nasledujici oznaceni.

Oznaéeni 3.1 Pokud nebude uvedeno jinak, bude pro x € CN symbol || = || oznacovat eu-
klidovskou normu vektoru

N

1

Tzl =lzl= Ol
=1

generovanou skaldrnim soucinem
N
_ - N
(xay)_zxiyia (I;ayec .
i=1

Pro spektralni polomér matice A € CNN budeme pouzivat symbolu

A) = A
p(A) Arer}raz}j)l B

kde o(A) je spektrum matice A.
Spektralni normu (generovanou euklidovskou normou vektoru) pak oznacime jako || A || a
plati pro ni
H 1

A= max | Az || = || A lla= (p(A" A))%.

Symbolu A* pouRivdme pro matici hermitovsky sdruRenou matici A, tedy plati
A* = AT,

Cislo podminénosti matice A € CNVN je definovino jako

r(A) = Al AT
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3.1 Schurova dekompozice, spektralni rozklad a Jordanuv
kanonicky tvar

DileRitym nastrojem pii studiu vlastnich ¢isel obecné matice jsou podobnostni transformace,
t.j. transformace typu
A— B=H 'AH,

kde H je regulérni matice stejného rozméru jako matice A, a H ! oznacuje inverzi matice H.
Podobnostni transformace zachovava vlastni ¢isla; cilem je pfitom prevést puvodni matici na
tvar, z né¢hoR lze vlastni ¢isla snadno ziskat (napiiklad jsou totozna s diagonilnimi prvky).
Vysledny tvar je zadvisly na vlastnostech puvodni matice a muze byt pro riazné tfidy ma-
tic riuzny. Vlastnosti puvodni matice také charakterizuji matici, kterd realizuje podobnostni
transformaci.

UvaRujeme piipad, kdy matice A je zatiRena chybami ve skute¢nosti tedy provadime
podobnostni transformaci matice A+ AA. Co se stane s velikosti chyb pfi podobnostni trans-
formaci? S pouRitim odhadu

| H'AH —H Y (A+ AA) || = ||H'AAH |
< K(H) || AA]

vidime, Re je-li hodnota, x(H) velka, miiRe podobnostni transormace velmi podstatné zvétUit
chyby, obsaRené ve vstupnich datech. Idedlni by proto bylo pouRivat pouze ty podobnostni
tranformace, které nam velikost chyb nezvétUi. Piikladem jsou transformace unitarni.

Definice 3.1 Rekneme, Ze matice U € CVV je unitérni, jestlize
U'v =U0U" =1,

kde I je jednotkovd matice.

Poznamka 3.1 Vsimnéme si, Ze euklidovskd norma vektoru a spektrdlni norma matice jsou
invariantni vzhledem k unitdrnim transformacim. Pro obecnou matici A € CNN | unitdrni
matici U € CNN a vektor x € CN plati

oAUl = ||A]
[zl =l

Pokusime se na chvili omezit pouze na unitirni podobnostni transformace. Cilem podobnostni
transformace by méla byt matice v co nejjednoduUUim tvaru - matice diagonalni. BohuRel
ne kaRdou matici lze unitarni podobnostni transformaci prevést na matici diagonalni. Kai-
dou matici vUak lze uzitim unitarnich podobnostnich transformaci pievést na matici horni
trojuhelnikovou.

Véta 3.1 (Schur) Pro libovolnou matici A € CN'N ezistuje unitdarni matice U € CNVN tak,
ze R =U*AU je horni trojuhelnikovd. Matice U muZe byt zvolena tak, aby diagondla matice
R obsahovala vlastni ¢isla matice A v pfedepsaném portadi.
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Diukaz: Dukaz provedeme indukci podle dimenze n matice A. Pro n = 1 je platnost tvrzeni
ziejma. Predpokladejme, Ze tvrzeni véty plati pro vSechny matice az do fadu n véetné. Necht
je dano usporadani vlastnich ¢isel matice A a A je prvni vlastni ¢islo v tomto usporadani. Bez
ajmy obecnosti predpokladejme, Ze prislusny vlastni vektor je normovany. Tedy plati

Az = Az, lz|| = 1.
Definujme ¢tvercovou unitarni matici H € C7hntl:
H= ( r X )

kde z € C"t! a X € o+,
Pro matici A € C"TH7+! pak plati:

. *Ax  x*AX A b
wan= (7w )=(0 %)
neboY X*Az je nulovy vektor.
HHY AH je horni blokové trojihelnikova matice se ¢tvercovymi diagonalnimi bloky, tedy
mnozina jejich vlastnich ¢isel je rovna sjednoceni mnozin vlastnich ¢isel téchto bloku. (Viz
napf. [?], str. 37). TudiR o(M) = o(A)\{\}. Podle indukéniho piedpokladu existuje unitarn{

matice V takova, ze VMV je horni trojuhelnikova s vlastnimi &isly v predepsaném poiadi.
PoloRime-li

U=z XV ).
Pak
‘ (A bV
R_UAU_<0 V*MV)
je hledany rozklad. O

Definice 3.2 Rozklad A = URU* budeme nazyvat Schurovym rozkladem matice A, matici R
nazveme vysledkem Schurovy transformace matice A.

Schurova véta je nejen velice silnym teoretickym nastrojem, ale ma zasadni vyznam i pti
praktickém feSeni problému vlastnich ¢isel. Jeji vypocet je predmétem QR algoritmu (krasny
vyklad QR algoritmu nalezne ¢tenar v [FMC].

Uvedeme nékolik dtileRitych désledkt Schurovy véty. Nejprve pfipomeneme definici nor-
malni matice.

Definice 3.3 Rekneme, Ze matice A € CNN je normdlni, plati-li A*A = AA*, t.j. matice
komentuje se svoji matici sdruRenou.

Véta 3.2 Necht matice A € CNN je normdlni. Pak vysledkem jeji Schurovy transformace je
diagondlni matice.
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Diukaz: Tvrzeni dokdZzeme opét indukci podle dimenze matice A. Pro n = 1 je platnost
tvrzeni ziejma. Necht tvrzeni plati az do n véetné. Pro A € C*1"+1 oznaéme vysledek n + 1
dimenzionalni Schurovy transformace

T
R
R_UAU_<0 R1>, (3.1)

kde p € C', r € C™ a Ry € C™" je horni trojihelnikova matice.
7 definice norméalni matice pak s pouRitim U*U = UU* = I dostaneme

R*R = RR",

tedy R je rovnéR norméalni matice. Dosazenim z vyrazu (3.1)

(e (em)=(rm) (2 m)

=

Tedy musi platit

pl> =1pl* + 7, (3.2)
z ¢ehoR plyne r = 0. Srovnanim blokt (2,2) dostaneme
RIRy = Ry R]. (3.3)

Z rovnice (3.2) vyplyva, ze Ry je normalni matice. Ry je Schurovou dekompozici sebe sama.
S pouRitim indukéniho predpokladu je Ry a tedy i matice R je diagonalni.
Pro vlastni vektory normalni matice plati nasledujici dulezita véta.

Véta 3.3 Normalizované vlastni vektory normdlni matice A € CNN tvofi ortonormdini bazi
v ON.

Dukaz: Schurovu dekompozici normélni matice lze zapsat ve tvaru
U*AU = A = diag(M1, ..., AN)-
Protoze U je unitarni, je tento zapis ekvivalentni tvaru
AU = UA. (3.4)
Oznacime-li uq,...,uy sloupce matice U, U = (w1, ws ... wy) dostavime z rovnice (3.4)
Auj = Nju; j=1,...,N,

nebo-li uq,...,un jsou vlastni vektory a Aq,..., Ay jsou vlastni ¢isla matice A.
O

Poznamka 3.2 Zjevné kaRdé matice A = Udiag(\1, ..., \n)U*, UU* = UU* = I, je matici
normdalni.

Pripomeneme dvé dulezité tiidy normalnich matic, a to matice unitarni a matice hermi-
tovské.

CN’N

Definice 3.4 Rekneme, Ze matice A € je hermitovska, jestlize plati A* = A.

Véta 3.4 Matice A € CNN je unitdarni tehdy a jen tehdy, je-li normdlni a jeji vlastni ¢isla
lezi na jednotkové kruznici. Matice A € CNN je hermitovskd tehdy a jen tehdy, je-li normdlni
a vSechna jeji vlastni cisla jsou redlnd.
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Dikaz: Unitarni matice je zfejmé normdlni. Necht A je vlastni ¢islo unitdrni matice A a x
je prislusny vlastni vektor. Pak plati

Iz |°=|l Az |*= (Az)*(Az) = A2)* (x) = AP || 2 |7,
z ¢ehoR plyne |A| = 1.
Predpokladejme nyni, ze A je normélni s vlastnimi ¢isly na jednotkové kruznici. UZitim véty
3.2 pak dostaneme:

A*A=UNU'UAU* =1 =UANU'UN'U" = AA™.

Hermitovska matice je zifejmé normélni. Necht A je vlastni ¢islo hermitovsk0 matice A a z je
prislusny vlastni vektor.

Mz |P=2"Az = (Az) s = X = |]%,

tedy A\ musi byt realné éislo.
Predpokladejme nyni, ze A je normélni a mé redlné vlastni ¢isla. Pak plati:

A* =UNU*=UAU" = A.

Poznamka 3.3 (Spektrdlni rozklad) Pro hermitovskou matici A € C™NN plati
N
A=UAU" = Z Aiuiu;,
=1

kde \; € 0(A) a uy,...,un jsou sloupce unitirni matice U € CNN sestevené z norma-

lizovanych vlastnich vektori matice A. Tento zdpis umozZniuje snadno zavést pojem funkce
hermitovsk€e matice.

Definice 3.5 Je-li ® redlnd funkce redlné proménné, definujeme funkci ®(A) vztahem
def N
€ *
D(A) = D B(N)uu;. (3.5)
i=1

Priklad 3.1 Pro hermitovskou pozitivné semidefinitni matici A € CNN miReme psdt

Pro obecnéjUi zavedeni funkce matice odkazujeme na literaturu popsanou v Uvodu.

Vidéli jsme, Re ti¥ida normalnich matic je shodna s mnoRinou vUech matic, které unikatni
podobnostni transformaci prevést na diagonalni tvar. Opustime-li poRadavek unitarity do-
staneme tiidu diagonalizovatelnych matic.
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Definice 3.6 Matici A € CV'" nazveme diagonalizovatelnou, jestlize existuje requldrni
matice X € CNN takovd, e X 'AX = diag(\1,...,\N).

BohuRel, ne kaRd4 ¢tvercovd matice je diagonalizovatelni. Je-li matice diagonalizovatelna,
pak jeji vlastni vektory tvoii bazi prostoru CV. Tato baze vUak mtiRe byt Upatné podminéna,
t.j. ¢islo s(x) =|| = |||| #7! || mGRe byt velké. Neni-li matice diagonalizovatelnd, znamen4, to,
Re nemé dost vlastnich vektori k vytvoreni baze celého prostoru CV. Jak uvidime, tento de-
fekt mfiRe hrat velmi podstatnou roli. Proto se matice, které nejsou diagonalizovatelné, nékdy
nazyvaji defektnimi (defective), zatimco matice diagonalizovatelné se nazyvaji jednoduchymi
(simple). MiReme se ptat, lze-li kaRdou matici alespoii aproximovat pomoci matic diagona-
lizovatelnych. Odpovéd dava nasledujici véta, kterd ¥ika, Re tiida diagonalizovatelnych matic
je husta v OVN:

Véta 3.5 NechY A € CV'N. Pro kaRdé € > 0 ezistuje diagonalizovatelnd matice A, € C™VN
tak, Re || A — A, ||<e.

Dtikaz: UvaRujme Schurovu dekompozici matice A, A = URU*. Neni-li matice A diagona-
lizovatelnd, musi mit alespoii jedno nasobné vlastni ¢islo (vlastni vektory piisluUné réznym
vlastnim &slim jsou linedrné nezavislé). Vlastni ¢isla matice A leRi na diagondle matice R.
Staci tedy nalézt takovou diagonalni matici D, aby vlastni ¢isla matice R, = R+ D byla na-
vzajem rizna a || D, ||< €. To je ziejmé vRdy moRné.

Mohli bychom zajsat a uvaRovat takto: predchézejici véta ndm umoRiiuje omezit se pii
analyze citlivosti pouze na t¥idu diagonalizovatelnych matic, neboY libovolnou matici vné
této tridy mohu libovolné presné aproximovat matici diagonalizovatelnou.

BohuRel, jak dale uvidime, naUe jasani by bylo velmi pred¢asné. Existuji totiR matice, u
nichR i nepatrnd zména jejich prvki miRe vyvolat velmi podstatnou zménu vlastnich ¢isel a
vlastnich vektort.

Pro tplnost zbyva uvést, do jakého tvaru (co nejbliRUiho matici diagolalni) lze pievést
obecnou matici podobnostni transformaci. Vétu uvaddime bez dikazu (zvidavého a trpélivého
¢tenafe odkazujeme na [MA]).

Vé&ta 3.6 (Jordan) Pro kaZdou matici A € C™NN exzistuje requlérni matice X € CNN tak, Ze
plati
X YAX = diag(Jny (M), Jns (X2), -y Tk, (A1), (3.6)

kde matice na pravé strané je blokové diagondini a Jy(\;) € C** je Jordantiv blok ve formé

A 1

A
Jn2(>‘/€) = ?

1
Ak

ani+ns+...4+n; =N (explicitné newvedené proky matice jsou nulové). Pravd strana vyrazu

(5.6) (Jordaniv kanonicky tvar) je jednoznacné uréena az na usporaddni bloku. Viastni
cisla N\, k=1,...,1, nemusi byt navzdjem rizné.
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Z nékolika divodh je prace s Jordanovym kanonickym tvarem obtiRna (napiiklad libo-
volné malé perturbace miiRe zcela aménit strukturu Jordanovych bloki). VUimnéme si, Re
jednicky na subdiagondle predstavuji vliastné vysledek jisté normalizace. Naptiklad transfor-
mace jednoduchého bloku

5 ey 5 s

52 A1l 52 = A
&3 A 53 A

vynasobi dubdiagonalu hodnotou 6. Pokud 6§ — 0, stava se transformace velmi Upatné pod-
minénou.

Cviceni
1. UkaRte, Re podobnostni transformace zachovava vlastni ¢isla. Co plati pro vlastni vek-
tory podobnych matic?

2. DokaRte, Re pro unitarni matici U € O™ a euklidovskou respektive spektralni normu
plati
Uz =] =|

respektive
IUTAU || =] All,

kde z € CN, A e CN:N,

3. Uvédomte si, jaké vztahy plati mezi diagonalizovatelnymi, normélnimi, unitarnimi a
hermitovskymi maticemi.

4. Pro¢ sloupce unitarni matice ¥4du N tvoii ortonormalni bazi v CN-N?

5. NechY || z || znaéi libovolnou normu vektoru z € CV. Chipeme-li matici 4 € CN-V
jako operator z CV do CV, zavedeme operatorskou normu

[ All = max [| Az |
lell=1

Uvedte piiklady takto definovanych norem v CV-V odliUnych od || ||o.
6. Lze kaRdou maticovou normu v C™" definovat jako operitorovou normu? UvaRte

1/2

N

priklad Frobeniovy normy || A ||p= < > (aij)2> a volte vhodnou matici A.
ij=1

7. Maticova norma se nazyva konsistentni, pokud || AB ||<|| A |||| B || pro libovolné dvé
matice A, B € CNVN. Jaké konsistentni maticové normy znéate?

8. DokaRte, Re pro libovolnou A € CNN a pro spektralni normu plati
p(A) <[ A]. (3.7)

Plati vztah (3.7) i pro jiné maticové normy?
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9. UkaRte, Re spektrum blokové trojihelnikové matice je sjednocenim spekter diagonal-
nich blok1.

10. Jak vypadaji matice, které s¢itime ve vyraze (3.5)7

11. Schurovu dekompozici nelze obecné nalézt R4dnym kone¢nym algoritmem (napi. typu
Gaussovy eliminace ¢i QR rozkladu). Pro¢?

3.2 Citlivost vlastnich éisel pro obecné matice

Zacneme piikladem ukazujicim jaky vyznam maji v teorii citlivosti vlastnich ¢isel vlastnosti
matic.

Priklad 3.2 Budeme vyUetiovat dvé ndsledujici matice Ay, Ay, které maji totoRné spektrum
o(Ao) = o(A1) = {0},

00 00 01 00
00 00 0010
Dd=19000] A=10001
00 00 00 00
UvaRujme perturbacni matici E
00 00
0000
E= 000 0]’
e 000

kde € je malé kladné cislo. Viastni ¢isla matice se piililU nelilUli od viastnich c¢isel matice Ao,
neboY pro spektrdlni polomér plati

(Ao +E) < | E =

Snadno vypocteme spektrum matice Ay + E, 0(A; + E) = {e%, —e%,ie%, —ie%}. Zvolme nyni
e = 1078, Zatimco vlastni ¢isla matice Ag se od vlastnich cisel perturbované matice Ag + E
nelilli o vic neR 1078, u vlastnich ¢isel matice A zpiisobi stejnd perturbace odchylku viastnich
cisel vadu 1072,

V celém zbytku kapitoly 3 budeme pouRivat nasledujici oznaceni
Oznaéeni 3.2 Matice A bude z tridy CNN, jeji malou zménu (perturbaci) budeme znacit
E € CNN | perturbovanou matici budeme znacit A, A = A+ E. Vlastni c¢isla A pak budeme

oznacovat \i, ..., Ay, vlastni ¢isla perturbované matice A, ..., S\N, prislusné charakteristicke
polynomy pa(X), respektive ¢ ;(N).

22



3.2.1 Spojitost vlastnich ¢isel

Nejprve ukiReme, Re vlastni &isla jsou spojitou funkei prvki matice.

Véta 3.7 Necht matice A € CNN | X je jeji vlastni ¢islo s algebraickou ndsobnosti m. Pak
pro kaZdé dostatecné malé € > 0 existuje § > 0 tak, Ze pokud je || E ||< 6, pak kruh

D(Xe) ={¢ € G5l = A < ¢}

obsahuje pravé m vlastnich cisel matice A=A+E.

Ditkaz: Zvolme ¢ > 0 tak, aby D(),¢) neobsahoval Radné dalUif vlastni ¢islo matice A.
Ozna¢me 1(¢) = ¢ ;(¢) — ¢a(¢). Hranice disku D je kompaktni mnoRina v C, oznac¢ime ji
0D. Charakteristicky polynom je spojitou funkci prvki matice; proto funkce 7(¢) konverguje
k nule na kompaktu dD pro A — A. ProtoRe plati ¢4(¢) # 0 pro V¢ € 9D, jisté existuje
takové ¢islo 6 > 0, Re plati

(O] < lealQ)l V¢ € dD. (3.8)

Nyni pouZijeme Rouchého vétu. Funkce ¢4 a 1 jsou analytické v celé mnoRiné C. Pak z (3.8)
vyplyva, Re ¢4 a @ jn+@a maji v kruhu D stejny pocet nulovych bodi.

Poznidmka 3.4 Uvédomme si, Re Véta 3.7 ndm neddvd Rddny kvantitativni odhad pro zménu
vlastnich ¢isel pri dané matici A a velikosti perturbace || E ||. Véta 3.7 nefikd ani to, Ze mald
perturbace prvku matice zpusobi malou perturbaci vlastnich cisel!

3.2.2 Elsnerova a Ostrowského-Elsnerova véta

Drive neR zformulujeme zdkladni véty teorie citlivosti vlastnich ¢isel pro obecné matice,
musime umét popsat vzajemnou vzdalenost spekter matic A a A.

Definice 3.7 Necht A € CNN, E € CVN, A = A + E. Spektralni variaci matice A
vzhledem k matici A nazveme

sva(A) Y max(min |\ — \j)).
i J

Poznamka 3.5 Vsimnéme si, joky md spektrdlni variace geometricky vyznam. Definujeme-li
totiz

Di = {¢;1¢ = il < sva(A)}
proi=1,...,N, pak
~ N ~
O'(A) - U D;.
=1
Tedy vsechna vlastni cisla matice A lesi ve sjednoceni kruhi se stiedy ve vlastnich cislech

matice A a polomérem sva(A). Spektralni variace md velmi neprijemnou vlastnost. Neni
symetrickd (sva(A) # sv;(A)) a neni tudiR metrikou. Obrdzek (3.1) je prikladem rozloZeni
spekter matic A a A Fadu 3x 3, kdy je svz(A4) > sva(A). Viastni cisla matice A jsou oznacené
k¥iRky, vlastni ¢isla matice A krouRky. Snadné feleni spocivd v symetrizaci.

23



Al A1
Q;
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A2
o
A -
2 o A3

Az X

Obrézek 3.1: Spektralni variace svq(A) a sv;(A)

Definice 3.8 Necht' A € CNN E e 0NN, A = A+ E. Hausdorffovou vzddlenosti
spekter matic A a A nazveme

hd(A, A) Y max(sva(A), sv;(A)).

Hausdorffova vzdalenost jiR metriku v CV>", stile vUak nam nedava nazorovy pojem
vzdélenosti. Proto se pouRiva nasledujici definice.

Definice 3.9 Necht A € CNN E e CNN, A= A+E. Parovou (optimélni) vzdalenosti
spekter matic A a A nazveme

md(A, A) & min(max | — \i)),
2

™

kde m probihd vsechny permutace mnoziny {1,... , N}.

Podafi-li se ndm ukézat, Re parova vzdalenost matic md(A, A) je mal4, znamena to,
Re je moRné z vlastnich ¢isel matice A a A vytvorit pary tak, Re vzdélenost ¢isel v paru
je mald. To ndm dovoluje ndzorné si predstavit zmény individualnich vlastnich é&isel. Mezi
pojmy definovanymi vyse plati nasledujici vztahy:

sva(A) < hd(A, A) < md(A, A).

Piiklad 3.3 Piiklad, kdy hd(A, A) < md(A, A) je zndzornén na obr. (3.2).

Dtive nez uvedeme Elsnerovu vétu, kterd davad odhad velikosti Hausdorffovy vzdalenosti
spekter matic A a A, dokdZeme pomocné tvrzeni.

Lemma 3.1 (Hadamard) Oznacme ay,...,an sloupce matice A € CNN. Pak plati
|det(A)] <TI, | aj |

a rovnost nastdvd praveé kdyz A md nulovy sloupec nebo jeji sloupce jsou navzdjem ortogondlni.
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5\1 )\2 md(A, A) 5\2 5\3
X o O X
A hd(A, A) A3

Obrézek 3.2: Hausdorffova a optiméln{ vzdalenost spekter matic A a A

Dukaz: Podle véty o QR rozkladu (napt. [FMC]) vime, 7ze kazdou komplexni matici lze
rozlozit na souéin matice unitdrni a matice horni trojihelnikové. Tedy plati

A=UR; U*A=R, (3.9)
kde U*U = UU* = I a R je horni trojuhelnikovi. Ozna¢me r1,...,ry sloupce matice R a
P11, -, NN jeji diagonalni prvky. Pro determinant matice A plati

|det(A)| = |det(UR)| = |det(R)].
Pro determinant matice R dal$imi Gpravami dostavame
|det(R)| = T |pjj| ST, | vy 1= T, || Uay ||= T, || ;|| (3.10)

(bylo pouzito vyjadrieni (3.9) pro matici R a vlastnost invariance euklidovské normy vzhledem
k nasobeni unitarni matici).

Duikaz druhé ¢asti tvrzeni vyplyva p¥imo ze vztaht (3.10). Pokud mé A nulovy sloupec,
mé nulovy determinant. Protoze posledni vyraz v (3.10) je roven nule, zifejmé nastava rovnost.
Mé-1i matice A navzajem ortogonalni sloupce, musi byt matice R diagonalni a v (3.10) opét
nastava rovnost. Opacné, aby platila mezi vztahy v (3.10) rovnost, musi byt splnéno

N N
I pjil =10 [ vy | -

To ziejmé nastane, je-li bud néjaky sloupec r; nulovy (pak je nulovy i j-ty sloupec matice A),
nebo pokud je |p;j| = || 7 || pro vUechna j =1,..., N (sloupce matice A jsou ortogonalni).
O

Véta 3.8 (Elsner) Necht A € CNN EeCNN o A=A+ E. Pak pro Hausdorffovu vzddle-
nost spekter matic A, A plati

= < N1-L 1
hd(AA) < ([ A+ AN [ B~ . (3.11)

Dikaz: Jelikoz pravd strana nerovnosti (3.11) je symetrickd v A, A, stadi dokézat, 7e odhad
plati pro sv(A). .
Predpoklidejme, Zze A je to vlastni Cislo, které realizuje maximum v definici spektralni

variace A vzhledem k A. Vezméme p¥islusny normovany vlastni vektor matice A a dopliime
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ho dalsimi vektory zo...,zn tak, aby vysledna matice X = (z1,...,zy) byla unitdrni. Pro
N-tou mocninu spektralni variace A vzhledem k A pak plati
H{V1|5\ Ai| = |det(A — AI)| = |det[(A — AT)X]|

N (A= M || = || (A= Ay [ T | (A= ADas | (3.12)

(sva(A)Y <
<

Posledni nerovnost ve vyraze (3. 12) jsme dostali uzitim Hadamardova lemmatu. Protoze A =
A+ E, X je vlastni ¢islo matice A piisluUné vlastnimu vektoru z; a || z1 ||= 1, plati

I (A=ADz | <[ E .
Ostatni ¢leny v soucinu na pravé strané vyrazu (3.12) odhadneme nasledujicim zpusobem:
| (A=ADzi | <[ A=XM <[ A+X <[A+[A]

(p¥i odhadech jsme vyuzili nerovnosti p(A) < || A ||). Dosazenim do (3.12) ziskidme hledany
odhad . .
(soa(ANY < BN AN+ T ADY

O
Elsnerova véta dava odhad pro Hausdorffovu vzdalenost spekter matic A a A. Obdobny
odhad odvodime i pro parovou vzdélenost. Jeji hodnota vypovida totiz o vzijemné poloze
spekter matic 4 a A nejvice. Pokud je md(A, A) malé ¢islo, znamen4 to, Ze vlastni ¢isla matic
A Aj jsou usporédana v parech tvorfenych blizkymi vlastnimi cisly. I kdyR znéni véty bude aR
na nasobek stejné jako u Elsnerovy véty, dtikaz je mnohem narocnéjUi. Piejit od Hausdorffovy
k parové vzdalenosti neni snadné.
PouRijeme nasledujici uRite¢nou techniku. Necht A € CNVN, E € OV jsou dané matice,
A= A+ E. Budeme se zabyvat vlastnostmi matice A + 7F, kde 0 < 7 < 1. Oznacime
de

lef
2 A E
p @ max A+ rE -

Pak ziejmé plati p > (|| A || + || A )" ¥ a z Elsnerovy véty plyne sva(A) < p || E ]W
Oznacdime v = p || E ||1/N Spektrum matice A leRi ve sjednoceni kruhtt D; = {¢ € C;|¢ —
Nl <}, i=1,...,N, o(Ad) c UX, D;. Déle plati

TA+TE || = A+7(A-A) | < Q-7 A+ [AI<[Al+]A4],

z ¢ehoR plyne

1/N

AN ~ ~ ~ \N1-1/N
p<2(lAl+1AN Y y<osad), sad)=(la)+]A])

IE |V

Pii odhadu optiméln{ vzdalenosti spekter matic A a A vyuzijeme nésledujici dtleRité tvrzeni.

Lemma 3.2 Necht libovolné sjednoceni m vjUe popsanijch kruhi D; md s ostatnimi“kruhy
prazdny prunik. Pak toto sjednoceni obsahuje pravé m vlastnich c¢isel matice A.
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Dikaz: Bez Gjmy obecnosti predpokladejme, ze |Ji2; D; ma s disky Dy,41, ..., Dy prazdny
prunik. Protoze |JiX, D; je uzaviend mnozina, je

m N
c\Unboi\ U D
i=1 i=m+1
oteviend mnozina a tudiz |J;*; D; je od ostatnich disku izolovana. Ozna¢me
A, =7A+(1—17)A=A+7E,

kde 7 €< 0,1 >,
1
D ={CeC;[¢=N|<pllTE |7}

Pouzitim Elsnerovy véty a pii zavedeném oznaceni dostavame
~ 1 L
svA(Ar) Spl| TE |V =y TW.

Dale vime, ze

=1
Podle predpokladu je
m m
Uni=Un
i=1 i=1

izolovana od ostatnich N — m kruht. Funkce 77’# je pro 7 €< 0,1 > monotonné rostouci.
Tedy

m
U Df (3.13)
=1

je izolovana od ostatnich diska pro kazdé 7 €< 0,1 >, CQR je velmi podstatny zavér. Sjed-
noceni |J7; DY obsahuje pravé m vlastnich ¢isel matice Ag = A. Zkonstruujme posloupnost
matic Ag, Ar,..., A ,..., 0< 1 <...<1 tak, aby

lim A, = A;.

1—00

ProtoRe vlastni &sla jsou spojitou funkei prvki matice, konverguji i piisluUna vlastni ¢isla

lim A\;(Ar) = Xj(A1) pro j=1,...,m.

— 00

A tato limita musi vzhledem k izolovanosti (3.13) leRet v (U™, DY. O
Konecéné jsme pripraveni vyslovit a dokazat slibenou vétu.

Véta 3.9 (Ostrowski,Elsner) Necht A € CNN E e CNN g A= A+ E. Pak pro pdrovou
vzddlenost spekter matic A, A plati

md(A,A) < @N —D(| A+ | AN~ | E ||~ . (3.14)
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Dikaz: Oznacme Cp,Cy, ..., C} souvislé navzijem disjunktni komponenty sjenoceni UZ-]\LI D;.
Podle lemmy 3.2 obsahuje kaRd4 komponenta C; pravé tolik vlastnich &isel matice A, kolik
obsahuje vlastnich ¢isel matice A.

Parova vzdalenost je definovdna jako maximum ze vzdéilenosti |5\7r(i) — Aj| pfi optimalnim
sparovani. Proto sta¢i uvaRovat jen takové permutace 7 na mnoRiné {1,..., N}, které kaR-
dému vlastnimu ¢islu A; € C) pfiradi vlastni ¢islo S\W(j) € (). Spary jsou vytvareny jen uvnitf
jednotlivych komponent, nikoliv mezi ¢isly v rtiznych komponentech. Bez (ijmy obecnosti se
naUe dalUif ivahy budou tykat pouze nejvétUi souvislé komponenty oznacené jako Ci, o niR

budeme piedpokliddat, Re je sjednocenim diski se stiedy ve vlastnich &islech Aq, ..., Ay,
m
CI = U Dz
i=1

Pokusime se nalézt takové rozloReni vlastnich &sel A a A v C4, které je nejhorUi moRné,
t.j. kdy nabyva parova vzdalenost na C; svého maxima. Snadno nahlédneme, Re nejméné
priznivy pfipad pro vzdjemnou polohu vlastnich ¢isel Aj,..., A\, a S\W(l), . ,S\W(m) nastava,
pokud jsou Ag,..., A\, rozloReny na pifmce (nikoliv nezbytné na redlné ose) a vzdalenost
|A\i — Ai_1| = 2y < 46. Pak je totiR délka C; maximalni, jak je naznac¢eno na obrazku (3.3).

)\1 )\2 >\3 )\4

Obrézek 3.3: NejhorUi moRné rozloReni vlastnich &isel matice A takové, aby C; méla maxi-
malni rozmér

UvaRujme nyni vzajemnou polohu &isel \; a S\W(j). 7 Elsnerovy véty vime, Re hd(A, A) < 6,
neboli

sv(A)

<
svi(4) <

(3.15)
To znamend, Re sjednoceni diski se stiedy v A; a polomérem & musi obsahovat vUechna
Vl.E.l.StIli Cisla S\W(i) a zaroven sjednoceni diski se stiedy v S\W(i) a polom.é-rem 0 musi obsahovat
vUechna vlastni ¢isla A;. Z hlediska parové vzdalenosti nastane nejhorUi pripad zjevné tehdy,
kdyR rozloReni vlastnich &isel S\W(i) bude nejméné rovnomérné (viz obrazek 3.4).

Optimalni sparovani pro takto rozloRend vlastni ¢isla je zndzornéno na nasledujicim sche-
matu.

5 1 ° SR

Pii tomto sparovani musi jedno z vlastnich ¢isel Ar)y) zndzornénych na pravém okraji

posledniho disku tvorit par s g, kde k = {mT‘HJ je-li m liché, k = F + 1 je-li m sudé ¢islo
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Obrézek 3.4: NejhorUi moRné rozloReni spekter matic A a A na komponenté C4, dovolené
Elsnerovou vétou

(symbolem |[.] zde znacime celou ¢4st piisluUného raciondlniho é&isla). V kaRdém piipadé
plati pro vzdalenost Ay od Ar(x) odhad

1
Ak = Axr)] < {%J 2740 =(2m —1)d.

Snadno nahlédneme, Re uvedeny odhad je hornim odhadem pro maximalni vzdalenost ¢isel
v paru pii libovolné permutaci,

min max |\; — S\W(i)| < (2m —1)0.

T ¢=1,....m

a

Zakladem dtkazu véty 3.14 byl neklesajici odhad pro spektralni variaci svs(A + TE).
Vétu je proto moRno formulovat obecndji (diikaz je sleduje piedchozi postup o ponechidme
jej ¢tendfi jako cviceni).

Véta 3.10 Necht Ac CNN, E € CNN o A= A+ E. Predpoklidejme ddle, Re 3(t) je pro
T > 0 neklesagici odhad spektrdlni variace svs(A + TE). Pak pro parovou vzddlenost spekter
matic A a A plati:

md(A, A) < (2N —1)B(1). (3.16)

Pro tiplnost uvadime, Re faktor (2N — 1) neni optimélni a je moRné jej nahradit menUi
hodnotou. Velikost faktoru vUak pro nis neni dileRit4. Co je vUak velmi dileRité je fakt,
Re ziskané odhady jsou imérné hodnoté

IE VY

Po obtiRné praci je vysledkem depresivné slaby (a ¢asto velmi pesimisticky) vysledek. Je-li
napiiklad N = 102 (v praxi se asto feUi problémy pro N ~ 103 — 10°), a || E ||= 10717, je
vysledny odhad zmény vlastnich &isel p¥i takto malé perturbaci tmérny 10~'/10 || A || a jeho
praktickd hodnota je nepatrna.

Cviceni

1. UkaRte, Re hd(A, A) definuje metriku v V-V,
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2. Jaka je tloha souvislych komponent C; v diikaze Ostrowského - Elsnerovy véty?
3. Pro¢ jsou v diikaze pouRivany kruhy o poloméru 26?
4. K ¢emu je potieba neklesajici odhad pro

5. DokaRte vétu 3.10.

3.2.3 Bauerova-Fikeho a Henriciho véta

Rédi bychom dospéli k odhadtim citlivosti vlastnich &isel, které jsou amérné nikoliv || E ||'/N,
ale pouze || E ||. Neni to moRné vRdy, chceme proto namézt charakteristiku matice, kterd
bude rozhodujicim zptisobem ovlivhovat kvalitu odhadu. Touto charakteristikou bude od-
chylka od normality, studované v tomto odstavci.

DalUi véta ma pro nas pouze pomocny charakter, je to vUak obecna véta velkého vyznamu.

Véta 3.11 (Bauer-Fike) NechY Q € NN je requldrni matice, A=A+ E, kde E € CN-V.
Piedpokliadejme, Re X je vlastni ¢islo matice A, které neni vlastnim ¢islem matice A € CN>N,
Pak plati

Q' A-AD"QIIM'<IIQ'EQ . (3.17)
Dukaz: Za predpokladi véty plati

Q' A-XNQ = Q '(A-X)+EQ
QA=A +[Q 'A-AD)'QIQ 'EQ]}.  (3.18)

ProtoRe (A — M)Q je singularni matice a matice (A — AI)Q je regulérni matice, musi byt
matice B
I+[Q7'(A-A)T'QIQ™EQ)]
singuldrni. Musi tedy platit
1< @7 (A-A)T'QIQ™EQ] | - (3.19)

S vyuRitim konzistence maticové normy (viz cviceni 7 v ¢4sti 3.1) dostaneme tvrzeni véty. O
Poznamka 3.6 Dohodnem-li se na oznaceni

lQ M A=An"Q I 0 pro Xeo(a),
pak lze znéni Bauer-Fikeho véty formdiné rozUtrit na vUechna vlastni ¢isla matice A.

Poznamka 3.7 Bauer-Fikeho véta plati i v pFipadé libovolné maticové normy || . ||a, kterd
spliiuje podminku konzistence, tj. pro niR plati

I AB [lo<|[ A flall B lla

kde A,B € CNN. V dikaze se vyuRije faktu, Re je-li matice I + F singuldrni, pak pro
libovolnou konsistentni normu plati
| F o= 1.

Dikaz ponechame jako cviceni.
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Ptipomenme, Re Schurova dekompozice normalni matice je diagonilni matice. Schurova
dekompozice obecné matice je horni trojihelnikova matice R, pficemR R neni urcena jedno-
znacné. Odchylku od normality definujeme nasledujicim zptusobem:

Definice 3.10 NechY || . || je norma v CNVN A € CNN. Oznacme U mnoRinu vUech uni-
tdrnich matic takovijch, Re matice U*AU je horni trojihelnikovd. Pro kaRdé U € U zapiUme
UMAU = Ay + Ry, kde Ay je diagondlni matice Ry je horni trojihelnikovd s nulami na
diagondle. Jako o -odchylku od normality matice A pak definujeme cislo

de
Ja(A) Y min || R o -

Vypocet odchylky od normality v obecné normé je ziejmé velice obtiRny, protoRe Schu-
rova dekompozice neni jednoznac¢nd. Na druhé strané, providdime-li vypocet ve Frobeniové
normé, lze s vyhodou vyuRit toho, Re tato norma je invariantni vzhledem k unitirnim trans-
formacim.

Véta 3.12 Pro libovolnou A € C™V'N s vlastnimi cisly A\, \a, ..., Ax plati

N

Sp(A) = J TANE =D Nl (3.20)

=1

Dutikaz: ProtoRe Frobeniova norma
N N )
| Allr= ZZ |aij|?)?

je invariantni vzhledem k unitdrnim transformacim s pouRitim pfedchoziho oznaceni plati

N
I AE= U AU |[3=]l Av + R 7= Y_ X[+ | R |7,
=1

kde U je libovoln4 unitdrni matice z mnoRiny U. O

Konec¢né miReme vyslovit a dokdzat Henriciho vétu.

Véta 3.13 (Henrici) NechY || . ||o je norma v CNN’N takovd, Re || B ||o > || B || pro kaRdou
matici B € C~'N’N. NecleA € NN poloRme A = A+ E, kde E € CNN. Pak pro kaRdé
vlastni ¢islo X\ matice A existuje vlastni ¢islo X matice A tak, Re

AN

(‘MA)) SNE] (3.21)
Y G\ VT T da(A) '

1+ (85 +- + (25
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Dtikaz: UvaRujme libovolné vlastni ¢islo A matice A. Pokud je X zéroveii vlastnim ¢slem
matice A, je tvrzeni trivialng splnéno. UvaRujme A & o(A). NechY U” AU = A+R je Schurova
dekompozice matice A pro néjakou U € U, matice A je diagonalni a R horni trojihelnikova

s nulovou diagondlou. Z Bauerovy-Fikeho véty pro (Q def U) pak mame
TA=A+R) < E]. (3.22)
Matici (A — A+ R)~! 1ze upravit nasledujicim zptisobem
(A—=XT+R)™' = {(A=XD[I—(A=X)"Y(-=R)]}!
= [I—(A=AD"Y=R)] YA =X)L

Spektralni polomér matice (A — M)~L(=R) je roven nule. To znamens, Re rozvoj matice
[[ — (A= X)"'(—=R)]™"' do Neumannovy fady je konvergentni. Navic plati, Re R/ = 0 pro
j > N, rozvoj je tedy koneény

T—(A=AD)"Y =R =T—(A-AD"'R+...+(-D)V (A =AD" IRV L.
Oznacme .
d= min |[A— )|
A€o (A)
a odhadnéme velikost normy matice (A — A+ R) ! nasledujicim zptisobem
A=A +R)H < I+ A=A IR+ +
HA=AD) N RV A =AD ]

Z definice odchylky od normality a vztahu spektralni normy a normy || . ||, mame
[(A=X+R)™ | <6 H146"6a(A) + ...+ [0 6, (AN (3.23)
Tvrzeni véty dostaneme kombinaci vztaht (3.22), (3.23) a algebraickou upravou. 0

Henriciho véta dava vlastné spojity prechod mezi dvéma extrémnimi pripady, které mohou
pro odhad citlivosti vlastnich ¢isel vzhledem k perturbacim matice nastat. V prvnim pripadé
je tento odhad tmérny N-té odmocniné normy matice F, ve druhém pouze velikosti normy
matice F. Abychom to nahlédli, budeme se zabyvat vlastnostmi realné funkce proménné ®(n)

definované vztahem .

def n
g = , > 0. 3.24
() 14+n+...+nN-1 = (3:24)
Pak pro 7 def 15/;\4@/1\)‘ plati podle Henriciho véty odhad
I E |
U(n) < .
"= 5

VUimnéme si nyni, jak vypada ¥ (n) pro krajni hodnoty 7. Je-li  malé, je jmenovatel ve vyraze
(3.24) blizky jedné, tudiR ¥(n) ~ n"v a tedy asymptoticky odhad pro spektralni variaci je
< 1
mal) _ (LELY*,
da(A) ~ \da(4)
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Je-li naopak n velké, pak je V! nejvyznacndjUim &lenem ve jmenovateli virazu (3.24) a

tudiR ¥(n) ~ n. Asymptoticky odhad pro spektralni variaci m4 pak tvar

soa(d) _ | E|
5u(A) = 0a(4)

Formulujeme-li predchozi Gvahy piesné, dostavame nésledujici disledek véty 3.13.

Dusledek
Je-li J20 < &, pak
~ 1
sva(4) _ v (H E II>N
< Nw (L2 2
s =G (3:29)
Je-li 5'1’;3)1') > 1, pak )
sva(A) < || E || +6a(A). (3.26)

Dukaz: Pro funkci ¥ definovanou vyrazem (3.24) plati

1
\\ < —=n<l.
(n) N =

Z predpokladu 5&?1!) < + dostavdme ¥(n) < + a tedy n < 1. A protoRe pro n < 1 je
ziejmé splnéno

dostaneme

N\ Ba(4)
Pokud je n > 1, plati pro funkci ¥

'LCMM»NSWCMMOSHEL

Ui -1
U(n) = >n(l — =n—1 2
(n) l+nLt+...+n =D znl=n")=n (3.27)

Vyrazu (3.27) budeme chtit pouRit pro proménou

(=01 (%) (3.28)

(vUimnéme si, Re inverzni funkce k funkci ¥ existuje a je monotonni). Nejprve je tieba,
ovéfit, Re takto definované ¢ je vétUi neR jedna. PouRijeme dalUi vlastnosti funkce ¥, a to
U(¢) > 1= ¢ > 1. ProtoRe z (3.28) a podle predpokladu

_ el
(C)—m>1a

je i ¢ definované vyrazem (3.28) vétUi neR jedna, tedy z (3.27) mame

(A ((ggﬂ;) <v (xpl ((L':&’;)) + 1. (3.29)
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Z Henriciho véty pak plati

(3.30)

soald) _ L (IEIN _ IE]
Saia) =7 1(5a(A)> S T

¢imR je dokazano (3.26). O

ProtoRe ¥ je neklesajici funkce, je neklesajici i ¥~'. Tedy lze formulovat diisledky véty
(3.10) a (3.13) v nésledujicim tvaru.

Dusledek NechY matice A € CNN A=A+ E, kde E € CNN a funkce ¥ je definovana

vyrazem (3.24). Pak pron = 5/;%2‘)‘ plati

md(A, A) < (2N — 1), (A) 0! (“ B “) .

Dukaz: Podle véty (refhenr) plati

) gy (2]

da(A) da(A)
a tedy i
- B
A+7E) < 0a(A)T 1<“T )
SUA( +T ) — 05( ) (5a(A) )
a protoRe tento odhad je pro 7 €< 0,1 > neklesajici, lze pfimo pouRivat vétu 3.10. O

Stejné jako v Elsnerové a Ostrowského-Elsnerové vété, tak i v Henriciho vété dostavame
pro obecny problém dimenze N odhady, v nichR vystupuje N-t4 odmocnina normy matice
perturbaci || E ||. V dalUi vété ukaReme, Re tento odhad lze zlepUit v piipadé, kdy nejvétUi
Jordanidv blok matice ma dimenzi m, kde m < N.

Véta 3.14 NechY matice A € CNN, A = A+ E, kde E € CNN: 4 oznacme Jordaniv
kanonicky tvar této matice J = Q~'AQ. NechY m je velikost nejvétUiho Jordanova bloku v
J. Pak pro kaRdé \ € o(A) existuje A € o(A) takové, Re

A =A™
L+ A=A+ .+ A=)

< 1QEQ] . (3.31)
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Dukaz: Tvrzeni se dokazuje zcela analogicky jako Henriciho véta, proto zde dikaz jen
naznacime. Bauerovu-Fikeho vétu pouRijeme v néasledujicim znéni

Q7 A-X)T'QIT'<IQT'EQ] .

Pak mame
QMA-M)T'Q = (Q'A-ANQ) "= -A)"'=(A-A+R)"
= {I—-(A=X)"'R+
+ 4+ (DA = ADTERN YA = D)L (3.32)

Matice R je horni trojihelnikova cast Jordanova kanonického tvaru J s vynulovanou
diagonalou. Na jeji vedlejUi diagonale leRi bud jedni¢ky nebo nuly a vUude jinde jsou nulové

prvky. Ziejmé je || R || = 1. Navic nejdelUi souvisly ,pas® nenulovych prvki se sklada z m — 1

jedni¢ek . Proto ve vyraze (3.32) budou vUechny ¢leny, v nichR se R vyskytuje v mocninich

vétUich nebo rovnych m nulové. O
Cviceni

1. Pro¢ je pro horni trojihelnikovou matici R € CV*" s nulovou diagonalou R = 0 pro

j=>N?
2. DokaRte, Re je-li U(n) < 1 pak jen < 1.
3. DokaRte, Re funkce ¥ definovana vztahem (3.24) je monotonni.
4. DokaRte Vétu 3.11 pro libovolnou konsistentni maticovou normu || . ||4.
5. NechY || . || je libovolna norma v CVV. Existuje takova vektorova norma || . ||, v CV

tak, Re | Az ||<|| A |||| z ||, plati VA € CN>N | Vz € CN? Plati stejné tvrzeni pro pro 77
vektorovou normu?

3.3 Citlivost jednoduchého vlastniho ¢isla

V tomto odstavci se budeme zabyvat podminénosti jednoduchého vlastniho ¢isla obecné ma-
tice. Nejdiive uvedeme a dokdReme GerUgorinovu vétu, kterd ma pii zkouméni citlivosti
jednoduchého vlastniho éisla klicové postaveni.

GerUgorinova véta Fika, Re vlastni ¢isla dané matice leRi ve sjednoceni kruht, které jsou
popsany pomoci prvki této matice. Tedy neni v pravém slova smyslu vétou z teorie perturbaci
( Radn4 perturbovana matice zde nevystupuje). Pfesto lze pii vhodném uRiti GerUgorinovy
véty ziskat velmi dobré odhady polohy vlastnich ¢isel perturbované matice.

Véta 3.15 (GerlUgorin) NechY A€ CNVN, A = (@ij)ij=1,.,N @ oznacme o; = E;V:Lj# laijl,
1=1,....,.N a

Gi(4) = {¢ € C;[¢ — aii| < o}
Pak plati

N
o(A) c | Gi(A).
i=1

Pokud je m diski G;(A) izolovano od ostatnich N —m diski, pak jejich sjednoceni obsahuje
pravé m vlastnich c¢isel matice A.
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Dikaz: PouRijeme vztah (3.19) z diikazu Bauer-Fikeho véty pro specialni volbu matic A,
A, () a maximovou normu. V nerovnosti

1< QM (A-AD)'QQEQ) | (3.33)
tak poloRime
Q def 1
A Y dGiaglan,... any)
A% 4
S

kde A je libovolné vlastni ¢islo matice A, pro které plati A # a;; pro i = 1,..., N (jinak
znéni véty vyplyva trividlné). Pro takto zvolené proméné a maximovou normu (|| B ||co=
max; Z;-V:l |bij| pro B € CN'N) m4 vyraz (3.33) tvar

1 <|| (diag(as -..anN) — )J)fl(A —diag(a11 ... anN) ||oos

coR je z definice maximové normy

> 1.

N
max Ej:l,j;éz‘ |agj
i |aii — )\|

NechY iy je ten fadkovy index, v némR se nabyva maxima, tedy plati

N

Z |ai>\j| > |aiyiy, — Al
j=Lj#ix

coR dokazuje prvni ¢ast véty. Diitkaz druhé ¢asti je zcela analogicky diikazu ????lemmatu 3.2
O

DalUi piiklad je ukazkou toho, Re odhad pro polohu vlastnich &isel perturbované matice
ziskany aplikaci GerUgorinovy véty miiRe byt presnéjUi neR odhad z véty Elsnerovy.

10
0 10°¢
E_<10_4 0 )

Perturbovand matice A = A+ E je pak ve tvaru

- 1 10*
A‘<10—4 2 >

Jednoduchym vijpocétem urcime spektrum matice A

Priklad 3.4 Méjme matici

a jeji perturbaci

o(A)={=1-10"8~2+10%},
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spektrum matice A je ziejmé

o(A) = {1,2}.

UkdReme, jak se liUi odhad pro vzdjemnou polohu vlastnich cisel matic A a A ziskany z
Elsnerovy a GerUgorinovy véty.

Nejproe pouRijeme Elsnerovu vétu. Ziejmé je | A |= 2 a || A ||~ 2 + 1078, tedy pro
Hausdorffovu vzddlenost plati

hd(A,A) < (| A+ A~ | E[v~2x 1072
Tedy podle Elsnerovy véty mdme
o(A) C (1-1072,1+107"2)U (2 —-1072,2 + 1072)).

Na druhé strane polomer obou kruhi Gi~(/~1) z GerUgorinovy véty je 1074, Tento odhad je
o dva 7ddy lepUi neR odhad pro polohu A1, Ay z Elsnerovy véty, ani on voUak neni dostatecné
piesny, vzhledem k tomu, Re skutecnd vlastni ¢isla matice A maji hodnotu ~ 1 — 1078, =~
2+10°8.

V dalUim piikladé ukdReme, jak lze odhad pro polohu vlastnich &isel z pitkladu (3.4)
zlepUit.

Priklad 3.5 UvaRujme matice A a E z p¥ikladu 3.4. Technika pro ziskdini dobrého odhadu
polohy vlastnich cisel matice

p 1 10

A= ( 104 2 >

je zaloRena na GerUgorinové vété a vychdzi z elementdrniho poznatku, Re podobnostni trans-

formace zachovdvd vlastni ¢isla matice. Umime vybrat takovou podobnostni transformaci, Re

ve vysledné matici jsou soucty absolutnich hodnot mimodiagondlnich prvki ve zvoleném Tadku

menUi neR tyto soucty v odpovidajicim Fddku matice A. Pak ddvd GerUgorinova véta apli-

kovand na tuto matici lepUi odhad pro polohu piislulného vlastniho ¢isla matice A.
Provedme podobnostni transformaci matice A nasledujicim zpusobem

Aoy = ©@ 0 1 10! al 0 1 al0™!
“=1o0 1 10 2 0 1) \al107* 2 ’

kde o je néjaky kladny redlny parametr. UkdReme, jak lze vhodnou volbou parametru « zis-
kat dostatecné jemny odhad pro vlastni c¢islo matice A leRici v disku se stedem v 1. Podle
GerUgorinovy véty leRi totiR vlastni ¢isla matice A(a) ve sjednoceni intervali

(1-—al0 14010 HhHu 2 - t1074,24+a 11074,

GerUgorinova véta navic ¥ikd, Re pokud se tyto dva intervaly neprotnou, obsahuje kaRdy z
nich prave jedno vlastni c¢islo matice A(oz). Zvolime-li tedy o dostatecné malé, ale zdroven tak
velke, aby se oba intervaly neprotly, dostaneme velmi dobry odhad pro vlastni c¢islo v intervalu
(1—al0™, 1+ al0™?).
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NeR zformulujeme vétu o citlivosti jednoduchého vlastniho ¢isla vzhledem k perturbacim
matice, prfipomeneme definici levého vlastniho vektoru a provedeme nékteré pomocné uvahy,
které pti dikazu véty 3.16 budeme potiebovat.

Definice 3.11 Rekneme, Re vektor y € CV, y # 0, pro ktery plati y" A = \y! | kde A €
CNN a X je néjaké vlastni ¢islo matice A, je levy vlastni vektor. (Analogicky hovorime o
vektoru z # 0, pro néjR je splnéno Ax = Az jako o pravém vlastnim vektoru.)

Poznimka 3.8 Levy vlastni vektor lze definovat uRitim vlastnosti determinantu. Plati totiR
0 = det(A — \I) = det(AH — XI),

levy vlastni vektor y # 0 je pak definovdn jako vektor, ktery spliiuje rovnost Ay = \y.

Piedpokladejme, Re A € CM" a nechY
J=W AW (3.34)

je jeji Jordantv kanonicky tvar. NechY Jordanovy bloky jsou uspofadany tak, Re na prvnim
misté je Jordantv blok obsahujici jednoduché vlastni ¢islo A.

A
Jo
J = ) , (3.35)
Ji
kde Jo, ..., Ji jsou Jordanovy bloky. Z (3.34) dostavame
AW =W J (3.36)
a oznac¢ime-li sloupce matice W jako wi,...,wy, pro prvni sloupec matice z rovnosti (3.36)
dostaneme
Aw1 = )\wl.
Pro J hermitovsky sdruRenou pak plati
A
v

JH — WHAH(Wfl)H — ‘ ’

tedy opét plati
AH(W—I)H — (WH)—IJH
Ziejmé je (WHH = (WH)~! a oznacime-li sloupce matice (WH)~! jako y1,...,yn, opét
musi platit B
Ay = Xy

Navic je pro vektory wi, y1 splnéno

lyitwi| = 1.

38



Véta 3.16 NechY ) je jednoduché vlastni cislo matice A € CNN s Teviym vlastnim vektorem
y a pravym z. Pro E € CNN wvaRujme A = A+ E. Pak pro kaRdou ?22?dostatecné malou
22?2 perturbaci F existuje jedin€ vlastni c¢islo matice A, které€ lze vyjadrit ve tvaru

H
T Y Ef:[; 9
A=+ S +0 (Il E|?). (3.37)

Poznamka 3.9 Symbolu O(h?) pouRivime ndsledujicim zpiisobem:
z=y+O0(h? & |z —y| < Kh?,
kde K je konstanta nezdvisld na h.
Dukaz: NechY 6 > 0 je vzdilenost jednoduchého vlastniho &isla A od ostatnich vlastnich

¢isel matice A.
NechY Jordantiv kanonicky tvar

J=w=lAw
je definovan vyrazem (3.35).
PoloRme J
(Y/)H le f WL
x'“Yw

a ozna¢me prvni sloupec matice X’ jako ' a prvni sloupec matice Y’ jako 3. P¥i takto
zavedeném oznaceni je z' pravy a y' levy vlastni vektor piisluUny vlastnimu ¢islu A a plati
lya’| = 1.

Nyni vyuRijeme toho, Re J je matice specidlni struktury, totiR Re mé na vedlejUi diago-
nale jednicky nebo nuly. ProtoRe pro jednotlivé Jordanovy bloky J; plati

-1

0 0 Ai 0
52 J 52 Ai 0
oli oli A
mame pro J
[} -1 )
3 3
(3 e .
(5N ()N

Matice .J’ m4 na vedlejUi diagonale na mistech, kde J méla jednicky prvky g. VUechny
ostatni prvky matic J a J’ jsou totoRné.
Oznacime-li nyni

§ -1
3

vH =
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pak ziejmé plati
ly"a| = 1.
Vektory y respektive z jsou pravy respektive levy vlastni vektor pisluUny jednoduchému
vlastnimu é&islu A.
NapiUme nyni, jak vypadaji prvky matice

J=YHA+E)X =Y"AX + YUEX,

A+y"Ex € €
€ w7 € ... €
J= :
€
,
€ € W

kde
€ je oznadeni pro prvky, jejichR absolutni hodnota je menUineR | Y ||| E ||| X ||

© pro diagonalni prvky jiné neR \ + y¥ Ex

)0
= g—i-e

Polohu vlastniho ¢isla, které leRi v kruhu se stifedem v A + y Ez budeme odhadovat
uRitim GerUgorinovy véty. Pfesnost tohoto odhadu ziejmé zavisi na hodnoté prvki v prvnim
t4dku matice J. Proto nejprve podobnostni transformaci prevedeme matici J do tvaru, ktery
uRitim GerUgorinovy véty umoRni ziskat relativné jemny odhad pro polohu vlastniho ¢isla
A.

Pro néjaky kladny redlny parametr o mame

-1
(@] (@]
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a J(a) se od J 1illi pouze tim, Re v prvnim fadku ma ve sloupcich 2,..., N prvky ae a
v prvnim sloupci v fadcich 2,..., N prvky a~'e. A zdiraznéme, Re vlastni ¢isla matice J ()
jsou totoRn4 s vlastnimi &isly matice J, nebo-li

Podle GerUgorinovy véty je

kde

G1 mé stied v A + y Ex a polomér (N — 1)ale|

Go,...,Gy maji stiedy v u a polomér menUi neR a~!|e| + % + |e| + (N —3)[el.

Abychom pro odhad vlastniho &sla matice J, které leRi v disku G mohli pouRit GerU-
gorinovu vétu, je tieba zarucit, Re se disk G neprotne s R4dnym jinym. (Pak je zaruceno,
Re v G1 leR{ pravé jedno vlastni &slo matice J(«).)

Vzdalenost stredu disku G od stfedu libovolného jiného disku je v nejhorUim ptipadé
§ — 2|e|. TudiR, aby se disk G neprotl s Radnym jinym, musi byt splnéno

0
(N —1)ale] +a el + §|e| + (N —3)e < — 2le],
coR je po jednoduché tipravée
2
(N — Dale| + a e+ Nle| < 30 (3.38)

Budeme hledat takové podminky pro parametry € a «, aby bylo splnéno (3.38).
NechY perturbace E (na niR zavisi hodnota €) matice A je tak mald, Re plati

2 d
-0—N = .
3 le| > 5 (3.39)
a nechY « je takové, Re je navic splnéno
1 d
a le| + Nale| < 3" (3.40)

Jednoduchou tipravou nerovnosti (3.40) a s pouRitim odhadu pro % z vyrazu (3.39) do-
staneme

)
Nc?|e| — gt le] <0
a ta plati pro

o= % (3.41)

a perturbace E tak malé, Re

<L (3.42)
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Dokézali jsme, Re pokud je splnéno (3.41) a (3.42), plati i (3.38) a tedy disk G se stiedem
v A+ y Ex je disjunktni s ostatnimi disky. Polomér disku G, je

4N |e|?

(N = 1)ale] < =T

A tento disk obsahuje pravé jedno vlastni &islo matice J ozna¢me ho 5\, a plati pro né

A=A+yTEz+O(| E|?).

Poznamka 3.10 Volbou parametri v diukaze véty 3.16 kladu podminky na € takové, aby

el

1
5 <

Pokud je 6 malé cislo (. jednoduché vlastni cislo X je Upatné separované od ostatnich,),
bude mnoRina perturbaci, pro néR je odhad (3.37) platny znacné omezend (plati jen pro velmi
malé perturbace).

Velikost citatele |€| nezdvisi jen na || E ||, ale také na velikosti || X ||| Y ||. Pokud je

X Y |I>> 1, neumime zarucit, Re le] bude malé cislo.
’ i 5

Poznamka 3.11 Vyraz (3.87) lze napsat i v jiném tvaru, a to

H
s Y (A+E)x 2
A="———""4+O(| E .
L
Vyraz
y"(A+ E)x
yfax

se nazyvd Rayleightv kvocient.

Poznamka 3.12 Jind formulace vztahu (3.37) je napftiklad

5 Ly Il 2 |l
A=Al < oAl I B[l +O(| E |*).
Oznacime-li jako
_ iyl =l
lyHal

pak o v budeme hovoftit jako o ¢isle podminénosti jednoduchého vlastniho ¢&isla A.
VUimnéme si, Re v je secans tdhlu, ktery sviraji vektory = a y. Plati totiR

ly" sl =l @ ([l y || cose

1
cosp”

Tedy v = 1 pokud z a y sviraji nulovy thel a roste se zvétUovdnim ihlu mezi x a y. PFi
tom x a y na sebe nemohou byt kolmé, protoRe X je jednoduché viastni cislo (viz 77, str. 42).

a secy =
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3.4  Citlivost vlastnich ¢isel pro diagonalizovatelné a nor-
malni matice

Jak jsme naznacili v ivodu ke kapitole 3, je citlivost vlastnich ¢isel vzhledem k perturbacim
matice zavisl4 na specialnich vlastnostech piivodni matice. V tomto paragrafu ukaReme, jak
vypadaji odhady polohy vlastnich ¢isel perturbované matice v pripadé, kdy pivodni matice
je diagonalizovateln4 nebo normélni. Uvidime, Re v téchto odhadech se jiR neobjevuje N-t4
odmocnina normy matice F, jak tomu bylo v pripadé obecné matice.

Véta 3.17 NechY A € CNN je normdlni matice. Je-li || z ||= 1, pak plati

min |\, — 2T Az| <|| Az — (2 Az)z || .
1<i<N

Dukaz: ProtoRe A je normalni matice, existuje unitarni matice U tak, Re UTAU = A =
diag(M1, ..., An) a dostavame

| (A =z AxD)z | | (UAUT — 2" AxD)z ||=|| U(A — 2" AzU T UYU 1 |

N
= || (A =z AU 2 |= \IZM, — ot Ag|?|UH z|?
i=1

N
> min |\ — 2" Az, Hyl2,
> 1g%lgnN| i —z Azl ;|U x|

Nyni vyuRijeme definice euklidovské normy a toho, Re tato norma je invariantni vzhledem
k nasobeni unitarni matici. O

Nésledujici véta dava odhad velikosti spektralni variace a parové vzdalenosti pro diago-
nalizovatelnou matici.

Véta 3.18 NechY A € CNN je diagonalizovatelnd matice, tj. existuje nonsinguldrni matice
X € CVN tak, Re X7 'AX = A = diag()\y,...,A\n), A=A+ E, kde E € CNN. Pak plati

sua(A) <| XTEX I X HIE X (l= w(X) || Bl (3.43)

md(4, 4) < @N 1) | X~'EX ||< 2N - Da(X) | B . (3.44)

Dukaz: Méjme néjaké vlastni ¢islo A matice A, které neni vlastnim &slem matice A(V

opa¢ném piipadé plati znéni véty trividlng.) Z Bauer-Fikeho véty pro @ “l x pak dostavame
X A=A X 7| XTEX ||

VyuRijeme-li toho, Re X 'AX = A, mame z definice spektralni normy pro diagonalni
matici
— min|); - M| <|| X 1EX |




a protoRe A bylo libovolné vlastni &islo matice A, plati odhad pro kaRdé vlastni &slo matice
A, tedy plati .
maxmin |\; — \;| <|| X TEX ||
i

DalUi nerovnost v (3.43) plyne z vlastnosti konzistence maticové normy.
Odhad (3.44) pro optimdlni vzdéalenost vyplyva z véty 3.10. O

Piimym dtsledkem véty 3.18 je nésledujici odhad optimélni vzdalenosti pro normaélni
matici.

Véta 3.19 NechY A € CNVN je normdlni matice. PoloRme A = A+ E, kde E € CN'N. Pak
pro optimdlni vzddlenost je

md(A, A) < 2N -1) | B .

Oznaéme jako V matici, jejiR sloupce jsou tvofeny vlastnimi vektroy matice A. Je-li A
diagonalizovatelna, plati V = X a ¢islo podminénosti x(V) =|| V ||| V™! || leRi v otevieném
intervalu (1, 00). Velikost ¢isla podminénosti x(V') diagonalizovatelné matice tedy vypovida o
tom, jak je mezi jejimi vlastnimi vektory poruUena ortogonalita smérem k linearni zdvislosti.
Na (V) miiReme tudiR pohliRet jako na méfitko odchylky od normality. Poznamenejme,
Re pro normalni matici je x(V) = 1, pro matici, kterd neni diagonalizovatelna je naopak
k(V) = oo.

Cviceni

1. Pro¢ je pro matici A, kterd neni diagonalizovatelnd (V') = oo?

3.5 P#iklady

Jak je patrné z tvrzeni, ktera jsme uvedli v predchozich paragrafech, m4a v teorii citlivosti
vlastnich ¢&isel matic rozhodujici vyznam to, jak velka je pro danou matici odchylka od nor-
mality. Pro normélni matice davaji odhady polohy vlastnich ¢isel perturbované matice velmi
piiznivé vysledky. HorUi vysledky dostavame pro diagonalizovatelné matice, u nichR jsou tyto
odhady zévislé na vlastnich vektorech dané matice. NejhorUi je situace pro obecnou matici,
kdy ani pri malé perturbaci prvkt nejsme schopni o poloze vlastnich ¢isel fici nic rozumného.

Uvéadime piiklady matic, jejichR vlastni &isla jsou (aR na jednu vyjimku) citliva vzhledem
k perturbacim prvkid matice. Pro geometrické zobrazeni citlivosti vlastnich ¢isel je velice
uRite¢ny pojem pseudospektra matice.

Definice 3.12 NechY A € CVN a poloBme A = A+E, kde E € CN:N. Pro e > 0 definujeme
e-pseudospektrum matice A jako

o (A) = {\ € C; X je vlastni cislo matice A=A+ E pro néjaké E, | E||<e}. (3.45)
Poznamka 3.13 Ekvivalentni definice pseudospektra miRe vypadat napriklad takto
o(4) = A eC; | (AT 4)7 >} (3.46)

Pokud je X\ vlastnim cislem matice A, definujeme || (\[ — A)~1 ||d§f 0.

44



Ekvivalence vyrazi (3.45) a (3.46) vyplyva pfimo z Bauer-Fikeho véty.

Poznamka 3.14 VUimnéme si, jak vypadd e-pseudospektrum pro normdini matici. Je-li to-

tiR A normdini, plati
1

dist(X,o(A))

kde dist(z,S) oznacuje vzddlenost bodu z od mnoRiny S. Tedy pro normdlni matici je plocha
| (AT—A)~L || uréena viastnimi ¢isly matice A. Pseudospektrum o.(A) je pak rovno sjednocent
diski o poloméru e se stiedy ve vlastnich ¢islech matice A.

Pro obecnou matici je situace mnohem komplikovanéjUi. Neplati Radny vztah podobny
(8.47). A jak uwvidime v ndsledujicich prikladech, miRe cislo || (\[— A)~" || dosahovat velkijch
hodnot i pro X vzddlend od spektra matice A.

1AL —4)~" = ; (3.47)

VUechny matice, jejichR pseudospektra budeme studovat, jsou fadu N = 32.

Vlastni vektory matic jsou normovany a je vypocteno ¢islo podminénosti (V) (V je
matice, jejiR sloupce jsou tvofeny vektory matice A).

Pro kaRdou matici uvedeme dva obrazky. Na prvnim z nich bude zobrazeno 3200 vlastnich
&sel pro 100 matic, z nichR kaRd4 je ve tvaru A = A + E, kde E je ndhodné generovana
a || E ||= 1073. Matice F je generovana nasledujicim zpisobem. Nejprve je zkonstruovina
hust4 matice £, jejimiR prvky jsou ??nahodné veli¢iny pii komplexnim normalnim rozdéleni
se stiedni hodnotou 0 a standardnim rozptylem 1.7? Pak je vypoctena norma || E || a E je

definovana jako F = 10~3 L

2]
Druhy obrazek zachycuje kfivky, které tvori hranice pro e-pseudospektra o (A), kde za €
jsou postupné dosazovany hodnoty 1072,1073,...,1078. ??PierulUovand ¢4ra (nékdy mimo

méiitko a tudiR neviditeln4) je hranici pole ??hodnot matice A spoé¢tenych podle algoritmu

1. Jordantv blok
Zacneme asi nejznaméjUim piikladem matice, jejiR vlastni ¢isla jsou citlivd vzhledem k
perturbacim prvki. Touto matici je Jordantv blok.

01
0 1

Ay .

0 1

0
Pfipomeiime, Re A; m4 vlastni &slo 0 s algebraickou nasobnosti 32. Oznaéme jako
Ay = Ay + E, kde E je matice dimenze 32, jejiR jediny nenulovy prvek je v levém dol-
nim rohu almé hodnotu e. Matice A; mé 32 rtznych vlastnich &sel, kterd leRi na kruhu o
poloméru €32. Tomuto poznatku odpovida i obrazek (3.5), kde jsou zachycena vlastni ¢isla ze
pseudospektra oyy-s(A;) pro 100 ndhodné generovanych matic E. VUechna tato &isla leRi v
disku o poloméru (10_3)3_12 ~ 0.8. VUimnéme si, Re vétUina z nich je umisténa velmi blizko
hranici pseudospektra og-3(A1). Je to dusledek citlivosti vlastnich ¢isel matice Ay vzhledem
k perturbacim prvkii. Tento jev nesouvisi s tim, Re zobrazujeme pouze vlastni &isla pro per-

turbované matice A; + E, kde za E bereme ndhodné matice s normou || E ||= 1072 misto
abychom volili E, pro néR je | E ||< 1073.
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Hranice pseudospekter o.(A;) pro rizné hodnoty € tvoii soustiedné disky se stiedem v
pocatku, jak je patrné z obrazku (3.5).

2. 77,, super“ Jordanuv blok

Jak uvidime hned v dalUim piikladé, neni z hlediska popisu pseudospektra Jordantiv blok
typickym reprezentantem na t¥idé matic, které nejsou norméalni. Jordantiv blok nema Radny
zvlaUtni vyznam ani mezi maticemi s nisobnym vlastnim &islem. Hranice pseudospekter
téchto matic mohou byt totiR tvofeny kiivkami odliUnymi od soustfednych diskti. Takovym
typickym prikladem je matice As

01 1
0 1 1
Ay = ’
0 1 1
0 1
0

Pi#isluUn4 pseudospektra jsou zobrazena na obrazku (3.5).

3. Wilkinsonova matice
Treti priklad je tzv. Wilkinsonova matice, kterd ma tvar

1
il
35 1
As

Tato matice ma rizna vlastni ¢isla, tedy je prikladem diagonalizovatelné matice. Spektrum
Wilkinsonovy matice o(As) je tvoreno jejimi diagonalnimi prvky, tedy je redlné. Na druhé
strané, oyo-3(A3) obsahuje velké mnoRstvi &isel s vyraznou imaginarni sloRkou. VUimnéme
si ¢isla podminénosti x(V) > 10?2 a srovnejme obrazek (3.5) s odhadem z véty 3.18.

4. Frankova matice
Frankova matice je typickym piikladem matice, jejiR néktera vlastni ¢isla jsou Upatné
podminéna.

32 31 30 29 21
31 31 30 29 ... 2 1
30 30 29 21

Ay =

2 21

11
Vlastni ¢isla Frankovy matice opét leRi na reilné ose. Wilkinson dokézal, Re mal4 vlastni
¢isla matice A4 maji velka ¢isla podminénosti, tudiR lze oc¢ekavat, Re budou citliva vzhledem

k perturbacim prvkt matice. Tato vlastnost se vyrazné projevuje na tvarech piisluUnych
pseudospekter (viz obr. (3.5)). Srovnejme tyto obrazky s pozndmkami za vétou 3.16.
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5. ??Lenferinkova-Spijkerova matice
DalUim piikladem je matice, kterou poprvé uvedli autori Lenferink a Spijker

-5 2
i —17 3
T -9 4
Ay =
o —67 32
= —69

Oznacme jako D diagondalni matici
D = diag(1,2!,3!,...,32!).

Pak je matice D™'AsD symetrickd (vUechny prvky na vedlejUich diagonilach jsou rovny
jedné), tedy jeji spektrum je tvoreno realnymi éisly. TudiR i spektrum o(A4s) je realné. AvUak
jiR pfi malé perturbaci prvki matice As se piisluUna vlastni ¢isla vzdaluji od redlné osy. Jak
je opét patrné z obrazku (3.5) jsou rizna vlastni ¢isla rtizné citlivd vzhledem k perturbacim
prvki. Pritom se zde projevuje jista pravidelnost.

6. Nahodna matice

Na obrazku (3.5) jsou zakreslena piisluUna pseudospektra pro matici Ag. Matice Ag je
nahodné generovani matice, jejiR prvky jsou ndhodné vleliéiny z komplexniho norméalniho
rozdéleni se stiedni hodnotou 0 a standardni hustotou N~2. Navic pro ni plati, Re p(4g) ~ 1
o Ao 1~ 2 ) ) i

Obrézek pro pseudospektrum o;y-3(Ag) je zcela odliUny od prisluUnych obrézki ve vUech
zatim uvedenych piikladech. Misto 3200 bodii je zachyceno pouhych 32. KaRdy z nich to-
tiR predstavuje svou stondsobnou kopii. To znamend, Re perturbace E ¥ddu 10~% nezméni
polohu vlastnich ¢isel matice Ag. Také obrazek hrani¢nich kfivek pro vybrand pseudospektra
se 1iUf od piisluUnych obrazkt z minulych pifkladt. VUechna zobrazena pseudospektra jsou
totiR relativné mal. Tedy vlastni ¢isla ndhodné generované matice nejsou citlivd vzhledem
k perturbacim prvki matice. Tento zavér ovUem nemd tak optimistické dusledky, jak by se
mohlo na prvni pohled zdat. V aplikacich totiR typicky vznikaji matice, které maji velkou
odchylku od normality a tudiR jejich vlastni ¢isla jsou citlivd vzhledem k perturbacim.

7. Ndhodna horni trojihelnikova matice

NechY matice A7 je totoRna s matici Ag s tim rozdilem, Re vUechny poddiagonalni prvky
byly nahrazeny nulami. Tato zména mé za nasledek velmi vyrazné zvétUeni citlivosti vlastnich
¢isel (vUimnéme si také, jak se zménilo x(V) oproti pfedchozimu piikladu).
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Kapitola 4

Citlivost rfeSeni soustav linearnich
rovinic

Méme fesit Az = b, A € RVN, b e RV, A nonsingularni. Budeme vySetfovat, jak souvisi
feSeni £ = x 4 dz soustavy s perturbovanymi vstupnimi daty a feSeni x puvodni soustavy.
Nalezneme tu vlastnost matice A, kterd mé pro velikost rozdilu & — x rozhodujici vyznam.
Budeme se postupné zabyvat tiemi moznymi piipady: za prvé je perturbovina jen prava
strana soustavy, za druhé je perturbovéina jen matice soustavy a za treti je perturbovana jak
prava strana, tak matice soustavy.

Véta 4.1 Necht A € RNN je nonsinguldrni, b € RN, b € RN a plati Az = b, A(x + 6x) =
b+ 0b. Pak

HII(ZEIIH < k(A )%. (4.1)
Diikaz
Az + A bz =b+ b
| o 1<l A= |[1] 60 ||
A Iz (=] b
a7 <Hagy .

Definice 4.1 Rekneme, Ze odhad y v nerovnosti x <y je ostry, jestlize se nedd zlepsit.

Poznamka 4.1 Spektrdlni norma matice je generovand euklidovskou normou vektoru, tedy
Iz takove, Ze || A [|= max) =1 || Az [|=|| Azo [|. Pro xo nastdvd ve vyraze || Az ||<[| A |||
z || rovnost. Tedy tento odhad nelze zlepsit, a protoZe jsme v dukaze véty 1 nepouZili jiné
nerovnosti, je odhad v (4.1) ostry.

Z odhadu (4.1) vyplyva, ze pokud je x(A) > 1, pak ani pfi malé perturbaci pravé strany
neni zarucéeno, ze feSeni £ = z + dz bude blizké x.
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Obrézek 4.1: Vliv perturbace pravé strany na poruchu feseni je-li k(A) > 1

Priklad 4.1 Méjme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmgch:
ajry + ajpry = by

a1x1 + axTy = by

Reseni kaZdé z téchto soustav je piimka v R%. Resenim pruni soustavy je piimka kolmd na
vektor (a11,a12), TeSenim druhé piimka kolmd na vektor (as1,azs). Reseni soustavy (w1, 5)
je v jejich pruseciku.

Je-li k(A) > 1, jsou vektory (a1, a12) a (a1, aze) témér linedrné zdavislé, tedy primky jimi
urcené jsou skoro rovnobéziné. Potom i mald perturbace, napt. v by, zpusobi maly posun proni
primky, ale velky posun Teseni (Z1,Z2) vzhledem k (x1,x9) (viz obrazek (4.1)).

Na obrazku (4.2) je zndzornéna stejnd situace pro matici, jejiz ¢islo podminénosti

k(A) ® 1.

Dalsi pripad, ktery muze nastat, je ten, kdy je perturbovana jen matice soustavy. Nejprve
je t¥eba najit podminky, za kterych m4 tato tloha viibec smysl, tj. kdy ma (A + 6A )z =b
jednoznacné feseni.

Véta 4.2 Je-li A € RVN nonsinguldrni, 6A € RNN a plati

oAl _ 1

IA]  s(A)

pak je A + 0A také nonsinguldrni.

Dukaz Podminku

H5AH< I 1
FA w4 TANAT]

o6



T1,T2)

L1,To

Obrazek 4.2: Vliv perturbace pravé strany na poruchu FeSeni plati-li k(A) % 1

Ize vyjadiit ve tvaru | A7! || || §A ||< 1. Misto tvrzeni véty budeme dokazovat obréacené
tvrzeni, tj.: je-li A + §A singularni, pak je || A~ ||| 4 ||> 1. Je- li A+ §A singularni, pak

3z # 0 tak, ze (A + 0A)z =0, tedy z = —A~'6Az. Odhadneme-li tuto normu, mame:

Iz 1=l A7t oAz I<[F AT Il oA = ]

Protoze jsme predpokladali, ze z # 0, je | z ||> 0 a tedy po vydéléni nerovnosti || z ||

dostaneme tvrzeni.

|

Poznamka 4.2 Vsimnéme si, jak souvisi k(A) se vzddlenosti A od nejblizsi singuldrni ma-

A 1
tice: je-li A+ JA singuldrni, je TAT 2 ®A)

Véta 4.3 Méjme A € RNVN nonsinguldrni, A € RYN a necht je spinéno

oAl _ 1

FAl~ K(A)’

Az =ba (A+0A)(z + dz) = b. Pak plati

62 | loA),
Tzy =A@y s

[RZY/
141

Dukaz
(A4 6A)(x +dz) =D

Az + Adx + 0A(x + dz) = b
ox = —A"'5A(z + ox)
Iz [I<I|l A~ [ 6A( + d2) [I[<[F A~ I SA [ ([ || + || 6 [])

o7

(4.2)



Po vynasobeni pravé strany nerovnosti (4.3) podilem Hi” a prevedeni ¢lenu s || dz || na levou

| 64 | 64
) o IS A e

stranu dostavame

(1 —k(A) (4.4)
1—k(A) ”\f:\‘“ je podle predpokladu kladné, tedy jim miZzeme celou nerovnost vydélit, aniz by
se obratila, a dostaneme tvrzeni. O

Poznamka 4.3 Pri odvozovdni odhadu (4.2) byla pouZita trojihelnikovd nerovnost: || = +
y|I<llz || + || v ||. Tento odhad ziejmé neni (aZ na trividlni pripady) ostry, tedy ani odhad v
(4.2) neni ostry.

7 véty 4.3 je ziejmé, ze pokud je A ,dobre* podminénd a HAH je dostatecné malé, pak je

”H(Szf\‘I' (A) < 1 a tudiz jmenovatel v (4.2) je blizky jedné, takze ”H‘SIlI' N K(A)%, tedy ”H‘SIlI' je
malé.
Pokud je ovsem A ,,épatné“ podminénd, je % < ﬁ splnéna pouze pro velmi mala

0A. Neni-li navic ||\|6A\‘|| < ( ) nedostaneme zddny smysluplny odhad pro chybu aproximace

feSeni (protoZe jmenovatel v (4.2) muze byt blizky nule).

Piiklad 4.2 Mé&jme matici A € RVN s Gislem podminénosti k(A) = 10% a vezméme takovou

jeji perturbaci, pro niZ ‘IléAIP =2x107". Tedy % = %(R(IA)) a odhad pro normu chyby reseni

1
( podle yety43)]e Tzl g-%:i.

Tento odhad neni ostry. Nezarucuje existenci takové perturbace §A, pro niZ je
Je pouhym varovdnim, Ze se tomuto c¢islu mizZeme libovolné pribliZit.

Véta 4.4 Meéjme A € RNN nonsinguldrni, A € RNN, b e RVN | 6b € RVN o necht plati

l64) _ 1
TA] < =@y
Az = b, (A +6A)(z + 62) = b+ 6b. Pak
o | 16A] [ 6b] 16A].
< k(A + — Kk(A)——
Tz <" A0 )¢ Ay

Dukaz
(A4 6A)(z + dz) =b+ db

Az + Adz + 0A (x + dx) =b+ 0b
or = A"1ob— AT10A (z + dz)
I 62 1<l A7V || | 8 — 6A (& + 62) 1<) A7 [ 8b || + || A~ || 6A(z + 6) |
1Al

po vynasobeni pravé strany nerovnosti podilem AT dostavame

ldo ] _
Tl =

1166 1l
FA

[ 0A |

AT T4

+r(A) (I [l + [ 6z )

Protoze A je nonsingularni, je A # 0,b # 0, lze vztah ||Al|||z|| > |b]|, upravit jako
llz]]

T > m. Dosazenim a jednoduchou tpravou ziskdme tvrzeni véty. O

o8



Kapitola 5

Odhady chyb a zpétna stabilita

5.1 Vlastni ¢éisla

5.2 Soustavy linearnich rovnic

V minulé kapitole jsme ukazali, jak je Gloha feSeni soustavy Az = b citliva vzhledem k pertu-
rbacim vstupnich dat. K tomu, abychom byli schopni ur¢it chybu néjaké spo¢tené aproximace
Z, je tfeba jesté provést zpétnou analyzu chyb. To znamené nalézt perturbace vstupnich dat
JA, db tak, aby platilo (A + 0A)z = b+ 6b.

To umoznuje nasledujici véta.

Véta 5.1 (Rigal,Gaches) Necht A € RNN je nonsinguldrni, b € RN, Az = b a & je aprowi-
mace Teseni této soustavy. Pak existuji takové perturbace §A, 0b, pro které je

(A+6A)F = b+ b

a plati
. oo [0A | | 6b || [b— Az
v(Z) =min{y; —— <v; — <v} = — .
A | 1ol A+ 1ol
Diukaz: Ozna¢me r = b— AZ a zvolme
LAl rz’
0A = - —. (5.1)
FANFE N+ 1ol (2?2
Nejdiive ukazeme, ze pro takto definované 6 A plati
(A4 06A)z = b+ db. (5.2)
Dosazenim za 0 A mame
. . A |l . 10l
(A+d6A)z=Az+ - r=AZ+r— - 7.
AN+ 10 Az [+ 1ol
Polozime-li b
0b = I (5.3)

— — 74,
FATIEE |+ (el
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dostaneme (5.2).
Déle dokazeme, ze pro takto zvolend A, db je v(Z) ve tvaru uvedeném v tvrzeni véty.
Protoze rz! je matice N x N, plati pro jeji normu:

1" ||l= max || rz"z |=| r || max |&"2],
Iz =1 leli=1

T

kde jsme pouzili zédkladni vlastnosti normy vektoru a faktu, ze Z° z je skalar. Z definice

skalarniho souc¢inu dvou vektori, které sviraji thel ¢ dostavame:

max |5 2| = max ||]]||2]|| cos ¢| = |-
Izll=1 lzll=1

Dosadime-li za || 737 || madme pro normy vyrazi (5.1) a (5.3)

lb—Az]

0A ||= — A

Poal= e ray 141
Ir

ob ||= — bl .

v l=raran v 10

Nyni zbyva ukézat, ze takto definované perturbace jsou skuteéné minimélni. Dikaz pro-
vedeme sporem.
Predpoklidejme, Ze existuji takové perturbace vstupnich dat §' A, §'b, pro néz je

(A+8A)F=b+6b

16°A | A 8
AT S v(@) Ul <v(@). (5.4)
Pro v(z) pak mame:
—AN /A ~ ’ /A - ’
() = lb—Azj _ lloAz—obl _[loAflzl+]d0b] (@),
FANTzE+0el  TALTzl+1ol = [TAITz]+I[16l
kde jsme posledni nerovnost dostali dosazenim (5.4). O
Poznamka 5.1 o Véta 5.1 zarucuje existenci v(Z) (pro dané T ho umime spocitat).

e () je pro perturbace dat ostrym odhadem.

e Pokud je v(Z) velké, znamend to, Ze algoritmus, ktergm byla spoctena aprozimace feseni
T neni zpétné stabilni. Aproximace reseni T je pak Tesenim dlohy, kterd nemusi mit s
puvodni dlohou Zddnou souvislost.

Nékdy je vyhodnéjsi pocitat aposteriorni odhad po slozkich. Tento odhad davé nasledujici
véta.
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Véta 5.2 (Oettli, Prager, 1964) Necht A € RN'N je nonsinguldrni, b € RN, Az = b a & je
aprozimace feseni této soustavy. Méjme dale redlnou nezdpornou matici E = (e;5) (e;; > 0
proi,j =1,...,N) a redlny nezdaporny vektor f = (f;) (fi >0 proi=1,...,N). Pak existuji
takové perturbace 6A = (0a;j), b = (0b;), pro které je

(A+0A)T =b+db (5.5)
a plati
- : iy |ril
= cdagi| < wegq, |00 < wf; =1,...,N} = —_—
w(x) mln{w, | a’l]| — wel]? | z| — w.fla (2%) ) ) } mla’x (E|:%| +f)z’
kde |E| = (|z1]...|zn|)T predpokldddme, Ze w(Z) # oo a ,, 3 je interpretovino jako 0.

Diukaz: Podle predpokladu pro kazdou slozku vektoru rezidua r = b — AZ plati:
Iri| <w(Z) (E|Z|+ f)i, i=1,...,N.

Tedy r lze vyjadrit jako
r=D(ElZ] + [),

kde pro diagondlni matici
D = diag(du e dNN)

je

|D| <w(z)I nebo-li |d;j] <w(Z) proi=1,...,N.
Definujme perturbace 0 A, 6b

dA = D E diag(signy,...,signiy)
b = —Df.

Dosazenim zjistime, ze pro takto zvolené perturbace je Z feSenim (5.5). Je také zfejmé, ze
tyto perturbace realizuji w(Z).

Jesté zbyva dokazat, ze takto definované w(Z) je optimalni. Necht pro néjaké perturbace
§' A, 6'b a kladné realné &islo w je splnéno

(A+5A)F=b+4b
10 aij| Swey; |0bi| <wf; pro i,j=1,...,N.
Pro vektor rezidua potom plati
7| = |b— Ai| = |0 Az — 8 b| < |6 A||Z| +|6'b| < w(E|&| + f), (5.6)

¢imz je tvrzeni dokdzano, nebot z (5.6) ihned dostavame
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Poznamka 5.2 Zvolime-li E = |A|, f = |b|, dostaneme wvelikost relativni zpétné chyby po
slozZkach.

Je paradoxem, Ze s pokrokem technickych i programovych prostiedki roste i tendence k po-
vrchnosti pfi jejich vyuzivani. V piipadé numerickych vypocti to znamend prilisné spoléhani
se na ,schopnosti pocitace“. V nasem textu jsme se pokusili naznacit nékteré dilezité zasady,
které by nikdy nemély byt opomenuty. Predevs§im, chceme-li numericky hledat reseni néjaké
tlohy, méli bychom piedem védét, zda tato tloha ma matematicky smysl a zda je mozné
numerickym vypoétem dospét k rozumnému reseni. Provadime-li vlastni numericky vypocet,
musi nas zajimat nejen vysledek, ale stejné tak i jeho chyba, 1épe feceno jeji co nejlepsi odhad.

Otézka numerické stability a odhadovani chyb je velmi slozitd a neexistuji zde snadné a
jednoduché navody. Vzdy je vSak dobré dodrzovat pti vybéru algoritmu a vytvareni programu
nasledujici zasady:

1. Vyhybejte se odeéitani hodnot zatizenych chybami.

2. Minimalizujte hodnoty mezivysledki ve srovnani s hodnotou ocekdvaného vysledku.
Velké mezivysledky vzdy hrozi ztratou presnosti.

3. Pamatujte, ze matematicky ekvivalentni algoritmy nejsou zpravidla numericky ekviva-
lentni. Hledejte vzdy stabilni zptisoby feseni a cesty, jak zvysit presnost ziskané aproxi-
mace feSeni (napiiklad metodou itera¢niho zpfesnéni).

4. Transformujete-li lohu, vyhybejte se Spatné podminénym transformacim. Kde je to
mozné, uzivejte unitarni transformace.

Vzdy si budte védomi nebezpedi zaokrouhlovacich chyb a numerické nestability. Honba za
co nejmensim pocétem aritmetickych operaci a co nejrychlejsi paralelni implementaci ztrati
smysl, produkuje-li nas ,superrychly“ algoritmus nesmysly.

Resime-li problém vlastnich ¢fsel, musime mit na paméti, ze se snazime spoéitat néco, co
v principu nelze koneénym postupem piesné urcit. Navic, mame-li pocita¢ charakterizovany
zaokrouhlovaci jednotkou u, pak v nejlepSim pripadé ur¢ime vlastni ¢isla matice A + E, kde
velikost perturbace je fadu u. Vysledek naseho vypoctu je tedy v nejlepsim piipadé vzorek
z u-pseudospektra matice A. Je-li matice A normalni, je tento vzorek blizky vlastnim ¢islim
matice A. Je-li vSak odchylka od normality matice A velkd, jen Bith vi, co jsme vlastné
spocitali. S problémy se miZzeme setkat i pii FeSeni soustav linedrnich rovnic.

Dobra metoda ndm zarucéi malou zpétnou chybu. D4-li nAm rovnéz dostateéné presnou
aproximaci feseni, to zavisi na podminénosti tlohy. V kazdém ptipadé je velmi zadouci vyuzi-
vat a-posteriori odhadi chyb vzdy, kdy nelze zarucit kvalitu ziskané aproximace feSeni jinym
zpusobem. Vzorovou ukdzku profesiondlniho a pouceného pristupu k feseni nékterych tloh
numerické linedrni algebry mtize ¢tendr nalézt v [?].

Otéazce numerického programového vybaveni a stabilité jednotlivych numerickych metod
se, jak doufime, budeme vénovat v nékterém z dalsich uéebnich textu.
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