
Akademie vìd Èeské republiky

Ústav informatiky a výpoèetní techniky

Úvod do teorie citlivosti a stability v
numerické lineární algebøe

Jitka Drko¹ová

Zdenìk Strako¹

1996



Obsah

Úvod 1

1 Citlivost úlohy 5

2 Numerická stabilita metody (algoritmu) 7
2.1 Aritmetika s pohyblivou øádovou èárkou : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7
2.2 Vliv zaokrouhlovacích chyb pøi výpoètech v aritmetice s koneènou pøesností : 10
2.3 Pøímá a zpìtná stabilita : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13

3 Citlivost vlastních èísel matic 15
3.1 Schurova dekompozice, spektrální rozklad a Jordan�uv kanonický tvar : : : : 16
3.2 Citlivost vlastních èísel pro obecné matice : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22

3.2.1 Spojitost vlastních èísel : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23
3.2.2 Elsnerova a Ostrowského-Elsnerova vìta : : : : : : : : : : : : : : : : 23
3.2.3 Bauerova-Fikeho a Henriciho vìta : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30

3.3 Citlivost jednoduchého vlastního èísla : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35
3.4 Citlivost vlastních èísel pro diagonalizovatelné a normální matice : : : : : : 43
3.5 Pøíklady : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44

4 Citlivost øe¹ení soustav lineárních rovnic 55

5 Odhady chyb a zpìtná stabilita 59
5.1 Vlastní èísla : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59
5.2 Soustavy lineárních rovnic : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59

1



Úvod

Ná¹ výklad zahájíme krátkou úvahou o postupu øesení typického technického, ekonomického,
fyzikálního èi jiného problému reálného svìta za pomoci poèítaèe.

Pøedev¹ím potøebujeme problém popsat prostøedky daného oboru. Výsledkem je vìt¹inou
zjednodu¹ený matematický model. Zjednodu¹ení znamená vylouèení nepodstatných závislostí
a umo¾òuje sestavit model tak, aby s ním bylo mo¾né dále pracovat. Dopou¹tíme se tím
ov¹em první ze série chyb èi nepøesností, øeknìme chyby modelu, proto¾e skuteènost není
popsána modelem pøesnì, ale jen pøibli¾nì. Analýzou matematického modelu získáme základní
a nezbytné informace o hledaném øe¹ení, jeho existenci, jednoznaènosti a dal¹ích vlastnostech.
Velmi zøídka v¹ak jsme schopni øe¹ení analytickými prostøedky také nalézt. Je-li napøíklad
problém formulován prostøednictvím diferenciálních èi integrodiferenciálních rovnic a øe¹ení
je prvkem nekoneènì dimenzionálních prostor�u funkcí, je jeho analytické urèení mo¾né jen ve
velmi jednoduchých èi speciálních pøípadech.

Víme-li, ¾e øe¹ení existuje, m�u¾eme se pokusit nalézt jeho numerickou aproximaci. Základ-
ním krokem je vìt¹inou diskretizace nekoneènì dimenzionálního problému a jeho pøevedení
na algebraickou, koneènì dimenzionální úlohu. Proces diskretizace a s ním spojená chyba dis-
kretizace je pøedmìtem podstatné èásti numerické analýzy. Koneènì zbývá numerické øe¹ení
koneènì dimenzionální algebraické úlohy. Pokud jde o úlohu nelineární, je obvykle tím èi oním
zp�usobem linearizována (opìt s jistou chybou) a v koneèném kroku je numericky øe¹ena line-
ární algebraická úloha. Stejnì jako u ka¾dého pøedcházejícího kroku nás musí zajímat nejen
vypoètená aproximace øe¹ení, ale i pøíslu¹ná numerická chyba.

Úlohy lineární algebry lze pøirozeným zp�usobem formulovat pomocí matic. Zjednodu¹enì
øeèeno, pøedmìtem numerické lineární algebry je numerické øe¹ení soustav lineárních rovnic,
výpoèet vlastních èísel matic, øe¹ení problému nejmen¹ích ètverc�u a hledání rozklad�u matic.
Ne v¹echny tyto úlohy lze øe¹it pøesnì (pøíkladem je urèování vlastních èísel matic s dimenzí
vìt¹í ne¾ ètyøi). Navíc, mnohdy je vhodné hledat pouze vhodnou aproximaci øe¹ení (napøíklad
iteraèním postupem). V této souvislosti hovoøíme o chybì metody. Koneènì výpoèty prová-
díme na poèítaèi s koneènou aritmetikou, co¾ pøiná¹í zaokrouhlovací chyby. Jejich studium je
velmi podstatnou souèástí numerické lineární algebry.

Máme-li øe¹it nìkterou z úloh numerické lineární algebry, chceme zajisté vybrat co nejlep¹í
metodu. Musí nás pøitom zajímat nejen rychlost (poèet provádìných operací), ale i odolnost
jednotlivých metod vùèi ¹íøení zaokrouhlovacích chyb. V této souvislosti mluvíme o nume-
rické stabilitì metody. Jak uvidíme, je velmi výhodné studovat pøitom citlivost øe¹ené úlohy
vzhledem k malým zmìnám vstupních dat.

Pøedlo¾ený text se nezabývá otázkou stability jednotlivých metod (to bude souèástí sa-
mostatného navazujícího textu). Pokusili jsme se v nìm vylo¾it vznik zaokrouhlovacích chyb
v numerických výpoètech, ukázat jejich nebezpeèí a naznaèit zpùsob, jakým lze jejich vliv
popsat. Od poèátku je potøebné mít na pamìti, ¾e cílem analýzy citlivosti a analýzy zao-
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krouhlovacích chyb je rozpoznat, která úloha je snadno a která úloha je obtí¾nì numericky
øe¹itelná a pochopit numerické chování jednotlivých metod. V koneèném dùsledku nám to
nejen umo¾ní vybrat vhodnou metodu, ale i urèit, jak daleko je námi vypoètené numerické
øe¹ení od øe¹ení hledaného.

Tato práce pøedstavuje první ze zamý¹lené série uèebních text�u. To, ¾e zaèínáme se zao-
krouhlovacími chybami, je dáno jednak snahou po zd�uraznìní této mnohdy opomíjené sou-
èásti numerických výpoèt�u, jednak snahou po zaplnìní mezery v snadno dostupné literatuøe.
V dne¹ní dobì se èasto m�u¾eme setkat s bezhlavým pou¾íváním poèítaèového programového
vybavení, vèetnì numerického software, a s jistým trendem k povrchnímu a plytkému posuzo-
vání úspì¹nosti. Chyby nám v tomto kontextu pøipadají jako vhodné téma pro zaèátek. Dal¹í
èásti uèebních text�u budou následovat v intervalech urèených zájmem, edièními a èasovými
mo¾nostmi.

Pokud bude pøedlo¾ený text èi jeho èásti shledán dobrým a u¾iteèným, je to zásluhou
literatury, ze které jsme èerpali.

Zdrojem informací nám byly zejména náledující knihy:

[FMC] Watkins, D.S.: Fundamentals of Matrix Computations, J. Willey, N.Y.,1991,

[MPT] Stewart, G.W., Sun, J.: Matrix Perturbation Theory, Academic Press, Boston, 1990,

[ASNA] Higham, N.J.: Accuracy and Stability of Numerical Algorithms, SIAM, Philadelphia,
1996.

Z toho Highamova kniha vy¹la bohu¾el a¾ v dobì, kdy byl text ze znaèné míry hotov,
Je vhodné zmínit, ¾e v nejbli¾¹í dobì (koncem roku 1996 èi zaèátkem roku 1997) vyjde dal¹í
monogra�e

[NLA] Demmel, J.W., Numerical Linear, Algebra, SIAM, Philadelphia, 1997.

Podstatnì informace o otázkách lineární algebry a numerických metodách nalezne ètenáø v
uèebních textech

[LA] Pytlíèek, J.: Lineární algebra, FJFI ÈVUT, Praha

[NM] Humhal, E.: Numerická matematika, FJFI ÈVUT, Praha, 1989

a jako základní knihu pro dal¹í studium souvisejících otázek teorie matic a metod numerické
lineární algebry doporuèujeme

[SM] Fiedler, M.: Speciální matice a jejich pou¾ití v numerické matematice, SNTL, Praha,
1981,

[MC] Golub, G.H., van Loan: Matrix Computations (Second Edition), The Johns Hopkins
Univ. Press, Baltimore, 1989,

[MA] Horn, A.G., Johnson, C.R.: Matrix Analysis, Cambridge University Press, Cambridge,
1985,

[MA] Horn, A.G., Johnson, C.R.: Topics in Matrix Analysis, Cambridge University Press,
Cambridge, 1991,
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[AEP] Wilkinson, J.H.: Algebraic Eigenvalue Problem, Oxford University Press, London, 1965.

Za chyby a nedostatky pøedlo¾eného uèebního textu odpovídají plnì jeho autoøi. Budeme
vdìèni za jakékoli poznámky a pøipomínky. Internetová adresa autor�u je jitka@uivt.cas.cz,
strakos@uivt.cas.cz.
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Kapitola 1

Citlivost úlohy

Uva¾ujme nìkterou z úloh numerické lineární algebry, napøíklad øe¹ení soustavy lineárních
algebraických rovnic èi výpoèet vlastních èísel matice. Úloha je zadána vstupními daty, tj.
hodnotami jednotlivých prvkù matice pøípadnì hodnotami prvkù pravé strany. Vstupní data
bývají vìt¹inou zatí¾ena chybami (napø. chybami mìøení nebo nìkterými z chyb zmínìných
v úvodu) a na¹e úloha se tedy vìt¹inou li¹í od té, kterou bychom skuteènì chtìli øe¹it. I kdy¾
ji vyøe¹íme pøesnì, je na¹e øe¹ení odli¹né od øe¹ení skuteènì hledaného. Pøedpokládejme, ¾e
chyba vstupních dat není velká. Je rozumné polo¾it si otázku, jak se chyba ve vstupních
datech promítne do chyby v øe¹ení. Jinými slovy, ptáme se, jak je úloha citlivá na malé zmìny
vstupních dat. Citlivostí úlohy budeme tedy rozumìt vlastnost urèující vliv malých zmìn
(perturbací) vstupních dat na zmìnu øe¹ení úlohy.

V dal¹ích kapitolách uká¾eme, jak se dá citlivost popsat a jak se analýza citlivosti øe¹ené
úlohy u¾ívá pøi odhadech velikosti chyby aproximace øe¹ení zpùsobené zaokrouhlováním pøi
výpoètech v koneèné aritmetice (tj. na poèítaèi).

Oznaème U(z1; : : : ; zm) pøesné øe¹ení úlohy U se vstupními daty (z1; : : : ; zm). Úloha ne-
bude citlivá na zmìny vstupních dat, pokud zmìna

U(z1; : : : ; zm)� U(~z1; : : : ; ~zm)

bude pøimìøená vzdálenosti vstupních dat

(z1; : : : ; zm)� (~z1; : : : ; ~zm):

Úmyslnì zde nezávádíme pøesný formální popis, nebo» nám jde o pochopení smyslu jednotli-
vých pojmù. Formální popis bývá závislý na úloze a èasto obsahuje detaily, které zde nejsou
nutné. V tomto pøípadì se øíká, ¾e úloha je dobøe podmínìná. Dále se nauèíme charakterizovat
podmínìnost úloh kvantitativnì, tj. velikostí k tomu urèených parametrù.

Podmínìnost úlohy je dána její základní (napø. fyzikální) formulací a matematickým mo-
delem, procesem diskretizace atd. Jak uvidíme dále, pro ¹patnì podmínìnou úlohu (problém
je citlivý na malé perturbace vstupních dat) m�u¾eme i pøi pou¾ití velmi kvalitního algoritmu
omezujícího v maximální mo¾né míøe vliv zaokrouhlovacích chyb dostat velkou chybu aproxi-
mace øe¹ení. V takovém pøípadì není selhání numerického výpoètu zpùsobeno ¹patnou volbou
metody a z toho vyplývajícím znièujícím vlivem zaokrouhlovacích chyb. Problém je v samotné
formulaci úlohy. ©patnì podmínìné úlohy neumíme èasto v�ubec uspokojivì øe¹it.
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Pøíklad 1.1 Soustava

2x+ 6y = 8

2x+ 6:00001y = 8:00001

má øe¹ení x = 1 a y = 1, soustava s malou relativní zmìnou v prvku a22 a b2

2x+ 6y = 8

2x+ 5:99999y = 8:00002

má øe¹ení x = 10 a y = �2.
Jak uvidíme dále, matice p�uvodní soustavy 

2 6
2 6:00001

!

má témìø lineárnì závislé sloupce (èi øádky) a velké èíslo podmínìnosti (prvky matice
inverzní jsou øádu 105), proto i malá zmìna vstupních dat zp�usobila velký rozdíl v øe¹ení.

V kapitolách 3 a 4 popí¹eme, jak jsou vlastní èísla ètvercových matic citlivá na zmìny
jednotlivých prvkù matic a jak je øe¹ení soustavy lineárních algebraických rovnic citlivé na
zmìny prvkù matice èi zmìny prvkù pravé strany. V pøí¹tí kapitole popí¹eme vznik zaokrouh-
lovacích chyb a uká¾eme jejich elemntární vlastnosti. Zejména v¹ak uká¾eme souvislost mezi
analýzou citlivosti a analýzou numerické stability.
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Kapitola 2

Numerická stabilita metody
(algoritmu)

V této kapitole se budeme zabývat vlivem zaokrouhlovacích chyb, které vznikají pøi numeric-
kých výpoètech provádìných na poèítaèi aritmetice s koneènou pøesností. Bude nás zajímat,
zda je algoritmus stabilní v�uèi zaokrouhlovacím chybám, tj. zda je výsledek výpoètu dosta-
teènì pøesnáÿ aproximace øe¹ení. Nejprve popíÜeme vznik zaokrouhlovacích chyb a jejich
Üíøení pøi provádìní elementárních aritmetických operací.

2.1 Aritmetika s pohyblivou øádovou èárkou

Èíslo je v poèítaèi zobrazeno jako poslopnost bitù (kaØdý s èíselným obsahem 0 nebo 1)
koneèné délky. Tato délka je pevnì stanovena (napø. 16, 32, 64 èi 128 bitù), poèítaè vìtÜinou
umoØòuje nìkolik typù zobrazení èísel a nìkolik velikostí k tomu urèených pamìÝových míst.
Nás pøedevÜím zajímá, jak jsou v poèítaèi zobrazena reálná èísla.

Je zøejmé, Øe pøi zvoleném typu zobrazení a délce pamìÝového místa je moØno v poèítaèi
zobrazit pouze koneèný poèet èísel. Proto èasto hovoøíme o koneèné aritmetice èi aritmetice
s koneènou pøesností. MnoØina reálných èísel je v poèítaèi reprezentována svojí koneènou
podmnoØinou F � R, kterou nazýváme soustavou èísel s pohyblivou øádovou èárkou (
oating
point number system). Její prvky lze zapsat ve tvaru

y = �m� �e�t (2.1)

kde celé èíslo � (obvykle � = 2) je nazýváno základnou, celé èíslo t urèuje pøesnost, celé èíslo
m pohybující se v rozsahu 0 � m < �t � 1 je nazýváno mantisou a celoèíselný parametr e
exponentem. MnoØina F je plnì urèena parametry �, t a horní resp. dolní mezí celoèíselného
exponentu, emin � e � emax.

Vztah (2.1) mùØeme pøepsat do názornìjÜího tvaru

y = ��e
�
d1
�

+
d2
�2

+ : : : +
dt
�t

�
= �ex0:d1d2 : : : dt (2.2)

kde kaØdá èíslice di leØí v intervalu 0 � di � ��1, t.j. 0:d1d2 : : : dt pøedstavuje èíslo zapsané
v èíselné soustavì se základem �. Je výhodné uvaØovat m � �t�1 pro y 6= 0; pak zøejmì
d1 6= 0 pro y 6= 0 a systém dodrØující tuto konvenci nazýváme normalizovaný. I kdyØ se v
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minulosti pouØívaly rùzné základy � (do dneÜní doby jsou Üiroce rozÜíøené základy hodnoty
� = 2 a � = 16) a stále se mùØeme setket s rozliènými hodnotami t, emin a emax, vývoj spìje k
vÜeobecnému uznání tzv. IEEE standardní aritmetiky. Struènì je vyloØíme a dalÜí vlastnosti
aritmetiky s pohyblivou èárkou budeme popisovat na tomto pøíkladu.

IEEE aritmetika pouØívá � = 2 a rozliÜuje 2 základní formáty èísel v pohyblivé øádové
èárce: èísla s jednoduchou a dvojitou pøesností. V prvém pøípadì je k uloØení èísla pouØito
32, ve druhém 64 bitù. UloØení jednotlivých parametrù je patrné z následujícícho schematu:

+
� (g1 : : : g8)

exponent mantisa (d2 : : : d24)

0 8 31

dvojitá pøesnost

+
� (g1 : : : g11)

exponent mantisa (d2 : : : d53)

0 11 63

V pøípadì jednoduché pøesnosti je na exponent vyhrazeno 8 bitù, do kterých je moØno uloØit
celé èíslo v rozmezí 0 � 255. Øetìzce (0000 0000)2 = 0 èi (11111111)2 = 255 mají vÜak
speciálné význam (který bude popsán dále). Zbylá èísla 1� 244 urèují hodnotu velièiny.

e+ 126;

t.j. hodnota exponentu e se pohybuje v rozmezí �125 � e � 128. Na mantisu je vyhrazeno
zbývajících 23 bitù, pøièemØ se standardnì vyuØívá normalizace; cifra d1 = 1 se pøitom
nezapisuje. UloØené nenulové èíslo v pohyblivé øádové èárce mùØeme tedy zapsat ve tvaru

y = �2(g1:::g3)2�126x(0:1d2d3 : : : d24)2; (2.3)

z èehoØ vyplývá 2�126 � jyj � (1� 2�24)2128 � 1038.
Èísla v pohyblivé øádové èárce nejsou vzhledem k R rovnomìrnì rozloØena (viz Cvi-

èení 2.1). Rozdíl Mají-li dvì èísla y1, y2 ve vyjádøení (2.3) shodný exponent e a jedná-li se o
dvì po sobì jdoucí èísla mnoØiny F , y2 > y1, pak y2 � y1 = 2e:2�24. RozloØení èísel mno-
Øiny F je charakterizováno pomocí strojové pøesnosti "M , coØ je vzdálenost èísla 1:0 od
nejbliØÜího vyÜÜího èísla v pohyblivé øádové èárce. Zøejmì platí "M = 21 � 2�24 = 2�23.
Snadno lze ukázat, Øe vzdálenost libovolného normalizovaného èísla x 2 F od svých sousedù
je nejménì "M jxj=2 a nejvýÜe "M jxj (cvièení 2).

Pokud by mnoØina F obsahovala pouze normalizovaná èísla popsaná (2.3), doÜlo by k
nepøíjemnému jevu - zatímco èísla blízká 2�126 zprava by byla aproximována s chybou od-
povídající poètu bitù mantisy, nejbliØÜí èíslo menÜí neØ 2�126 de�nované (2.3) je �2�126
(dojde k tzv. mezeøe v okolí nuly). K odstranìní této anomálie obsahuje v IEEE aritme-
tice mnoØina F rovnìØ tzv. èísla subnormální, coØ jsou nenulová nenormalizovaná èísla s
exponentem (0000 0000)2 = 0, de�nované vztahem
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y = �m� �emin�t; 0 < m < �t�1;

neboli

y = �m2�149; 0 < m < 223:

Je-li øetìzec mantisy (d2d3 : : : d2n = (0 : : : 0) i exponentu nulový ((g1 : : : g8) = 0, dostaneme
reprezentaci èísel �0 (+0 má odliÜnou reprezentaci neØ �0, avÜak samozøejmì je zajiÜtìno,
Øe pøi srovnání +0 = �0). Je-li øetìzec exponentu roven (1111 1111)2 = 255 a mantisa je
nulová, pak zobrazené èíslo je de�nováno jako �1. Je-li øetìzec exponentu nulový a øetì-
zec mentisy nenulový (hodnota je libovolná), pak je obsah interpretován jako NaN (Not a
Number). Shrnutí je uvedeno v následující tabulce:

Tabulka 2.1 IEEE jednoduchá pøesnost

øetìzec exponentu je: numerická hodnota uloØeného èísla
(0000 0000)2 = (0)10 �(0:d1d2d3 : : : d23)2 � 2�126

(0000 0001)2 = (1)10 �(0:1d2d3 : : : d24)2 � 2�125

# #
(0111 1110)2 = (126)10 �(0:1d2d3 : : : d24)2 � 20

(0111 1111)2 = (127)10 �(0:1d2d3 : : : d24)2 � 21

# #
(1111 1110)2 = (254)10 �(0:1d2d3 : : : d24)2 � 2128

(1111 1111)2 = (255)10 �1 pokud d2 = d3 = : = d24 = 0, NaN jinak

Zbývají dvì otázky: jaká je pøesnost zobrazení reálného èísla v mnoØinì F a jaká je pøsnost
provádìní elementárních aritmetických operací +;�� a=. Pøesnost aproximace je charakteri-
zována zaokrouhlovací jednotkou n = 1=2�1�t = 1=22�23 = 2�24. Dùkaz následující vìty
(která je formulována obecnì) ponecháme do cvièení:

Vìta 2.1 NechÝ x 2 R leØí mezi nejmenÜím a nejvìtÜím èíslem mnoØiny F . Oznaèíme-li
zobrazení z R do F . Pak platí

fl(x) = x(1 + �); j�j < n: (2.4)

Aritmetické operace +;�;� a = se v IEEE v obvyklých pøípadech provádìjí tak, jako kdyby
byly nejprve provedeny pøesnì (s nekoneènou pøesností) a pak výsledek zaokrouhlen na nej-
bliØÜí èíslo z F . (V pøípadì nerozhodnosti se zaokrouhluje dolù). Jsou-li x; y 2 F , pak platí

fl(x� y) = (x� y)(1 + ~�1) j~�1j � u

fl(x y) = (x y)(1 + ~�2) j~�2j � u

fl(x=y) = (x=y)(1 + ~�3) j~�3j � u (2.5)

Analogický vztah se obvykle pøedpokládá i pro operaci odmocnìní. Nastane-li vyjímeèný
pøípad, je výsledek generován podle tabulky 2.2
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typ vyjímky pøíklad výsledek
nede�nované operace 0=0, 0�1,

p�1 NaN
pøeteèení �1
dìlení nenulového èísla nulou �1
podteèení subnormální èísla

Pøeteèením rozumíme pøípad, kdy je pøesný výsledek operace v absolutní hodnotì vìtÜí, neØ
nejvìtÜí èísla z F . Podteèením rozumíme pøípad, kdy je pøesný výsledek operace v absolutní
hodnotì menÜí, neØ nejmenÜí kladné normalizované èíslo.

Vlastnosti aritmetiky s pohyblivou èárkou jsme vyloØili na pøíkladu IEEE aritmetiky
s jednoduchou pøesností. Je zøejmé, jak postupovat pøi odvození charakteristik aritmetiky
zaloØené na jiné hodnotì parametrù. Pro doplnìní uvádíme porovnání IEEE aritmetiky s
jednoduchou a dvojitou pøesností.

pøesnost poèet bitù mantisa exponent zaokrouhlovací rozsah
celkovì jednotka n

jednoduchá 32 23(+1) 8 2�24 � 5:96 � 10�8 10�38

dvojitá 64 52(+1) 11 2�53 � 1:11 � 10�6 10�308

Cvièení

1. Vypoètete a gra�cky znázornìte na èíselné ose prvky mnoØiny èísel s pohyblivou øádo-
vou èárkou pro � = 2, t = 3, emin = �1 a emax = 3.

2. UkaØte, Øe vzdálenost libovolného normalizovaného èísla x mnoØiny F od svého nej-
bliØÜího souseda je nejménì "M jxj=2 a nejvýÜe "M jxj.

3. DokaØte vìtu 2.1.

4. Odvoïte parametry IEEE aritmetiky v pohyblivé øádové èárce, dvojité pøesnosti.

5. Který z následujících výrokù je pravdivý v IEEE aritmetice, pøedpokládáme-li, Øe a,
b jsou normalizovaná èísla v pohyblivé øádové èárce a Øe nenastane Øádná vyjímeèná
situace?

(a) fl(a op b) = fl(b op a) op = +; �
(b) fl(b� a) = �fl(a� b)

(c) fl(a+ a) = fl(2 � a)
(d) fl(0:5 � a) = fl(a=2)

(e) fl((a+ b) + c) = fl(a+ (b+ c))

(f) je-li a � b, pak a � fl((a+ b)=2) � b.

2.2 Vliv zaokrouhlovacích chyb pøi výpoètech v aritmetice s

koneènou pøesností

Pøi povrchním pohledu na vztahy (2.4) a (2.5) by se mohlo zdát, Øe zaokrouhlovací chyby jsou
velmi malé a jejich vliv pøi provádìní numerických výpoètù nebude velký (snad s vyjímkou
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velkého poètu operací s nìjakými extermními èísly). UkáØeme na nìkolika pøíkladech, Øe
tento ukvapený závìr je zcela mylný.

Prvním pøíkladem je tzv. krácení (cencellation), které nastává, odeèítáme-li dvì témìø
shodná èísla. UvaØujeme funkci f(x) = (1 � cos x)=x2 pouØitou v [ASNA]. Pro x = 1:2 �
10�5 je hodnota cos x zaokrouhlená na 10 destinných míst rovno c = 0:9999 9999 99, takØe
vyèíslením hodnoty f(1:2� 10�5) dostaneme

(1� c)=x2 = 10�10=1:44:10�10 = 0:6944 : : : ;

coØ je úplnì Üpatnì, neboÝ 0 � f(x) � 1=2 pro x 6= 0. Vidíme, Øe i kdyØ hodnota cosx byla
aproximována s pøesností na 10 destinných míst, výsledek výpoètu hodnoty f(x) neaproximuje
správnou hodnotu ani s pøesností jednoho desetinného místa! Je dùleØité si uvìdomit, Øe
problém není zpùsoben vlastním odeètením 1�C, to bylo provedeno pøesnì. Problém spoèívá
v tom, Øe sama hodnota C byla urèena nepøesnì a výsledek pøesného výpoètu 1�C je díky
krácení platných cifer stejného øádu, jako je chyba hodnoty C. Tím se významnost nepatrné
chyby hodnoty C posunula o 10 øádù a katastrofálnì ovlivnila celý dalÜí výpoèet, byÝ byl
proveden sebepøesnìji (èasto se proto hovoøí v této souvislosti o tzv. katastro�ckém krácení).
Pokusíme se krácení popsat pomocí vztahù (2.4) a (2.5). NechÝ x̂ a ŷ jsou dvì èísla zatíØená
jistou chybou, t.j. x̂ = x(1+�x), ŷ = y(1+�y). Pøedpokládejme, Øe chyby �x resp. �y jsou
malé vzhledem k velikosti x resp. y; mùØe jít o chyby zpùsobené pøedcházejícím výpoètem
nebo tøeba o zaokrouhlovací chyby pøi uloØení dat do poèítaèe (pak x̂ = fl(x), ŷ = fl(y) a
j�xj � n, j�yj � n). Proveïme pøesný souèet èísel x̂ a ŷ (èísla mohou mít opaèná znamínka),
pøíklad zahrnuje i odeèítání):

ŝ = x̂+ ŷ = x(1 + �x) + y(1 + �y)

= x+ y + x�x+ y�y

= (x+ y)(1 + �s);

kde

�s =
x

x+ y
�x+

y

x+ y
�y:

Je jasné, Øe i kdyØ hodnoty �x a �y jsou malé, není zaruèeno, Øe hodnota �s bude rovnìØ
malá. Pokud bude x � (x + y) a zároveò �x 6= 0, nebo y � (x + y) a zároveò �y 6= 0,
bude chyba �S relativnì velká. Znovu vidíme, Øe krácení je nebezpeèné nikoliv samo o sobì
(dojde-li ke krácení pøi odeètení dvou pøesných hodnot, Øádná ztráta pøesnosti nenastane),
ale tím, Øe zesiluje vliv pøedchozích chyb, obsaØených v datech.

Druhý pøíklad ukazuje, Øe i bez krácení popsaného výÜe mùØe dojít pøi provedení jed-
noduchého výpoètu k velké chybì. Pøedpokládejme, Øe chceme nalézt dobrou numerickou
aproximaci hodnoty e s pouØitím vztahu e = lim

n!1
(1 + 1=n)n, kde limitu nahradíme prostým

výpoètem hodnoty f(n) = (1 + 1=n))w pro dostateènì velké w. POuØijeme-li ale hodnotu
n = 10, pak v pøípadì IEEE aritmetiky a jednoduché pøesnosti dostaneme lepÜí aproximaci
èísla � neØ pro n = 10 (viz cvièení 2.2.2)! Pøíèina je následující. Sèítáme-li 1+1=n pro n� 1,
obsahuje výsledek souètu stále ménì a ménì informace o èísle n (neboÝ 1 � 1=w). I kdyØ
provedeme následné umocnìní pøesnì, výsledek je zatíØen velkou chybou.

Posledním pøíkladem je sèítání øad s kladnými èleny. Z teorie Fourierových øad je známo,
Øe
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1X
k=1

k�2 = �2=6:

Pøedpokládejme, Øe tuto identitu neznáme a chceme vypoèítat hodnotu øady numericky
sèítáním

(: : : ((1 + 2�2) + 3�2) + 4�2 + : : :) +m�2);

kde m urèíme jako nejmenÜí celé èíslo, jehoØ zahrnutí do výpoètu nezmìní vypoètený souèet.
Výsledek výpoètu bude pøekvapivì nepøesný (viz Cvièení 2.2.3). Pøíèina je opìt zøejmé: øada
konverguje velmi pomalu a náÜ výpoèet je provádìn tak, Øe hodnota pøièítaných prvkù se

stále zmenÜuje ! pro jisté m pak je vypoètený èásteèný souèet
m�1P
k=1

k�2 takový, Øe pøiètení

m�2 nezmìní jeho hodnotu; zbytek
1P
k=n

1=k2 je vÜak stále pøíliÜ velký. Jak pøekonat popsanou

obtíØ? První nápad mùØe být zmìnit poøadí sèítaní (sèítatm od nejmenÜího prvku k nej-
vìtÜímu). Problém ovÜem je, Øe nevíme, kterým prvkem zaèít. Navíc, uspoøádání sèítancù
je obecnì drahé operace a nelze ji v praktických výpoètech pouØít. Univerzálním øeÜením
je pouØití speciálních technik zvyÜujících pøesnost (samozøejmì na úkor rychlosti). Zvída-
vého ètenáøe odkazujeme na [ASNA], kapitolu 4. Jiným øeÜením mùØe být pouØití vhodné
identity a øady konvergující podstatnì rychleji, viz cvièení 3. V kaØdém pøípadì je vhodné
zamyslet se nad konvergencí sèítané øady. OdstraÜujícím pøípadem budiØ vÜem eventuální

pokus nalézt výÜe popsaným postupem souèet øadyÿ
1P
k=1

1
k !

Cvièení

1. UkaØte, jak je potøeba pøepsat uvedené výrazy, aby byl omezen vliv krácení platných
cifer

(a)
p
x+ 1� 1 pro x � 0

(b) sinx� sin y pro x � y

(c) x2 � y2 pro x � y

(d) (1� cos x)= sinx pro x � 0

2. Vypoètìte aproximaci souètu nekoneèné øady
1P
k=1

k�2 podle pøíkladu v pøedcházejícím

paragrafu. Urèete chybu a udejte, kolik èlenù øady jste pouØili.

3. Vypoètìte hodnotu výrazu (1 + 1=n)n pro n = 101; 102; : : : ; 107 a srovnejte s výsledky
s hodnotou e.

4. Vypoètìte
1P
n=1

1
n2+1 s pøesností vìtÜí neØ 10�6.

K urèení poètu èlenù m pouØijte
R1
m

dx
x2+1 .

5. Vypoètìte
1P
n=1

1
n2+1 s pøesností vìtÜí neØ 10�6.

Nesèítejte pùvodní øadu, ale pouØijte identit
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1X
1

1
n2

=
�2

6
;

1X
1

1
n4

=
�4

90
:

K urèení poètu èlenù pouØijte metodu analogickou cvièení 4. Sèítání provádìjte od
nejmenÜích èlenù k nejvìtÜím.

Zcela analogicky se postupuje i pøi odhadu velikosti chyby pro odèítání.

2.3 Pøímá a zpìtná stabilita

VraÝme se k úloze U se vstupními daty (z1; : : : ; zm) z kapitoly 1. NechÝ C oznaèuje al-
goritmus pro øeÜení této úlohy. Oznaème C(z1; : : : ; zm) výstup algoritmu C pouØitého na
vstupní data (z1; : : : ; zm) pøi (hypotetickém) výpoètu v pøesné aritmetice, pøedpokládáme
C(z1; : : : ; zm) = U(z1; : : : ; zm). Výsledek odpovídajícího výpoètu v koneèné aritmetice ozna-
èíme jako fl(C(z1; : : : ; zm)).

Zajímá nás chyba výpoètu zpùsobená zaokrouhlováním v aritmetice s koneènou pøesností,
t.j. rozdíl

fl(C(z1; : : : ; zm))� C(z1; : : : ; zm): (2.6)

Pøi analýze chyb mùØeme postupovat dvìma zp�usoby:

� Pøímá analýza chyb. Postupujeme algoritmem a sna¾íme se odhadnout ¹íøení elementár-
ních zaokrouhlovacích chyb a na základì toho odhadnout pøímo velikost výsledné chyby
(2.6).

Pøímé urèení odhadu chyby je vÜak moØné jen zøídka (v pøípadì jednoduchých výpoètù
jako je napø. skalární souèin vektorù násobení matice vektorem apod.).

� Zpìtná analýza chyb.Hledáme taková data (~z1; : : : ; ~zm), aby øe¹ení p�uvodní úlohy U(z1; : : : ; zm)
získané algoritmem C v koneèné aritmetice bylo toto¾né s øe¹ením úlohy U(~z1; : : : ; ~zm)
získané algoritmem C pøi výpoètu v pøesné aritmetice. Jinak øeèeno: chceme urèit
vstupní data (~z1; : : : ; ~zm) taková, ¾e

fl(C(z1; : : : ; zm)) = C(~z1; : : : ; ~zm);

Vidíme, Øe cílem zpìtné analýzy je interpretovat zaokrouhlovací chyby vzniklé pøi vý-
poètu v koneèné pøesnosti pomocí zmìn vstupních dat.

Pøíklad 2.1 Pøedpokládejme, ¾e èísla x, y, z jsou zobrazena v koneèné aritmetice
pøesnì. Pro souèet v aritmetice s pohyblivou øádovou èárkou pak platí

fl(fl(x+ y) + z) = [(x+ y)(1 + �1) + z](1 + �1)

= (x+ y)(1 + �3) + z(1 + �2)

= (~x+ ~y) + ~z;
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kde jsme polo¾ili
(1 + �3) = (1 + �2)(1 + �1);

j�1j � n � 1, j�2j � n � 1. Zøejmì tedy j�3j � j�1j + j�2j � 1 a ~x = x(1 + �3),
~y = y(1+�3), ~z = z(1+~�2) jsou blízké hodnotì x, y a z. Vidíme, Øe výsledek souètu èísel
x, y a z v koneèné aritmetice je identický s výsledkem pøesného souètu perturbovaných
dat ~x, ~y a ~z.

Zpìtná analýza chyb umoØòuje redukovat otázku odhadu chyby øeÜení na otázku analýzy
citlivosti dané úlohy. Pokud je výsledkem zpìtné analýzy úloha s perturbovanými daty, pak
pro výsledný odhad chyby øeÜení staèí pouØít výsledek analýzy citlivosti úlohy U na zmìny
vstupních dat. Formálnì zapsáno,

fl(C(z1; : : : ; zm)� C(z1; : : : ; zm) = C(~z1; : : : ; ~zm)�C(z1; : : : ; zm) �
� U(~z1; : : : ; ~zm)� U(z1; : : : ; zm):

Uvìdomme si, Øe jde o velmi podstatnou vìc. Zpìtná stabilita umoØòuje oddìlit popis cho-
vání algoritmu vzhledem k zaokrouhlovacím chybám (popis numerické stability algoritmu)
od popisu citlivosti èeÜené úlohy. Tím je moØné poznat, kdy za velkou chybu øeÜení odpo-
vídá Üpatná volba algoritmu (jeho nestabilita) a kdy je chyba jen nevyhnutelným dùsledkem
Üpatných vlastností samotné úlohy. Kapitolu ukonèíme neformální de�nicí zpìtné stability.

De�nice 2.1 Algoritmus C pro øeÜení úlohy U(z1; : : : ; zm) nazveme zpìtnì stabilní, pokud
platí

fl(C(z1; : : : ; zm)) = C(~z1; : : : ; ~zm):

data ~z1; : : : ; ~zm) jsou v jistém smyslu blízká pùvodním datùm z1; : : : ; zm). Jinými slovy, al-
goritmus je zpìtnì stabilní, jestliØe se chyby výpoètu zpùsobené zaokrouhlováním v prùbìhu
algoritmu promítnou do malých zmìn vstupních dat.
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Kapitola 3

Citlivost vlastních èísel matic

Pùjde nám o následující otázku: NechÝ A je ètvercová komplexní matice a E je ètvercová
matice stejného rozmìru, jejíØ prvky jsou (v jistém smyslu) malé ve srovnání s prvky matice
A. Matici E nazveme malou zmìnou (perturbací) matice A. Ptáme se, jaký je vztah mezi
spektrem matice A a spektrem perturbované matice A + E. Jak uvidíme, odpovìï závisí
podstatným zpùsobem na vlastnostech matice A.

Nejdøíve proto popí¹eme vlastnosti nìkterých tøíd matic a uvedeme tvrzení, která budeme
pøi studiu citlivosti vlastních èísel potøebovat.

V dalÜím budeme pou¾ívat následující oznaèení.

Oznaèení 3.1 Pokud nebude uvedeno jinak, bude pro x 2 CN symbol k x k oznaèovat eu-
klidovskou normu vektoru

k x k = k x k2 = (
NX
i=1

jxij2)
1

2 :

generovanou skalárním souèinem

(x; y) =
NX
i=1

xiyi; x; y 2 CN :

Pro spektrální polomìr matice A 2 CN;N budeme pou¾ívat symbolu

�(A) = max
�2�(A)

j�j;

kde �(A) je spektrum matice A.
Spektrální normu (generovanou euklidovskou normou vektoru) pak oznaèíme jako k A k a
platí pro ni

k A k = max
kxk=1

k Ax k = k A k2= (�(AHA))
1

2 :

Symbolu A� pouØíváme pro matici hermitovsky sdruØenou maticí A, tedy platí

A� = �AT :

Èíslo podmínìnosti matice A 2 CN;N je de�nováno jako

�(A) = k A kk A�1 k :
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3.1 Schurova dekompozice, spektrální rozklad a Jordan�uv

kanonický tvar

DùleØitým nástrojem pøi studiu vlastních èísel obecné matice jsou podobnostní transformace,
t.j. transformace typu

A! B = H�1AH;

kde H je regulérní matice stejného rozmìru jako matice A, a H�1 oznaèuje inverzi matice H.
Podobnostní transformace zachovává vlastní èísla; cílem je pøitom pøevést p�uvodní matici na
tvar, z nìhoØ lze vlastní èísla snadno získat (napøíklad jsou toto¾ná s diagonálními prvky).
Výsledný tvar je závislý na vlastnostech p�uvodní matice a m�u¾e být pro r�uzné tøídy ma-
tic r�uzný. Vlastnosti pùvodní matice také charakterizují matici, která realizuje podobnostní
transformaci.

UvaØujeme pøípad, kdy matice A je zatíØena chybami ve skuteènosti tedy provádíme
podobnostní transformaci matice A+�A. Co se stane s velikostí chyb pøi podobnostní trans-
formaci? S pouØitím odhadu

k H�1AH �H�1(A+�A) k = k H�1�AH k
� �(H) k �A k

vidíme, Øe je-li hodnota �(H) velká, mùØe podobnostní transormace velmi podstatnì zvìtÜit
chyby, obsaØené ve vstupních datech. Ideální by proto bylo pouØívat pouze ty podobnostní
tranformace, které nám velikost chyb nezvìtÜí. Pøíkladem jsou transformace unitární.

De�nice 3.1 Øekneme, ¾e matice U 2 CN;N je unitární, jestli¾e

U�U = UU� = I;

kde I je jednotková matice.

Poznámka 3.1 V¹imnìme si, ¾e euklidovská norma vektoru a spektrální norma matice jsou
invariantní vzhledem k unitárním transformacím. Pro obecnou matici A 2 CN;N , unitární
matici U 2 CN;N a vektor x 2 CN platí

kU�AUk = kAk
kUxk = kxk:

Pokusíme se na chvíli omezit pouze na unitární podobnostní transformace. Cílem podobnostní
transformace by mìla být matice v co nejjednoduÜÜím tvaru - matice diagonální. BohuØel
ne kaØdou matici lze unitární podobnostní transformací pøevést na matici diagonální. Ka¾-
dou matici vÜak lze u¾itím unitárních podobnostních transformací pøevést na matici horní
trojúhelníkovou.

Vìta 3.1 (Schur) Pro libovolnou matici A 2 CN;N existuje unitární matice U 2 CN;N tak,
¾e R = U�AU je horní trojúhelníková. Matice U m�u¾e být zvolena tak, aby diagonála matice
R obsahovala vlastní èísla matice A v pøedepsaném poøadí.
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D�ukaz: D�ukaz provedeme indukcí podle dimenze n matice A. Pro n = 1 je platnost tvrzení
zøejmá. Pøedpokládejme, ¾e tvrzení vìty platí pro v¹echny matice a¾ do øádu n vèetnì. Nech»
je dáno uspoøádání vlastních èísel matice A a � je první vlastní èíslo v tomto uspoøádání. Bez
újmy obecnosti pøedpokládejme, ¾e pøíslu¹ný vlastní vektor je normovaný. Tedy platí

Ax = �x; kxk = 1:

De�nujme ètvercovou unitární matici H 2 Cn+1;n+1:

H =
�
x X

�
;

kde x 2 Cn+1 a X 2 Cn+1;n.
Pro matici A 2 Cn+1;n+1 pak platí:

H�AH =

 
x�Ax x�AX
X�Ax X�AX

!
=

 
� b�

0 M

!
;

neboÝ X�Ax je nulový vektor.
HHAH je horní blokovì trojúhelníková matice se ètvercovými diagonálními bloky, tedy

mno¾ina jejích vlastních èísel je rovna sjednocení mno¾in vlastních èísel tìchto blok�u. (Viz
napø. [?], str. 37). TudíØ �(M) = �(A)nf�g. Podle indukèního pøedpokladu existuje unitární
matice V taková, ¾e V HMV je horní trojúhelníková s vlastními èísly v pøedepsaném poøadí.
PoloØíme-li

U =
�
x XV

�
:

Pak

R = U�AU =

 
� b�V
0 V �MV

!

je hledaný rozklad. 2

De�nice 3.2 Rozklad A = URU� budeme nazývat Schurovým rozkladem matice A, matici R
nazveme výsledkem Schurovy transformace matice A.

Schurova vìta je nejen velice silným teoretickým nástrojem, ale má zásadní význam i pøi
praktickém øe¹ení problému vlastních èísel. Její výpoèet je pøedmìtem QR algoritmu (krásný
výklad QR algoritmu nalezne ètenáø v [FMC].

Uvedeme nìkolik dùleØitých dùsledkù Schurovy vìty. Nejprve pøipomeneme de�nici nor-
mální matice.

De�nice 3.3 Øekneme, ¾e matice A 2 CN;N je normální, platí-li A�A = AA�, t.j. matice
komentuje se svojí maticí sdruØenou.

Vìta 3.2 Nech» matice A 2 CN;N je normální. Pak výsledkem její Schurovy transformace je
diagonální matice.
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D�ukaz: Tvrzení doká¾eme opìt indukcí podle dimenze matice A. Pro n = 1 je platnost
tvrzení zøejmá. Nech» tvrzení platí a¾ do n vèetnì. Pro A 2 Cn+1;n+1 oznaème výsledek n+1
dimenzionální Schurovy transformace

R = U�AU =

 
� rT

0 R1

!
; (3.1)

kde � 2 C1, r 2 Cn a R1 2 Cn;n je horní trojúhelníková matice.
Z de�nice normální matice pak s pouØitím U�U = UU� = I dostaneme

R�R = RR�;

tedy R je rovnìØ normální matice. Dosazením z výrazu (3.1) 
�� 0
�r R�1

! 
� rT

0 R1

!
=

 
� rT

0 R1

! 
�� 0
�r R�1

!
:

Tedy musí platit
j�j2 = j�j2 + rT �r; (3.2)

z èehoØ plyne r = 0. Srovnáním blokù (2,2) dostaneme

R�1R1 = R1R
�
1: (3.3)

Z rovnice (3.2) vyplývá, ¾e R1 je normální matice. R1 je Schurovou dekompozicí sebe sama.
S pouØitím indukèního pøedpokladu je R1 a tedy i matice R je diagonální.
Pro vlastní vektory normální matice platí následující d�ule¾itá vìta.

Vìta 3.3 Normalizované vlastní vektory normální matice A 2 CN;N tvoøí ortonormální bazi
v CN .

D�ukaz: Schurovu dekompozici normální matice lze zapsat ve tvaru

U�AU = � = diag(�1; : : : ; �N ):

Proto¾e U je unitární, je tento zápis ekvivalentní tvaru

AU = U�: (3.4)

Oznaèíme-li u1; : : : ; uN sloupce matice U , U = (w1; w2 : : : wN ) dostáváme z rovnice (3.4)

Auj = �juj j = 1; : : : ; N ;

nebo-li u1; : : : ; uN jsou vlastní vektory a �1; : : : ; �N jsou vlastní èísla matice A.
2

Poznámka 3.2 Zjevnì kaØdé matice A = Udiag(�1; : : : ; �N )U�, UU� = UU� = I, je maticí
normální.

Pøipomeneme dvì d�ule¾ité tøídy normálních matic, a to matice unitární a matice hermi-
tovské.

De�nice 3.4 Øekneme, ¾e matice A 2 CN;N je hermitovská, jestli¾e platí A� = A.

Vìta 3.4 Matice A 2 CN;N je unitární tehdy a jen tehdy, je-li normální a její vlastní èísla
le¾í na jednotkové kru¾nici. Matice A 2 CN;N je hermitovská tehdy a jen tehdy, je-li normální
a v¹echna její vlastní èísla jsou reálná.
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D�ukaz: Unitární matice je zøejmì normální. Nech» � je vlastní èíslo unitární matice A a x
je pøíslu¹ný vlastní vektor. Pak platí

k x k2=k Ax k2= (Ax)�(Ax) = (�x)�(�x) = j�j2 k x k2;

z èehoØ plyne j�j = 1.
Pøedpokládejme nyní, ¾e A je normální s vlastními èísly na jednotkové kru¾nici. U¾itím vìty
3.2 pak dostaneme:

A�A = U��U�U�U� = I = U�U�U��U� = AA�:

Hermitovská matice je zøejmì normální. Nech» � je vlastní èíslo hermitovsk0 matice A a x je
pøíslu¹ný vlastní vektor.

� k x k2= x�Ax = (Ax)�x = �� k x k2;

tedy � musí být reálné èíslo.
Pøedpokládejme nyní, ¾e A je normální a má reálná vlastní èísla. Pak platí:

A� = U��U� = U�U� = A:

2

Poznámka 3.3 (Spektrální rozklad) Pro hermitovskou matici A 2 CN;N platí

A = U�UH =
NX
i=1

�iuiu
�
i ;

kde �i 2 �(A) a u1; : : : ; uN jsou sloupce unitární matice U 2 CN;N sestevené z norma-
lizovaných vlastních vektorù matice A. Tento zápis umo¾òuje snadno zavést pojem funkce
hermitovské matice.

De�nice 3.5 Je-li � reálná funkce reálné promìnné, de�nujeme funkci �(A) vztahem

�(A)
def
=

NX
i=1

�(�i)uiu
�
i : (3.5)

Pøíklad 3.1 Pro hermitovskou pozitivnì semide�nitní matici A 2 CN;N mùØeme psát

A
1

2
def
=

NX
i=1

�
1

2

i uiu
�
i = U�

1

2U�:

Pro obecnìjÜí zavedení funkce matice odkazujeme na literaturu popsanou v Úvodu.

Vidìli jsme, Øe tøída normálních matic je shodna s mnoØinou vÜech matic, které unikátní
podobnostní transformací pøevést na diagonální tvar. Opustíme-li poØadavek unitarity do-
staneme tøídu diagonalizovatelných matic.
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De�nice 3.6 Matici A 2 CN;N nazveme diagonalizovatelnou, jestli¾e existuje regulární
matice X 2 CN;N taková, ¾e X�1AX = diag(�1; : : : ; �N ).

BohuØel, ne kaØdá ètvercová matice je diagonalizovatelná. Je-li matice diagonalizovatelná,
pak její vlastní vektory tvoøí bazi prostoru CN . Tato baze vÜak mùØe být Üpatnì podmínìná,
t.j. èíslo �(x) =k x kk x�1 k mùØe být velké. Není-li matice diagonalizovatelná, znamená to,
Øe nemá dost vlastních vektorù k vytvoøení baze celého prostoru CN . Jak uvidíme, tento de-
fekt mùØe hrát velmi podstatnou roli. Proto se matice, které nejsou diagonalizovatelné, nìkdy
nazývají defektními (defective), zatímco matice diagonalizovatelné se nazývají jednoduchými
(simple). MùØeme se ptát, lze-li kaØdou matici alespoò aproximovat pomocí matic diagona-
lizovatelných. Odpovìï dává následující vìta, která øíká, Øe tøída diagonalizovatelných matic
je hustá v CN;N :

Vìta 3.5 NechÝ A 2 CN;N . Pro kaØdé � > 0 existuje diagonalizovatelná matice A� 2 CN;N

tak, Øe k A�A� k< �.

D�ukaz: UvaØujme Schurovu dekompozici matice A, A = URU�. Není-li matice A diagona-
lizovatelná, musí mít alespoò jedno násobné vlastní èíslo (vlastní vektory pøísluÜné rùzným
vlastním èíslùm jsou lineárnì nezávislé). Vlastní èísla matice A leØí na diagonále matice R.
Staèí tedy nalézt takovou diagonální matici D�, aby vlastní èísla matice R� = R+D byla na-
vzájem rùzná a k D� k< �. To je zøejmì vØdymoØné.

Mohli bychom zajásat a uvaØovat takto: pøedcházející vìta nám umoØòuje omezit se pøi
analýze citlivosti pouze na tøídu diagonalizovatelných matic, neboÝ libovolnou matici vnì
této tøídy mohu libovolnì pøesnì aproximovat maticí diagonalizovatelnou.

BohuØel, jak dále uvidíme, naÜe jásání by bylo velmi pøedèasné. Existují totiØ matice, u
nichØ i nepatrná zmìna jejích prvkù mùØe vyvolat velmi podstatnou zmìnu vlastních èísel a
vlastních vektorù.

Pro úplnost zbývá uvést, do jakého tvaru (co nejbliØÜího matici diagolální) lze pøevést
obecnou matici podobnostní transformací. Vìtu uvádíme bez dùkazu (zvídavého a trpìlivého
ètenáøe odkazujeme na [MA]).

Vìta 3.6 (Jordan) Pro ka¾dou matici A 2 CN;N existuje regulérní matice X 2 CN;N tak, ¾e
platí

X�1AX = diag(Jn1(�1); Jn2(�2); : : : ; Jkl(�l)); (3.6)

kde matice na pravé stranì je blokovì diagonální a Jk(�k) 2 Ck;k je Jordan�uv blok ve formì

Jn2(�k) =

0
BBBBB@

�k 1

�2
. . .
. . . 1

�k

1
CCCCCA

a n1+n2+ : : :+nl = N (explicitnì neuvedené prvky matice jsou nulové). Pravá strana výrazu
(3.6) (Jordan�uv kanonický tvar) je jednoznaènì urèena a¾ na uspoøádání blok�u. Vlastní
èísla �k, k = 1; : : : ; l, nemusí být navzájem rùzné.
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Z nìkolika dùvodù je práce s Jordanovým kanonickým tvarem obtíØná (napøíklad libo-
volnì malé perturbace mùØe zcela amìnit strukturu Jordanových blokù). VÜimnìme si, Øe
jednièky na subdiagonále pøedstavují vlastnì výsledek jisté normalizace. Napøíklad transfor-
mace jednoduchého bloku

0
B@ �

�2

�3

1
CA
�10B@ �1

�1
�

1
CA
0
B@ �

�2

�3

1
CA =

0
B@ ��

��
�

1
CA

vynásobí dubdiagonálu hodnotou �. Pokud � ! 0, stává se transformace velmi Üpatnì pod-
mínìnou.

Cvièení

1. UkaØte, Øe podobnostní transformace zachovává vlastní èísla. Co platí pro vlastní vek-
tory podobných matic?

2. DokaØte, Øe pro unitární matici U 2 CN;N a euklidovskou respektive spektrální normu
platí

k Ux k = k x k
respektive

k UHAU k = k A k;
kde x 2 CN , A 2 CN;N .

3. Uvìdomte si, jaké vztahy platí mezi diagonalizovatelnými, normálními, unitárními a
hermitovskými maticemi.

4. Proè sloupce unitární matice øádu N tvoøí ortonormální bazi v CN;N?

5. NechÝ k x k znaèí libovolnou normu vektoru x 2 CN . Chápeme-li matici A 2 CN;N

jako operátor z CN do CN , zavedeme operátorskou normu

k A k = max
kxk=1

k Ax k :

Uveïte pøíklady takto de�novaných norem v CN;N odliÜných od k k2.
6. Lze kaØdou maticovou normu v CN;N de�novat jako operátorovou normu? UvaØte

pøíklad Frobeniovy normy k A kF=
 

NP
i;j=1

(aij)2
!1=2

a volte vhodnou matici A.

7. Maticová norma se nazývá konsistentní, pokud k AB k�k A kk B k pro libovolné dvì
matice A;B 2 CN;N . Jaké konsistentní maticové normy znáte?

8. DokaØte, Øe pro libovolnou A 2 CN;N a pro spektrální normu platí

�(A) � k A k : (3.7)

Platí vztah (3.7) i pro jiné maticové normy?
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9. UkaØte, Øe spektrum blokovì trojúhelníkové matice je sjednocením spekter diagonál-
ních blokù.

10. Jak vypadají matice, které sèítáme ve výraze (3.5)?

11. Schurovu dekompozici nelze obecnì nalézt Øádným koneèným algoritmem (napø. typu
Gaussovy eliminace èi QR rozkladu). Proè?

3.2 Citlivost vlastních èísel pro obecné matice

Zaèneme pøíkladem ukazujícím jaký význam mají v teorii citlivosti vlastních èísel vlastnosti
matic.

Pøíklad 3.2 Budeme vyÜetøovat dvì následující matice A0, A1, které mají totoØné spektrum
�(A0) = �(A1) = f0g,

A0 =

0
BBB@

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCCA ; A1 =

0
BBB@

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CCCA :

UvaØujme perturbaèní matici E

E =

0
BBB@

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
� 0 0 0

1
CCCA ;

kde � je malé kladné èíslo. Vlastní èísla matice se pøíliÜ neliÜí od vlastních èísel matice A0,
neboÝ pro spektrální polomìr platí

�(A0 +E) � k E k= �:

Snadno vypoèteme spektrum matice A1 +E, �(A1 +E) = f� 14 ;�� 14 ; i� 14 ;�i� 14 g. Zvolme nyní
� = 10�8. Zatímco vlastní èísla matice A0 se od vlastních èísel perturbované matice A0 + E
neliÜí o víc neØ 10�8, u vlastních èísel matice A1 zpùsobí stejná perturbace odchylku vlastních
èísel øádu 10�2.

V celém zbytku kapitoly 3 budeme pouØívat následující oznaèení

Oznaèení 3.2 Matice A bude z tøídy CN;N , její malou zmìnu (perturbaci) budeme znaèit
E 2 CN;N , perturbovanou matici budeme znaèit ~A, ~A = A+ E. Vlastní èísla A pak budeme
oznaèovat �1; : : : ; �N , vlastní èísla perturbované matice ~�1; : : : ; ~�N , pøíslu¹né charakteristické
polynomy 'A(�), respektive ' ~A(�).
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3.2.1 Spojitost vlastních èísel

Nejprve ukáØeme, Øe vlastní èísla jsou spojitou funkcí prvk�u matice.

Vìta 3.7 Nech» matice A 2 CN;N , � je její vlastní èíslo s algebraickou násobností m. Pak
pro ka¾dé dostateènì malé " > 0 existuje � > 0 tak, ¾e pokud je k E k< �, pak kruh

D(�; ") = f� 2 C; j� � �j � "g
obsahuje právì m vlastních èísel matice ~A = A+E.

D�ukaz: Zvolme " > 0 tak, aby D(�; ") neobsahoval Øádné dalÜí vlastní èíslo matice A.
Oznaème �(�) = ' ~A(�) � 'A(�). Hranice disku D je kompaktní mnoØina v C, oznaèíme ji
@D. Charakteristický polynom je spojitou funkcí prvkù matice; proto funkce �(�) konverguje
k nule na kompaktu @D pro ~A ! A. ProtoØe platí 'A(�) 6= 0 pro 8� 2 @D, jistì existuje
takové èíslo � > 0, Øe platí

j�(�)j < j'A(�)j 8� 2 @D: (3.8)

Nyní pou¾ijeme Rouchého vìtu. Funkce 'A a � jsou analytické v celé mnoØinì C. Pak z (3.8)
vyplývá, Øe 'A a ' ~A�+'A mají v kruhuD stejný poèet nulových bod�u.

Poznámka 3.4 Uvìdomme si, Øe Vìta 3.7 nám nedává Øádný kvantitativní odhad pro zmìnu
vlastních èísel pøi dané matici A a velikosti perturbace k E k. Vìta 3.7 neøíká ani to, ¾e malá
perturbace prvk�u matice zp�usobí malou perturbaci vlastních èísel!

3.2.2 Elsnerova a Ostrowského-Elsnerova vìta

Døíve neØ zformulujeme základní vìty teorie citlivosti vlastních èísel pro obecné matice,
musíme umìt popsat vzájemnou vzdálenost spekter matic A a ~A.

De�nice 3.7 Nech» A 2 CN;N , E 2 CN;N , ~A = A + E. Spektrální variací matice ~A
vzhledem k matici A nazveme

svA( ~A)
def
= max

i
(min

j
j~�i � �jj):

Poznámka 3.5 V¹imnìme si, jaký má spektrální variace geometrický význam. De�nujeme-li
toti¾

~Di = f�; j� � �ij � svA( ~A)g
pro i = 1; : : : ; N , pak

�( ~A) �
N[
i=1

~Di:

Tedy v¹echna vlastní èísla matice ~A le¾í ve sjednocení kruhù se støedy ve vlastních èíslech
matice A a polomìrem svA( ~A). Spektrální variace má velmi nepøíjemnou vlastnost. Není
symetrická (svA( ~A) 6= sv ~A(A)) a není tudíØ metrikou. Obrázek (3.1) je pøíkladem rozlo¾ení
spekter matic A a ~A øádu 3�3, kdy je sv ~A(A) > svA( ~A). Vlastní èísla matice A jsou oznaèené
køíØky, vlastní èísla matice A krouØky. Snadné øeÜení spoèívá v symetrizaci.
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~�1

~�2 ~�3

�1

�2

sv ~A(A)

svA( ~A)

�3

Obr�azek 3.1: Spektr�aln�� variace svA( ~A) a sv ~A(A)

De�nice 3.8 Nech» A 2 CN;N , E 2 CN;N , ~A = A + E. Hausdor�ovou vzdáleností
spekter matic A a ~A nazveme

hd(A; ~A)
def
= max(svA( ~A); sv ~A(A)):

Hausdor�ova vzdálenost jiØ metriku v CN;N , stále vÜak nám nedává názorový pojem
vzdálenosti. Proto se pouØívá následující de�nice.

De�nice 3.9 Nech» A 2 CN;N , E 2 CN;N , ~A = A+E. Párovou (optimální) vzdáleností
spekter matic A a ~A nazveme

md(A; ~A)
def
= min

�
(max

i
j~��(i) � �ij);

kde � probíhá v¹echny permutace mno¾iny f1; : : : ; Ng.

Podaøí-li se nám ukázat, Øe párová vzdálenost matic md(A; ~A) je malá, znamená to,
Øe je moØné z vlastních èísel matice A a ~A vytvoøit páry tak, Øe vzdálenost èísel v páru
je malá. To nám dovoluje názornì si pøedstavit zmìny individuálních vlastních èísel. Mezi
pojmy de�novanými vý¹e platí následující vztahy:

svA( ~A) � hd(A; ~A) � md(A; ~A):

Pøíklad 3.3 Pøíklad, kdy hd(A; ~A) < md(A; ~A) je znázornìn na obr. (3.2).

Døíve ne¾ uvedeme Elsnerovu vìtu, která dává odhad velikosti Hausdor�ovy vzdálenosti
spekter matic A a ~A, doká¾eme pomocné tvrzení.

Lemma 3.1 (Hadamard) Oznaème a1; : : : ; aN sloupce matice A 2 CN;N . Pak platí

jdet(A)j � �N
j=1 k aj k

a rovnost nastává právì kdy¾ A má nulový sloupec nebo její sloupce jsou navzájem ortogonální.
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hd(A; ~A)

md(A; ~A)

�1

�2

�3

~�1 ~�2 ~�3

Obr�azek 3.2: Hausdor�ova a optim�aln�� vzd�alenost spekter matic A a ~A

D�ukaz: Podle vìty o QR rozkladu (napø. [FMC]) víme, ¾e ka¾dou komplexní matici lze
rozlo¾it na souèin matice unitární a matice horní trojúhelníkové. Tedy platí

A = UR ; U�A = R; (3.9)

kde U�U = UU� = I a R je horní trojúhelníková. Oznaème r1; : : : ; rN sloupce matice R a
�11; : : : ; �NN její diagonální prvky. Pro determinant matice A platí

jdet(A)j = jdet(UR)j = jdet(R)j:

Pro determinant matice R dal¹ími úpravami dostáváme

jdet(R)j = �N
j=1j�jjj � �N

j=1 k rj k= �N
j=1 k U�aj k= �N

j=1 k aj k (3.10)

(bylo pou¾ito vyjádøení (3.9) pro matici R a vlastnost invariance euklidovské normy vzhledem
k násobení unitární maticí).

Dùkaz druhé èásti tvrzení vyplývá pøímo ze vztahù (3.10). Pokud má A nulový sloupec,
má nulový determinant. Proto¾e poslední výraz v (3.10) je roven nule, zøejmì nastává rovnost.
Má-li matice A navzájem ortogonální sloupce, musí být matice R diagonální a v (3.10) opìt
nastává rovnost. Opaènì, aby platila mezi vztahy v (3.10) rovnost, musí být splnìno

�N
j=1j�jjj = �N

j=1 k rj k :

To zøejmì nastane, je-li buï nìjaký sloupec rj nulový (pak je nulový i j-tý sloupec matice A),
nebo pokud je j�jjj = k rj k pro vÜechna j = 1; : : : ; N (sloupce matice A jsou ortogonální).
2

Vìta 3.8 (Elsner) Nech» A 2 CN;N , E 2 CN;N a ~A = A+E. Pak pro Hausdor�ovu vzdále-
nost spekter matic A, ~A platí

hd(A; ~A) � (k A k + k ~A k)1� 1

N k E k 1

N : (3.11)

D�ukaz: Jeliko¾ pravá strana nerovnosti (3.11) je symetrická v A, ~A, staèí dokázat, ¾e odhad
platí pro svA( ~A).

Pøedpokládejme, ¾e ~� je to vlastní èíslo, které realizuje maximum v de�nici spektrální
variace ~A vzhledem k A. Vezmìme pøíslu¹ný normovaný vlastní vektor matice ~A a doplòme
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ho dal¹ími vektory x2 : : : ; xN tak, aby výsledná matice X = (x1; : : : ; xN ) byla unitární. Pro
N -tou mocninu spektrální variace ~A vzhledem k A pak platí

(svA( ~A))
N � �N

l=1j~�� �lj = jdet(A� ~�I)j = jdet[(A � ~�I)X]j
� �N

i=1 k (A� ~�I)xi k = k (A� ~�I)x1 k �N
i=2 k (A� ~�I)xi k (3.12)

Poslední nerovnost ve výraze (3.12) jsme dostali u¾itím Hadamardova lemmatu. Proto¾e ~A =
A+E, ~� je vlastní èíslo matice ~A pøísluÜné vlastnímu vektoru x1 a k x1 k= 1, platí

k (A� ~�I)x1 k � k E k :

Ostatní èleny v souèinu na pravé stranì výrazu (3.12) odhadneme následujícím zp�usobem:

k (A� ~�I)xi k � k A� ~�I k � k A k +j~�j � k A k + k ~A k

(pøi odhadech jsme vyu¾ili nerovnosti �( ~A) � k ~A k). Dosazením do (3.12) získáme hledaný
odhad

(svA( ~A))
N � k E k (k A k + k ~A k)N�1:

2

Elsnerova vìta dává odhad pro Hausdor�ovu vzdálenost spekter matic A a ~A. Obdobný
odhad odvodíme i pro párovou vzdálenost. Její hodnota vypovídá toti¾ o vzájemné poloze
spekter matic A a ~A nejvíce. Pokud je md(A; ~A) malé èíslo, znamená to, ¾e vlastní èísla matic
A, ~A jsou uspoøádána v párech tvoøených blízkými vlastními èísly. I kdyØ znìní vìty bude aØ
na násobek stejné jako u Elsnerovy vìty, dùkaz je mnohem nároènìjÜí. Pøejít od Hausdor�ovy
k párové vzdálenosti není snadné.

PouØijeme následující uØiteènou techniku. Nech» A 2 CN;N , E 2 CN;N jsou dané matice,
~A = A+E. Budeme se zabývat vlastnostmi matice A+ �E, kde 0 � � � 1. Oznaèíme

�
def
= (2 max

�2<0;1>
k A+ �E k)1� 1

N :

Pak zøejmì platí � � (k A k + k ~A k)1� 1

N a z Elsnerovy vìty plyne svA( ~A) � � k E k 1

N .
Oznaèíme 
 = � k E k1=N . Spektrum matice ~A leØí ve sjednocení kruhù Di = f� 2 C; j� �
�ij � 
g, i = 1; : : : ; N , �( ~A) � SN

i=1Di. Dále platí

k A+ �E k = k A+ �( ~A�A) k � (1� �) k A k +� k ~A k � k A k + k ~A k;

z èehoØ plyne

� � 2
�
k A k + k ~A k

�1�1=N
; 
 � 2�(A; ~A); �(A; ~A) =

�
k A k + k ~A k

�1�1=N k E k1=N :

Pøi odhadu optimální vzdálenosti spekter matic A a ~A vyu¾ijeme následující dùleØité tvrzení.

Lemma 3.2 Nech» libovolné sjednocení m výÜe popsaných kruhù Di má s ostatnímiÿkruhy
prázdný pr�unik. Pak toto sjednocení obsahuje právì m vlastních èísel matice ~A.
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D�ukaz: Bez újmy obecnosti pøedpokládejme, ¾e
Sm
i=1Di má s disky Dm+1; : : : ;DN prázdný

pr�unik. Proto¾e
Sm
i=1Di je uzavøená mno¾ina, je

C n
m[
i=1

Di n
N[

i=m+1

Di

otevøená mno¾ina a tudí¾
Sm
i=1Di je od ostatních disk�u izolována. Oznaème

~A� = � ~A+ (1� �)A = A+ �E;

kde � 2< 0; 1 >,
D�
i = f� 2 C; j� � �ij � � k �E k 1

N g:
Pou¾itím Elsnerovy vìty a pøi zavedeném oznaèení dostáváme

svA( ~A� ) � � k �E k 1

N = 
 �
1

N :

Dále víme, ¾e

�( ~A� ) �
N[
i=1

D�
i :

Podle pøedpokladu je
m[
i=1

D1
i =

m[
i=1

Di

izolována od ostatních N �m kruhù. Funkce 
�
1

N je pro � 2< 0; 1 > monotonnì rostoucí.
Tedy

m[
i=1

D�
i (3.13)

je izolována od ostatních disk�u pro ka¾dé � 2< 0; 1 >, coØ je velmi podstatný závìr. Sjed-
nocení

Sm
i=1D

0
i obsahuje právì m vlastních èísel matice ~A0 = A. Zkonstruujme posloupnost

matic ~A0; ~A�1 ; : : : ;
~A�m ; : : :, 0 < �1 < : : : < 1 tak, aby

lim
i!1

A�i = ~A1:

ProtoØe vlastní èísla jsou spojitou funkcí prvkù matice, konvergují i pøísluÜná vlastní èísla

lim
i!1

�j( ~A�i) = �j( ~A1) pro j = 1; : : : ;m:

A tato limita musí vzhledem k izolovanosti (3.13) leØet v
Sm
i=1D

0
i . 2

Koneènì jsme pøipraveni vyslovit a dokázat slíbenou vìtu.

Vìta 3.9 (Ostrowski,Elsner) Nech» A 2 CN;N , E 2 CN;N a ~A = A + E. Pak pro párovou
vzdálenost spekter matic A, ~A platí

md(A; ~A) � (2N � 1)(k A k + k ~A k)1� 1

N k E k 1

N : (3.14)
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Dùkaz: Oznaème C1; C2; : : : ; Ck souvislé navzájem disjunktní komponenty sjenocení
SN
i=1Di.

Podle lemmy 3.2 obsahuje kaØdá komponenta Ci právì tolik vlastních èísel matice ~A, kolik
obsahuje vlastních èísel matice A.

Párová vzdálenost je de�nována jako maximum ze vzdáleností j~��(i) � �ij pøi optimálním
spárování. Proto staèí uvaØovat jen takové permutace � na mnoØinì f1; : : : ; Ng, které kaØ-
dému vlastnímu èíslu �j 2 Cl pøiøadí vlastní èíslo ~��(j) 2 Cl. Spáry jsou vytváøeny jen uvnitø
jednotlivých komponent, nikoliv mezi èísly v rùzných komponentech. Bez újmy obecnosti se
naÜe dalÜí úvahy budou týkat pouze nejvìtÜí souvislé komponenty oznaèené jako C1, o níØ
budeme pøedpokládat, Øe je sjednocením diskù se støedy ve vlastních èíslech �1; : : : ; �m,

C1 =
m[
i=1

Di:

Pokusíme se nalézt takové rozloØení vlastních èísel A a ~A v C1, které je nejhorÜí moØné,
t.j. kdy nabývá párová vzdálenost na C1 svého maxima. Snadno nahlédneme, Øe nejménì
pøíznivý pøípad pro vzájemnou polohu vlastních èísel �1; : : : ; �m a ~��(1); : : : ; ~��(m) nastává,
pokud jsou �1; : : : ; �m rozloØeny na pøímce (nikoliv nezbytnì na reálné ose) a vzdálenost
j�i � �i�1j = 2
 � 4�. Pak je totiØ délka C1 maximální, jak je naznaèeno na obrázku (3.3).

2�

�1 �2 �3 �4

Obr�azek 3.3: NejhorÜí moØné rozloØení vlastních èísel matice A takové, aby C1 mìla maxi-
mální rozmìr

UvaØujme nyní vzájemnou polohu èísel �i a ~��(j). Z Elsnerovy vìty víme, Øe hd(A; ~A) � �,
neboli

svA( ~A) � �

sv ~A(A) � �: (3.15)

To znamená, Øe sjednocení diskù se støedy v �i a polomìrem � musí obsahovat vÜechna
vlastní èísla ~��(i) a zároveò sjednocení diskù se støedy v ~��(i) a polomìrem � musí obsahovat
vÜechna vlastní èísla �i. Z hlediska párové vzdálenosti nastane nejhorÜí pøípad zjevnì tehdy,
kdyØ rozloØení vlastních èísel ~��(i) bude nejménì rovnomìrné (viz obrázek 3.4).
Optimální spárování pro takto rozloØená vlastní èísla je znázornìno na následujícím sche-
matu.

� 4�

Pøi tomto spárování musí jedno z vlastních èísel ~��)k) znázornìných na pravém okraji

posledního disku tvoøit pár s �k, kde k =
j
m+1
2

k
je-li m liché, k = m

2 + 1 je-li m sudé èíslo
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2�

� �1 �2 �3 �4

~��(1)
~��(2)

Obr�azek 3.4: NejhorÜí moØné rozloØení spekter matic A a ~A na komponentì C1, dovolené
Elsnerovou vìtou

(symbolem b:c zde znaèíme celou èást pøísluÜného racionálního èísla). V kaØdém pøípadì
platí pro vzdálenost �k od ~��(k) odhad

j�k � ��(k)j �
�
m+ 1
2

�
2
 + � = (2m� 1)�:

Snadno nahlédneme, Øe uvedený odhad je horním odhadem pro maximální vzdálenost èísel
v páru pøi libovolné permutaci,

min
�

max
i=1;:::;m

j�i � ~��(i)j � (2m� 1)�:

2

Základem dùkazu vìty 3.14 byl neklesající odhad pro spektrální variaci svA(A + �E).
Vìtu je proto moØno formulovat obecnìji (dùkaz je sleduje pøedchozí postup o ponecháme
jej ètenáøi jako cvièení).

Vìta 3.10 Nech» A 2 CN;N , E 2 CN;N a ~A = A +E. Pøedpokládejme dále, Øe �(�) je pro
� � 0 neklesající odhad spektrální variace svA(A+ �E). Pak pro párovou vzdálenost spekter
matic A a ~A platí:

md(A; ~A) � (2N � 1)�(1): (3.16)

Pro úplnost uvádíme, Øe faktor (2N � 1) není optimální a je moØné jej nahradit menÜí
hodnotou. Velikost faktoru vÜak pro nás není dùleØitá. Co je vÜak velmi dùleØité je fakt,
Øe získané odhady jsou úmìrné hodnotì

k E k1=N :

Po obtíØné práci je výsledkem depresivnì slabý (a èasto velmi pesimistický) výsledek. Je-li
napøíklad N = 102 (v praxi se èasto øeÜí problémy pro N � 103 � 105), a k E k= 10�10, je
výsledný odhad zmìny vlastních èísel pøi takto malé perturbaci úmìrný 10�1=10 k A k a jeho
praktická hodnota je nepatrná.

Cvièení

1. UkaØte, Øe hd(A; ~A) de�nuje metriku v CN;N .
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2. Jaká je úloha souvislých komponent Ci v dùkaze Ostrowského - Elsnerovy vìty?

3. Proè jsou v dùkaze pouØívány kruhy o polomìru 2�?

4. K èemu je potøeba neklesající odhad pro

5. DokaØte vìtu 3.10.

3.2.3 Bauerova-Fikeho a Henriciho vìta

Rádi bychom dospìli k odhadùm citlivosti vlastních èísel, které jsou úmìrné nikoliv k E k1=N ,
ale pouze k E k. Není to moØné vØdy, chceme proto namézt charakteristiku matice, která
bude rozhodujícím zpùsobem ovlivòovat kvalitu odhadu. Touto charakteristikou bude od-
chylka od normality, studované v tomto odstavci.

DalÜí vìta má pro nás pouze pomocný charakter, je to vÜak obecná vìta velkého významu.

Vìta 3.11 (Bauer-Fike) NechÝ Q 2 CN;N je regulární matice, ~A = A+ E, kde E 2 CN;N .
Pøedpokládejme, Øe ~� je vlastní èíslo matice ~A, které není vlastním èíslem matice A 2 CN;N .
Pak platí

k Q�1(A� ~�I)�1Q k�1� k Q�1EQ k : (3.17)

Dùkaz: Za pøedpokladù vìty platí

Q�1( ~A� ~�I)Q = Q�1[(A� ~�I) +E]Q

= Q�1(A� ~�I)QfI + [Q�1(A� ~�I)�1Q][Q�1EQ]g: (3.18)

ProtoØe ( ~A � ~�I)Q je singulární matice a matice (A � ~�I)Q je regulérní matice, musí být
matice

I + [Q�1(A� ~�I)�1Q][Q�1EQ]

singulární. Musí tedy platit

1 � k [Q�1(A� ~�I)�1Q][Q�1EQ] k : (3.19)

S vyuØitím konzistence maticové normy (viz cvièení 7 v èásti 3.1) dostaneme tvrzení vìty. 2

Poznámka 3.6 Dohodnem-li se na oznaèení

k Q�1(A� ~�I)�1Q k�1def= 0 pro ~� 2 �(A);

pak lze znìní Bauer-Fikeho vìty formálnì rozÜíøit na vÜechna vlastní èísla matice ~A.

Poznámka 3.7 Bauer-Fikeho vìta platí i v pøípadì libovolné maticové normy k : k�, která
splòuje podmínku konzistence, tj. pro niØ platí

k AB k��k A k�k B k�
kde A;B 2 CN;N . V dùkaze se vyuØije faktu, Øe je-li matice I + F singulární, pak pro
libovolnou konsistentní normu platí

k F k�� 1:

Dùkaz ponecháme jako cvièení.
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Pøipomeòme, Øe Schurova dekompozice normální matice je diagonální matice. Schurova
dekompozice obecné matice je horní trojúhelníková matice R, pøièemØ R není urèena jedno-
znaènì. Odchylku od normality de�nujeme následujícím zpùsobem:

De�nice 3.10 NechÝ k : k� je norma v CN;N , A 2 CN;N . Oznaème U mnoØinu vÜech uni-
tárních matic takových, Øe matice U�AU je horní trojúhelníková. Pro kaØdé U 2 U zapiÜme
UHAU = �U + RU , kde �U je diagonální matice RU je horní trojúhelníková s nulami na
diagonále. Jako � -odchylku od normality matice A pak de�nujeme èíslo

��(A)
def
= min

U2U
k RU k� :

Výpoèet odchylky od normality v obecné normì je zøejmì velice obtíØný, protoØe Schu-
rova dekompozice není jednoznaèná. Na druhé stranì, provádíme-li výpoèet ve Frobeniovì
normì, lze s výhodou vyuØít toho, Øe tato norma je invariantní vzhledem k unitárním trans-
formacím.

Vìta 3.12 Pro libovolnou A 2 CN;N s vlastními èísly �1; �2; : : : ; �N platí

�F (A) =

vuutk A k2F �
NX
i=1

j�ij2: (3.20)

Dùkaz: ProtoØe Frobeniova norma

k A kF= (
NX
i=1

NX
j=1

jaij j2)
1

2

je invariantní vzhledem k unitárním transformacím s pouØitím pøedchozího oznaèení platí

k A k2F=k U�AU k2F=k �U +RU k2F=
NX
i=1

j�ij2+ k RU k2F ;

kde U je libovolná unitární matice z mnoØiny U . 2

Koneènì mùØeme vyslovit a dokázat Henriciho vìtu.

Vìta 3.13 (Henrici) NechÝ k : k� je norma v CN;N taková, Øe k B k� � k B k pro kaØdou
matici B 2 CN;N . NechÝ A 2 CN;N , poloØme ~A = A + E, kde E 2 CN;N . Pak pro kaØdé
vlastní èíslo ~� matice ~A existuje vlastní èíslo � matice A tak, Øe

�
j~���j
��(A)

�N

1 +
�
j~���j
��(A)

�
+ : : : +

�
j~���j
��(A)

�N�1 � k E k
��(A)

: (3.21)
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Dùkaz: UvaØujme libovolné vlastní èíslo ~� matice ~A. Pokud je ~� zároveò vlastním èíslem
matice A, je tvrzení triviálnì splnìno. UvaØujme ~� 62 �(A). NechÝ UHAU = �+R je Schurova
dekompozice matice A pro nìjakou U 2 U , matice � je diagonální a R horní trojúhelníková

s nulovou diagonálou. Z Bauerovy-Fikeho vìty pro (Q
def
= U) pak máme

k (�� ~�I +R)�1 k�1 � k E k : (3.22)

Matici (�� ~�I +R)�1 lze upravit následujícím zpùsobem

(�� ~�I +R)�1 = f(�� ~�I)[I � (�� ~�I)�1(�R)]g�1
= [I � (�� ~�I)�1(�R)]�1(�� ~�I)�1:

Spektrální polomìr matice (� � ~�I)�1(�R) je roven nule. To znamená, Øe rozvoj matice
[I � (� � ~�I)�1(�R)]�1 do Neumannovy øady je konvergentní. Navíc platí, Øe Rj = 0 pro
j � N , rozvoj je tedy koneèný

[I � (�� ~�I)�1(�R)]�1 = I � (�� ~�I)�1R+ : : : + (�1)N�1[(�� ~�I)�1R]N�1:

Oznaème
� = min

�2�(A)
j~�� �j

a odhadnìme velikost normy matice (�� ~�I +R)�1 následujícím zpùsobem

k (�� ~�I +R)�1 k � fk I k + k (�� ~�I)�1 kk R k + : : :+

+ k (�� ~�I)�1 kN�1k R kN�1g k (�� ~�I)�1 k :

Z de�nice odchylky od normality a vztahu spektrální normy a normy k : k� máme

k (�� ~�I +R)�1 k � ��1f1 + ��1��(A) + : : : + [��1��(A)]N�1g: (3.23)

Tvrzení vìty dostaneme kombinací vztahù (3.22), (3.23) a algebraickou úpravou. 2

Henriciho vìta dává vlastnì spojitý pøechod mezi dvìma extrémními pøípady, které mohou
pro odhad citlivosti vlastních èísel vzhledem k perturbacím matice nastat. V prvním pøípadì
je tento odhad úmìrný N -té odmocninì normy matice E, ve druhém pouze velikosti normy
matice E. Abychom to nahlédli, budeme se zabývat vlastnostmi reálné funkce promìnné �(�)
de�nované vztahem

	(�)
def
=

�N

1 + � + : : :+ �N�1
; � � 0: (3.24)

Pak pro �
def
= j~���j

��(A)
platí podle Henriciho vìty odhad

	(�) � k E k
��(A)

:

VÜimnìme si nyní, jak vypadá 	(�) pro krajní hodnoty �. Je-li � malé, je jmenovatel ve výraze
(3.24) blízký jedné, tudíØ 	(�) � �N a tedy asymptotický odhad pro spektrální variaci je

svA( ~A)
��(A)

�
� k E k
��(A)

� 1

N

:
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Je-li naopak � velké, pak je �N�1 nejvýznaènìjÜím èlenem ve jmenovateli výrazu (3.24) a
tudíØ 	(�) � �. Asymptotický odhad pro spektrální variaci má pak tvar

svA( ~A)
��(A)

� k E k
��(A)

:

Formulujeme-li pøedchozí úvahy pøesnì, dostáváme následující dùsledek vìty 3.13.

Dùsledek

Je-li kEk
��(A)

< 1
N , pak

svA( ~A)
��(A)

� N
1

N

� k E k
��(A)

� 1

N

: (3.25)

Je-li kEk
��(A)

> 1, pak

svA( ~A) � k E k +��(A): (3.26)

Dùkaz: Pro funkci 	 de�novanou výrazem (3.24) platí

	(�) <
1
N
) � < 1:

Z pøedpokladu kEk
��(A)

< 1
N dostáváme 	(�) < 1

N a tedy � < 1. A protoØe pro � < 1 je
zøejmì splnìno

�N

N
� �N

1 + : : :+ �N�1
;

dostaneme
1
N

 
svA( ~A)
��(A)

!N

� 	

 
svA( ~A)
��(A)

!
� k E k
��(A)

:

Pokud je � > 1, platí pro funkci 	

	(�) =
�

1 + ��1 + : : :+ ��(N�1)
� �(1� ��1) = � � 1 (3.27)

Výrazu (3.27) budeme chtít pouØít pro promìnou

� = 	�1
� k E k
��(A)

�
(3.28)

(vÜimnìme si, Øe inverzní funkce k funkci 	 existuje a je monotonní). Nejprve je tøeba
ovìøit, Øe takto de�nované � je vìtÜí neØ jedna. PouØijeme dalÜí vlastnosti funkce 	, a to
	(�) > 1) � > 1. ProtoØe z (3.28) a podle pøedpokladu

	(�) =
k E k
��(A)

> 1;

je i � de�nované výrazem (3.28) vìtÜí neØ jedna, tedy z (3.27) máme

	�1
� k E k
��(A)

�
� 	

�
	�1

� k E k
��(A)

��
+ 1: (3.29)
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Z Henriciho vìty pak platí

	

 
svA( ~A)
��(A)

!
� k E k
��(A)

: (3.30)

Aplikujeme-li na obì strany výrazu (3.30) funkci 	�1, pak spolu s uØitím (3.29), dostaneme

svA( ~A)
��(A)

� 	�1
� k E k
��(A)

�
� k E k
��(A)

+ 1;

èímØ je dokázáno (3.26). 2

ProtoØe 	 je neklesající funkce, je neklesající i 	�1. Tedy lze formulovat dùsledky vìty
(3.10) a (3.13) v následujícím tvaru.

Dùsledek NechÝ matice A 2 CN;N , ~A = A + E, kde E 2 CN;N a funkce 	 je de�nována

výrazem (3.24). Pak pro � = j~���j
��(A)

platí

md(A; ~A) � (2N � 1)��(A)	
�1
� k E k
��(A)

�
:

Dùkaz: Podle vìty (refhenr) platí

svA( ~A)
��(A)

� 	�1
� k E k
��(A)

�

a tedy i

svA(A+ �E) � ��(A)	�1
�k �E k
��(A)

�
;

a protoØe tento odhad je pro � 2< 0; 1 > neklesající, lze pøímo pouØívat vìtu 3.10. 2

Stejnì jako v Elsnerovì a Ostrowského-Elsnerovì vìtì, tak i v Henriciho vìtì dostáváme
pro obecný problém dimenze N odhady, v nichØ vystupuje N -tá odmocnina normy matice
perturbací k E k. V dalÜí vìtì ukáØeme, Øe tento odhad lze zlepÜit v pøípadì, kdy nejvìtÜí
Jordanùv blok matice má dimenzi m, kde m < N .

Vìta 3.14 NechÝ matice A 2 CN;N , ~A = A + E, kde E 2 CN;N; a oznaème Jordanùv
kanonický tvar této matice J = Q�1AQ. NechÝ m je velikost nejvìtÜího Jordanova bloku v
J . Pak pro kaØdé ~� 2 �( ~A) existuje � 2 �(A) takové, Øe

j~�� �jm
1 + j~�� �j+ : : :+ j~�� �jm�1 � k Q�1EQ k : (3.31)
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Dùkaz: Tvrzení se dokazuje zcela analogicky jako Henriciho vìta, proto zde dùkaz jen
naznaèíme. Bauerovu-Fikeho vìtu pouØijeme v následujícím znìní

k Q�1(A� ~�I)�1Q k�1�k Q�1EQ k :
Pak máme

Q�1(A� ~�I)�1Q = (Q�1(A� ~�I)Q)�1 = (J � ~�I)�1 = (�� ~�I +R)�1

= fI � (�� ~�I)�1R+

+ : : : + (�1)N�1[(�� ~�I)�1R]N�1g(�� ~�I)�1: (3.32)

Matice R je horní trojúhelníková èást Jordanova kanonického tvaru J s vynulovanou
diagonálou. Na její vedlejÜí diagonále leØí buï jednièky nebo nuly a vÜude jinde jsou nulové
prvky. Zøejmì je k R k = 1. Navíc nejdelÜí souvislý þpásÿ nenulových prvkù se skládá z m�1
jednièek . Proto ve výraze (3.32) budou vÜechny èleny, v nichØ se R vyskytuje v mocninách
vìtÜích nebo rovných m nulové. 2

Cvièení

1. Proè je pro horní trojúhelníkovou matici R 2 CN;N s nulovou diagonálou Rj = 0 pro
j � N?

2. DokaØte, Øe je-li 	(�) < 1 pak je � < 1.

3. DokaØte, Øe funkce 	 de�novaná vztahem (3.24) je monotonní.

4. DokaØte Vìtu 3.11 pro libovolnou konsistentní maticovou normu k : k�.
5. NechÝ k : km je libovolná norma v CN;N . Existuje taková vektorová norma k : kv v CN

tak, Øe k Ax k�k A kk x kv platí 8A 2 CN;N , 8x 2 CN? Platí stejné tvrzení pro pro ??
vektorovou normu?

3.3 Citlivost jednoduchého vlastního èísla

V tomto odstavci se budeme zabývat podmínìností jednoduchého vlastního èísla obecné ma-
tice. Nejdøíve uvedeme a dokáØeme GerÜgorinovu vìtu, která má pøi zkoumání citlivosti
jednoduchého vlastního èísla klíèové postavení.

GerÜgorinova vìta øíká, Øe vlastní èísla dané matice leØí ve sjednocení kruhù, které jsou
popsány pomocí prvkù této matice. Tedy není v pravém slova smyslu vìtou z teorie perturbací
( Øádná perturbovaná matice zde nevystupuje). Pøesto lze pøi vhodném uØití GerÜgorinovy
vìty získat velmi dobré odhady polohy vlastních èísel perturbované matice.

Vìta 3.15 (GerÜgorin) NechÝ A 2 CN;N , A = (aij)i;j=1;:::;N a oznaème �i =
PN

j=1;j 6=i jaij j,
i = 1; : : : ; N a

Gi(A) = f� 2 C; j� � aiij � �ig:
Pak platí

�(A) �
N[
i=1

Gi(A):

Pokud je m diskù Gi(A) izolováno od ostatních N �m diskù, pak jejich sjednocení obsahuje
právì m vlastních èísel matice A.
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Dùkaz: PouØijeme vztah (3.19) z dùkazu Bauer-Fikeho vìty pro speciální volbu matic A,
~A, Q a maximovou normu. V nerovnosti

1 �k Q�1(A� ~�I)�1Q(Q�1EQ) k (3.33)

tak poloØíme

Q
def
= I

A
def
= diag(a11; : : : ; aNN )

~A
def
= A

~�
def
= �;

kde � je libovolné vlastní èíslo matice A, pro které platí � 6= aii pro i = 1; : : : ; N (jinak
znìní vìty vyplývá triviálnì). Pro takto zvolené promìné a maximovou normu (k B k1=
maxi

PN
j=1 jbij j pro B 2 CN;N) má výraz (3.33) tvar

1 �k (diag(a11 : : : aNN )� �I)�1(A� diag(a11 : : : aNN ) k1;
coØ je z de�nice maximové normy

max
i

PN
j=1;j 6=i jaij j
jaii � �j � 1:

NechÝ i� je ten øádkový index, v nìmØ se nabývá maxima, tedy platí

NX
j=1;j 6=i�

jai�jj � jai�i� � �j;

coØ dokazuje první èást vìty. Dùkaz druhé èásti je zcela analogický dùkazu ????lemmatu 3.2
2

DalÜí pøíklad je ukázkou toho, Øe odhad pro polohu vlastních èísel perturbované matice
získaný aplikací GerÜgorinovy vìty mùØe být pøesnìjÜí neØ odhad z vìty Elsnerovy.

Pøíklad 3.4 Mìjme matici

A =

 
1 0
0 2

!

a její perturbaci

E =

 
0 10�4

10�4 0

!
:

Perturbovaná matice ~A = A+E je pak ve tvaru

~A =

 
1 10�4

10�4 2

!
:

Jednoduchým výpoètem urèíme spektrum matice ~A

�( ~A) = f� 1� 10�8;� 2 + 10�8g;
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spektrum matice A je zøejmì
�(A) = f1; 2g:

UkáØeme, jak se liÜí odhad pro vzájemnou polohu vlastních èísel matic A a ~A získaný z
Elsnerovy a GerÜgorinovy vìty.

Nejprve pouØijeme Elsnerovu vìtu. Zøejmì je k A k= 2 a k ~A k� 2 + 10�8, tedy pro
Hausdor�ovu vzdálenost platí

hd(A; ~A) � (k A k + k ~A k)1� 1

N k E k 1

N� 2� 10�2:

Tedy podle Elsnerovy vìty máme

�( ~A) � ((1� 10�2; 1 + 10�2) [ (2� 10�2; 2 + 10�2)):

Na druhé stranì polomìr obou kruhù Gi( ~A) z GerÜgorinovy vìty je 10�4. Tento odhad je
o dva øády lepÜí neØ odhad pro polohu ~�1; ~�2 z Elsnerovy vìty, ani on vvÜak není dostateènì
pøesný, vzhledem k tomu, Øe skuteèná vlastní èísla matice ~A mají hodnotu � 1 � 10�8, �
2 + 10�8.

V dalÜím pøíkladì ukáØeme, jak lze odhad pro polohu vlastních èísel z pøíkladu (3.4)
zlepÜit.

Pøíklad 3.5 UvaØujme matice A a E z pøíkladu 3.4. Technika pro získání dobrého odhadu
polohy vlastních èísel matice

~A =

 
1 10�4

10�4 2

!

je zaloØena na GerÜgorinovì vìtì a vychází z elementárního poznatku, Øe podobnostní trans-
formace zachovává vlastní èísla matice. Umíme vybrat takovou podobnostní transformaci, Øe
ve výsledné matici jsou souèty absolutních hodnot mimodiagonálních prvkù ve zvoleném øádku
menÜí neØ tyto souèty v odpovídajícím øádku matice ~A. Pak dává GerÜgorinova vìta apli-
kovaná na tuto matici lepÜí odhad pro polohu pøísluÜného vlastního èísla matice ~A.

Proveïme podobnostní transformaci matice ~A následujícím zpùsobem

~A(�) =

 
� 0
0 1

! 
1 10�4

10�4 2

! 
��1 0
0 1

!
=

 
1 �10�4

��110�4 2

!
;

kde � je nìjaký kladný reálný parametr. UkáØeme, jak lze vhodnou volbou parametru � zís-
kat dostateènì jemný odhad pro vlastní èíslo matice ~A leØící v disku se støedem v 1. Podle
GerÜgorinovy vìty leØí totiØ vlastní èísla matice ~A(�) ve sjednocení intervalù

(1� �10�4; 1 + �10�4) [ (2� ��110�4; 2 + ��110�4):

GerÜgorinova vìta navíc øíká, Øe pokud se tyto dva intervaly neprotnou, obsahuje kaØdý z
nich právì jedno vlastní èíslo matice ~A(�). Zvolíme-li tedy � dostateènì malé, ale zároveò tak
velké, aby se oba intervaly neprotly, dostaneme velmi dobrý odhad pro vlastní èíslo v intervalu
(1� �10�4; 1 + �10�4).
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NeØ zformulujeme vìtu o citlivosti jednoduchého vlastního èísla vzhledem k perturbacím
matice, pøipomeneme de�nici levého vlastního vektoru a provedeme nìkteré pomocné úvahy,
které pøi dùkazu vìty 3.16 budeme potøebovat.

De�nice 3.11 Øekneme, Øe vektor y 2 CN , y 6= 0, pro který platí yHA = �yH , kde A 2
CN;N a � je nìjaké vlastní èíslo matice A, je levý vlastní vektor. (Analogicky hovoøíme o
vektoru x 6= 0, pro nìjØ je splnìno Ax = �x jako o pravém vlastním vektoru.)

Poznámka 3.8 Levý vlastní vektor lze de�novat uØitím vlastností determinantu. Platí totiØ

0 = det(A � �I) = det(AH � ��I);

levý vlastní vektor y 6= 0 je pak de�nován jako vektor, který splòuje rovnost AHy = ��y.

Pøedpokládejme, Øe A 2 CN;N a nechÝ

J =W�1AW (3.34)

je její Jordanùv kanonický tvar. NechÝ Jordanovy bloky jsou uspoøádány tak, Øe na prvním
místì je Jordanùv blok obsahující jednoduché vlastní èíslo �.

J =

0
BBBB@

�
J2

. . .
Jk

1
CCCCA ; (3.35)

kde J2; : : : ; Jk jsou Jordanovy bloky. Z (3.34) dostáváme

AW =WJ (3.36)

a oznaèíme-li sloupce matice W jako w1; : : : ; wN , pro první sloupec matice z rovnosti (3.36)
dostaneme

Aw1 = �w1:

Pro J hermitovsky sdruØenou pak platí

JH =WHAH(W�1)H =

0
BBBB@

��
JH2

. . .
JHk

1
CCCCA ;

tedy opìt platí
AH(W�1)H = (WH)�1JH :

Zøejmì je (W�1)H = (WH)�1 a oznaèíme-li sloupce matice (WH)�1 jako y1; : : : ; yN , opìt
musí platit

AHy1 = ��y1:

Navíc je pro vektory w1, y1 splnìno

jyH1 w1j = 1:
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Vìta 3.16 NechÝ � je jednoduché vlastní èíslo matice A 2 CN;N s levým vlastním vektorem
y a pravým x. Pro E 2 CN;N uvaØujme ~A = A+E. Pak pro kaØdou ????dostateènì malou
??? perturbaci E existuje jediné vlastní èíslo matice ~A, které lze vyjádøit ve tvaru

~� = �+
yHEx

yHx
+O

�
k E k2

�
: (3.37)

Poznámka 3.9 Symbolu O(h2) pouØíváme následujícím zpùsobem:

x = y +O(h2), jx� yj � Kh2;

kde K je konstanta nezávislá na h.

Dùkaz: NechÝ � > 0 je vzdálenost jednoduchého vlastního èísla � od ostatních vlastních
èísel matice A.

NechÝ Jordanùv kanonický tvar

J =W�1AW

je de�nován výrazem (3.35).
PoloØme

(Y 0)H
def
= W�1

X 0 def= W

a oznaème první sloupec matice X 0 jako x0 a první sloupec matice Y 0 jako y0. Pøi takto
zavedeném oznaèení je x0 pravý a y0 levý vlastní vektor pøísluÜný vlastnímu èíslu � a platí
jy0Hx0j = 1.

Nyní vyuØijeme toho, Øe J je matice speciální struktury, totiØ Øe má na vedlejÜí diago-
nále jednièky nebo nuly. ProtoØe pro jednotlivé Jordanovy bloky Ji platí0

BBBB@
�

�2

. . .
�li

1
CCCCA

�1

Ji

0
BBBB@

�
�2

. . .
�li

1
CCCCA =

0
BBBB@

�i �
�i �

. . . . . .
�i

1
CCCCA ;

máme pro J 0
BBBB@

�
3

( �3 )
2

. . .
( �3)

N

1
CCCCA

�1

J

0
BBBB@

�
3

( �3 )
2

. . .
( �3)

N

1
CCCCA = J 0:

Matice J 0 má na vedlejÜí diagonále na místech, kde J mìla jednièky prvky �
3 . VÜechny

ostatní prvky matic J a J 0 jsou totoØné.
Oznaèíme-li nyní

Y H =

0
BBBB@

�
3

( �3)
2

. . .
( �3 )

N

1
CCCCA

�1

(Y 0)H ;
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X = X 0

0
BBBB@

�
3

( �3 )
2

. . .
( �3)

N

1
CCCCA ;

y = (
�

3
)�1y0

x =
�

3
x0;

pak zøejmì platí
jyHxj = 1:

Vektory y respektive x jsou pravý respektive levý vlastní vektor pøísluÜný jednoduchému
vlastnímu èíslu �.

NapiÜme nyní, jak vypadají prvky matice

~J = Y H(A+E)X = Y HAX + Y HEX;

~J =

0
BBBBBBBBBB@

�+ yHEx � : : : �
� � � � : : : �
...

. . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . �

...
. . . . . . . . . . . . �

� : : : � �

1
CCCCCCCCCCA
;

kde
� je oznaèení pro prvky, jejichØ absolutní hodnota je menÜí neØ k Y kk E kk X k
� pro diagonální prvky jiné neØ �+ yHEx

� =

(
0
�
3 + �

:

Polohu vlastního èísla, které leØí v kruhu se støedem v � + yHEx budeme odhadovat
uØitím GerÜgorinovy vìty. Pøesnost tohoto odhadu zøejmì závisí na hodnotì prvkù v prvním
øádku matice ~J . Proto nejprve podobnostní transformací pøevedeme matici ~J do tvaru, který
uØitím GerÜgorinovy vìty umoØní získat relativnì jemný odhad pro polohu vlastního èísla
~�.

Pro nìjaký kladný reálný parametr � máme

0
BBBB@

�
1

. . .
1

1
CCCCA ~J

0
BBBB@

�
1

. . .
1

1
CCCCA

�1

= ~J(�)
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a ~J(�) se od ~J liÜí pouze tím, Øe v prvním øádku má ve sloupcích 2; : : : ; N prvky �� a
v prvním sloupci v øádcích 2; : : : ; N prvky ��1�. A zdùraznìme, Øe vlastní èísla matice ~J(�)
jsou totoØná s vlastními èísly matice ~J , nebo-li

�( ~J) = �( ~J(�)):

Podle GerÜgorinovy vìty je

�( ~J(�)) �
N[
i=1

Gi;

kde

G1 má støed v �+ yHEx a polomìr (N � 1)�j�j
G2; : : : ; GN mají støedy v � a polomìr menÜí neØ ��1j�j+ �

3 + j�j+ (N � 3)j�j:
Abychom pro odhad vlastního èísla matice ~J , které leØí v disku G1 mohli pouØít GerÜ-

gorinovu vìtu, je tøeba zaruèit, Øe se disk G1 neprotne s Øádným jiným. (Pak je zaruèeno,
Øe v G1 leØí právì jedno vlastní èíslo matice ~J(�).)

Vzdálenost støedu disku G1 od støedu libovolného jiného disku je v nejhorÜím pøípadì
� � 2j�j. TudíØ, aby se disk G1 neprotl s Øádným jiným, musí být splnìno

(N � 1)�j�j + ��1j�j+ �

3
j�j+ (N � 3)� < � � 2j�j;

coØ je po jednoduché úpravì

(N � 1)�j�j + ��1j�j+N j�j < 2
3
�: (3.38)

Budeme hledat takové podmínky pro parametry � a �, aby bylo splnìno (3.38).
NechÝ perturbace E (na níØ závisí hodnota �) matice A je tak malá, Øe platí

2
3
� �N j�j > �

2
(3.39)

a nechÝ � je takové, Øe je navíc splnìno

��1j�j+N�j�j < �

2
: (3.40)

Jednoduchou úpravou nerovnosti (3.40) a s pouØitím odhadu pro �
2 z výrazu (3.39) do-

staneme

N�2j�j � �

2
�+ j�j < 0

a ta platí pro

� =
4j�j
�

(3.41)

a perturbace E tak malé, Øe

16N j�j
�2

< 1: (3.42)

41



Dokázali jsme, Øe pokud je splnìno (3.41) a (3.42), platí i (3.38) a tedy disk G1 se støedem
v �+ yHEx je disjunktní s ostatními disky. Polomìr disku G1 je

(N � 1)�j�j � 4N j�j2
�

:

A tento disk obsahuje právì jedno vlastní èíslo matice ~J oznaème ho ~�, a platí pro nì

~� = �+ yHEx+O(k E k2):

2

Poznámka 3.10 Volbou parametrù v dùkaze vìty 3.16 kladu podmínky na � takové, aby

j�j
�
� 1

.
Pokud je � malé èíslo (tj. jednoduché vlastní èíslo � je Üpatnì separované od ostatních),

bude mnoØina perturbací, pro nìØ je odhad (3.37) platný znaènì omezená (platí jen pro velmi
malé perturbace).

Velikost èitatele j�j nezávisí jen na k E k, ale také na velikosti k X kk Y k. Pokud je
k X kk Y k� 1, neumíme zaruèit, Øe j�j

� bude malé èíslo.

Poznámka 3.11 Výraz (3.37) lze napsat i v jiném tvaru, a to

~� =
yH(A+E)x

yHx
+O(k E k2):

Výraz
yH(A+E)x

yHx

se nazývá Rayleighùv kvocient.

Poznámka 3.12 Jiná formulace vztahu (3.37) je napøíklad

j~�� �j � k y kk x k
jyHxj k E k +O(k E k2):

Oznaèíme-li jako

� =
k y kk x k
jyHxj ;

pak o � budeme hovoøit jako o èísle podmínìnosti jednoduchého vlastního èísla �.
VÜimnìme si, Øe � je secans úhlu, který svírají vektory x a y. Platí totiØ

jyHxj =k x kk y k cos'

a sec' = 1
cos' .

Tedy � = 1 pokud x a y svírají nulový úhel a roste se zvìtÜováním úhlu mezi x a y. Pøi
tom x a y na sebe nemohou být kolmé, protoØe � je jednoduché vlastní èíslo (viz ??, str. 42).
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3.4 Citlivost vlastních èísel pro diagonalizovatelné a nor-

mální matice

Jak jsme naznaèili v úvodu ke kapitole 3, je citlivost vlastních èísel vzhledem k perturbacím
matice závislá na speciálních vlastnostech pùvodní matice. V tomto paragrafu ukáØeme, jak
vypadají odhady polohy vlastních èísel perturbované matice v pøípadì, kdy pùvodní matice
je diagonalizovatelná nebo normální. Uvidíme, Øe v tìchto odhadech se jiØ neobjevuje N -tá
odmocnina normy matice E, jak tomu bylo v pøípadì obecné matice.

Vìta 3.17 NechÝ A 2 CN;N je normální matice. Je-li k x k= 1, pak platí

min
1�i�N

j�i � xHAxj �k Ax� (xHAx)x k :

Dùkaz: ProtoØe A je normální matice, existuje unitární matice U tak, Øe UHAU = � =
diag(�1; : : : ; �N ) a dostáváme

k (A� xHAxI)x k = k (U�UH � xHAxI)x k=k U(�� xHAxUHU)UHx k

= k (�� xHAxI)UHx k=
vuut NX

i=1

j�i � xHAxj2jUHxj2

� min
1�i�N

j�i � xHAxj
vuut NX

i=1

jUHxj2:

Nyní vyuØijeme de�nice euklidovské normy a toho, Øe tato norma je invariantní vzhledem
k násobení unitární maticí. 2

Následující vìta dává odhad velikosti spektrální variace a párové vzdálenosti pro diago-
nalizovatelnou matici.

Vìta 3.18 NechÝ A 2 CN;N je diagonalizovatelná matice, tj. existuje nonsingulární matice
X 2 CN;N tak, Øe X�1AX = � = diag(�1; : : : ; �N ), ~A = A+E, kde E 2 CN;N . Pak platí

svA( ~A) �k X�1EX k�k X�1 kk E kk X k= �(X) k E k (3.43)

md(A; ~A) � (2N � 1) k X�1EX k� (2N � 1)�(X) k E k : (3.44)

Dùkaz: Mìjme nìjaké vlastní èíslo ~� matice ~A, které není vlastním èíslem matice A.( V

opaèném pøípadì platí znìní vìty triviálnì.) Z Bauer-Fikeho vìty pro Q
def
= X pak dostáváme

k X�1(A� ~�I)�1X k�1�k X�1EX k :

VyuØijeme-li toho, Øe X�1AX = �, máme z de�nice spektrální normy pro diagonální
matici

k (�� ~�)�1 k�1= 1

maxj 1
j�j�~�j

= min
j
j�j � ~�j �k X�1EX k
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a protoØe ~� bylo libovolné vlastní èíslo matice ~A, platí odhad pro kaØdé vlastní èíslo matice
~A, tedy platí

max
i

min
j
j~�i � �jj �k X�1EX k :

DalÜí nerovnost v (3.43) plyne z vlastnosti konzistence maticové normy.
Odhad (3.44) pro optimální vzdálenost vyplývá z vìty 3.10. 2

Pøímým dùsledkem vìty 3.18 je následující odhad optimální vzdálenosti pro normální
matici.

Vìta 3.19 NechÝ A 2 CN;N je normální matice. PoloØme ~A = A+E, kde E 2 CN;N . Pak
pro optimální vzdálenost je

md(A; ~A) � (2N � 1) k E k :

Oznaème jako V matici, jejíØ sloupce jsou tvoøeny vlastními vektroy matice A. Je-li A
diagonalizovatelná, platí V = X a èíslo podmínìnosti �(V ) =k V kk V �1 k leØí v otevøeném
intervalu (1;1). Velikost èísla podmínìnosti �(V ) diagonalizovatelné matice tedy vypovídá o
tom, jak je mezi jejími vlastními vektory poruÜena ortogonalita smìrem k lineární závislosti.
Na �(V ) mùØeme tudíØ pohlíØet jako na mìøítko odchylky od normality. Poznamenejme,
Øe pro normální matici je �(V ) = 1, pro matici, která není diagonalizovatelná je naopak
�(V ) =1.

Cvièení

1. Proè je pro matici A, která není diagonalizovatelná �(V ) =1?

3.5 Pøíklady

Jak je patrné z tvrzení, která jsme uvedli v pøedchozích paragrafech, má v teorii citlivosti
vlastních èísel matic rozhodující význam to, jak velká je pro danou matici odchylka od nor-
mality. Pro normální matice dávají odhady polohy vlastních èísel perturbované matice velmi
pøíznivé výsledky. HorÜí výsledky dostáváme pro diagonalizovatelné matice, u nichØ jsou tyto
odhady závislé na vlastních vektorech dané matice. NejhorÜí je situace pro obecnou matici,
kdy ani pøi malé perturbaci prvkù nejsme schopni o poloze vlastních èísel øíci nic rozumného.

Uvádíme pøíklady matic, jejichØ vlastní èísla jsou (aØ na jednu vyjímku) citlivá vzhledem
k perturbacím prvkù matice. Pro geometrické zobrazení citlivosti vlastních èísel je velice
uØiteèný pojem pseudospektra matice.

De�nice 3.12 NechÝ A 2 CN;N a poloØme ~A = A+E, kde E 2 CN;N . Pro � � 0 de�nujeme
�-pseudospektrum matice A jako

��(A) = f~� 2 C; ~� je vlastní èíslo matice ~A = A+E pro nìjaké E; k E k� �g: (3.45)

Poznámka 3.13 Ekvivalentní de�nice pseudospektra mùØe vypadat napøíklad takto

��(A) = f~� 2 C; k (~�I �A)�1 k� ��1g: (3.46)

Pokud je ~� vlastním èíslem matice A, de�nujeme k (~�I �A)�1 kdef= 1.
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Ekvivalence výrazù (3.45) a (3.46) vyplývá pøímo z Bauer-Fikeho vìty.

Poznámka 3.14 VÜimnìme si, jak vypadá �-pseudospektrum pro normální matici. Je-li to-
tiØ A normální, platí

k (~�I �A)�1 k= 1

dist(~�; �(A))
; (3.47)

kde dist(z; S) oznaèuje vzdálenost bodu z od mnoØiny S. Tedy pro normální matici je plocha
k (~�I�A)�1 k urèena vlastními èísly matice A. Pseudospektrum ��(A) je pak rovno sjednocení
diskù o polomìru � se støedy ve vlastních èíslech matice A.

Pro obecnou matici je situace mnohem komplikovanìjÜí. Neplatí Øádný vztah podobný
(3.47). A jak uvidíme v následujících pøíkladech, mùØe èíslo k (~�I�A)�1 k dosahovat velkých
hodnot i pro ~� vzdálená od spektra matice A.

VÜechny matice, jejichØ pseudospektra budeme studovat, jsou øádu N = 32.
Vlastní vektory matic jsou normovány a je vypoèteno èíslo podmínìnosti �(V ) (V je

matice, jejíØ sloupce jsou tvoøeny vektory matice A).
Pro kaØdou matici uvedeme dva obrázky. Na prvním z nich bude zobrazeno 3200 vlastních

èísel pro 100 matic, z nichØ kaØdá je ve tvaru ~A = A + E, kde E je náhodnì generovaná
a k E k= 10�3. Matice E je generována následujícím zpùsobem. Nejprve je zkonstruována
hustá matice �E, jejímiØ prvky jsou ??náhodné velièiny pøi komplexním normálním rozdìlení
se støední hodnotou 0 a standardním rozptylem 1.?? Pak je vypoètena norma k �E k a E je

de�nována jako E
def
= 10�3

�E
k �Ek

.

Druhý obrázek zachycuje køivky, které tvoøí hranice pro �-pseudospektra ��(A), kde za �
jsou postupnì dosazovány hodnoty 10�2; 10�3; : : : ; 10�8. ??PøeruÜovaná èára (nìkdy mimo
mìøítko a tudíØ neviditelná) je hranicí pole ??hodnot matice A spoètených podle algoritmu
. . .?? Vlastní èísla matice A jsou oznaèeny výraznými body.

1. Jordanùv blok
Zaèneme asi nejznámìjÜím pøíkladem matice, jejíØ vlastní èísla jsou citlivá vzhledem k

perturbacím prvkù. Touto maticí je Jordanùv blok.

A1 =

0
BBBBBB@

0 1
0 1

. . . . . .
0 1

0

1
CCCCCCA
:

Pøipomeòme, Øe A1 má vlastní èíslo 0 s algebraickou násobností 32. Oznaème jako
~A1 = A1 + E, kde E je matice dimenze 32, jejíØ jediný nenulový prvek je v levém dol-
ním rohu a má hodnotu �. Matice ~A1 má 32 rùzných vlastních èísel, která leØí na kruhu o
polomìru �

1

32 . Tomuto poznatku odpovídá i obrázek (3.5), kde jsou zachycena vlastní èísla ze
pseudospektra �10�3(A1) pro 100 náhodnì generovaných matic E. VÜechna tato èísla leØí v
disku o polomìru (10�3)

1

32 � 0:8. VÜimnìme si, Øe vìtÜina z nich je umístìna velmi blízko
hranici pseudospektra �10�3(A1). Je to dùsledek citlivosti vlastních èísel matice A1 vzhledem
k perturbacím prvkù. Tento jev nesouvisí s tím, Øe zobrazujeme pouze vlastní èísla pro per-
turbované matice A1 + E, kde za E bereme náhodné matice s normou k E k= 10�3 místo
abychom volili E, pro nìØ je k E k� 10�3.
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Hranice pseudospekter ��(A1) pro rùzné hodnoty � tvoøí soustøedné disky se støedem v
poèátku, jak je patrné z obrázku (3.5).

2. ??þ superÿ Jordanùv blok
Jak uvidíme hned v dalÜím pøíkladì, není z hlediska popisu pseudospektra Jordanùv blok

typickým reprezentantem na tøídì matic, které nejsou normální. Jordanùv blok nemá Øádný
zvláÜtní význam ani mezi maticemi s násobným vlastním èíslem. Hranice pseudospekter
tìchto matic mohou být totiØ tvoøeny køivkami odliÜnými od soustøedných diskù. Takovým
typickým pøíkladem je matice A2

A2 =

0
BBBBBBBB@

0 1 1
0 1 1

. . . . . . . . .
0 1 1

0 1
0

1
CCCCCCCCA
:

PøísluÜná pseudospektra jsou zobrazena na obrázku (3.5).

3. Wilkinsonova matice
Tøetí pøíklad je tzv. Wilkinsonova matice, která má tvar

A3 =

0
BBBBBB@

1
32 1

2
32 1

. . . . . .
31
32 1

1

1
CCCCCCA
:

Tato matice má rùzná vlastní èísla, tedy je pøíkladem diagonalizovatelné matice. Spektrum
Wilkinsonovy matice �(A3) je tvoøeno jejími diagonálními prvky, tedy je reálné. Na druhé
stranì, �10�3(A3) obsahuje velké mnoØství èísel s výraznou imaginární sloØkou. VÜimnìme
si èísla podmínìnosti �(V ) > 1022 a srovnejme obrázek (3.5) s odhadem z vìty 3.18.

4. Frankova matice
Frankova matice je typickým pøíkladem matice, jejíØ nìkterá vlastní èísla jsou Üpatnì

podmínìná.

A4 =

0
BBBBBBBBBB@

32 31 30 29 : : : 2 1
31 31 30 29 : : : 2 1

30 30 29 : : : 2 1
. . . . . . . . .

2 2 1
1 1

1
CCCCCCCCCCA
:

Vlastní èísla Frankovy matice opìt leØí na reálné ose. Wilkinson dokázal, Øe malá vlastní
èísla matice A4 mají velká èísla podmínìnosti, tudíØ lze oèekávat, Øe budou citlivá vzhledem
k perturbacím prvkù matice. Tato vlastnost se výraznì projevuje na tvarech pøísluÜných
pseudospekter (viz obr. (3.5)). Srovnejme tyto obrázky s poznámkami za vìtou 3.16.
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5. ??Lenferinkova-Spijkerova matice
DalÜím pøíkladem je matice, kterou poprvé uvedli autoøi Lenferink a Spijker

A5 =

0
BBBBBBBBBB@

�5 2
1
2 �7 3

1
3 �9 4

. . . . . . . . .

1
31 �67 32

1
32 �69

1
CCCCCCCCCCA
:

Oznaème jako D diagonální matici

D = diag(1; 2!; 3!; : : : ; 32!):

Pak je matice D�1A5D symetrická (vÜechny prvky na vedlejÜích diagonálách jsou rovny
jedné), tedy její spektrum je tvoøeno reálnými èísly. TudíØ i spektrum �(A5) je reálné. AvÜak
jiØ pøi malé perturbaci prvkù matice A5 se pøísluÜná vlastní èísla vzdalují od reálné osy. Jak
je opìt patrné z obrázku (3.5) jsou rùzná vlastní èísla rùznì citlivá vzhledem k perturbacím
prvkù. Pøitom se zde projevuje jistá pravidelnost.

6. Náhodná matice
Na obrázku (3.5) jsou zakreslena pøísluÜná pseudospektra pro matici A6. Matice A6 je

náhodnì generovaná matice, jejíØ prvky jsou náhodné velièiny z komplexního normálního
rozdìlení se støední hodnotou 0 a standardní hustotou N� 1

2 . Navíc pro ni platí, Øe �(A6) � 1
a k A6 k� 2.

Obrázek pro pseudospektrum �10�3(A6) je zcela odliÜný od pøísluÜných obrázkù ve vÜech
zatím uvedených pøíkladech. Místo 3200 bodù je zachyceno pouhých 32. KaØdý z nich to-
tiØ pøedstavuje svou stonásobnou kopii. To znamená, Øe perturbace E øádu 10�3 nezmìní
polohu vlastních èísel matice A6. Také obrázek hranièních køivek pro vybraná pseudospektra
se liÜí od pøísluÜných obrázkù z minulých pøíkladù. VÜechna zobrazená pseudospektra jsou
totiØ relativnì malá. Tedy vlastní èísla náhodnì generované matice nejsou citlivá vzhledem
k perturbacím prvkù matice. Tento závìr ovÜem nemá tak optimistické dùsledky, jak by se
mohlo na první pohled zdát. V aplikacích totiØ typicky vznikají matice, které mají velkou
odchylku od normality a tudíØ jejich vlastní èísla jsou citlivá vzhledem k perturbacím.

7. Náhodná horní trojúhelníková matice
NechÝ matice A7 je totoØná s maticí A6 s tím rozdílem, Øe vÜechny poddiagonální prvky

byly nahrazeny nulami. Tato zmìna má za následek velmi výrazné zvìtÜení citlivosti vlastních
èísel (vÜimnìme si také, jak se zmìnilo �(V ) oproti pøedchozímu pøíkladu).
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Obr�azek 3.8:
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Obr�azek 3.9:
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Obr�azek 3.10:
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Obr�azek 3.11:
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Kapitola 4

Citlivost øe¹ení soustav lineárních
rovnic

Máme øe¹it Ax = b, A 2 RN;N , b 2 RN , A nonsingulární. Budeme vy¹etøovat, jak souvisí
øe¹ení ~x = x + �x soustavy s perturbovanými vstupními daty a øe¹ení x p�uvodní soustavy.
Nalezneme tu vlastnost matice A, která má pro velikost rozdílu ~x � x rozhodující význam.
Budeme se postupnì zabývat tøemi mo¾nými pøípady: za prvé je perturbována jen pravá
strana soustavy, za druhé je perturbována jen matice soustavy a za tøetí je perturbována jak
pravá strana, tak matice soustavy.

Vìta 4.1 Nech» A 2 RN;N je nonsingulární, b 2 RN , �b 2 RN a platí Ax = b; A(x + �x) =
b+ �b. Pak

k �x k
k x k � �(A )

k �b k
k b k : (4.1)

D�ukaz
Ax+A �x = b+ �b

k �x k�k A�1 kk �b k
k A kk x k�k b k
k �x k
k x k � �(A)

k �b k
k b k 2

De�nice 4.1 Øekneme, ¾e odhad y v nerovnosti x � y je ostrý, jestli¾e se nedá zlep¹it.

Poznámka 4.1 Spektrální norma matice je generovaná euklidovskou normou vektoru, tedy
9x0 takové, ¾e k A k= maxkxk=1 k Ax k=k Ax0 k. Pro x0 nastává ve výraze k Ax k�k A kk
x k rovnost. Tedy tento odhad nelze zlep¹it, a proto¾e jsme v d�ukaze vìty 1 nepou¾ili jiné
nerovnosti, je odhad v (4.1) ostrý.

Z odhadu (4.1) vyplývá, ¾e pokud je �(A)� 1, pak ani pøi malé perturbaci pravé strany
není zaruèeno, ¾e øe¹ení ~x = x+ �x bude blízké x.
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(x1; x2)

(x
0

1; x
0
2)

Obr�azek 4.1: Vliv perturbace prav�e strany na poruchu øe¹en�� je-li �(A)� 1

Pøíklad 4.1 Mìjme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých:

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

Øe¹ení ka¾dé z tìchto soustav je pøímka v R2. Øe¹ením první soustavy je pøímka kolmá na
vektor (a11; a12), øe¹ením druhé pøímka kolmá na vektor (a21; a22). Øe¹ení soustavy (x1; x2)
je v jejich pr�useèíku.

Je-li �(A)� 1, jsou vektory (a11; a12) a (a21; a22) témìø lineárnì závislé, tedy pøímky jimi
urèené jsou skoro rovnobì¾né. Potom i malá perturbace, napø. v b1, zp�usobí malý posun první
pøímky, ale velký posun øe¹ení (~x1; ~x2) vzhledem k (x1; x2) (viz obrázek (4.1)).

Na obrázku (4.2) je znázornìna stejná situace pro matici, její¾ èíslo podmínìnosti
�(A) 6� 1.

Dal¹í pøípad, který m�u¾e nastat, je ten, kdy je perturbována jen matice soustavy. Nejprve
je tøeba najít podmínky, za kterých má tato úloha v�ubec smysl, tj. kdy má (A + �A )~x = b
jednoznaèné øe¹ení.

Vìta 4.2 Je-li A 2 RN;N nonsingulární, �A 2 RN;N a platí

k �A k
k A k <

1
�(A)

;

pak je A + �A také nonsingulární.

D�ukaz Podmínku k �A k
k A k <

1
�(A)

=
1

k A kk A�1 k
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(x1; x2)
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1; x
0

2)

Obr�azek 4.2: Vliv perturbace prav�e strany na poruchu øe¹en�� plat��-li �(A) 6� 1

lze vyjádøit ve tvaru k A�1 k k �A k< 1. Místo tvrzení vìty budeme dokazovat obrácené
tvrzení, tj.: je-li A + �A singulární, pak je k A�1 kk �A k� 1. Je- li A + �A singulární, pak
9z 6= 0 tak, ¾e (A+ �A)z = 0, tedy z = �A�1�Az. Odhadneme-li tuto normu, máme:

k z k=k A�1�Az k�k A�1 kk �A kk z k

Proto¾e jsme pøedpokládali, ¾e z 6= 0, je k z k> 0 a tedy po vydìlìní nerovnosti k z k
dostaneme tvrzení. 2

Poznámka 4.2 V¹imnìme si, jak souvisí �(A) se vzdáleností A od nejbli¾¹í singulární ma-
tice: je-li A+ �A singulární, je k�Ak

kAk � 1
�(A) :

Vìta 4.3 Mìjme A 2 RN;N nonsingulární, �A 2 RN;N a nech» je splnìno

k �A k
k A k <

1
�(A)

;

Ax = b a (A+ �A)(x+ �x) = b. Pak platí

k �x k
k x k � �(A)

k �A k
k A k (1� �(A)

k �A k
k A k )

�1: (4.2)

D�ukaz
(A+ �A)(x + �x) = b

Ax+A�x+ �A(x+ �x) = b

�x = �A�1�A(x+ �x)

k �x k�k A�1 kk �A(x + �x) k�k A�1 kk �A k (k x k + k �x k) (4.3)
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Po vynásobení pravé strany nerovnosti (4.3) podílem kAk
kAk a pøevedení èlenu s k �x k na levou

stranu dostáváme

(1� �(A)
k �A k
k A k ) k �x k� �(A)

k �A k
k A k k x k; (4.4)

1��(A)k�AkkAk je podle pøedpokladu kladné, tedy jím m�u¾eme celou nerovnost vydìlit, ani¾ by
se obrátila, a dostaneme tvrzení. 2

Poznámka 4.3 Pøi odvozování odhadu (4.2) byla pou¾ita trojúhelníková nerovnost: k x +
y k�k x k + k y k. Tento odhad zøejmì není (a¾ na triviální pøípady) ostrý, tedy ani odhad v
(4.2) není ostrý.

Z vìty 4.3 je zøejmé, ¾e pokud je A þdobøeÿ podmínìná a k�Ak
kAk je dostateènì malé, pak je

k�Ak
kAk �(A)� 1 a tudí¾ jmenovatel v (4.2) je blízký jedné, tak¾e k�xk

kxk
<� �(A)k�AkkAk , tedy

k�xk
kxk je

malé.
Pokud je ov¹em A þ¹patnìÿ podmínìná, je k�Ak

kAk < 1
�(A) splnìna pouze pro velmi malá

�A. Není-li navíc k�Ak
kAk � 1

�(A) , nedostaneme ¾ádný smysluplný odhad pro chybu aproximace
øe¹ení (proto¾e jmenovatel v (4.2) m�u¾e být blízký nule).

Pøíklad 4.2 Mìjme matici A 2 RN;N s èíslem podmínìnosti �(A) = 106 a vezmìme takovou
její perturbaci, pro ni¾ k�Ak

kAk = 2�10�7. Tedy k�Ak
kAk = 1

5(
1

�(A) ) a odhad pro normu chyby øe¹ení

( podle vìty 4.3) je k�xk
kxk �

1

5
4

5

= 1
4 .

Tento odhad není ostrý. Nezaruèuje existenci takové perturbace �A, pro ni¾ je k�xk
kxk = 1

4 .
Je pouhým varováním, ¾e se tomuto èíslu m�u¾eme libovolnì pøiblí¾it.

Vìta 4.4 Mìjme A 2 RN;N nonsingulární, �A 2 RN;N , b 2 RN;N , �b 2 RN;N a nech» platí

k �A k
k A k <

1
�(A)

;

Ax = b, (A+ �A)(x + �x) = b+ �b. Pak

k �x k
k x k � �(A)(

k �A k
k A k +

k �b k
k b k )(1� �(A)

k �A k
k A k )

�1

D�ukaz
(A+ �A)(x + �x) = b+ �b

Ax+A�x+ �A (x+ �x) = b+ �b

�x = A�1�b�A�1�A (x+ �x)

k �x k�k A�1 k k �b� �A (x+ �x) k�k A�1 kk �b k + k A�1 kk �A(x + �x) k
po vynásobení pravé strany nerovnosti podílem kAk

kAk , dostáváme

k �x k
k x k � �(A)

k �b k
k A k + �(A)

k �A k
k A k (k x k + k �x k)

Proto¾e A je nonsingulární, je A 6= 0; b 6= 0, lze vztah kAkkxk � kbk, upravit jako
kxk
kbk � 1

kAk . Dosazením a jednoduchou úpravou získáme tvrzení vìty. 2
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Kapitola 5

Odhady chyb a zpìtná stabilita

5.1 Vlastní èísla

5.2 Soustavy lineárních rovnic

V minulé kapitole jsme ukázali, jak je úloha øe¹ení soustavy Ax = b citlivá vzhledem k pertu-
rbacím vstupních dat. K tomu, abychom byli schopni urèit chybu nìjaké spoètené aproximace
~x, je tøeba je¹tì provést zpìtnou analýzu chyb. To znamená nalézt perturbace vstupních dat
�A, �b tak, aby platilo (A+ �A)~x = b+ �b.

To umo¾òuje následující vìta.

Vìta 5.1 (Rigal,Gaches) Nech» A 2 RN;N je nonsingulární, b 2 RN , Ax = b a ~x je aproxi-
mace øe¹ení této soustavy. Pak existují takové perturbace �A, �b, pro které je

(A+ �A)~x = b+ �b

a platí

�(~x) = minf�; k �A k
k A k � �;

k �b k
k b k � �g = k b�A ~x k

k A kk ~x k + k b k :

D�ukaz: Oznaème r = b�A~x a zvolme

�A =
k A kk ~x k

k A kk ~x k + k b k
r~xT

k ~x k2 : (5.1)

Nejdøíve uká¾eme, ¾e pro takto de�nované �A platí

(A+ �A)~x = b+ �b: (5.2)

Dosazením za �A máme

(A+ �A)~x = A ~x+
k A kk ~x k

k A kk ~x k + k b kr = A ~x+ r � k b k
k A kk ~x k + k b kr:

Polo¾íme-li

�b = � k b k
k A kk ~x k + k b kr; (5.3)
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dostaneme (5.2).
Dále doká¾eme, ¾e pro takto zvolená �A; �b je �(~x) ve tvaru uvedeném v tvrzení vìty.

Proto¾e r~xT je matice N �N , platí pro její normu:

k r~xT k= max
kz k=1

k r~xT z k=k r k max
kzk=1

j~xT zj;

kde jsme pou¾ili základní vlastnosti normy vektoru a faktu, ¾e ~xT z je skalár. Z de�nice
skalárního souèinu dvou vektor�u, které svírají úhel � dostáváme:

max
kzk=1

j~xT zj = max
kzk=1

k~xkkzkj cos �j = k~xk:

Dosadíme-li za k r~xT k máme pro normy výraz�u (5.1) a (5.3)

k �A k= k b�A ~x k
k A k k ~x k + k b k k A k

k �b k= k r k
k A k k ~x k + k b k k b k :

Nyní zbývá ukázat, ¾e takto de�nované perturbace jsou skuteènì minimální. D�ukaz pro-
vedeme sporem.

Pøedpokládejme, ¾e existují takové perturbace vstupních dat �
0

A, �
0

b, pro nì¾ je

(A+ �
0

A)~x = b+ �
0

b

k �0A k
k A k < �(~x) k�

0

bk
kbk < �(~x): (5.4)

Pro �(~x) pak máme:

�(~x) =
k b�A~x k

k A k k ~x k + k b k =
k �0A ~x� �

0

b k
k A k k ~x k + k b k �

k �0A k k ~x k + k �0b k
k A k k ~x k + k b k < �(~x);

kde jsme poslední nerovnost dostali dosazením (5.4). 2

Poznámka 5.1 � Vìta 5.1 zaruèuje existenci �(~x) (pro dané ~x ho umíme spoèítat).

� �(~x) je pro perturbace dat ostrým odhadem.

� Pokud je �(~x) velké, znamená to, ¾e algoritmus, kterým byla spoètena aproximace øe¹ení
~x není zpìtnì stabilní. Aproximace øe¹ení ~x je pak øe¹ením úlohy, která nemusí mít s
p�uvodní úlohou ¾ádnou souvislost.

Nìkdy je výhodnìj¹í poèítat aposteriorní odhad po slo¾kách. Tento odhad dává následující
vìta.
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Vìta 5.2 (Oettli, Prager, 1964) Nech» A 2 RN;N je nonsingulární, b 2 RN , Ax = b a ~x je
aproximace øe¹ení této soustavy. Mìjme dále reálnou nezápornou matici E = (eij) (eij � 0
pro i; j = 1; : : : ; N) a reálný nezáporný vektor f = (fi) (fi � 0 pro i = 1; : : : ; N). Pak existují
takové perturbace �A = (�aij), �b = (�bi), pro které je

(A+ �A)~x = b+ �b (5.5)

a platí

!(~x) = minf!; j�aij j � !eij, j�bij � !fi, i; j = 1; : : : ; Ng = max
i

jrij
(Ej~xj+ f)i

;

kde j~xj = (jx1j : : : jxN j)T pøedpokládáme, ¾e !(~x) 6=1 a þ 0
0ÿ je interpretováno jako 0.

D�ukaz: Podle pøedpokladu pro ka¾dou slo¾ku vektoru rezidua r = b�A~x platí:

jrij � !(~x) (Ej~xj+ f)i; i = 1; : : : ; N:

Tedy r lze vyjádøit jako
r = D(Ej~xj+ f);

kde pro diagonální matici
D = diag(d11 : : : dNN )

je

jDj � !(~x) I nebo-li jdij � !(~x) pro i = 1; : : : ; N:

De�nujme perturbace �A, �b

�A = D E diag(sign~x1; : : : ; sign~xN )

�b = �Df:
Dosazením zjistíme, ¾e pro takto zvolené perturbace je ~x øe¹ením (5.5). Je také zøejmé, ¾e

tyto perturbace realizují !(~x).

Je¹tì zbývá dokázat, ¾e takto de�nované !(~x) je optimální. Nech» pro nìjaké perturbace
�
0

A, �
0

b a kladné reálné èíslo ! je splnìno

(A+ �
0

A)~x = b+ �
0

b

j�0aijj � !eij j�0bij � !fi pro i; j = 1; : : : ; N:

Pro vektor rezidua potom platí

jrj = jb�A~xj = j�0A~x� �
0

bj � j�0Ajj~xj+ j�0bj � !(Ej~xj+ f); (5.6)

èím¾ je tvrzení dokázáno, nebo» z (5.6) ihned dostáváme

! � max
i=1;:::;N

jrij
(Ej~xj+ f)i

= !(~x):

2
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Poznámka 5.2 Zvolíme-li E = jAj, f = jbj, dostaneme velikost relativní zpìtné chyby po
slo¾kách.

Je paradoxem, ¾e s pokrokem technických i programových prostøedkù roste i tendence k po-
vrchnosti pøi jejich vyu¾ívání. V pøípadì numerických výpoètù to znamená pøíli¹né spoléhání
se na þschopnosti poèítaèeÿ. V na¹em textu jsme se pokusili naznaèit nìkteré dùle¾ité zásady,
které by nikdy nemìly být opomenuty. Pøedev¹ím, chceme-li numericky hledat øe¹ení nìjaké
úlohy, mìli bychom pøedem vìdìt, zda tato úloha má matematický smysl a zda je mo¾né
numerickým výpoètem dospìt k rozumnému øe¹ení. Provádíme-li vlastní numerický výpoèet,
musí nás zajímat nejen výsledek, ale stejnì tak i jeho chyba, lépe øeèeno její co nejlep¹í odhad.

Otázka numerické stability a odhadování chyb je velmi slo¾itá a neexistují zde snadné a
jednoduché návody. V¾dy je v¹ak dobré dodr¾ovat pøi výbìru algoritmu a vytváøení programu
následující zásady:

1. Vyhýbejte se odeèítání hodnot zatí¾ených chybami.

2. Minimalizujte hodnoty mezivýsledkù ve srovnání s hodnotou oèekávaného výsledku.
Velké mezivýsledky v¾dy hrozí ztrátou pøesnosti.

3. Pamatujte, ¾e matematicky ekvivalentní algoritmy nejsou zpravidla numericky ekviva-
lentní. Hledejte v¾dy stabilní zpùsoby øe¹ení a cesty, jak zvý¹it pøesnost získané aproxi-
mace øe¹ení (napøíklad metodou iteraèního zpøesnìní).

4. Transformujete-li úlohu, vyhýbejte se ¹patnì podmínìným transformacím. Kde je to
mo¾né, u¾ívejte unitární transformace.

V¾dy si buïte vìdomi nebezpeèí zaokrouhlovacích chyb a numerické nestability. Honba za
co nejmen¹ím poètem aritmetických operací a co nejrychlej¹í paralelní implementací ztratí
smysl, produkuje-li ná¹ þsuperrychlýÿ algoritmus nesmysly.

Øe¹íme-li problém vlastních èísel, musíme mít na pamìti, ¾e se sna¾íme spoèítat nìco, co
v principu nelze koneèným postupem pøesnì urèit. Navíc, máme-li poèítaè charakterizovaný
zaokrouhlovací jednotkou u, pak v nejlep¹ím pøípadì urèíme vlastní èísla matice A+E, kde
velikost perturbace je øádu u. Výsledek na¹eho výpoètu je tedy v nejlep¹ím pøípadì vzorek
z u-pseudospektra matice A. Je-li matice A normální, je tento vzorek blízký vlastním èíslùm
matice A. Je-li v¹ak odchylka od normality matice A velká, jen Bùh ví, co jsme vlastnì
spoèítali. S problémy se mù¾eme setkat i pøi øe¹ení soustav lineárních rovnic.

Dobrá metoda nám zaruèí malou zpìtnou chybu. Dá-li nám rovnì¾ dostateènì pøesnou
aproximaci øe¹ení, to závisí na podmínìnosti úlohy. V ka¾dém pøípadì je velmi ¾ádoucí vyu¾í-
vat a-posteriori odhadù chyb v¾dy, kdy nelze zaruèit kvalitu získané aproximace øe¹ení jiným
zpùsobem. Vzorovou ukázku profesionálního a pouèeného pøístupu k øe¹ení nìkterých úloh
numerické lineární algebry mù¾e ètenáø nalézt v [?].

Otázce numerického programového vybavení a stabilitì jednotlivých numerických metod
se, jak doufáme, budeme vìnovat v nìkterém z dal¹ích uèebních textù.
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