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Determinant matice

Permutace mnoziny

Permutace mnoziny {1,...,n} je bijektivni zobrazeni {1,...,n} — {1,...,n}.
Sy, zna¢ime mnozinu vSech permutaci na n prvcich (|S,| = n!).
Znaménko permutace p € S, definujeme:

def . .
sgn(p) lef (_1)# inverzi v p

kde dvojice indextt (4, 5) tvoii inverzi, pokud i < j, ale p(i) > p(j).
Cviceni: Definujte znaménko pomoci cykltl permutace a pomoci transpozic.

Definice:

Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T'. Potom determinant matice A je dan vyrazem:

det(A) = Y sen()  [[ aipe
i=1

PESH

(Jde vlastné o zobrazeni T"*" — T'.)

... ukazky. ..

Lze si rozmyslet, Ze determinat trojihelnikové matice je soucin vSech prvkt na hlavni diagonéle.
Permanent: Determinant, ovSem bez pouziti sgn permutace.

Vlastnosti determinantu
Pozorovani: det(AT) = det(A)
DUKAZ:

det(AT) = Z sgn(p) - H(AT)LP(Z') =

peES, =1

= Z sgn(p) - H ap(iy,; = det(A)
i=1

PESH

Posledni rovnost dokazi tak, ze podle p zvolim ¢, ¢ = p~ 1, tedy p(i) = i’ <= q(i’) = i. Tedy
i < j Ap(i) > p(j) znamend, ze q(i') < q(j') Ai' > j', tedy sgn(p) = sgn(q).
Q.E.D.

Pozorovani: Prerovnani sloupci matice A podle permutace g nezméni determinant, pokud
sgn(q) = +1, v opacném piipadé determinant zméni pouze znaménko.
DUKAZ:

A bud ptivodni matice, A’ pak matice s pferovnanymi sloupci. Sloupec ¢. 1 matice A se
octne v A’ na pozici ¢(1) apod.

— / — . .
Qij = Qi q(j) = Qij = Giq=1(5)

det(A) = Y sen(p) - [[(A)ip0) =

pESnH =1

n

= sen(p) - [ aig1 o) =

PESH i=1
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Nechf h(i) = q(p(i)) (sgnq =sgng™):

= sgn(g) Y sen(q)sgn(p) - [T aine =
i=1

PES sgu(h)

=sgn(q) > sen(h) - JJ aine = sen(q) - det(4)

heS,
Q.E.D.

Dusledek: Ma-li matice A dva sloupce shodné, det(A) = 0 (plati i pro stejné fadky).

Tvrzeni:

Determinant je linearni funkci kazdého fadku i kazdého sloupce matice.

Tedy napft.:
a1 ai2 e Ain
a21 a2 N agn
det : ) ) =
bii +ci1 biatcia ... bintcin
an1 An2 cee Ann
bir b2 ... bin €11 €12 ... Cin
b21 622 N bgn C21 C22 ... Cop
= det ) ’ ' + det ' ’ ' +
bil big e bin Ci1 Ci2 e Cin
bnl bn? e bnn Cnl  Cn2 -.. Cpn
DUKAZ:

Linearita vii¢i ndsobeni t € T: A bud ptivodni matice, A’ ma vynasobeny i-ty radek.

det(4') = > sgn(p) - (a1p(1) - azp(2) (E- Qi) -+ Anpim) =

PES, n ,
[T, (A0

=t- Z sgn(p) - H a; p(iy = tdet(A)
i=1

PESyH
Linearita vuce s¢itani, a; ; = b; ; + ci, j:

det(A') = > sgn(p) - (a1p1) - G2,p2) *** Biop(i) + Cip@)) *** Anip(m)) =
—_— ——

PESH
@i, p(i)

= ) sen(p) - (a1,  G2,p(2) Digp(i) *** Cnp(n)

PESn

+ Y sen(p) - (a1p(1) - G2p(2) * Cipi) ** Gnp(n)) =
PESn

= det(B) + det(C)
Q.E.D.

Dusledek: Elementarni fadkova tprava souc¢tu fadki neméni determinant.
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Vypocdet determinantu

Pfevedenim na trojuhelnikovy tvar pomoci pfic¢itani t-nasobkt ostatnich fadkd — podobné jako
Gaussova eliminace.

Nesmime ménit pofadi fadkd ani ndsobit fadek ¢ € T (resp. miizeme, ale musime si pamatovat,
jak to ovlivni diskriminant). Zato mtZeme pouZivat sloupcové operace.

Cviceni:

Spoctéte determinant Vandormondovy matice:

1 o 22 .. 2t
1 oa, x2 ... ap?
Vektorové obaly
Druhy obalti mnoziny vektort vy, ..., v, v R*:
e Linearni obal L(vy,...,v,) = {a1v1 + agvs + - -+ + anv, : a; € R}.

Méjme R? a vektory vy, v2, pak L(vy,ve) = R2.
e Afinni obal {ajv1 + -+ ayv, 1 a; €R, Y1 a; =1}

Méjme R? a vektory vq,ve, pak afinni obal bude pifmka prochézejici jejich koncovymi body.
e Konvexni obal {ajv1 + -+ ayv, 1a; ER, > a; =1, a; €[0,1]}.

Méjme R? a vektory v1,ve, pak konvexni obal bude tsecka spojujici jejich koncové body.

¢ Rovnobé&Znostén {a1v; + -+ a,v, : a; € R, a; € [0,1]}.
Méjme R? a vektory v, v, pak rovnobéznostén bude mnozina bodt uzaviena kosodélnikem
s krajnimi body 0, vy, va,v1 + vy (vCetné tsedek je spojujicich).

Souvislost s objemy téles

Jde o geometricky vyznam determinantu, jsme tedy v R™. Méjme matici A € R"*™ rozlozim jeji

fadky na vektory ay,...,a, (ty budou tvofeny sloupci matice). (diagram LA1)
Pozorovani:
| det(A)| udava plochu (objem) rovnobéznosténu uréeného vektory aq, ..., a,.

Dukaz: (diagram LA2) (jakykoliv rovnobé&znik miizeme pfevést beze zmény objemu (tedy
i determinantu) na n-rozmérny obdélnik ¢i kvadr, ktery ma nenulové prvky jen na diagondle,
tedy determinant spo¢teme a ovéiime snadno).

Dusledek: Je-li f linedrni zobrazeni R® — R™ a F je matice tohoto zobrazeni, potom se objemy
téles méni podle predpisu
vol(f(T)) = | det(F)| - vol(T)

(kde vol znac¢i objem v R?). Viz (diagram LA3) (kolikrat se ¢tveredek vejde do F, tolikrat se
zdeformovany Gtvereéek vejde do zdeformovaného f(T)).

VETA (o soué¢inu determinanti):

Necht A a B jsou ¢tvercové matice Fadu n nad télesem 7. Potom plati

det(A - B) = det(A) - det(B)

DUKAZ:
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KdyZz A nebo B jsou singularni, néjaky fadek je linedrni kombinaci ostatnich, tudiz je deter-
minant nulovy. Je-li A nebo B singularni, A - B je také singularni. Tedy dostaneme rovnici
0=0.

Predpokladejme tedy, ze A i B jsou regularni. To znamend, ze A lze rozlozit jako soucin
elementarnich matic:

A=F, Ey--Ej
Tedy:
det(A-B) =det(E) - By E - B) =det(Fy) -det(Ey--- By, - B) =

nebot vime, jak se méni determinant elementarnimi tipravami — pfi¢teni ndsobku jiného fadku
znamend det(F1) = 1, ndsobeni fadku ¢islem ¢ znamend det(FE;) = t.

=det(E) - - - det(F2) - det(B) = det(Ey - - - Ey) - det(B) = det(A) - det(B)

Q.E.D.

VETA (o regularité podle determinantu):

Ctvercova matice A je regularni, pravé kdyz det A # 0.

Drtsledek linearity determinantu
Necht A;; znad¢i matici, ktera vznikne z matice A vypusténim i-tého fadku a j-tého sloupce (nékdy

také nazyvame minor matice uréeny soufadnicemi i, j).
Potom pro libovolné ¢ plati tzv. rozvoj determinantu podle i-tého fadku:

det(A) = Zn:aij - (=1)"7 det(Ay)

(Stejnou véc mohu udélat i pro sloupce.)

DUKAZ:

Miuzeme vzit definici determinantu

n
det(4) = > sgn(p) - [] arper)
PESH k=1
a vytykat prvky a;; z i-tého fadku.
Alternativni (jednodussi) cesta: mizeme vyuzit linearity a -ty fadek si rozlozit jako linedrni
kombinaci vektort kanonické béze (e;):

(aiﬁl,ai’g,...,aiﬂn) = ai’l(l,O,...,O) —|—al—,2(0,1,0,... ,0) 4+ +(Li7n(0,... ,0,1)

Determinant det(A) si pak rozlozime na soucet n determinantt, kde v i-tém fadku je vektor
kanonické baze e; (takova matice bud napi. B, ;):

det(A) = a; 1 det(B; 1) + - -+ + a;, det(B; )
Posuneme si nas “jednotkovy” fadek na nejvyssi pozici:
det(B; ;) = (—1)""'det(B1,;)
Nyni si sloupec s jednickou posuneme do prvniho sloupce:

det(Bl,j) = (—1)i_1(—1)j_1 det(BLl)
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Inu a odmyslime-li si prvni fadek a prvni sloupec, zbude nam matice A;;:
det(B1,;) = (—1)"*7 det(A;;)
Q.E.D.

Definice:
Pro ¢étvercovou matici A definujeme adjungovanou matici adj(A) pfedpisem
(adj(A))U = (—1)i+j det(Aji)

(Pozor na obracené poradi A;;!)

VETA (o vztahu inverzni a adjungované matice):

Pro kazdou regularni matici A nad télesem T plati

1

-1 _
AT = det(A)

adj(4)

DUKAZ:

Podivejme se na souéin A - adj(A), konkr. na souéin fadki:

A;. -adj(A Za 1) det(A;;) = det(A)

Jj=1

Nebot determinant matice A, kde i-ty faddek je nahrazen j-tym, je nula (jde o singuldrni
matici), plati:

Q.E.D.

VETA (Cramerovo pravidlo):

Necht A je reguldrni matice, potom kazdé feSeni soustavy Ax = b lze zapsat jako

e — det(Ai*,b)
" det(A)
kde A;_,; je matice, kterd vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce vektorem b.
DUKAZ:
Az —b—sg—Alp— adj(A) - b
- det(A) *Y
= L adi(A) 0 = S adi(A) by
T Get(A) Y 1T et(A) &MV
Jj=1
- det(A;—p)
det(A) b
Q.E.D.
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Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Model dynamického systému

Zavedme si jednoduchy (abstraktni) model dynamického systému. Systém budeme reprezentovat jako
vektorovy prostor V' nad 7. Dynamiku pak reprezentujeme jako linedrni zobrazeni f:V — V, které
popisuje prechod mezi dvéma stabilnimi stavy. Stabilni stavy mohou byt bud pevné body zobrazeni
f, nebo “skoro pevné” body (pevné az na skalarni nasobek).

Priklady:

(i) Osova soumérnost v R?: méjme takové zobrazeni f, pak jeho matice je

(flkw = (_01 _01)

(osa puli druhy a étvrty kvadrant).
Ptame se: Které vektory se zachovdvaji? Které vektory zachovdvaji smér? (Tedy aZ na skalar,
véetné zaporného, ktery vytvofi smér opaény.)

(ii) Cisla vlastni populacim kralikt: Mé&me Fibonacciho posloupnost (viz Linearni algebra I
nebo kdekoliv jinde).
Ptame se: Jak se vyviji pomér Fy/Fy_1? Md tento trend limitu? Osciluje, nebo pro néjakou

volbu velikosti populaci zistavd stabilni?

V fedi matic a vektorovych prostort: Uvazme prostor R? a linedrni zobrazeni f:R? — R2?

dané rekurenci
F1 _ 1 1 thl
F_) \1 0 Fi o

o o . T F .
Stabilni pomér F;/F;_; maji netrividlni vektory z = ( ¢ ) takové, ze

Fy
fl@) = <1 é)x—)\x

pro n&jaké X € R (vektory z a Ax maji zfejmé tento pomér stejny).

Vlastni ¢isla

Definice:

Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a f:V — V je linedrni zobrazeni. Potom A € T
se nazyva vlastni ¢islo zobrazeni f, existuje-li nenulovy vektor z € V takovy, Zze f(z) = Az.
Vlastni vektor pfislusny vlastnimu éslu A je libovolné x, pro né&jz plati f(z) = Ax.

Je-li dim(V') koneénd, lze zobrazeni f reprezentovat matici (viéi néjaké bézi), tedy lze pojem
vlastnich ¢isel a vektorti rozsifit i pro matice A € T™*". Vlastni €islo matice \ je takové, pro
které Jx # 0 takové, Ze Az = A\x. Vlastni vektor = pfislusny A je takovy, ze Ax = Az. MnoZina
vsech vlastnich ¢isel matice se nazyva stopa.
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Priklady:

(i) Osova soumeérnost:

(ii) Krélici:

(5
2

(vektor pti kazdé iteraci nariistd)

(5
2

(vektor méni znaménko

a blizi se k nulovému vektoru)

Pozorovani: Je-li z vlastni vektor pfislusny vlastnimu éislu A, je i libovolny skalarni nasobek .

VETA (o linearni nezavislosti vlastnich vektori):

Méjme linedrni zobrazeni f: V — V| navzajem rtzné vlastni ¢isla A1, Ag, ..., A\p a pFislusné vlastni
vektory a1, s, ..., 2 (z; prislusi \;). Potom vektory 1, ..., 2 jsou linedrné nezavislé.
DUKAZ:
Indukci a sporem:
Necht vy, ..., v dédvaji nejmensi protiptiklad, tedy libovolnd (k —1)-tice je linedrné nezévisla,
ale x1,...,xk je linedrné zavisla: Jaq,...,ax € T netrividlni takova, ze a1z + - - - + agxr = 0.

k k k
0=f(0)=f (Z aﬂi) = zaif(zi) = Zai)\ixz'
i=1 i—1 i—1

k

k
0= >\k -0 = )\k (Z aixi> = Zaz)\kxl
i=1

i=1

k k k k—1
i=1 i=1 i=1 i=1

To ale znamené, ze bud je x; = 0, nebo x1,...,z;_1 jsou linedrné zavisld. Oboji je. ..
1 Spor
Disledek:  Ctvercovd matice f4du n mé nejvyse n riznych vlastnich &isel, protoze T" ma

nejvyse n linedrné nezavislych vektort.
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Vlastni ¢isla matic

Vztah zobrazeni f < matice A neni jednozna¢ny, nebot rtizné matice A, B mohou odpovidat stejnému
zobrazeni f (vici riznym bazim X,Y):

A=[flxx,B=[flyv

[flxx = [idlyx[flyvy[id]xy
Matice [id] jsou pfitom reguldrni, navic [id]xy = [id]y k. Oznaéme [id]xy = R, pak

A=R'BR
Definice: Ctvercové matice A, B stejného fadu se nazyvaji podobné, pokud existuje regularni matice
R takova, ze A= R"'BR.
VETA (o vlastnich &islech podobnych matic):

Necht A a B jsou podobné matice (tj. 3R : A = R"'BR), ) je vlastni &islo matice A a x je
prislusny vlastni vektor. Potom A je i vlastni ¢islo matice B a y = Rx je piislusny vlastni vektor.

DUKAZ:
By = (RAR™Y) (Rz) = RAz = R(\xz) = A\(Rz) = X
B Yy
Q.E.D.
al ... 0
Pozorovani: Vlastni ¢isla diagonalni matice o jsou prvky na diagondle (pfislusny
0 ... an

vlastni vektor e¢; = (0,...,0,1,0,...,0)).

Definice: Matice A je diagonalizovatelna, pokud je podobnd néjaké diagonalni matici.

Uziti diagonalizovatelnych matic
Méjme diagonalizovatelnou matici A = R™!DR.

(a) Vypocet vlastnich éisel a vektort:

Pokud a; je i-ty prvek na diagonale v D, potom a; je i i-té vlastni ¢islo D, A a i-ty sloupec
R = (R - ¢;) je vlastni vektor matice A.

(b) Vypocet mocnin matic:

A* = R"'DRR™'DR---R"'DR =R 'D*R
kx
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VETA (o vztahu vlastnich &isel a diagonalizovatelnosti):

Ma-1i matice A € T™*™ n navzajem ruznych vlastnich ¢isel, potom je diagonalizovateln4.

DUKAZ:
Mgjme A1, Ag, ..., A, ruznych vlastnich ¢isel a 1, o, ..., 2, linedrné nezavislych vlastnich

vektorti. Dale méjme reguldrni ¢tvercovou matici € T7*"™:

R=(z1 | z2 | - | zn)

Vsimnéme si, ze Az; = \;x;. Pak A - R je vSak matice, kde i-ty sloupec je A\;x;. Plati navic,
7e A-R= R- D, kde D je diagonéalni matice majici na diagondle A1, Ao, ..., A,.

Tedy R"'AR = D, a proto A je podobna diagonalni D (R~! jsem to mohl vynésobit, nebot
R je reguléarni, tedy vektory jsou nezavislé).

Q.E.D.

VETA (o vztahu vlastnich vektori a diagonalizovatelnosti):

Matice A € T™*" je diagonalizovatelna, pravé kdyz ma n linedrné nezavislych vlastnich vektort.

DUKAZ:

“yn
Existuje regularni R, tedy R"!AR = D. AR = RD, sloupce R tvoii vlastni vektory.
Protoze R je regularni, vektory jsou linedrné nezavislé.
“en
Z vlastnich vektorfi sestavim R, pak R~!AR = D.
Q.E.D.
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Charakteristicky mnohoclen

Definice:

Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, potom charakteristicky mnohoclen
(v proménné t) je definovan predpisem

pa(t) = det(A —tI)

Vzdy jde o polynom v ¢ stupné n.

VETA (o vztahu charakteristickych mnohoélenti a vlastnich é&isel):

Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati, Ze A\ je vlastni ¢islo matice A, pravé kdyz A je kofenem
charakteristického mnohoclenu matice A.

DUKAZ:

A je vlastni ¢islo matice A, pravé kdyz existuje netriviadlni = : Ax = Az, tedy:
Ax —dx =0

(A= M)z =0

To plati, pravé kdyz matice této soustavy A — AI je singularni, coZ ovSem znamenad, Ze
det(A—XI)=0

pa(A) =0
Q.E.D.

Priklady:

(i) Mé&jme osovou soumérnost A = ( 01 _01 ):

pa—det (] )=

/\172 =+1

(ii) Méjme Fibonacciho posloupnost A = (} é)

pat)=t*—t—1

(iii) Me&jme matici otoceni (0 90°) A = <(1) _01)

pat) =12 +1

Resenim nejsou zadné vlastni ¢isla v R, zato v C existuji vlastni ¢isla

Ao = +i

10
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VETA (o charakteristickych polynomech podobnych matic):

Podobné matice maji shodné charakteristické polynomy (silnéjsi vlastnost, nez Ze matice maji
stejnd vlastni ¢isla).

DUKAZ:

A=R'BR
pa(t) = det(A —tI) = det(R"'BR —tR 'IR) = det(R"*(B — tI)R) =
= det(R™!) det(B — tI)det(R) = det(B — tI) = pp(t)

nebot det(R~!)det(R) = det(I) = 1.
Q.E.D.

Pozorovani:

Méjme I, J,K,L,P,Q,R, S € T"*™:

I J\(P Q
K L R S
——
€ T2nx2n
(IP+JR IQ+JS
“\KP+LR KOQ+LS

VETA (o vztahu fddu matice a vlastnich é&isel sou¢inii matic):

Pro ¢tvercové matice A a B stejného fadu maji matice AB a BA stejna vlastni ¢isla.
Cviceni: Dokazte, Ze toto jednoduse plati, je-li A nebo B reguléarni.

DUKAZ:

(Nyni dokazujeme vétu i pro singularni A, B.)
AB 0 I A\ [(AB ABA
B 0 0 I'J \ B BA
I A 0 0\ [(AB ABA
0 I B BAJ) \ B BA
) je regularni, tudiz matice

(% o) (5 54)

si jsou podobné a maji tedy stejny charakteristicky polynom:

1 . (1
Dale vime, ze (0 7

det (ABB ! 21) = ()" det(AB —tI) = (=1)"pan(?)

Prvni rovnost plati, nebot jeden kvadrant je nulovy, tedy si musime brat prvky z kvadrantu
s —tI (to je ono (—t)"), a ostatni nutné musime brét z AB — tI, abychom zachovali permutaci.

11
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Stejné i pro druhou matici

—tI 0 " .
det( B BA—tI) = (=t)"det(BA —tI) = (—t)"ppalt)
Tedy diky rovnosti onéch matic plati

(=1)"paB(t) = (=1)"ppa(t)

Q.E.D.

VETA (Cayley—Hamilton):
Necht A € T"*™ a
pa(t) = (=1)"" +an_1t"" '+ +ait + ag
je jeji charakteristicky polynom. Potom plati
(—1)"A" 4 ap, 1 A" ot @A+ agl =0

Cviceni: Ukazte, Ze tato véta plati pro diagonalizovatelné matice.

DUKAZ:

Vyuzijme faktu, ze
M adj(M) = det(M)I

a dosadme za M = A — tI. Pak prvky matice adj(A — tI) jsou polynomy stupné <n —1v ¢
(plyne z definice adj(M) pomoci minorti).

adj(A—tl)=t""'B, 1 +t" 2B, o+---+tBi+By  Bp_1,...,Bo € T™"

(A—tD)(t" 'Byq +t" ?By_g+ - +tB1 + By) = det(A — tI)[ =
=pa) = (=1)"t"T + a,_1t" T+ -4 aytl + agl

Jaké dostaneme koeficienty?

tn —B,_1=(-1)"I /- A" zleva
tl,lgzﬁn—l ABi—Bi,lzaiI /14Z zleva,
t% (abs. ¢len) ABy = agl

Secteme:
—A"B, 1+ Anil(ABn—l - Bn—Z) + AniQ(ABTL—Q - BTL—3) +oeee Tt A(ABI - BO) + ABy =

= (=1)"A" +ap 1 A"+ a A+ apl

Ale zaroven se vSe vzajemné vykrati tak, ze:
—A"B,,_1 + A" Y (AB,_1 — B, ) +---+ A(AB; — Bo) + ABy =0

Q.E.D.
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Vlastni ¢isla a matice v C

C je algebraicky uzaviené téleso, tedy se daji nalézt kofeny polynomi.
Zakladni véta algebry
KaZzdy polynom stupné > 1 méa > 1 kofen v télese C.
Disledek:

Kazdy polynom p(t) stupné n > 1 nad C lze rozlozit na souéit n monomi
p(t) = an(t = A1)t — A2) -+ (£ = An)

kde A1,..., A\, jsou kofeny.

Pro¢ by to mélo platit? p(t)/(t — ) musi byt nutné polynom stupné n — 1 a A; je kofen p(t),
jehoz existenci dava zakladni véta algebry.

Postupné takto délime, a pokud by na konci ztstalo néco jiného nez 0, tak nemohly byt A,
koteny.

Nastin dikazu
Méjme
p(t) = antn + an—ltn_l + -+ Cl1t + ap

a bez 1jmy na obecnosti pfedpokladejme a,, # 0, ag # 0.
Jak se p(t) chova?

(i) [t]| = 0:p(t) = art + ao (predpokladame-li a; # 0)

(ii) [t] = oo p(t) = ant™

Jak graficky vypada obraz komplexni kruznice o poloméru r : D, := {t : |[t| = r}?
(i) |t| — 0: p(D,) je maly komplexni krouzek okolo ag

(ii) |t| — oo : p(D,) obraz se n-krat ovine okolo nuly

Topologicky argument: Pro ¢t — oo je pocatek uvnitf obrazu kruznice a pro t — 0 je vné.
Tedy pokud spojité prechazi z extrému do extrému, tak tu nulu nékdy musi “trefit”.

Dusledek: Necht A je komplexni ¢tvercovd matice fadu n. Potom lze psét
pa(t) = (A=) (Ag =)™ - (A — )™
kde A1, ..., A jsou riuzna vlastni ¢isla a r; je tzv. algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla: Zle i =n.

Pozorovani:

k
(1) ap=det A=][]A"

i=1
Dosadme t = 0 do charakteristického polynomu a do jeho alternativniho zapisu z pfedchoziho
disledku:

pa(t) = det(A —tI)

13
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(i) an=(-1)" ap_1=(=1"(rid+rm2A0+ -+ ) = (A1 +A22+A33+--+ App)

(1) pa(t) =M =) (A2 =) -+ (A — 1)
Z tohoto rozvoje mohu ur¢it koeficient " ~!: z n—1 zavorek vidy vezmu t a z té zb§vajici

A
(2) pa(t) = det(A — tI)

Jediné permutace, ktera je identitou (tedy provede vyndsobeni po diagonéle), muze dat
polynom v ¢ stupné > n — 1.

Tato permutace d4 sou¢in (A; 1 —t)(A22 —t) - (Ann — t) a koeficient tedy bude opét
(stejnym zptisobem jako v (1)) soudet prvki na diagonale.

Tvrzeni:

Ctvercova komplexni matice A je diagonalizovatelna, pravé kdyz
VA; i rank(A — N\ I) = rank(A) —r;

DUKAZ:

A je diagonalizovatelna, tedy existuje baze C™ slozena z vlastnich vektorid. Tuto bézi vsak
miZeme rozlozit na k bézi v prostoru Ker(A — \;), kde kazda je o dimenzi r;.
Q.E.D.

Priklad:

Matice, ktera nelze diagonalizovat:

1 1
=01 e

Jordantv normadlni tvar matice
Kazda komplexni ¢tvercova matice je podobna matici T-O-D-O: nakreslit

Ctvercové oblasti, které maji na diagonale vlastni &islo \; obklopené jednickami, nazyvame Jor-
danovy bunky.

Hermitovska matice

Definice:

Necht A je komplexni ¢tvercova matice. Potom matici A¥, pro kterou plati
(Af)yy = aji

nazyvéame hermitovska transpozice matice A.
Pozn.: Nékdy se znaci také A a k tomu se jesté nékdy nazyva konjugovand matice.

Pozorovani:

(AB) = BH AH

(Diikaz je obdobny jako pro oby¢ejnou transpozici.)

14
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Pozorovéani:

Pro standardni skalarni soucin nad C plati
n
(@ly) =z =y"a
i=1

Vezméme prostor nad C konecné dimenze n = C™ a orthonormalni bazi u; vici standardnimu
skalarnimu soucinu:
A=(u; us -+ uy)

Potom nutné plati
ATA=1

Definice: Komplexni étvercova matice A se nazjva hermitovska, plati-li A = A, a unitarni,
plati-li ATA=1.

Pozn.: Interpretace v R: Hermitovska matice odpovida symetrické matici AT = A, zatimco
unitarni matice odpovid4 orthogonalni matici AT = A~1,

VETA (o diagonalizaci hermitovské matice):

KaZzda hermitovska matice A mé vSechna vlastni ¢isla redlnd a dokonce existuje unitarni
matice R takova, ze R~'AR je diagonalni.
Pozn.: Podobné véta plati i pro $irsi t¥idu matic, tzv. normdini matice AF A = AAH.

DUKAZ:
Indukci podle n — Faddu matice. Pro m = 1 triviadlné plati, necht tedy plati pro
1,2,....n—1:

Vime, ze existuje vlastni ¢islo A a prislusny vlastni vektor x € C. Podle Steinitzovy véty
o vyméné muzeme doplnit £ na orthonormalni bazi prostoru C™. Bez Gjmy na obecnosti
tedy necht ||z| = 1.

Z vektori této baze vytvorime matici P,, obsahujici ve svém sloupcovém prostoru
ortonormalni bazi C". P, je unitarni, ponévadz standardni skalarni souc¢in dvou riznych
vektort z orthonormalni baze je nulovy a soucin dvou stejnych vektort je 1. Plati:

(P AnPo)™ = PTAT(PHT = PTATP,
Tedy P2 AZP, je hermitovska matice.
Daéle méjme matici:
A 0
0 An—l

Protoze tato matice je rovna své hermitovské transpozici, musi platit A = X, tudiz A € R.
7 indukéniho predpokladu existuje unitarni matice R,_; takova, ze R;ilAn_an_l =

D,,—1. Vezméme
1 0
=(o )

R,=P,-S
S'i P, je unitarni — je unitarni i jejich soucin?
RH.R,=(P,S)"P,S=S"PHApP,S =T
Tedy R, je unitarni. Je to ona matice, kterou jsme hledali?
R,'A,R, = (P,S)?AP,S = SHPH AP, S =

(0 N (A 0 N (10 N_(x 0 \_,
N 0 Rﬁl_1 0 An—l 0 Rn—l B 0 Dn—l N

Q.E.D.
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Alternativni cesta k dukazu

(i) Snadno se ukdze, ze A € R:
Az =z = (Az) = ()
(\z)H =Nzl = zH AH
A= X)) =a¥ N =Nz =2"Bx —2¥BH2 =0

Tedy nutné \ = \.

(ii) Ruzna vlastni ¢isla znamenaji, Ze pfislusné vektory jsou na sebe kolmé.
Necht A1, Ao jsou dvé rizné vlastni éisla matice A a x1,xo jsou prislusné vlastni

vektory. Vime, ze A¥z; = Az;. Potom
Alm{{mz = (A_lx{{xg = (AHxl)ng = m{{(Aacg) = )\295{{962

a vime, Ze A\; # Mg, proto 2 2o = 0 a jsou tedy ortogonalni.
’ ) P 1

(iii) Obtizné je ale ukazat, ze dim(Ker(A — N\, 1)) = ;.

Dusledek:

Pro kazdou symetrickou matici A plati, Ze vSechna jeji vlastni ¢isla jsou redlna a navic existuje
orthogonalni matice R takové, e R~'AR je diagonalizovatelna.
Pozor, ne kazda matice je orthogonalni. Je nutno ukézat, ze pfislusny vlastni vektor = lze

vzit realny. To nastésti lze:

(A=X)xz=0

To je soustava linedrnich rovnic s redlnou singularni matici, tedy musi existovat netrivialni
feSeni a tak mizeme ziistat v télese R.

Priklad:

(1 14
A(l—i 2)

pat) =t> =3t A\ =0, \y=3

N

1
V3 3

w

144 1
R= 3 1@ unitarni
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Vztah hermitovské transpozice a skalarniho souéinu

Pozorovéani:

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem kone¢né dimenze a X = {1, o, ...

je jeho orthogonalni baze. Potom:

n

Vu,v € Vi (ulo) = {ulzi)(zilv) = [o]} [ul,

i=1
DUKAZ:
U= Zaixi a; = (ulz;) = ([u]z)i
i=1
v = Zﬁifﬂi Bi = (v|zs) = ([v]2):
i=1
(zilv) = Bi
(o) = (Y cuws| Y Bjzy) =YD ciB(wilzy)
i=1 j=1 i=1j=1
i=j= (wilz;) =1
Q.E.D.
Tvrzeni:

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem kone¢né dimenze a X = {1, o, ...

je jeho orthonormalni baze. Necht déle f:V — V je linedrni zobrazeni.
Potom plati, ze f zachovava skalarni soucin, tj.

(uv) = (f ()| f(v))

a to, pravé kdyZ je matice zobrazeni [f]xx unitarni.
DUKAZ:

(ulv) = [v] ¥ [u]x

(f@)f (@) = [FIX[f(lx = (flxxvlx) " [flxxlulx = 0] x [FXx [flxxulx

s Tn}

To vSak miZe platit, pouze pokud [f]% «[f]xx = I, jinak Ju,v € V takové, Ze se rovnost

porusi. Tedy [f]xx musi byt unitarni.
Q.E.D.
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Pozitivné definitni matice

Jak se chova skalarni soucin vici orthonormalni bazi vime. Otazka vSak zni, jak se chova vici libovolné
bazi. Odpoved? Prekvapivé i v tomto pripadé lze vyjadrit maticovym soucinem.

Pozorovani:

Necht V' 2 C™ je prostor se skaldrnim soucinem. Potom existuje matice E takova, ze (ul|v) =
v By pro libovolné aritmetické vektory u,v € C.

DUKAZ:
Vezméme kanonickou bazi C": e, eq,..., e,
U= (u13u2a s ,’Lbn)
U= ('Ul,'UQ, ce ?Un)
(ulo) = (D wies| Y vjes) =D > uimilele;)
i=1 j=1 i=1 j=1
Definujme tedy matici (E);; = (e;|e;):
Z Z uiv;(eilej) = v Eu
i=1 j=1
Q.E.D.
Poznamky:
Pokud (u|v) = (u|v), matice F musi byt hermitovska.

=
Pokud (u|u) > 0 a (u|u) = 0 & u = 0, matice E musi byt pozitivné definitni.

Definice:

Splnuje-li hermitovskd matice A fadu n podminku
VeeC", x#0: 28 Az >0

potom Fekneme, Ze matice A je pozitivné definitni.
Pokud je splnéna alesponn podminka

Ve e C": a2 Ax >0

tak nazveme matici A pozitivné semidefinitni.
Obdobné mame matice negativné (semi)definitni a indefinitni (neplati-li ani jedno).

Pozn.: Pozitivné definitni matice indikuji lokalni minimum, v matematické analyze se proto uplatiiuji
pri vySetfovani extrému funkce vice proménnych.

VETA (hermitovski matice a pozitivni definitnost):

Pro hermitovskou matici A jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) A je pozitivné definitni
(ii) A ma vSechna vlastni ¢isla kladna

(iii) k A existuje regularni matice U takova, ze A = UHU
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DUKAZ:

(1= 2) Méjme vlastni éislo A a pFislusny vlastni vektor z:
Ax = Az
e Ax = M\
e Ax = Nl
Z piedpokladu vime, ze A je pozitivné definitni (z7 Az > 0), tedy 2"z je sou¢in kom-

plexné sdruzenych nenulovych ¢isel, coz musi byt kladné redlné cislo, a proto nutné
A > 0.

(2 = 3) Matice A je hermitovska, tedy
3R: R"DR

kde R je unarni a D diagonalni. Na diagonéle ma pritom vlastni ¢isla, ktera jsou kladna.
Zvolme D tak, ze D;; = /D;;. Potom

D=D".D
A=REDHDR
U=DR

a U je regularni, nebot R i D jsou regularni.

(3 =1) Snadno odvodime:

e Az = HUHUz = (Uz)® (Uz) >0
N N~
A0 #£0

Q.E.D.

Tvrzeni (Choleského rozklad):

Pro pozitivné definitni matici A existuje trojihelnikova matice U takova, Ze

A=UHU

DUKAZ:

Vynechame. Diukaz by byl jen adaptaci dikazu tvrzeni, Ze “A je hermitovskd = existuje
unitarni R : A = RTDR”. Jen by se muselo vénovat trochu usili pfi sestavovani matice tak,
aby byla trojuhelnikova a dalsimi operacemi se tento stav neporusil.

Algoritmus pro nalezeni rozkladu

Vstup: Hermitovska matice A
Vystup: Choleského rozklad U : U U = A nebo odpovéd, ze A neni pozitivné definitni

(i) Pro i =1 az n proved

(pokud u;; € R neexistuje, A neni positivné definitni).
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(ii) Pro j =i+ 1 az n proved
1 i—1
Uy = — | aij — Zukju_k?
Ui P

DUKAZ:

Neni slozity, 1ze pomérné snadno “zpétné” odvodit z ndsobeni matic.

Q.E.D.

Tvrzeni (Jacobiho pravidlo):

Hermitovska matice A fadu n je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz determinanty matic Ag, A1,
As, ..., Ap_q jsou kladné (A; znaéi matici vzniklou z A umazanim poslednich ¢ fadki a sloupct).
Dukaz: Slozity, neuveden. Q.E.D.

Tvrzeni:

Méjme blokovou matici A definovanou jako

)
N

Blokovéa matice A je pozitivné definitni, prave kdyz o > 0 a A — éa -af je pozitivné definitni.

DUKAZ:

“@’?
Necht 2 € C™ (libovolny netrivialni):

eH Ay =(z7 - # )| _ N R

o ~ [ ORI | T | -
:olexl+x1xHa+a:1aHx+xHAx—a:H—aaHx—FxH—aaHa::
«@ «

- | . - 1 .
= amlx_l—l—:clea—i—:C_laHa:—i—asH—aaHx—i—mH A— Zad ) 7=
a a

komplexné sdruzend cisla

-1 1 1
_ ~H AR - ~H H -
=z (A ,aa ) T+ (\/axl + —\/aw a) (\/axl + —\/aa x) >0

vzdy je jeden z vyrazi > 0, nebot z je netrividlni

“:>”

Ukéze se stejné volbou

r=——a"Z ({cviceni))

QIm

Q.E.D.
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Formy

Méjme linearni zobrazeni f:V — V, kde dimV < oo. Pak se da najit matice zobrazeni takova, zZe
volbou vhodné baze ziskame diagonalni matici.

Méjme déle skaldrni sou¢in V x V' — C (nebo obecné — T'), kde dim V' < co. Pak se d4 najit “matice
soudinu” (pozitivné definitni matice) takova, Ze volbou vhodné baze ziskdme p&knou matici.

Definice:

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a f:V x V — T je zobrazeni takové, které je linearni
v prvni slozce:

Yu,v €V, Ya € T : flau,v) = af(u,v)
Vui,ug,v € Vi f(ur +ug,v) = fu,v) + flug,v)

i ve druhé slozce:

Vu,v € V, VB e T : f(u,Bv) = Bf(u,v)
Yu,v1,v2 € Vi f(u,v1 +v2) = f(u,v1) + f(u,v2)

Potom [ nazyvame bilinearni formou na V.
Biline4rni forma je symetricka, plati-li

Yu,v €V f(u,v) = f(v,u)

Zobrazeni ¢g:V — T nazyvame kvadratickou formou, pokud g(v) = f(v,v) pro n&akou bi-
linearni formu f na V.

Definice:

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T' kone¢né dimenze a X = {vy,...,v,} je jeho baze.
Potom pro kvadratickou formu ¢g: V' — T' definujeme matici B formy g predpisem

bij = f(vi,vj)

kde f je symetrickd (tzv. poldrn?) bilinedrni forma vytvofujici formu g.

Pozorovani:

Pro kazdou kvadratickou formu existuje polarni forma, ktera ji definuje.
Bilinearni formy na vektorovych prostorech koneéné dimenze se pocitaji jako maticové souciny

v A
(kde A je étvercova matice).
Jak se s matici formy pocita?
uweV, [ulx = (a1, e,...,0n) 1 u= Zaiui
i=1
n n
g(u) = f(u,u) = f (Z aivi,Zajvj) =3 > aia; - foi,v;) = [u]k - B-[ulx
i=1 j=1

Definice:

Analytické vyjadreni kvadratické formy ¢g: V — T viéi koneéné bazi X je funkce

gTh =T
n n
g(x1,29,. .., Tpn) = E E @i T
i=1 j=i

kde koeficienty a;; jsou odvozeny z matice B formy g vii¢i bazi X predpisem

aij =2bi; i F JNai = by
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Priklady:

(i) Kvadraticka forma g;: R? — R dan4 matici B = (0 3 > vadi kanonické bézi K.

3 -3
Analytické vyjadreni téze formy:

g1(z1, x2) = 6122 — 323

1
(ii) Kvadraticka forma go: R® — R dand matici B= [ 0 0 —1 | vii¢i kanonické bazi K.
2
Analytické vyjadreni téze formy:

g2(1, T2, 23) = 22 + da 3 — 2w0w3 + 323

LEMMA:

Necht B je matice kvadratické formy ¢: V — T vici bazi X, potom
B' = [id]yx - B- [id]y x

je matici formy g vudci bazi Y.

DUKAZ:
[ulx = [idlyx - [uly
g(u) = [k - B-[u]x = (lidyx - [uly)" - B [id)yx - [u]y =
=[uy - lidyyx B-lidyx -luly
matice formy ¢ viiéi Y
Q.E.D.

VETA (Sylvestertiv zdkon setrvaénosti kvadratickych forem):

Plati pouze pro T = R/
Necht V' je vektorovy prostor koneéné dimenze nad R a ¢g: V — R je kvadratickd forma. Potom
existuje baze X prostoru V takova, ze matice B formy g vici X je diagonalni, a navic

Vi: b € {—1,0, 1}

Navic pocet kladnych prvki na diagonale nezélezi na volbé X (a je pro vSechny takové vhodné baze
stejny).

Pozn.: Vektoru (#+1,#—1,#0) se fika signatura formy.

Zakon setrvacnosti tedy fiké, Ze signatura formy dané formy je stejnd a nelze zménit volbou jiné
béze.
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DUKAZ:
(a) existence: Mam libovolnou bazi X a symetrickou matici By. Pak
Junitdrni R: R~ - By - R je diagonélni
(unitarni je takova R, ze R~! = RT).

R ' By-R=RT-By-R=D

Nadefinuji D diagon&lni:

Hledana matice bude mit:
e na diagonéle 0, pokud v D bylo vl. ¢islo =0
e na diagonéle 1, pokud v D bylo vl. ¢islo > 0
e na diagonale —1, pokud v D bylo vl. ¢islo < 0

BO:(E-RT)T-B-E-RT

kde D - RT je regularni matice, konkrétné matice prechodu od baze Xy k X.

(b) jednoznacnost: Nezkousi se.

Bez ijmy na obecnosti necht B je regularni. Dokazuji fakt, Ze pro libovolnou symetrickou
B a libovolnou regularni R maji matice B a RT - B- R stejnou signaturu (sta¢i stejny pocet
kladnych vlastnich ¢isel).

Mam danou R = Ry. Provedu Gramm—Smidthovu ortogonalizaci a ziskdm R; unitarni.
To si vSak predstavim jako spojity proces — ziskdm R pro s = [0, 1]. VSechny tyto matice
jsou regularni, vlastni ¢isla se vSak méni spojité; nikdy proto nemohou projit nulou, a tedy
pocet kladnych a zapornych ¢isel se timto procesem nezmeéni.

Q.E.D.

Piiklad:

“Diagonalizace” kvadratické formy: Mé&me kvadratickou formu g;: R? — R danou matici

0 3
7=(5 5)
vuci kanonické bazi K.
Matice téze formy vici bazi X = {(2/3,1/3)T,(-1/3,1/3)T}:

AT p oo (2/3 13\ [0 3\[/2/3 —-1/3\ (1 0
B =lidxx - B [Zd}XK<—1/3 1/3)\3 —3)\1/3 173 )~ 0o -1
Analytické vyjadieni B’ je pak:

g(x1,12) = I% - l’g
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Linearni programovani

Cokoladovna vyrabi pét druhfi vyrobkfi. Spotiebovava tfi zédkladni suroviny: tuk, kakao a cukr, jez jsou k
dispozici v omezenych mnozstvich 1500 kg, 300 kg a 450 kg na den. Spotfeba surovin odbytové ceny v Kés /
1 kg jednotlivych druht cukrovinek je uvedena v tabulce:

Surovina Zelé v ¢okoladé  Marokanky Cokoladova zrna  Indidnky  Vénecky
Tuk 0.4 0.3 0.6 0.6
Kakao 0.05 0.2 0.1 0.1
Cukr 0.1 0.2 0.2 0.1 0.2
Cena v Kés / 1 kg 20,- 120,- 100,- 140,- 40,-

Matematickd formulace:

max 20x; +120xy + 10023 4 140x4 + 405
0 + 0.4z + 0.3z3 + 0.6x4 +0.625 <1500
0.05z1 + 0.222 + 0.1z3 + 0.1z4 + 0 < 300
0.121 + 0.2z5 + 0.223 4+ 0.124 + 0.225 < 450
T1,X2,T3,T4,Ts5 > 0

Uloha linearniho programovani: SnaZime se optimalizovat hodnotu linedrni i¢elové funkce pres
prostor feseni vymezenych linedrnimi podminkami.

Linearni ti¢elova funkce:
maxcixy + caxo + -+ -+ CcpTy

kde z1,...,x, jsou proménné a cy,...,c, € R.
Linearni podminky:
a1171+ a2+ -+ an, < by

Am1%1 + AmaT2 + - -+ Gy S bm

Vi:1<i<m,Vj:1<j5<n

(LijER, b; eR

Definice:

Uloha linearniho programovani ve standardnim tvaru zni:
Naleznéte vektor 2 € R™, jez maximalizuje ti¢elovou funkci ¢’z za podminky

Az <D

(kde “<” je usporddéani vektord po slozkdch), kde ¢ € R™, b € R™, A € R™*™.
Kazdy vektor z, jeZ spliituje Az < b, nazveme pripustné reseni. Optimalni FeSeni je takové
piipustné feseni =*, kde pro kazdé p¥ipustné feseni z plati ¢’z < cTa*.

Geometricka interpretace

Jedna podminka urcuje poloprostor v R™. VSechny podminky dohromady pak urcuji prunik téchto
poloprostort, ktery oznacujeme jako simplex.

Ugelové funkce udévé roviny se stejnou normélou. Tato norméla uréuje gradient (neboli smér),
ve kterém se snazime maximalizovat nebo minimalizovat.
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Obor hodnot

Budeme uvazovat pouze R. Kazdopadné vsak potfebujeme usporadané téleso, nepripada proto v
uvahu C ani Z,,. Na druhou stranu feseni v Q projde stejné jako v R.

Uvazuje se téZ obor Z, pak dostaneme ulohy celoéiselného programovani (ILP). Narozdil od
klasického linearniho programovéani vSak jde o té&zké tilohy!!

Jaky je rozdil mezi LP a ILP? Uvazujme n proménnych x1,...,x,:

maxxi +---+ Ip
Vi=1,...,n:0<z; <1

V LP muzou proménné nabyvat x; € [0, 1], optimum lze ziskat napf. n/2, z; = 1/2. Zato v ILP
proménné nabyvaji x; € {0,1}, optimum je napf. z; = 1 a ostatni z; = 0.

Pomoci ILP lze zformulovat naptiklad tilohu nalezeni nejvétsi nezavislé mnoziny? v grafu G =
(V, E). Za kazdy vrchol vezmu proménnou z; : 0 < z; < 1 a za kaZdou hranu (¢, j) ddm podminku
2; +x; < 1. Napf. pro cestu 1 — 2 — 3 nalezneme

z* = (1,0,1)"

Lze vsak dokazat, ze nezavislost v grafu je NP-uplna tloha. Tedy nutné i ILP je NP-uplné tézké.
Na druhou stranu LP je P snadné.

Reseni tiloh linedrniho programovéani

(i) Uloha nemé feseni, protoze nemé zadné piipustné reseni:

10 < 21, 22
1+ 22 <19

maxxi + T2

(ii) Uloha nema feSeni, protoze hodnota téelové funkce je neomezeni:

0< 21,20
—1§Z‘1—$2S1

maxxi + Io

(To, Ze je simplex neomezeny, vSak neznamena automaticky, Ze iloha nem4 optimalni FeSent;
napf. minz; + xo v pfedchozim piipadé.)
(iii) Optimum je jednoznacné.

(iv) Uloha m4 nekoneéné mnoho optimélnich fegeni:

nglaIQSZ
—1§$1—£B2§1

maxxi + T2

1 Geometricky nam totiz Z" vytvoii jakési m¥izové body. Optimalni feSeni ILP proto nemusi leZet
na hranici simplexu, a nemusi to byt ani miizovy bod nejblize optimu (pokud ve sméru gradientu
lezi v simplexu né&jaky m¥izovy bod déle). Dokonce nemusi optimélni FeSeni existovat viibec, prestoze
odpovidajici iloha LP mé optimum (vyhyba-li se miiZzovym bodim).

2 Nezévisl4 mnoZina je takova mnozina vrcholtl, kde 74dné dva nejsou spojeny hranou.
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Varianty tloh linearniho programovani
(i) minc’z < max(—c’'x)
(ii) 1171+ a12%2 + -+ -+ A1pTy b1
—@11%1 — Q12T2 — -~ A1 — by
(iii) o]z =b; <= al'x <b; Nalz > b
(iv) Az =b

>
<

a11T1 + a12T2 + -+ a1pTy > by

X 1 Z 0
a1171 +a1222+ -+ a1pTn + Tpp1 = b1 e

(v) Chceme z1 > 0. Zavedeme z; = a — a2/, kde «}, 27 > 0, a budeme tento vyraz pii FeSeni
pouzivat misto x;.

Definice:

Mnozina V' C R™ je konvexni, pokud pro Vu,v € V plati
{au+(1—a)v:ae(0,1]} D2V

(tedy spojim-li libovolné dva body mnoziny tseckou, celd tato tisecka lezi uvniti mnoziny).

Pozorovani: Prinik dvou konvexnich mnozin je konvexni mnozina.

Dukaz: Méjme konvexni Vi, V5 a u,v € V1 N Va5, u,v jsou ve V7 i ve V, spolu se svymi tseckami,
tedy jsou tyto usecky i ve V1 NV5. Q.E.D.

Pozorovani: Mnozina pfipustnych feseni Az < b je konvexni mnoZina.

Dukaz: Mnozina pfipustnych feseni je prinikem poloprostorii, tj. prunikem konvexnich mnozin.
Q.E.D.

Pozorovani: Mnozina optimalnich fefeni Az < b, max ¢’ z, je konvexni mnozina.

Diikaz: Méjme jakékoliv dvé optimalni feseni z*, 2**. Tedy c¢’a* = c¢T2**. Vezméme a € [0, 1]

a uvazujme
¥ =ax* + (1 —a)z™*

Pak 2’ je pfipustné, to plyne z predchoziho pozorovani (z* a z** jsou p¥ipustnd). Zéaroven vSak

Tz = ¢Tx*, nebot

laz* +(1—-a)z™) =aclz* + (1 —a)clz* = ac’z* + (1 —a)clz* = Ta*

Q.E.D.

Definice:

Konvexni obal K (X) mnoziny X C R" je prunik vSech konvexnich mnozin v R" obsahujicich X:

K(z) = m v

XCV
V konv.

Konvexni kombinaci uy, us, ..., u; € R" nazyvame v € R", existuji-li

k k
ay,qe,. .., a € 10,1], Zai >k::v=2aiui
i=1 i=1
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VETA (o vztahu konvexniho obalu a konvexnich kombinaci):

Konvexni obal mnoziny X C R” je mnozina vSech konvexnich kombinaci prvkt z X. Tedy

dxy,29,...,2 € X
k
Jag,a9,...,a, € [0,1], Zai >k

i=1

k
K(x) = {UZUZZ%‘%}

takové, ze

Dukaz: (cvifeni)

Definice:

Prinik koneéné mnoha poloprostorit v R™ nazyvame (konvexnim) mnohosténem (polyedr).

Dimenze mnohosténu P je pak dimenzi nejmensiho afinniho prostoru obsahujiciho P.

Hranice poloprostorii vymezujicich P zovou se hrani¢nimi nadrovinami.

Pokud se n hrani¢nich nadrovin mnohosténu P protind v pravé jednom bodé z a navic x € P,
x se nazyva vrchol P.

Pozorovani: Mnohostény jsou ekvivalentni mnozindm pfipustnych feseni Ax < b.

Pozorovani: Je-li  vrchol Az < b, podmatice A slozend z Fadkd odpovidajicich hrani¢nim
nadrovindm urcujicim x je regularni.

Pozorovani: Pocet vrcholit mnohosténu je nejvyse (') (tj. konecny).

LEMMA:

Maé-li matice A Glohy LP s n proménnymi hodnost n, pak mnohostén pfipustnych feseni obsahuje
vrchol.

DUKAZ:

Sporem: vezméme si piipustné feseni x € P takové, ze x lezi na nejvétsim mozném poctu k
nezavislych hrani¢nich nadrovin.

Pokud k = n, je vSe z definice v poradku.

Pokud k < n, prinik vybranych hrani¢nich nadrovin mé dimenzi alespon 1, ergo obsahuje
n&jakou primku. Uvaz priniky nezévisljch hrani¢nich nadrovin s pfimkou p; dostaneme 2/,
ktery lezi na k 4 1 hrani¢nich nadrovinach.

1 Spor

VETA (o konvexnim mnohosténu):

Kazdy omezeny konvexni mnohostén je konvexnim obalem mnoziny svych vrcholéi. (Omezeny
mnohostén je takovy, ve kterém vSechny body maji omezenou vzdalenost od pocatku < lze jej
vnofit do dostateéné velké koule < neobsahuje zadnou polopfimku.)

DUKAZ:

Me¢jme mnohostén P a X mnozinu vrcholi P. Dale predpokladejme P C R™.
X CPAPkonvexni = K(X)CP

(K(X) je prunik vSech konvexnich podmnozin X, ale P je také konvexni.)

Sporem tedy dokazme, ze P C K(X). Vezméme = € P\ K(X) takové, Ze nélezi nejvétsimu
po¢tu k hrani¢nich nadrovin. Bud k = n, pak x je vrchol, ale pak jisté © € X C K(X), coz je
spor. Nebo k < n, potom prunik téchto k£ hrani¢nich nadrovin s P obsahuje polopfimku, coz je
opét spor (s omezenosti).

Q.E.D.
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VETA (o mnohosténech a optimélnich Fesenich):

Ma-1i Gloha linearniho programovéani optimalni feSeni a matice A této tilohy ma hodnost n rovnu
poctu proménnych, potom se optima nabyva téZz v nékterém z vrcholdi mnohosténu pfipustnych
Teseni.

DUKAZ:

Oznadime z* optimélni FeSeni. Déle plati rank(A) = n, tudiz P m4 néjaké vrcholy.

(a) P je omezeny: z* = Zaiui, kde a;; € [0,1] : " «; =1 a u; jsou vrcholy P.

Jakmile pak «; > 0, musi platit ¢’'z* = c¢Tu; (obecné plati ¢’ z* < ¢T'u;).

T = E a;clu;

Potom wu; je vrchol, kde se nabyva optimum.

(b) P jeneomezeny: x* lezi na hranici P, nebot nadrovina uréend rovnici ¢’z = ¢T'2* protina
hranici P (a cely P lezi na jedné strané této nadroviny).
Necht z* lezi v k nezévislych hrani¢nich nadrovindch. Ozna¢me B za prinik téchto
nadrovin. Hodnota ti¢elové funkce ¢’z pak musi byt konstantni na B.

Kdyby 3y, € B: Ty > Ty, pak pro dostateéné malé e plati
¥ +e(y—y)eBNP

T ey — o) = ot +e(Ty - Ty)

ale to nejde, nebot (cTy —cTy’) > 0.

Vrcholy BN P jsou vrcholy P — pruniky nékterych nadrovin urcéujicich P. Vezmu tedy
libovolny prvek z BN P, tam se nabyva optimum. Takovy musi existovat, ponévadz hodnost
matice urcujici BN P je n.

Q.E.D.
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Simplexova metoda

Simplexova metoda je postup, jak vyfesit tlohu linearniho programovani prochazenim mnoziny vrchol
mnohosténu pripustnych feseni tak, ze hodnota tcelové funkce neklesa.

Pozor, tato metoda miiZe trvat i exponencialné dlouho! Mame-li n nadrovin, pak totiz vrcholt samot-
nych miZe byt exponencidlné mnoho (napf. n-dimenzionélni hyperkrychle), a vstupem tlohy nejsou
vrcholy, ale nadroviny.

Priprava tvaru tlohy

Méjme tlohy pro linedrni programovani ve standardnim tvaru:

max CT T

Az <b

Vychozi tvar je max ¢’ Ty , pro simplex vyuzijeme tvar
Az = x>0

a pfiddme pomocné proménné pro kazdou nerovnost (rozsifenim o jednotkovou matici).
Pozorovani: Kdyz b > 0, mame vychozi pripustné feseni, tedy Ze pomocnym proménnym
dosadim hodnoty z b.

LEMMA:

Méjme tlohu linedrniho programovani:

max CT T

Az =D
z>0

(m<n,ceR", beR™ AecR"™ ") arank(4) =m.

Necht B C {1,2,...,n}, |B] = m je mnozina indext takovd, Ze ¢tvercovd matice AR*™
sestavend z vybranych sloupcti matice A urcenych indexy z B je regularni. Potom existuje
jediné p¥ipustné feseni tlohy, a to takové, ze x; = 0 pro Vi ¢ B.

DUKAZ:

Ostatni proménné x; : i € B jsou urCeny soustavou Agx = b, coZ je soustava linedrnich
rovnic s regularni matici, tim padem mé jednoznacné feSeni.
Q.E.D.

Definice:
Reseni z piedchoziho lemmatu se nazjvé bazické piipustné feseni ulohy linedrniho pro-

gramovani uréené bazi B.
Proménné z; : i € B se nazyvaji bazické, ostatni jsou nebazické.

Priklad:

max(r + 2x2)

T — T <2 T, — To+x3 =2
—r1+ 22 <1 —T1+x9+14=1
21 +x2 <7 w 201 +x9 +x5 =7

T1,22 >0 x>0
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T3 = —T1 —+ ) —+ 2
Ty =T1 — Ty + 1
B ={3,4,5}
T5 = —2x1 — 22+ 7
bazické p. nebazické p.
z2=x1+ 219
Zacneme na nule a pokusime se zvysit z — zvysime napt¥. z;. Omezeni jsme x5, které naim dava
maximum 3.5. Nyni provedeme substituci:

Ty =—T3+ 29+ 2

(E4:—(E3+3
r5 = 2x3 — 310 + 3
z=—x3+3x9+2

Dale zvySovat z mzeme pres o, které je zde omezovano xs.

Disledek:
Béaze B urcuje pripustné bazické feseni, prave kdyz Aglb > 0.
DUKAZ:
z fesi Az = b, tedy Ap' Az = AZ'b. Zéroven viak AZ'Ap = I, tedy

iEB:xi:Aglb
i¢BZ!Ei:0

Definice:

Pro dlohu linearniho programovani a pripustnou bazi B definujeme simplexovou tabulku:

B A b
' -2
kde matice soustavy matice Ab je upravena elementarnimi opreacemi tak, ze Ag = I,,, a podobné
posledni fadek |z tak, Ze ¢; = 0 pro Vi = B.

Znaceni: Pro jednoduchost budeme indexovat fadky tabulky indexy z matice B.

Priklad:

31 -1 10 0 2
4 -1 1 01 01
6 2 1 00 1 7

1 2 0000

max(x1 + 2x3)
1 — T2 S 2
—X1 +I2 S 1
201 + a9 <7
z1,%2 > 0

Kolik je hodnota tcelové funkce?

Ozna¢me f(x) hodnotu tcelové funkce v bodé z. To je vzdy souéésti onoho rohového ¢lenu, le¢

nepigeme ho tam (f(z) = c’x).
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Pii prvnim sestaveni tabulky ddme do posledniho fadku c’z|f(x). Elementarni tipravy neméni
platnost rovnice ¢’x = f(x) — 2, neboli

e R

dr=fx)-zedTe=flr)-2
Je-li x bazické feseni ptislusejici bazi B, mame ¢’z = 0 ¢ili f(z) = —=z.
Simplexovy algoritmus

(0) Nalezneme néjaké piipustné FeSeni a sestavime simplexovou tabulku pro tuto pfipustnou
bazi B.

(1) Jestlie ¢; < 0 pro Vj ¢ B, zastav se — piislusné bazické FeSeni je optimalni. Jinak zvol
j€B:c; >0, kde j je tzv. pivot.

(2) Pokud ay; < 0 pro Vk € B, zastav se — uloha je neomezena. Jinak nalezni

i € B:b;j/a;; = min{bg/ak; : ax; > 0Nk € B}

(3) Poloz B= BU{j}\ {i} a uprav simplexovou tabulku.

31 -1 1 0 0 2
4 -1 1 01 01
6 2 1 0 0 1 7

1 2 00 0O

Zvolim j = 1, tedy prvni sloupec, jako fadek algoritmus vybere i = 3 (prvni fadek).

11 -1 1 0 0 2
4 0 0 1 10 3
50 3 -2 01 3

0 3 -1 0 0 -1

(4) Opakuj opét od (1).
DUKAZ:

LEMMA 3:
Tteti krok je korektni (neboli nova baze je pFipustnd).
DUKAZ:

Staci ukdzat, ze novy vektor b’ > 0.
Vi b; = bi/ai]‘ Z 0
Vk € B, k #Z : ;@ = by —akj(bi/aij) >0

bi/ak; > bi/aij
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LEMMA 2:

Druhy krok je korektni, neboli tiloha linedrniho programovani je neomezend, jakmile
Vk € BAc; >0, ]¢Bak]§0

DUKAZ:
Oznacime x bazické feseni pro danou bazi B. Definuji pomocny vektor:

y; =1
yeR": ¢y =—ar; k€D
yr =0 jinak

—y>0=z+ty>0 Yt >0
—Alx +ty) =Ar+tAy=b+10=1>
—flx+ty) =z +tc"y = 2+ te;

LEMMA 1:
Prvni krok je korektni, ¢ili jakmile ¢ < 0, pfipustné bazické feseni x* je optimalni.
DUKAZ:
Necht x je pfipustné feSeni a x > 0:

Tr<0=cla*

fx)=z+clzs<z4cTz* = f(a*)

Tvrzeni:

Nulty krok lze vyfesit stejnou simplexovou metodou na pomocnou tlohu linearniho pro-

gramovani.
DUKAZ:
Ptavodni tloha: maxclz: Az =b, z >0, BUNO b >0
Pomocn4 tdloha: max —y; —ys — -+ —ym : Ax+ Iy =b, x,y >0

Vychozi bazické feSeni pomocné tlohy x = 0, y; = b > 0. Optimum pomocné tlohy
vzdy existuje (icelova funkce je omezena nulou).

Je-li yg = yo = -+ = yp, = 0, zéroveil mame bézické feSeni ptvodni tlohy. Je-li
vSak néjaké y; > 0, potom piivodni tiloha nemé zadné piipustné feseni.

Koneénost (simplexového algoritmu) 1ze zajistit vhodnym vybérem indexi 4, j. Tzv. Blan-
dovo pravidlo ndm to zarucuje vybérem mini, ; — tim mame sice zaru¢enu konecnost, zato
je vSak velmi pomalé na vypocet.
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Dualita linedrniho programovani

Priklad:
Mg¢jme tlohu linearniho programovani:
max(x1 + 2x2)

T —To <2
—r1+x2 <1
201+ 22 <7

x1,22 20

Otazka:

Lze né&jak omezit (odhadnout) hodnotu Gcelové funkce?
Vezméme si tieti nerovnici:

4z 4 229 < 14

142z, =clz <14
41’1+2$22.’£1+2$2} ! 2 B

Nebo si sectéme druhou a tfeti nerovnici:

—&1 + T2+ 221 + 29 =21 + 229 < 8

Obecné pro tlohu linedrniho programovani:
maxcixri + caTs + - -+ + Ccpxy, z; >0

1121 + 1222 + - -+ a1pTn < by

G211 + a22%2 + -+ + G2nTy < bo

Am1Z1 + Am2Z2 + -+ QT < by

Hledame y1, y2, - - ., Ym, kde y; > 0 a zaroven

m

‘v’j:l,...,n:ZaijinCj

Pokud takové v, ..., 4y, existuji, mame horni odhad na hodnotu téelové funkce, protoze

(Z azj’!/i) Ty = Z Zaljxj yi < szyz

=1 7j=1

:ig

<
HM:
)

nebot je-li z pripustné, Z?:l a;;x; < b; (ze zadani). Tim jsme ale dosli také k tloze linearniho pro-

gramovani, jen trochu odlisné.
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Definice:
Pro tlohu linedrniho programovani maxc’z : Az < b, x > 0, tedy tzv. primarni tlohu,
definujeme dudlni tlohu minb%y : ATy > ¢, y > 0.
Piiklad:

K posledni tlloze mame duélni:
min2y; +y2 +7ys Y =0

y1 —y2+2y3 > 1
—y1 + Y2 +y3z > 2

Pozn.: Duélni tlohu lze zformulovat k priméarni tloze v libovolném tvaru.
VETA (o vztahu optim mezi duilnimi tilohami):

Necht (P) a (D) jsou vzajemné duélni ilohy linedrniho programovéni. Potom bud obé& tlohy maji
pripustna fesSeni a navic plati
CT.CL'* _ bTy*
pro libovolnéd optimalni z* a y*, nebo jedna z (P),(D) nema zaddné pfipustné feSeni a drubhd je
neomezena nebo téZ neméa pripustné reseni.

Priklad:

Pro vyse uvedenou ulohu:

DUKAZ:

Dokazovat (zvrhle) budeme ze spravnosti a kone¢nosti simplexové metody. Zrekapitulujme
si ji tedy, a zavedme si pfi tom vhodné znaceni.

Znaceni simplexové metody

Sestavme si simplexovou tabulku:
B|AIp
ct 0

Predpoklddejme, ze (P), (D) maji pfipustnd feSeni. Potom (P) nemuZe byt neomezend, nebot

T-0-D-O:

e < bTy

plati pro libovolnou dvojici pfipustnych feSeni. Tedy (P) ma optimalni FeSeni, vezmu z* néjaké
bézické optiméalni feseni dané bazi B. x* je urceno néjakym T*, tzn. optimalnim FeSenim tlohy
simplexového algoritmu:

CTI* _ ETE*
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Ze zavérecné simplexové tabulky plyne, Ze
) 0 i¢ B
xX I _—
’ (Aglb)i tuto bazickou &ast oznadime zg*

Zvolime

s

Yy = AB CB
a ukdZeme, Ze y* je optimalnim fesenim (D).
(i) Ukézeme, ze y* je piipustné pro (D):
ATy > ¢ _
= S Ay >c
y= InLy >0

ale pritom
protoze

na konci simplexového algoritmu.

(ii) Nyni ukdzeme, ze y* je dokonce optimalni pro (D). To vyplyne z rovnosti

—T
— — —x T— T —. _T—.
Wiy =bTAL cp =T cp=chip =7

(posledni rovnost plyne z faktu, ze z; = 0 pro i ¢ B)

Druhé éast véty: (P), (D) nemohou byt zdroven neomezené (platila by prvni ¢ast).

Q.E.D.
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Dodatek: Teorie her
| Viz slides, tady je jen uryvek.

Ukol pro nalezeni optimalni strategie :

max min x Ay
Ty

Dokazeme navic, ze pro kazdou smiSenou strategii x existuje optimalni odpovéd y takova, Ze je cistd
(nikoliv smiSend).
Tedy po nas nase tiloha z4da maximalizaci

Vx, sz =1, 2;,>20: nljjn;aijxi
DUKAZ:

m n m
win 3= 3 (win 3
T = j=1 |
nebof >, y; =1 (jde o stochasticky vektor), to vSak je
n m
< Zyj (Z @isz) = Ay
j=1 i=1
Mezi moznymi kandidaty pro y jsou i ¢isté strategie (0,...,0,1,0,...,0). Tudiz naopak plati také
m
ml_in rAy < Z ;T

i=1

Q.E.D.
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