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Krivkovy integral

Uvod

Abychom zavedli kifivkovy integral, budeme samoziejmé potiebovat pojem ”kiivka”.
Pro zacatek se spokojime s ndzornym popisem krivky jako drahy pohybujiciho se bodu
v roviné, ¢i prostoru, v zavislosti na case. Bod, ve kterém se v Casovém okamziku
t pravé nachézi bod X, oznad¢ime X(¢). Jeho soutadnice v piipadé kiivky v roviné,
budou funkce = = z(t), y = y(t).

Ptipomerime si jesté Riemanntv urcity integral a jeho nazorny vyznam. Pfitom jeho
geometricky vyznam zformulujeme ekvivalentnim a prece trochu odliSnym zptisobem:

Je-li f nezdporna spojité funkce s definiénim oborem (a, b), potom

[ s )

je roven obsahu obrazce, ktery vyplni pohybujici se tsecka s koncovymi body [z, 0]
a [z, f(x)], jestlize ¢islo x roste od a az do b, viz obr.

£(X)
X
a X b
Geometrie Riemannova integralu Geometrie kiivkového integralu

Tento postup muzeme zobecnit. Predpokladejme, Ze v roviné mame danu kfivku K
napt. funkcemi z = z(t), y = y(t), kde t € (a,b). Déle predpokladejme, Ze f je spojita
a nezaporné funkce, kterd kazdému bodu X kiivky K pfifadi ¢islo f(X). Pohybujici
se usecka, s krajnimi body X; = [z(¢),y(t),0] a X = [z(t),y(t), f(X(¢t))], kde t €
(a,b), vytvori éast valcové plochy. Obsah S takto vytvorené ¢asti valcové plochy je
geometrickym vyznamem integrélu funkce z = f(z,y) definované v bodech kiivky K.
Stejnym zptsobem lze definovat integral i pro kiivku I v prostoru R3. S nazornou
predstavou to vSak bude horsi, na tu bychom potfebovali ¢tyfrozmérny prostor.

Integral funkce f dvou, resp. t¥i proménnych, definované v bodech kfivky K, nazy-



vame krivkovy integral a znac¢ime ho

/ F(X) ds 2)
Kc

Vyznam symbolu ds v integralu (2) je analogicky vyznamu symbolu dz v integralu (1).
V Riemannové integralu jsme symbolem dz rozuméli délku elementu intervalu (a,b),
symbolem ds budeme rozumét délku oblouku kiivky IC.

Abychom tedy kiivkové integraly mohli poc¢itat, budeme si muset néco Fici o k¥ivkéach
jak v roviné, tak v prostoru, a ukazat mechanizmus takovych vypocta.

Bodova a vektorova funkce

Bodova, resp. vektorova funkce jedné proménné se nazyva zobrazeni X, resp.
x intervalu I € R do euklidovského prostoru R?, resp. do vektorového zaméfeni Vs
tohoto prostoru. Tedy kazdému ¢ € I je pfifazen bod X (), resp. vektor x(t). Zvolime-li
v R? kartézskou soustavu soufadnic, (O, eq, e, e3), kde eg, ez, e3 je ortonormalni baze
prostoru V3, body, resp. vektory zapisujeme

X(t) = [z(t), y(t), 2(1)], resp. x(t) = (2(1),y(1), 2(1)).

Funkce
‘T:‘T(t)v y:y(t)v z:Z<t>

nazyvame souradnicové funkce bodové, resp. vektorové funkce. Bodové, resp. vekto-
rové funkce jsou souradnicovymi funkcemi jednoznacné urcéeny. Pro bodové a vektorové
funkce mizeme definovat limitu podobné jako tomu bylo u realnych funkci realné pro-
meénné:

Rikame, Ze bodova funkce X ma v bodé ty € I za limitu bod X, jestlize ke kazdému
e > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro |t — tg| < 6, t # to, je || X (t) — Xo|| < e. V ptipadé
uzavieného, nebo polouzavieného intervalu I budeme, podobné jako u funkce jedné
proménné, brat jednostranné limity.

Analogicky lze definovat limitu vektorové funkce. Zfejmym zptsobem muZeme po-
moci pojmu ”limita” definovat spojitost a derivaci bodové i vektorové funkce v bodé
a na intervalu. Derivace bodové funkce X, resp. vektorové funkce x, je definovana
vzorcem

/ BT _ / — 1i
X'(to) = Am o T (X () — X(to)) , resp. x'(to) jim = '

(x(t) = x(to))-



Pokud derivace bodové funkce existuje, je ziejmé, ze X'(tg) je vektor. Snadno lze do-
kazat nasledujici tvrzeni.

1. Bodova funkce X, resp. vektorova funkce x ma v bodé ty € I za limitu bod
Xo = [%0, Yo, 0], resp. vektor xo = (x0, Yo, 20), pravé kdyz

tli)rg) x(t) = o, tliglo y(t) = yo, tll»r?o 2(t) = 2.

2. Bodova funkce X, resp. vektorova funkce x je spojitd v bod€ ty € I, pravé kdyz
jsou jeji souradnicové funkce v bodé ty spojité.

3. Bodova funkce X, resp. vektorova funkce x je spojita na intervalu I, pravé kdyz
jsou na I spojité jeji souradnicové funkce.

4. Bodova funkce X, resp. vektorova funkce x ma v bodé tg € I derivaci, pravé kdyz
existuji derivace z'(tg), v'(to), 2'(to). Pfitom
X'(to) = (2'(to) , ¥'(to) , #'(t0)) , resp. X'(to) = (z'(to), ¥/ (t0) , 2'(t0))

jsou vektory. Analogicky lze definovat i derivace vysSich fadu.

Priklad 1. Bodova funkce
X(t) = [CLl + t(bl — al) , ag + t(bg — ag)],

kde A = [a1,az2], B = [b1,b2] jsou body, zobrazuje interval (0,1) na usecku AB. Jeji

derivace
X'(t) = (b1 — a1, by — a2)

je smérovy vektor B — A této tusecky.

Priklad 2. Je ddna realna funkce f. Najdéme bodovou funkci tak, aby mnoZina
jejich funkénich hodnot (bodi) byla grafem funkce f.

y=[f(lz) = X(2) =z, f(z)].
Je-li funkce f prosta, potom



Naptr.

y=12> = X(z) = [:E,acQ},

y=va,z>0 = Y(y) = [y,
y=Inz, 2 >0 = X(x) = [z,Inz], nebo Y (y) = [¢Y,y].

V pristim odstavci uvidime, Ze méame-li ddnu mnozinu funkénich hodnot bodové
funkce, mizeme ji urcit i dal§imi bodovymi funkcemi.

Regularni element krivky, kiivka

Regularnim elementem krivky nazyvame mnozinu X bod v prostoru, ke které
existuje bodova funkce X na intervalu I C R, kterd méa nasledujici vlastnosti:

1. Funkce X je spojitd na intervalu I.
2. Funkce X je prosta na I.

3. Funkce X maé na intervalu I spojité derivace do druhého fadu a X’ # o ve vSech
bodech intervalu I.

Je-li nékterd z vlastnosti 2) nebo 3) porusena nejvyse ve spocetné mnoha bodech inter-
valu I, budeme mnozinu K nazyvat kfivkou urcenou funkci X na intervalu I. Takové
body ndm rozdéli kiivku K na regularni elementy, na kterjch uz jsou vlastnosti 1 az 3
splnény. Proménnou ¢ nazyvame parametrem, funkci X, nazyvame parametrizaci
kiivky K.

Priklad 3. Parametrizaci kruznice 2% + y?> = r? uréime jednak pomoci polarnich
soutradnic a jednak pomoci priisecikii piimek y = lx + q svazku se stfedem v bodé A
této kruznice, tj.

r(r? —q¢*)  2r?q

X(p) = rsing], ¢ €(0,27), Y(q) = , , gER.
(p) = [reosp,rsing], ¢ € (0.2m), Y(9) = | =55 a2 ¢




Parametrizace kruznice

Z obrazku je vidét, ze vztah mezi parametry @ a q je

Y _4q
g g = o F
r

Transformace parametru

Je-li regularni element k¥ivky K popsany dvéma bodovymi funkcemi X = X (¢), ¢t € I,
aY =Y(t), €], je zobrazeni Y ! o X prostym zobrazenim intervalu I na interval J.
Oznacime-li toto zobrazeni f, je X (t) = Y(f(¢)), pro kazdé t € L.

/_\v(](
; / \ 3
\ . -
Transformace parametru

V piikladu 3 je transformace parametru urcena funkci f(p) = tg § = %, ¢ # 7.
V parametrizaci Y neni uréen bod A kruznice.

Transformaci parametru kiivky K nazyvame kazdou funkci f definovanou na
intervalu I, pro kterou plati:

1. f zobrazuje interval I na interval J,



2. f ma na intervalu I spojité derivace az do radu 2,
3. f" = 0 nejvyse ve spofetném poctu bodl intervalu I.

Je-li Y parametrizace kiivky K na intervalu J, potom slozena funkce Y o f je jinou
parametrizaci stejné kiivky /C.

Tecna a orientace krivky

Nenulovy vektor X'(t) a kazdy jeho nenulovy nasobek nazyviame te¢nym vektorem
kiivky IC v bodé X (¢). Pfimka uréend bodem X (¢) a te¢nym vektorem X'(t) se nazyva
tecna krivky.

Teéna kiivky nezavisi na volbé jeji parametrizace. Jsou-li X (¢) a Y () = X (¢(t)) dvé
parametrizace téze kiivky, potom jeji tecny vektor

- X’ (to) dtc(liO)

dY (to) _ dX(t(to)) dt(to)
dt dt dt

v bodé X (tg) = X (t(%o)) je pouze ndsobkem vektoru X'(tg).

Ptiklad 4. Pro kruznici 2% + y? = r? uvazujme dvé riizné parametrizace:

X(t) = [rcost,rsint], t € (0,2m), Y(t) = [rsint,rcost], t € (0,2m).

Opacné orientace kruznice



Tecné vektory urcené derivacemi bodovych funkci X,Y jsou
X'(t) = r(—sint,cost), Y'(t) = r(cost, —sint).

Napt. v bodé M = X (%) = Y (%) dané kruznice jsou tecné vektory X'(%) = 5(—1,/3)

aY'(§)=5(1, —/3) ziejmé opacné.

Tecny vektor urcuje orientaci tecny. Je-li v kazdém bodé kiivky zvolena orientace
jeji te¢ny tak, Ze existuje takova bodova funkce X, Ze vektor X’ ve vsech bodech kiivky
urc¢uje tuto zvolenou orientaci tec¢ny, je tim zvolena orientace krivky. Na tecné lze
zvolit dvé riizné orientace a tudiz i na kfivce mizeme volit dvé riizné orientace.

Bod kiivky K, ve kterém jsou vektory X'(¢t) a X”(t) linedrné zavislé, nazyvame
inflexnim bodem kiivky K. Kfivka, jejiz vSechny body jsou inflexni, je pfimka nebo
cast primky.

Ve vsech pripadech, které uvedeme a také ve vSech pripadech, se kterymi se setkate
v praxi, budou kfivky zadany diferencovatelnymi bodovymi funkcemi.

Oblouk krivky

Pro odvozeni a vypocet kfivkového integralu, tj. v teoretickych tivahach, ale i v fadé
aplikaci, se vyuziva jako parametr k¥ivky jeji oblouk. Predpokladejme, ze kiivka K je
urcena na intervalu I bodovou funkci X. Uvazujme déleni intervalu I body a = tg <
t] < -+ < t, = b. Toto déleni uréi prostirednictvim bodové funkce X lomenou ¢aru
s vrcholy X (t9), X (t1),..., X (t,) na kiivce K. Délka L lomené ¢ary je ¢islo

n—1
L= Z | X () X (ti1)]-
i=0

Existuje-li suprémum mnoziny délek vsech takovych lomenych ¢ar, nazveme jej délkou
krivky K.



X0) A )
X(t)
X(t,)
__S/7
X(a)
A 0
Lomen4 ¢ara kiivky Oblouk kfivky

Necht X (¢) je libovolny bod kfivky K. Pfedpokladejme, Ze existuje délka kiivky K.
Bodu X (t) pfitadime délku ¢ésti kiivky mezi body A = X (a) a X(t), obr. Dostavame
tak realnou funkci jedné realné promeénné ¢, kterou oznacime s. Funkci s nazyvame
obloukem ktivky. Lze ukazat, ze funkci s mtizeme vyjadrit Riemannovym integralem:

s(t) :/]X’(u)]du—i-c.

Z vlastnosti integralu lze odvodit, ze funkce s, definovana na intervalu (a,b), je neza-
porna, rostouci a tedy prosta. Jeji diferencial je

ds = | X'(t)]| dt. (3)

7 popsanych vlastnosti funkce s vyplyva, ze k ni mizeme nalézt funkci inverzni, tj.
vyjadfit proménnou t pomoci s. Kiivka I pak bude uréena bodovou funkei X (t(s)).
Dostali jsme parametrizaci kfivky K pomoci oblouku. Z véty o derivaci sloZené
funkce a z véty o derivaci funkce inverzni vyplyva, ze

1
ds

= X (Ol gy = 1

AX(0())| _ |4 dt | _[dxX]||dt
ds | dt ds| | dt ||ds

_|ax
| dt

tj. teény vektor v kazdém bodé krivky parametrizované obloukem je jednotkovy.

P¥iklad 5. Oblouk kruznice x® + y?> = r? je funkce s(t) = rt, kde t je stfedovy
tihel pfislusny kruznicovému oblouku s(t). Funkce t = © urcuje transformaci parametru
v parametrizaci X (t) = [rcost,rsint], t € (0,2m), tou je

Y (s) = [rcos f,rsin f] , s €(0,27r).
r r

Snadno se presvédcéime, ze v této parametrizaci je kazdém bodé Y (s) tecny vektor
kruznice jednotkovy.



Krivkovy integral a jeho vypocet

Integral spojité funkce f dvou, resp. tii proménnych na oblasti M, pocitany pouze
v bodech kiivky K C M, nazjvame k¥ivkovy intergal' a znacime ho

/fuv@, (4)
KK

kde ds je diferencial oblouku kiivky /C.
Dosadime-li do vzorce (4) body kfivky s parametrizaci X = X (t), t € (a,b), a dife-
renciél (3) jejiho oblouku, dostaneme vzorec pro vypocet kiivkového integralu

b
/ﬂmw:/fawwwmw (5)
K a

Vzorec (5) zfejmé nezavisi na orientaci kiivky K.

Priiklad 6. Pocitejme integral

/’C(Z'Q +y?) ds

pro riizné kiivky K.

Krivka KC Parametrizace Derivace Integral
X(z) = [z, 27] X/(ZC) =(1,2) 1 92 5v/5
z € (0,1) X' ()| = V5 5V5 [y @ do = 22
0 1
X(z)=[z,—2] X'(z)=(1,-1) 2 o 03
z € (1,2) X (z)] = V2 2v2 [l ot dv = 22

X =[2cost,2sint] X' = 2(—sint,cost) z
te 03 X)) =2 SJot dt = 4

o

2 X

1V literatufe je nazjvan kiivkovy integral 1. druhu, nebo kiivkovy integral skalarni funkce.
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1 X =[cost,sint] X' = (—sint,cost) z -
\ te 3 X'(t)] = Jor =3

1 Xy(t) =[t,0] Xi(t) = (1,0)
Xo(t) = [1,1] X5(t) = (0,1) Sy +1)dt =3
I te ) X1()] = |X3(0)] = 1
I Xi(t) =004  Xjt) =(0,1)
. Xo(t) = [t,1] X5(t) = (1,0) Jy@2+1)dt =3
t€(0,1) X1 (0)] = [Xa(B)] =1

Délka krivky

Je-li f(X) =1, potom integral (5) uréuje délku kfivky K na intervalu (a,b). PiSeme

l:/lcds:/:\X’(t)\dt. (6)

Priklad 7. Oblouk logaritmické spiraly, dané v poldrnich soufadnicich rovnici

p=klnp, k#0, nebo p=¢e", a#0, ¢ €(0,7/2), 0> 0,

ma bodovou rovnici
X(p) = [e¥ cos p, e’ sin ).

Pro vypocet prvni derivace a jeji velikosti bude vyhodné vyuzit pravidlo pro derivaci
soucinu dvou funkci

X'(¢) = (")’ (cos ¢, sin @) + e (—sin ¢, cos p) = e*?(a(cos p, sin ) + (— sin ¢, cos ¢))
urcuje v kazdém bodé spiraly tecny vektor. Protoze

X'(9)X'(¢p) = *(a® + 1),

11



je velikost tecného vektoru

(X' (p)] = " Va? + 1.

y
0 i x
Logaritmicka spirala (a > 0) Stereograficka projekce

Potom podle (6) je

2 VaZ +1  an
l:\/a2+1/26wd¢:a+(e2—1).
0 a

Poznamka. Ovérte, Ze iihel teéného vektoru logaritmické spiraly v bodé X a ra-
diusvektoru tohoto bodu X je konstantni. Logaritmicka spirala je stereografickym prii-
métem loxodromy na sféfe na rovinu rovniku, nebo na rovinu s ni rovnobéznou, kdyz
stfed této projekce je v polu. Loxodroma je kiivka, ktera protinad poledniky pod kon-
stantnim tihlem.

Obsah valcové plochy

V tvodu jsme fekli jsme, ze je-li funkce f spojitd a nezaporni na mnoziné M C R?
a je-li IC kfivka v mnoziné M, potom integral

S = /’Cf(X) ds

urcuje obsah ¢asti valcové plochy, s Fidici k¥ivkou K a tvoricimi pfimkami rovnobéznymi
s osou z, vymezené kiivkou K a grafem funkce z = f(X).

12



Piiklad 8. Pocitejme obsah ¢asti parabolické valcové plochy y = 4 — 2 omezené
rovinou x — 2z = 0 v prvnim oktantu.

Parametrizace fidici paraboly K je

X(t)=[t,4—1], t€(0,2).

Obsah valcové plochy

Diferencial jejiho oblouku je ds = /1 + 4t2 dt. Potom pro obsah dané valcové plochy
plati

1 1 /2 1 VT 1
S:/xds:/ t\/1+4t2dt:/ u?du = —(17V17 — 1) = 2.88,
2 Jx 2 Jo 8 )i 24

kde jsme pouzili substituci u = /1 + 4t2.

Hmotnost, statické momenty a téziste
krivky

Je-li f funkce mérné hustoty na jednotku délky oblouku krivky IC, pak

— je jeho hmotnost urcena integralem
m = / f(X)ds
K
— jsou jeho statické momenty k souradnicovym rovindm urceny integraly

Smy:/’sz(X)ds, SyZ:/Kxf(X)ds, Sm:/lcyf(X)ds

13
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Priklad 9. Urceme tézisté stérického trojithelnika ABC, jehoz strany jsou oblouky
hlavnich kruznic na sféte x2 + y? + 22 = r? vytaté v prvnim oktantu souradnicovymi

rovinami. Predpokladejme jednotkovou hustotu v bodech stran trojihelnika.

Sféricky trojihelnik

Hmotnost trojihelnika je rovna trojnasobku c¢tvrtiny délky kruznice, tj. m = %m“.
Vzhledem k umisténi trojihelnika budou jeho statické momenty ke vSem tiem sou-
fadnicovym rovinam stejné a staci tedy pocitat pouze jeden z nich.

Bodova funkce stran trojuhelnika je
[rcost,rsint, 0],
X(t) = ¢ [0,rcost,rsint],
[rcost,0,rsint], te(0,7).

Diferencial oblouku je ds = r dt. Potom napr.

™

b jus
Syy = 27“2/ sintdt = —2r? [cos t} 02 =272,
0

Tezisté stérického trojiihelnika je T = [35, 35, 3= ].

14



Prace sily

Ve fyzice drahovy Uc¢inek sily, kterou pisobi jedno téleso na druhé, je charakterizovan
skalarni veli¢inou prace, takto?:

Pusobi-li na téleso (kromé jinych vlivi) stala sila F v bodg, ktery se pohybuje
primocafe jednim smeérem, potom prace touto silou vykonana, na tuseku délky s, je
skalar

W = |F|scos o,
kde « je tihel vektoru rychlosti pohybu a vektoru sily.

Neni-li sila stala, mluvime o silovém, resp. vektorovém poli.

Vektorové pole

Vektorové pole na oblasti M C R? je zobrazeni F 2z M do zaméFeni Vs prostoru R3,
tj. zobrazeni, které kazdému bodu X € M piifadi vektor F/(X).

Vektorové pole je tedy vektorova funkce a plati pro né vse co jsme fekli v odstavci
o bodovych a vektorovych funkcich. Soufadnicové funkce pole F v ortonormélni bazi
prostoru V3 budeme znacit P, @, R.

Vektorové pole, které nezavisi na ¢ase, nazyvame stacionarni vektorové pole.

Orientované krivky, v jejichz kazdém bodé X je te¢ny vektor rovnobézny s vektorem
F(X ), nazyvame silo¢arami vektorového pole F.

Prace silového pole po krivce, cirkulace

Necht silové pole F' : M — Vj je spojité (jeho soufadnicové funkce jsou spojité) na
oblasti M a L C M je krivka v oblasti M. Elementarni prace dW vykonana silou F
na elementu drahy ds (kfivky K) je rovna skalarnimu soucinu sily £ a elementarniho
posunuti dx. Toto posunuti je ve sméru tecného vektoru kiivky IC a jeho velikost je
rovna elementu drahy ds, po které sila pisobi, tj.

Fdx = (Ft)ds,

2Viz 1. Santavy: Mechanika.
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kde t je jednotkovy teény vektor kfivky K. Je-li X = X(t), t € (a,b), parametrizace
k¥ivky K, potom je vektor t = G )|X’( ) jejim jednotkovym teénym vektorem a cel-

kové prace silového pole F podél kiivky K je rovna kiivkovému integralu®

W—/}CFdx—/K(Ft)ds—/a F(X(8)X/(8) dt. (7)

Je-li kiivka IC uzaviena, tj. X (a) = X (b), potom integral

C = yf Fdx (8)

nazyvame cirkulace vektorového pole. Krouzkem na integralu se znaci integral pres
uzavienou kiivku.

Je zfejmé, Ze integral (7) zavisi na orientaci kiivky K, ktera je urcena orientaci te¢ny,
tedy teénym vektorem X'(t).

Priklad 10. Pocitejme integral

/K (—y,z) dx,

kde K je kruznice z piikladu 4, tedy cirkulaci vektorového pole ﬁ(x, y) = (—y,x) po

kruznici 2% + y? = r2.

Pro kruznici uréenou bodovou funkci X (t) = [rcost,rsint], ¢t € (0,2m) je tecny
vektor X'(t) = r(—sint, cost) a integral

2m 2m
r2/ (—sint, cost)(—sint, cost)dt = dt = 2mr?.
0 0

Pro kruznici uréenou bodovou funkei Y (t) = [rsint,rcost], t € (0,27) je teény vektor
Y'(t) = r(cost, —sint), tj. kruZnice je opacné orientovana a integral

2m 2m
7 / (= cost,sint)(cost, —sint)dt = —r> / dt = —27r?
0 0

ma opac¢né znaménko oproti predchozimu.

Priiklad 11. Méjme bod M o hmotnosti m v silovém poli F'. Podle 2. Newtonova
pohybového zékona je sila F' (pii konstanni hmotnosti bodu M ) tmérna zrychleni, tj.
F =ma=mv'. Potom v (7) je

., ., d 1 1
W:/Fdx:/det:/mv’vdt:m/ —(vv)dt = Zmvi — Zmul.

3Tento integral je v literatufe nazyvan kiivkovy integral 2. druhu, nebo kiivkovy integral vektorové
funkce.
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Tedy zména kinetické energie hmotného bodu je rovna praci silového pole F.

Potencialni vektorové pole

Vektorové pole F na oblasti M nazyvame potencialni vektorové pole, jestlize exis-
tuje skalarni funkce U v oblasti M takova, ze

F(X) =grad U(X), X € M. (9)

Funkci U nazyvame potencial vektorového pole F'. Vektor grad U(X) je gradientem
funkce U. Jeho soufadnice budeme psat ve tvaru

_OU(X)

_ oU(X)
or ' -

Jy

P(X) Q(X) , R(X) =

Dosadme pole (9) do integralu (7)

b
W :/ erad U(X (1)) - X'(£) dt =

_ /b<aU<X<t>>$,(t)+aU<X<t>> 0+ KD )

or oy 4 9z -
_ /b dU(;i(t))dt _ U(B) - U(A), (10)

kde A = X(a), B = X (b) jsou krajni body kfivky K.
Potencial U potencialniho pole F je analogii k primitivni funkci funkce jedné pro-
ménné. Vzorec (10) je pak analogii k Newtonovu-Leibnizovu vzorci.

Necht vektorové pole F je spojité v oblasti M C R3 (resp. R?), potom nasledujici
tTi tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Vektorové pole F je potencialni.

2. Krivkovy integral

/ﬁdx
K

3. Cirkulace pole F' po kazdé uzaviené kfivce K C M je nulova.

nezavisi na kfivee IC C M.

17



Tteti tvrzeni fika, Ze prace potencialniho pole F' po uzaviené kiivce v oblasti M je
nulovi, tj. je zde splnén zédkon zachovani energie, energie zde ani nevznika, ani nezanika.
Takové pole se také nazyva konzervativni pole.

Druhé tvrzeni tika, ze prace potencidlového pole nezévisi na kfivce, ale pouze na
jejich krajnich bodech. Proto mtzeme potencidl U najit jako funkci horni meze X
integralu z potencialniho vektorového pole F= (P, @, R) po libovolné kiivce. Za kfivku
zvolime lomenou ¢aru XoX; X9 X, kde Xo = [x0, yo, 20}, X1 = [, Y0, 20], X2 = [z, ¥, 20],
X = [z,y, 2], obr. Potom

U(X)—U(XO)_/ ﬁdx+/ ﬁdx+/ Fdx =
XoX1 X1 X2 Xo X

—

. y
:/ F(t,yo,zo)(l,0,0)dt—l—/ F(z,t,20)(0,1,0) dt+
o

Yo

Y

U(X)=U(Xo)+ /I P(t,y0,20) dt —I—/ Q(x,t,z9) dt + /Z R(x,y,t)dt.
xo Y 20

0

Cirkulaci potencialniho pole miizeme také pocitat bez potencialu, a to pomoci Gre-
enova vzorce.
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Greenova véta

Nez pristoupime k formulaci Greenovy véty pfipomeneme nékteré zakladni pojmy, které
k tomu budeme potfebovat.

1. Jestlize kiivka K je ddna parametrizaci X = X (¢), ¢t € (a,b), a pfitom X (a) =
X (b), fikdme, ze kFivka K je uzaviena.

2. Je-li kiivka K uzaviend a neprotina se, tj. pro t1,ta € (a,b), t1 # t2, je X(t1) =
X (t2) jen tehdy, kdyz jedno z ¢isel t1,t2 je rovno a a druhé b, fikdme, ze kfivka
K je jednoducha.

3. Jednoducha rovinna uzaviena kiivka /C rozdéli rovinu na dvé ¢asti — vnitrek Int K
a vnéjsek Ext IC kiivky K. Vnitrek kiivky K se nazyva ta z podmnozin roviny,
kterd je omezené.

4. Rikdme, 7e rovina je orientovana, jestlie jsme mnoZinu vSech bazi roviny
rozdélili do dvou t¥id tak, Ze dvé baze patii do stejné tiidy, praveé kdyz determinant
matice prechodu od jedné baze ke druhé je kladny a jestliZe jsme jednu z téchto
tTid prohlasili za kladnou. Pfitom provedené rozdéleni do t¥id mizeme nazorné
popsat tak, ze dvé baze patii do stejné tridy, mizeme-li jednu bézi z druhé dostat
spojitym pohybem v roviné. Na obr. patfi do jedné t¥idy baze aj,as a by, bo, do
druhé tfidy patii baze cq, co.

¢
a, a 1 X
C, X e, |—
€

Orientace roviny Orientace uzaviené kiivky

5. Rikame, Ze jednoduché uzaviend kiivka K dani parametrizaci X je kladné ori-
entovana kfivka, jestlize v libovolném bodé X (t) vektor u, ktery dopliuje vektor
X'(t) na kladnou bézi roviny, sméfuje dovnitt kiivky K. Napf. na obr. pfi orien-
taci roviny dané bazi ep, e je kiivka K orientovana kladné. Kdybychom zménili
orientaci roviny, nebo smér probihani kfivky, byla by orientovana zaporné.

Greenova véta. Necht K je jednoduchéd uzaviena kiivka v R2, kterd je kladné
orientovand. Necht funkce P = P(x,y) a Q = Q(z,y) maji spojité parcidlni derivace
na vnitiku Int KC kfivky K. Potom plati

],{CP(WJ) dz + Q(z,y) dy = //MC <g§ - ?;;) dz dy. (11)
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Vzorec (11) prevadi vypocet kiivkového integrdlu po uzaviené rovinné kiivce na
vypocet dvojného integralu pres jeji vnitfek. Vzorec publikoval anglicky matematik
George Green (1793-1841). Protoze je to vzorec dilezity, dfive nez uvedeme jeho pouziti,
naznacime, jak lze k nému dojit.

Pro jednoduchost se omezime na pfipad, kdy mnozina Int IC je konvexni a jeji hranice
neobsahuje tsecku.

Ke Greenové véteé

Potom hranice mnoziny Int K je sloZena z grafii dvou funkci y = p;1(x) a y = pa(x),
x € (a,b). Jestlize je rovina orientovana a ej,eq je kladna baze, vidime, ze méa-li byt
kiivka K orientovand kladné, musime ji rozd€lit na dvé casti. Podle obrazku

K1 X1(t) = [t,01(t)], Ko Xa(t) = [t,p2(t)], t € (a,b).

Nyni

b b
/Kl P(x,y)d:c:/a Pt o1(t) dt, /]C P(:):,y)dx:—/a Pl os(0))dt.  (12)

Oba integraly ve (12) se¢teme
b
¢ Play)ds = [[(Pltp(®) - Plt.oal) dr (13)
K a

Pocitejme nyni dvojny integral pres vnitfek kiivky K

//Inth 8Pa(yX) dx dy = /ab [P(t,y)}%(t)dt _ /ab(P(t, ©0a(t)) — P(t,p1(t)))dt. (14)

w1(t)
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Porovnanim integralu (13) a (14) dostavame

}{ x,y)dr = / —dxdy (15)
Int y

Kdybychom kfivku K vyjadfovali pomoci funkci proménné y, dostali bychom analogicky

7{@ T,y dy—//ln”caxdzndy (16)

Se¢tenim (15) a (16) dostaneme Greentiv vzorec (11).

P¥iklad 12. Pocitejme cirkulaci vektorového pole F = ((1 — z2)y, (1 + y®)z) pies
jednotkovy ¢tverec ABCD, ktery je kladné orientovany, viz obr. Ctverec je uzaviena
lomena cara.

y
D C
A B X

K prikladu 12

Abychom se vyhnuli parametrizaci vSech ¢tyr stran ctverce, pouzijeme Greeniiv
vzorec, potom

1 1
. 2
%Fdx:// (1—|—y2—1+x2)dxdy:/ (/ (x2—|—y2)dx>dy:.
K Int K o \Jo 3

Priklad 13 - Laplaceuv operator. Necht funkce f = f(x,y) je spojita a ma
spojité parcialni derivace do druhého fddu na mnoziné M C R?. Necht

0Q 0P _ 9% 9

or Oy 022 ' 0y?’

Zobrazeni T T
A — 4+
f= 0x? + Oy?

nazyvame Laplacetv operator.
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Oznacime-li P = _% a@ = %, potom

0
y{de—FQdy: ——fd +—f v, (17)

K Oy Ox
kde K je hranice mnoziny M. Je-li krivka K parametrizovana obloukem s, je vektor
(dz,dy) = (d—fg, %) jeji jednotkovy tec¢ny vektor a vektor n = (%, ——) k nému kolmy

je jejim vektorem normalovym. V integralu ve vzorci (17) vpravo je tedy skaldrni soucin
vektoru gradient funkce f a normalového vektoru n

of 0
(6‘9’: 85) (dy, —dz) = grad f - n

a to je derivace funkce f podle jednotkového vektoru n, kterou jsme znacili 4 In I Pouzitim
Greenova vzorce bude mit vzorec (17) tvar

/ Afdxdy = ﬂ
M cdn

Obsah rovinné oblasti

Obsah S omezené rovinné oblasti M je roven dvojnému integralu

S:// dx dy.
M

Pouzijeme Greentiv vzorec, kde

Potom odpovidajici vektorové pole je F = (—%y, %:L')
Je-li M = Int K, pro obsah S oblasti M ziejmé plati

S = ;%C(xdy—ydm). (18)

Provedeme-li v integralu (18) substituci do polarnich soufadnic x = pcos p, y = psin ¢,
jsou diferencialy

dx = cospdp — gsinpdp, dy =sinpdp+ ocospdy.
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Potom pro obsah oblasti M dostavame znamy vzorec
1
S=_ [ odp.
5 | e

, Pf-ilzdad 14. Pocitejme obsah vnitiku asteroidy, tj. kiivky dané implicitni rovnici
r3 4+ y3 = a3, a > 0, nebo parametrizaci X (t) = [acos®t,asint], t € (0,27).

Asteroida

Pouzijeme vzorec (18) na oblast v 1. kvadrantu, tj. pocitdame ¢tyindsobek obsahu
podle (18)

z
S = 2/ (acos®t3asin®tcost + asin®t 3a cos? tsint)dt =
0

jus

2 3 % 3&2
= 6a’ / sin? tcos® tdt = =a? / sin? 2t dt = ﬂ.
0 2 Jo 8

Postacujici podminka pro potencialni
pole

Z Greenova vzorce (11) vyplyva postacujici podminka pro to, aby vektorové pole F=
(P, Q) bylo potencialni. Nez ji vyslovime, feknéme jesté jednu definici.
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Oblast M C R? nazyvame jednoduse souvislou, pravé kdy? je tato oblast souvisla
a kdyz vnitfek kazdé jednoduché uzaviené kiivky K z M je také v M.
Postacujici podminka potencialnosti pole. Maji-li soufadnicové funkce P, ()
spojité parcialni derivace na jednoduse souvislé mnoziné M C R? a plati-li
0Q or

2T 1
dr Oy 0 (19)

v M, potom pole F = (P,Q) je v M potencidlni.

Rotace vektorového pole

Postaéujici podminka potencialnosti pro prostorové pole, analogickd podmince
(19) je:

Maji-li souradnicové funkce P,(Q, R vektorového pole F spojité parcialni derivace
na jednoduse souvislé oblasti M C R? a plati pro né

oR 0 oP OR 0 oP

OR _0Q _, 0P _OR_, 0@ _0OP _, (20)

oy 0z dz  Ox or Oy
v M, potom pole F = (P,Q, R) je v M potencialni.

Funkce ve (20) jsou soufadnicovymi funkcemi vektorového pole na oblasti M, které
se nazyva pole rotace vektorového pole F' a znadi se rot F. Tedy
~ OR 0Q 0P OR 0Q OP
tF=("— 2% — == ), 21

o <8y 9z 9z Oz’ Oz 8y> (1)
Obychom si oba vzorce (20) a (21) ozfejmili, uvedme pfiklad pole rychlosti proudici
kapaliny.

Priklad 15. Méjme vektorové pole rychlosti v proudici kapaliny, ktera se otaci ko-
lem osy o tthlovou rychlosti w, vektor w tihlové rychlosti ma smeér osy rotace. Hledejme
cirkulaci pole v po uzaviené rovinné kiivce K. Obsah jejiho vnitiku je S. Zvolime osu
o za osu z kartézské soustavy souradnic, ve které v = (vi,va,v3), w = (0,0,w) a
radiusvektor bodu X krivky K je x = (x,y, z). Potom pole

v=w X x = (—wy,wz,0)

ma cirkulaci

C = w?{c(—ydx + x dy). (22)
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Rotace rychlostniho pole

Porovname-li integral (22) se vzorcem (18) pro obsah rovinné oblasti, vidime, Ze
cirkulace pole v je rovna dvojnasobku obsahu Sy vnitiku kolmého primétu kiivky K
do roviny xy, tj.

C = w2S; = w2S cos a,

kde « je tihel vektoru n normaly roviny kiivky K a vektoru w. Ve vzorci (22) je w cos a =
wy, kolmy pramét vektoru w do jednotkové normdly n. Ze vzorce (22) vyplyva, zZe
cirkulace rychlostniho pole v zavisi na prumétu vektoru tthlové rychlosti w, tj.

C =25, = w. (23)

Nyni ozna¢me osy kartézské soustavy souradnic x1,x2,x3 a analogicky i soufanice
pole i bodt. Tedy F= (F1, Fs, F3) je libovolné vektorové pole se spojitou parcidlni deri-
vaci na jednoduse souvislé mnoziné M C R3. Kolem libovolného bodu X* = [x}, 3, 23 €
M zvolime obdélnik v M, ktery je v roviné kolmé na osu x;, ¢ = 1,2, 3, a jeho strany
maji délky Az;, i =1,2,3.

D Ay C
X AZ
A B

K vypoctu souradnic vektoru rotace
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Pocitejme cirkulaci vektorového pole F pres obdélnik ABC'D jehoz rovina je kolméa
na osu x1. Podle Greenova vzorce je

F F:
Cl:j{ ngxz—i—ngxg:// <(93—82>d:c2dx3:
ABCD ABop \Oz2  Ox3

%, Az x , Azg
_ [t B (OF3(xf, w9, x3)  OF(a7, 22, 73) P
x_ Azg x_ Az 81’2 81’3 3 z
T27 2 T3~ 2

Dvakrat pouzijeme vétu o stfedni hodnoté funkce, tj. existuje bod X = [x],¢c,d] v
obdélniku ABC'D takovy, ze

o1 — OF3(X)  0F(X)
1= (91‘2 6953

> AzoAzs.

Bod X* byl libovolny bod v poli F'. Jestlize obsah AS = AxyAz;z obdélnika ABC'D
se blizi nule, tj. obdélnik se zmansuje na bod X*, i bod X se blizi k bodu X*. Podle (23)
je kolmy prumét néjakého vektoru w do osy z; (do vektoru normaly roviny ABCD)

_p O OB(XY) Ry (XY)
T ASS0AS T Oas Dy

w1

Cyklickou zaménou dostaneme zbyvajici dva vyrazy pro soufadnice vektoru rotace v

bods X*
COR(XY)  OF(XY)  ORy(XY)  OF(X7)

81’3 8%1 ) W 81’1 8:62

w2
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