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Kapitola 1

M atice

Matici A typu (m,n) rozumime soustavu mn Cisel usporadanych do m Fadklia n sloupci:

any dadiz2 ... diy
dz dz2 ... dz

A=| | . B (11
Am1l dm2 .. dup

a;; nazyvame prvek matice namisté (i, j), tedy v i-tém fédku a j-tém sloupci. Misto (1.1) piseme
take strucné A = (a;;).

Prvky matice jsou obvykle Cisla. Jsou-li vsechna realng, mluvime o redlné matici, jsou-li komplexni,
miuvime o matici komplexni. Pokud nebude v dalSim uvedeno jinak, budeme pracovat s komplexnimi
maticemi a privlastek komplexni budeme vynechavat. Matice A = (a;;) a B = (b;;) serovngi, jsou-li
stejného typu a na odpovidajicich si mistech maji stejné prvky, t.j. a;; = b;; pro véechna i, j.

MaticeojedinémFadku nebojediném sloupci budemetakénazyvat vektory (fadkovénebo sloupcove).
Pro oznafeni vektorli budeme obvykle pouZivat pismena malé abecedy ajejich prvky budeme indexovat
jedingm indexem, tedy napf. a = (as, ..., a,). Matici (libovolného typu), jgiz vSechny prvky jsou
rovny 0, budeme nazyvat nulovou a znait O. Pro nulovy vektor (Fadkovy i dloupcovy) budeme
pouZzivat symbol o.

Je-li A matice typu (m,n), kde m = n, nazyva se Ctvercova n-tého fadu. Hlavni diagonalou
¢tvercové matice A = (a;;) n-tého fadu rozumime n-tici jejich prvkll aay, az, ..., ay,. Vyznamnou
roli mezi &tvercovymi maticemi maji matice trojhelnikovée a diagonalni. Ctvercova matice A = (aij)
n-tého fadu se nazyva horni trojuhelnikova, je-li a;; =0 pro i > j, i, j =1,...n, dolni trojuhelni-
kova, je-li a;; =0 proi < j, i,j =1,...n adiagonélni, jeli a;; =0 proi # j, i,j=1...n.
Diagonalni matice je tedy souCasné horni i dolni trojuhelnikova. Napfiklad matice

"= (64)
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4 Kapitola 1

je diagonalni. Pro diagonani matici A s diagondnimi prvky aii, az, ..., a,, zavadime také ozna-
Ceni A = diag(ass, az, ..., a,,). Diagonani matice, jgiz diagon@ni prvky jsou rovny 1, se nazyva
jednotkova aznati E.

Diagondni matice je zvl&&tnim pripadem matice blokové diagonalni. Jsou-li Aqq, Ax, ..., Au
Ctvercové matice (ne nutné stejného Fadu), pak matici
A]_]_ 012 e Oln

Onl On2 Amn

nazyvame blokove diagonélni. Zde O;; jsou nulové matice, jejichz typ je urCen fady matic A; a Aj;.
| pro blokové diagonani matici A zavedeme zkraceny zapis

A= dlag (A]_]_, A A,m).

Nyni budeme definovat zakladni algebraické operace s maticemi.

1.1 Operacesmaticemi

Definice. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) matice téhoz typu (m, n), definujeme jegjich soucet A + B
jako matici C = (c;;) typu (m,n), proniz

c,-jza,-j+b,-j, i=l,...,m,j=1,...,n.

Definice. Jeli A = (a;;) maticetypu (m,n) a o libovolné komplexni Cislo, pak «-nasobkem matice
A nazyvame matici B = (b;;) typu (m, n), proniz

bj=aa;, i=1...,m, j=1...,n.

Maticoveé zapisujeme B = oA, misto (—1) A budemepsat —A amisto A+ (—B) budemepsat A—B.

2 -1 4 3 2 -2
A=<1 0—3) aB=<0—3 1)'

A+B=(5 1 2) a3A—ZB:(O_7 16).

Priklad 1.1 Necht

Pak

1 -3 -2 3 6 -11

Scitani, odcitani a skalarni nasobek matic jsou tedy definovany ,,po jednotlivych prvcich. Definice
nasobeni matic ma odlisny charakter.

Definice. Jeli A = (a;;) maticetypu (m, p) a B = (b;;) maticetypu (p, n), pak definujeme jgich
soucin AB jako matici C = (¢;;) typu (m, n), proniz

p
c,»j=a,»1b1j+a,-2b2j+---+a,-pbpj= E a,»kbkj, i=1,...,m, j=1,...,l1.
k=1
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by;
by;
B bs;
A
C=AB
aj1 42 4;3 - .. Cij C: ¢ij =airbyj + aiobj + aizbg; + -+

Obr. 1.1 Nasobeni matic.

Vypocet soucinu matic A a B znazorfiuje obr. 1.1. Je z n§j patrné alzei formane ukazat (vétal.l), ze
pro vypodet prvkll v k-tém sloupci matice C = A B nepotiebujeme celou matici B, ae vystalime jen
sjgim k-tym sloupcem.

Vétal.l Necht A je maticetypu (m, p) a B maticetypu (p, n). Uvazujme sloupce matice B jako
maticetypu (p, 1) aoznaémejeporadé B, B,, ..., B,. Oznatmedale C = AB asoupce matice C
oznatme C,, Co, ..., C, (jdeo maticetypu (m, 1) ). Pak

CkZABk, k:l,...,n. (12)

Dlkaz. Necht A = (a;;), B = (b;;) a C; = (¢;;) pro prislusnéindexy i, j. Pak jak (1.2), tak i
vztah C = AB jsou ekvivalentni pozadavkiim

p
Cik = E Cl,'jbjk, i:l,...m,k:l,...,n. A
j=1

Z dikazu prededlé véty vyplyva, Ze plati i tvrzeni obracené.

Vétal.2 Necht A je matice typu (m, p), necht By, B,,...,B, jsou matice typu (p,1) a necht
C.=AB, prok=1,...,n. Nechtdale B jematice, jeiZ sloupcejsou By, B,,...,B, a C matice,
jgiz sloupcejsou Cq, Cy,...,C,. Pak C= AB.

Vlastnosti stitani a nasobeni matic uvedeme ve dvou souhrnnych vétach. Jde vliastné o fadu na sobé
nezavidych tvrzeni se zcela odlisnymi pfedpoklady natypy jednotlivych matic. V&ty jetedy tfeba chapat
tak, Ze v kazdém tvrzeni predpokladame takové typy matic na levé strané rovnosti, Ze vdechny pouzité
operace maji smysl.

Véta 1.3 Promatice A, B, C vhodného typu plati

@ A+B=B+A
() A+B)+C=A+B+C)
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(© (A+B)C=AC+BC
(d AB+C) =AB+AC
(€ (AB)C=A(BC)

Dikaz. Podle definice rovnosti matic je tfeba provéit, Ze matice na obou stranach rovnosti jsou
téhoz typu a na odpovidajicich pozicich maji stejné prvky. To je v tvrzenich (a) i (b) snadno viditelné,
nebof jde o diisledek analogickych vlastnosti Gisel.

Jsou-li v tvrzeni (c) matice A a B typu (m, p) amatice C typu (p,n), pak naobou stranach
rovnosti jsou maticetypu (m, n) aprotoze

p P p
Z(aik +bi) cxj = Z ik Crj + Z bix cij,
k=1 k=1 k=1
jsou obé strany totozné. Tvrzeni (d) vyplyne analogicky.

Pokud jev tvrzeni (€) matice A typu (m, p), B typu (p,r) aC typu (r,n), pak (AB)Ci A(BC)
jsou typu (m, n). Ov&feni rovnosti jejich odpovidajicich prvki

r )4 14 r
Z (Z ik bkl) cj a Z ik (Z b Clj)
=1 \k=1 k=1 =1

napozici (i, j) vyzaduje ngdfive ,roznasobeni“ obou zavorek (celkem 2pr nasobeni) a potom porov-
nani stitancli se stejnymi indexy. Viz napr. [15]. A

Vétal.4 Promatice A, B vhodnéhotypu alibovolnacisla a, B plati
@ a(BA) = (@p)A
) («@+pBA=aA+BA
() a(A+B)=aA+aB
(d) A@B) = a(AB) = (¢A)B

Dlkaz. V&chny rovnosti jsou snadnym duisledkem asociativnosti nasobeni ¢isel a distributivnosti
Ciselného nasobeni vici stitani. A

Z véty (1.3) vyplyva, Ze stitani matic, stejné tak jako stitani Cisel, je komutativni a asociativni a
takeé distributivni vici maticovému nasobeni. Nasobeni matic pak je na zakladé tvrzeni (e), rovnéz ve
shodé s nasobenim Cisdl, asociativni operaci. Pres tyto analogie vsak nelze Uplné vsechny vlastnosti
stitani a nasobeni Cisel prenést do maticového oboru. Nadedujici pfiklad ukéze, Ze maticové nasobeni
neni komutativni, tedy ze pro libovolné matice A, B nemusi platit AB = BA. To ostatné neni prilis
prekvapive, nebot existence souCinu AB nemusi ani zaruCovat, Ze souCin BA je definovan. Je uzitetné
s uvédomit, ze AB i BA budou mit smysl pravétehdy, bude-li A typu (m,n) a B typu (n, m). Odtud
je vidét, Ze oba souciny povedou na matici téhoz typu pravé tehdy, budou-li A a B Ctvercové matice
téhoz fadu. Ani v tomto pripadé s v&ak souciny AB a BA nemusgji byt rovny.
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-(378) 2 s=(24)

00 . —8 16
o= (80). ko sam (2 %)

Priklad 1.2 Necht

Pak

Pfiklad souCasné ukazuje jinou vlastnost maticového nasobeni, ktera nema analogii v nasobeni Cisel:
soucin dvou nenulovych matic miize byt matice nulova

Také je tfeba mit na paméti, Ze v maticovych rovnostech nelze krétit. Neni totiz obecné pravda, Ze
pokud pro matice A, B a C plati AC = BC, pak plati také A = B. Ukazuje to nasedujici priklad.

1-1 2 1 4 -2
r=(273) e=(ih) o= (270)

6 -3
se=sc= (8 2)

Priklad 1.3 Je-li
pak

prestoze je oCividné A # B.

V zhledem k asociativnosti maticového stitani anasobeni neni tfebapfi souctu ani pri soucinu tfi nebo
vice matic psat zavorky. Distributivni zakon umozhuje ngen ,roznasobovat zavorky“, aei ,vytykat“.
Je v&ak tfeba si uvédomit, ze vytykani madvoji podobu: ,, pred” zavorku a, za* zavorku.

Je zZfeimé ze soutin jakékoliv matice s matici nulovou vhodného typu je matice nulova. Roli jednotky
pfi nasobeni matic hragje jednotkova matice E. Plati

Véta 1.5 Je-li A maticetypu (m, n), E,, jednotkovamatice m-téhoréadu, E, jednotkovamatice n-tého
fadu, pak AE, = E, A =A.
Dlkaz. Oznatime-li prvky jednotkove matice e;;, pak ¢; =1 ae; =0 pro i # j. Jetedy

n m

E Ak €xj = ajj a E €ix Aij = ajj.

k=1 k=1
Odtud jiZ obé rovnosti plynou. A
Matice B se nazyva komutujici (t&Z zaménna) s matici A, jestlize plati

AB = BA.

Je Zfgmé, Ze komutujici matice mohou existovat pouze ke Ctvercovym maticim. Prikladem komutujici
matice je jednotkova matice E. Takomutuje s libovolnou Ctvercovou matici téhoz fadu.

Nasobime-li mezi sebou matice nékterych specianich typl, vypocet se Casto zjednodusi. Tak napri-
klad soucinem diagonalnich matic stejného Fadu je opét matice diagonani (viz cviceni 1.2), soucinem
hornich (resp. dolnich) trojuhelnikovych matic téhoz typu je matice horni (resp. dolni) trojuhelnikova
(cviceni 1.4). Pro blokové diagonani matice plati
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Vétal6 Necht A = diag(As,...,A,) a B = diag(By, ..., B,) jsou blokové diagondlni matice a
nechtproi = 1,...,n jsou A; a B; Ctvercové matice stejného radu. Pak matice AB je blokové
diagonélni a plati

AB = diag(A1B1, ..., A,B,).

Dikaz. Prvek na pozici (i, j) v matici AB je souttem soucinli prvkll i-tého Ffadku matice A a
Jj-tého Fadku matice B. Tyto souciny budou nenulové pouze tehdy, budou li se oba Cinitelé nachazet ve
shodné umisténych diagonalnich blocich. Odtud plyne, Zze matice AB bude blokové diagonani aze jgji
i-ty blok bude A;B;. A

Soutin AA je definovan pro libovolnou &tvercovou matici A; v dal&m je budeme znatit A2
Analogicky A" bude znaCit AA---A, celkem n-kréat. Kromeé toho pro libovolnou ¢tvercovou matici
A definujeme A° = E.

Dale zavedeme pojem transponované a symetrické matice.

Definice. Necht A = (g;;) jematicetypu (m, n). Matici B = (b;;) typu (n, m) nazyvame transpo-
novanou k matici A, pokud

b,-j:aj,-, l:l,n,]:l,m

Transponovanou matici k matici A budeme znatit A”. Matice A, prokterouplati A7 = A, senazyva
symetricka.

Priklad 1.4 Je-li
10 2-1 0
A=|2 3|, B= 3-2 1 a C=(123),
5 4 -3 4 -4
pak
2 3-3 1
ATz(é§i>, B'=| -1-2 4 a CcCl=1]2
0 1-4 3

Operace transponovani a stitani jsou zaménné, pro libovolné matice A, B stegjného typu tedy plati
A+B) =AT 4+ B,
coz je z definic obou operaci ihned vidét. Takeé se snadno ovéfi, ze
(A7) =A.
Pro nasobeni pak plati
Vétal.7 Jeli A maticetypu (m, p) a B maticetypu (p,n), pak

(AB)" = BTAT.
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Dlkaz. Oznatime-li C= AB = (¢;;) a D = BTA” = (d;;), pak C" i D jsoutypu (n,m) apro
i=1...naj=1...,m pldi

p

p
Cji = E aji by = E bii ajx = d;j,
k=1 k=1

tedy CT =D. A

Z prikladll 1.2 a 1.3 je také vidét, Ze nelze otekavat, ze by bylo mozné rozumnym zplisobem definovat
déleni matic. S pojmem ,,d8leni matic* se opravdu nesetkame. Existuje v&ak tfida matic, pro niz lze
definovat operaci, kterav jistem smyslu déleni nahrazuje.

Definice. Matici B nazyvame inverzni matici k matici A, pokud
AB =BA =E. 2.3)

Inverzni matici k matici A budeme znagit A—! amatici, k niz existuje inverzni matice budeme nazyvat
regularni. Ctvercové matice, které nejsou regularni, budeme nazyvat singularn.

Priklad 1.5 Matice E jeregularni a E~! = E, nebot EE = E.

Z rovnosti (1.3) vyplyva, Ze matice AB i BA musgji byt stejného typu a tedy regularni matice
A musi byt ¢tvercova ak ni inverzni matice bude také ctvercova a stejného rfadu jako A. Neznamena
to v&ak, Ze inverzni matice existuje ke kazdé ¢tvercové matici. lhned je vidét, Zze nulova matice neni
regularni. Existuji v&ak i nenulové Ctvercové matice, které nejsou regularni.

01
A= < 01 )
b1 bpo
B =
(1721 bzz)

_( b D2
(% )

musela byt rovna E, coz vak pro zadnou matici B nelze splnit. Matice A tedy neni regularni.

Priklad 1.6 Necht
Kdyby matice

bylainverzni k A, pak by

Ze vztahu (1.3) dale vyplyva, ze je-li matice B inverzni k matici A, pak matice A je inverzni
k matici B. Plati tedy

Véta 1.8 Pro libovolnou regularni matici A je
(AH) T =A

Kritéria pro stanoveni regularnosti matice odvodime v nasedujich kapitolach. Jiz nyni vak miizeme
ukazat, ze za predpokladu regularnosti matice A staci, aby inverzni matice splfiovala pouze jednu ze
dvou rovnodti (1.3).
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Vé&ta 1.9 Necht A jeregularni matice a necht pro matici X plati bud
AX=E nebo XA=E.
Pak X = A~

Dikaz. Ukéazeme, ze pokud pro regularni matici A spliuje matice X rovnici AX = E, pak spliiyje
takérovnici XA = E, ¢imz podle definice bude inverzni matici k matici A. Plati

XA=EXA=(AAXA=A(AX)A=AEA=ATA=E.

Analogicky se ovéfi i aternativni tvrzeni. A

Podobnou (vahou dok&azeme, Ze k zadné matici nemohou existovat dvé rlizné inverzni matice.

Véta 1.10 Existuje-li k matici A inverzni matice, pak je urena jednoznacné.
Dikaz. Predpokladejme, Ze k matici A existuji matice B a C tak, Ze plati
AB=BA=E a AC=CA=E.

Pak plati
B = BE = B(AC) = (BA)C=EC=C,

tedy matice B a C jsou totozné. A

Véta 1.9 pfevadi vypocet inverzni matice na feSeni maticové rovnice AX = E. Podle vét (1.1) a
(1.2) mbizeme neznamou matici X poCitat postupné po jednotlivych sloupcich. To znamena, Zev pripadé
matice n-tého Fadu budeme misto rovnice AX = E pro neznamou matici X o doupcich Xy, ..., X,
feSit n-tici rovnic AX; = E;, i = 1,...,n, proneznamé vektory X;, kde E; jsou doupce matice E.
Vhodnou metodu FeSeni popiSeme v nasledujicim odstavci.

V ztah maticové inverze k operacim transpozice a soucinu vyjadruji nasledujici dve véty.
Véta 1.11 Je-li A regularni matice, pak AT je také regularni a plati

(A1) = (A"
Dlkaz. Tvrzeni plyne z rovnosti
AT(AY) = (A'A) =E" =E a
(AY)'AT = (AA Y =ET =E.
V obou rovnostech jsme pfi Upravach pouzili vétu 1.7 o transpozici maticového soucinu. A
Véta1l.12 Necht A, B jsou regularni matice téhoZ fadu. Pak AB | BA jsou také regulérni a plati
AB)1=B!Al a BA)l=A1B"L
Dikaz. Protoze
(AB)(B"'A™) =ABB HA'=AEA'=AAT'=E a
(BflAfl) (AB) = Bfl(AflA)B =B EB=BB=E,

jsou matice AB a B~A~! navziem inverzni. Analogicky se dokaze, zei matice BA a A~1B~?! jsou
navzajem inverzni. A
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1.2 Soustavy linearnich rovnic

vvvvvv

linearnich rovnic rozumime m-tici rovnic tvaru

anxi +apx, + - +apx, = b
azxi + apxy + -+ +agx, = b
(1.4)
Am1X1 + QuoXxo + - -+ + AppX, = bm
Oznacime-li
aix diz - 4y X1 by
ar axp - a4y X2 by
A= , X= a b= ,
anl Am2 - App Xn bm

pak misto (1.4) miizeme psat struéngji
Ax = b.

Matici A nazyvame matici soustavy (1.4), vektor b vektorem pravych stran. RozSifenou matici soustavy
(1.4) pak rozumime matici A, kteravznikne pfidanim vektoru b pravych stranjako (n + 1)-ho sloupce
k matici A:

ayy ap -+ ay | b

— ax azp - azy | by

A= ' (15)
am1l A2 -+ Agp bm

Je-li vektor pravych stran b nulovy, nazyvame soustavu homogenni.

NejCast§ji pouzivanou metodou fedeni soustavy (1.4) je Gaussova eliminacni metoda. Spocivav pre-
vodu dané soustavy na soustavu, j€jiz mnozina feSeni je totozna s mnoZzinou feSeni soustavy plivodni a
ktera matvar

’ ’ ’ ’ /
a1 X1 + a15X2 + a,3X3 + -+ a1, Xn = b]_
’ ’ ’ ’

a22x2 + 6123)63 + e + aznxn = b2 (16)
’ ’ ’
agxz+ - +az,x, = by

V soustavé (1.6) nemusi byt vSechny koeficienty a/, nutnériizné od nuly. Plati v&ak, Ze pokud jsou v i-té
rovnici koeficienty a;;, a;;t1,...,a; rovny nule pro k > i, pak i ve vdech nasedujicich rovnicich
jsou nulové koeficienty a; i1, ...,aj (j > i). ProUpravu soustavy (1.4) natvar (1.6) mlizeme pouzit
kterékoliv z nasledujicich operaci:

e K jednérovnici pricteme jakykoliv nasobek jiné rovnice.
e Zmeénime poradi rovnic.

o Kteroukoaliv rovnici vynasobime nenulovym cislem.
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Tyto operace budeme souhrnné nazyvat elementarni. Jak vyplyne z vé&ty 1.14, jgjich pouziti neméni
feSeni plivodni soustavy. Upravena soustava (1.6) pritom umoziuje snadny vypocet neznamych pocinagje
podedni rovnici a nasledujicim postupnym dosazovanim do rovnic predchézejicich. Strategie volby
elementarnich operaci pfi Upravé soustavy (1.4) na tvar (1.6) zavisi na fadé faktorll a v tomto textu
se ji nebudeme zabyvat. Podrobnosti 1ze nalézt napriklad v [4] nebo [5]. Protoze soustava (1.4) je
jednoznatné charakterizovana svou rozSifenou matici (1.5), je vhodné elementéarni operace provadét
s fadky této matice ateprve v zavéru prejit opét k zapisu ve tvaru rovnic. Mozny postup ukazeme na
konkrétnim prikladé. V ném r; znaCi i-ty fadek prisludné rozSifené matice.

Priklad 1.7 Vypoctéte vSechna feSeni soustavy

X1+ xo—2x3— X4+ x5 =—2
2x1+4xo—3x3— x4+ x5 =—06
—3x1+ xo+7x3+3x4—3x5 = O
3x1+ x2—5xz3— x4+3x5= 0

1 1-2-1 1|-2 r1 1 1-2-1 1|-2 ri
2 4-3-1 1|-6 ro i:=1rp — 21’1 N 0 2 1 1-1/|-2 ro .

-3 1 7 3-3] 0 r3.=r3+3r 0 4 1 0 0|-6 r3i=r3—2r
3 1-5-1 3 0 rai=rs— 3r1 0-2 1 2 O 6 ra i =ra+ 1rp

1 1-2-1 1|-2 ri 1 1-2-1 1|-2

0 2 1 1-1|-2 o 0 2 1 1-1|-2

= lo 0-1-2 2|2 rs = lo 0-1-2 2|2

0O 0 2 3-1]| 4 T4 =714+ 2r3 0O 0 0-1 3] O

Posledni matice odpovida soustave

X1+ xXo—2x3— X3+ x5 =—2
2x+ x3+ xX4— x5 =—2
X3+2x4—2x5 =
— x4+3x5= 0
V posledni rovnici miize byt neznama xs zvolena zcelalibovolng& x5 = ¢, + € R. Pro x4 pak z této

rovnice vychazi x, = 3. Dosadime x4 a xs do pfedpodedni rovnice avypocteme x3: x3 = 2 — 4¢.
Z druhé ravnice pak dostaneme x, = —2+ 4t azprvni x; = 2 — 3r. Cekem tedy

2— 3t
-2+t
X = 2— 4 t e R

3t
t
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V dal8im prikladu uvedeme vysledek pro homogenni soustavu rovnic, na ngz se pozdgji budeme Casto
odvolavat.

Priklad 1.8 UvaZzujme soustavu

apixy + apxo + -+ apX,

azxi +axpxs +---+aypx, =

Ap1X1 + ApaXx2 + - - - + Qup Xy, = 09

kde m < n. Po Upravé do tvaru (1.6) bude mozné v podedni rovnici zvolit neggméné jednu neznamou
zcela libovolné. Soustava tak kromé na prvni pohled zfgimého nulového FeSeni ma jesté nekonetné
mnoho feSeni nenulovych.

Protoze jednotlive kroky Gaussovy eliminace pro feSeni soustav lineérnich rovnic budeme vyhradné
Zapisovat pomoci rozsifené matice soustavy, bude UCelné zavést pojem elementarni operacei pro matice.
Ziskametim i GCinny nastroj pro zkoumani dalSich vlastnosti matic.

Definice. Elementéarni Fadkovou operaci v matici A nazyvame kteroukoliv z nasledujicich operaci:

e K jednomu fadku matice A pficteme jakykoliv nasobek Fadku jiného.

e V matici A prohodime dvajgji Fadky.

o Jakykoliv Fadek matice A vynasobime nenulovym Cidem.

Analogicky definujeme i elementarni doupcové operace. Matici B nazveme Fadkové ekvivalentni
s matici A a znafime A ~ B, jestlize B vznikla z A pouzitim konetné mnoha elementéarnich
fadkovych operaci.

Téemeér samozigimé je pak nadedujici tvrzeni.
Véta 1.13 Je-li matice A Fadkové ekvivalentni s matici B, pak B je Fadkové ekvivalentni s A.

Dikaz. V&tu stati dokéazat pro kazdou ze tfi elementarnich operaci samostatné.
(a) Pokud matice B vzniklaz A pfictenim «a-nasobku j-tého Ffadku k i-tému, A dostaneme z B
odeCtenim «-néasobku j-tého fadku od Fadku i-tého.
(b) Pokud matice B vzniklaz A vyménou j-téhofadkus i-tym, paki B vzniknez A vyménou j-tého

fadku s i-tym.
(c) Pokud matice B vzniklaz A vynasobenim j-tého Fadku nenulovym €islem o, pak B vzniknez A
vynasobenim j-tého fadku ¢idem 1/a. A

Primym diisledkem pravé dokazané véty je nasledujici tvrzeni, které zaruCuje, Ze pouzitim Gaussovy
eiminatni metody se feSeni soustavy nezméni.

Véta 1.14 Necht A a B jsou rozsifené matice dvou soustav linearnich rovnic a necht matice A a B
Jsou ré&dkové ekvivalentni. Pak obé soustavy maji stejnou mnoZzinu reseni.
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Dikaz. Z definice elementarnich operaci vyplyva, Ze kazde feSeni ,, plivodni soustavy jei feSenim
soustavy vzniklé aplikaci kterékoliv e ementarni operace. Predchazejici vétapak zajist uje, ze také kazdé
feeni , upravené“ soustavy jefeSenim soustavy plivodni. Obé soustavy tak maji stejnou mnoZzinu Feseni.

A

Samostatnou zminku zasluhuji soustavy, jejichz matice je Ctvercova. Podle nize uvedeného schématu
(v ném x znadi libovolné ¢ido — miize byt i 0) lze dementarnimi fadkovymi Upravami kazdou
Ctvercovou matici prevést namatici horni troj ihelnikovou.

X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X 0 x x x X 0 x x x X
X X X X X 0 x x x X 0 0 x x X
X X X X x 0 x x x x 0 0 x x x
X X X X X 0 x x x X 0 0 x x X
X X X X X X X X X X
0 x x x X 0 x x x X
0 0 x x X 0 0 x x X
~ 0 0 0 x w ' ~ 0 0 0 x « @D
0 0 0 x -+ x 0 0 0 0 -+ x

Budeme-li nyni navic pfedpokladat, Zze v posedni matici jsou vSechny diagonélni prvky nenulové,
mUzeme dal&imi elementarnimi fadkovymi operacemi, tentokrat provadénymi od posledniho Fadku
»Smeérem nahoru”, matici prevést az na jednotkovou. Schématicky 1ze postup znazornit takto:

X X 0 X X 1 x -+ x x 1 x --- x O 1 x --- 00
0 x -+ x x 01 -~ x x 01 --- x O o1 ---00
T TP VI S SR N VIS SN STV S P SRPPEY -
0O 0 --- x x 00 --- 1 x 00 --- 10 00 -~ 10
0O 0 --- 0 x Oo0 ... 0 1 0O 0 --- 01 00 --- 01

Uvedeny postup se nazyva Gaussova—Jordanova eiminace. Nadedujici pfiklad ukazuje konkrétni vy-
pocet.

Piiklad 1.9 ReSme soustavu Ax = b, kde

0 2 1 2 X1
A=[3-1 2|, b=|-3] a x=[ x
1-1 1 -3 X3

Regeni. Jednotlivée kroky Gaussovy—Jordanovy eliminace jsou

0 2 1| 2 1-1 1-3 1-1 1|-3 1-1 1|-3
3-1 2-3|]~{0 2 1} 2|~|10 2 1| 2|~|0 2 1| 2|~
1-1 1(-3 3-1 2|-3 0 2-1| 6 0 0-2| 4
1-1 1-3 1-1 0|-1 1-1 0|-1 100| 1
~10 2 1| 2|]~10 2 0] 4]~10 1 0 2|~]1010| 2
0 0 1|-2 0 0 1|-2 0 0 1|-2 001|-2
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Soustava matedy feseni
1
X = 2
-2

Ve vété 1.20 na strané 20 ukazeme, ze Gaussova—Jordanova eliminace je mozna prave tehdy, je-li
vychozi maticeregularni. Jiz nyni miizeme dokéazat nasledujici kritérium o vlastnostech fedeni homogenni
soustavy linearnich rovnic apomoci ng pak diilezité kritérium regularnosti matice.

Véta 1.15 Soustava Ax = 0 se Ctvercovou matici A méa pouze nulové FeSeni pravé tehdy, je-li matice
A radkoveé ekvivalentni s trojiihelnikovou matici s nenulovymi diagonalnimi prvky.

Dlkaz. Podle (1.7) je matice A Fadkové ekvivaentni jisté trojuhelnikove matici T = (¢;;) n -tého
Fadu. Jsou-li vSechny jeji diagonani prvky nenulove, pak Gaussova—Jordanova eliminace dava jediné
FeSeni, ato x = 0. Pokud v&ak prongjaké k je 1, = 0, pak v ekvivalentni soustavé Tx = o poslednich
n —k rovnic spinimevolbou x,_; =0, ..., x, = 0 atyto hodnoty pak dosadime do prvnich & rovnic.
Vznikne tak homogenni soustava s k — 1 neznamymi, ktera ma podle prikladu 1.8 nenulové feSeni. A

Véta 1.16 KaZdaregularni matice je Fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici.

Dlkaz. Je-li A regularni matice, pak po vynasobeni obou stran rovnice Ax = o matici A~! zleva
dostaneme ekvivalentni vztah x = o, tedy pro regularni matice A masoustava Ax = 0 pouze nulové
feSeni. Podle predeslé véty odtud plyne, ze A jeFadkoveé ekvivalentni s jednotkovou matici. A

1.3 Maticovérovnice a vypocet inver zni matice

Algoritmus Gaussovy eliminace je ve spojeni s v&tami 1.1 a 1.2 rozSfitelny i na maticové rovnice
typu AX = B, kde X je matice o vice doupcich. Jsou-li totiz Xq,...X, sloupce matice X a
B4, ...,B, doupce matice B, pak podle uvedenych vét je rovnice AX = B ekvivaentni n-tici
rovnic AX; = B4, ..., AX, = B,. V kazdé z téchto rovnic je neznamou vektor, jde tedy o soustavy
tvaru (1.4), které mlizeme Fesit Gaussovou eliminaéni metodou. V zhledem k tomu, Ze véechny soustavy
budou mit touz matici soustavy A ajejich rozsifené matice se budou liSit pouze v poslednim sloupci, Ize
je upravovat spoletné. Spoletnou matici vsech soustav A roz8ifime ngjednou o vsechny pravé strany
B.,...,B,, tedy omatici B azjednoduSime pomoci vhodnych elementarnich operaci.

Priklad 1.10 Re&te maticovou rovnici AX = B, kde

1
A=| 2-
-1

wWE N

4 -1 0 4
3 a B=|-2-5 3
1 1 5 1

Regeni. Matice X = (x;;) budetypu (3, 3); oznaCime-li jgji sloupce X1, X3, X3, pakrovnice AX = B
je ekvivalentni trojici rovnic

AX;=B;, AX;=Bj; AX3=Bs,
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kde B1, B,, B3 jsousloupcematice B. Gaussovu eliminacni metodu pouZijeme naspol eCnou rozsifenou
matici téchto tfi rovnic:

1 2 4/-1 0 4 1 2 4/-1 0 4 124|-10 4
2-1 3|-2-5 3|~]0-5-5]0-5-5]~1011] 011
-1 3 1|1 5 1 0 5 5| 0 5 5 000 00O

Pro sloupec X; = (x11, x21, x31)” tedy plati

X1+ 201 + 4z = —1
xo1+ x31 = 0
Odtud vypotteme
-1-2p
Xl = —p , JZRS R.
p

Pro sloupec X, = (x12, x22, x32)" plati

X124+ 2x0+4x3 = 0

X+ xp = 1,
odkud
22
X2 = 1-— q , (€ R.
q

Pro sloupec X3 = (x13, x23, x33)” plati

X13+ 2x3+4xzz = 4

X3+ x3 = 1,
odkud
2—2r
Xs={ 1-r |, reR
r
Celkem
-1-2p —2—-29 2—2r
X = —-p 1-¢ 1-r |, p,q,reR.
4 q r

ReZeni rovnice AX = B sevyrazné zjednodus, je-li matice A Fadkové ekvivalentni sjednotkovou ma-
ticl. Pro rozSifenou matici (A | B) pak dostaneme (A |B) ~ (E| C), coZ nazaklade véty 1.14 znamena,
Ze plivodni rovnice AX = B je ekvivalentni srovnici EX = C atedy mafeseni X = C. Vypotteme

je Gaussovou—Jordanovou eliminaci, aniz bychom museli oddéené Fesit rovnice pro jednotlivé sloupce
matice X.
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Priklad 1.11 Re&te maticovou rovnici AX = B, kde

2-1 1 -1-6 4
A=11 2 -3 a B= 1 1-2].
3 0-2 -2-8 5

Redeni. Jednotlivé kroky Gaussovy—Jordanovy eliminace pro roz&ifenou matici (A | B) ukazuje nasle-
dujici vypocet.

2-1 1|-1-6 4 1 2-3| 1 1-2
AB)=(1 2-3| 1 1-2|~|l0-5 7|-3 -8 8|~
3 0-2|-2-8 5 0-6 7|-5-11 11
1 2-3| 1 1-2 1 2-3|1 1-2 1 2-3|1 1-2
~f0 1 0 2 3-3}]~10 1 0(2 3-3|]~10 1 02 3-3]|~
0-5 7|-3-8 8 o o0 7|7 7-7 0O 0 1|1 1-1
1 2 04 4-5 1 0 0/0-2 1
~l0 1 0|2 3-3|~|0 1 0|2 3-3]|=(ENX.
0O 0 1|1 1-1 0O 0 1|1 1-1
Je tedy

0 -2 1
X=12 3 -3
1 1 -1

Podle véty 1.9 jeinverzni matice k regularni matici A feSenim rovnice AX = E. Ve spojeni svétou
1.20, podle které kazda matice fadkove ekvivalentni s jednotkovou matici je reguléarni, tak ziskavame
Gcinny zplisob vypottu inverzni matice: pomoci Gassovy—Jordanovy eliminace vyfeSime maticovou
rovnici AX = E.

Priklad 1.12 Vypoctéte inverzni matici k matici

2 1 1
A=|1 1-1
6 4 1
Regeni. Redme nejdfive rovnici AX = E:
2 1 1|1 0 O 1 1-1/]0 1 O 1 1-1/0 1 O
1 1-12/0 1 O)J~12 1 1/12 0 OJ~|10-1 3|1-2 O]~
6 4 10 0 1 6 4 1,0 0 1 0-2 7/]0-6 1
1 1-1] 0 1 O 1 1 0|-2-1 1 1 0 0] 5 3-2
0-1 3 1-2 0}~1]0-1 O} 7 4-3]~10 1 0/-7-4 3
0O 0 1|-2-2 1 0O 0 1|1-2-2 1 0O 0 1/-2-2 1
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Odtud
5 3 -2
X=| -7 -4 3
-2 -2 1
ProtoZe po vynasobeni vychézi XA = E, je
5 3 -2
Al=| -7 -4 3
-2 -2 1

Dodgjme, Ze podle vét 1.9 a 1.20, kterou dokazeme na strané 20, neni kontrola soucinu XA tfeba.

Uvedena metoda FeSeni maticovych rovnic tvaru AX = B se neda pfimo pouzit na rovnice, kde
neznama matice X je znamou matici nasobena z opacné strany, tedy na rovnice typu XA = B. Véy
1.1 a 1.2, nanichz byl vypoCet zalozZen, totiz neumoznuji rozlozit soucin XA na jednotlivé sloupce
matice X arozklad na sloupce matice A nema pro FeSeni zadny vyznam. StaCi v&ak prejit k rovnosti
trasponovanych matic na obou stranach a pouZit vétu 1.7; rovnice pak prgjde do tvaru ATX"T = B, na
kterou jiZ 1ze metodu zaloZenou nafadkovych Upravach rozsifené matice (A”7|B”) pouZit. Viypotteme
tak matici X7, z niz po transpozici ziskame X.

Priklad 1.13 Re&terovnici XA = B, kde

(273) e e=(29)

Reseni. , Transponovand‘ rovnice A7X” = BT maroz&ifenou matici

rore (3 -1]2 5

pro niz postupné dostavame
3 -1/2 5\ (3 -1|25)\ (30|36) (10|12
-2 2|0 =2 0 4|4 4 01|11 011 1)
11
(1)

Na uvedené dva typy maticovych rovnic Ize pak Upravami, zalozenymi navztazich z vét 1.3 a 1.4,
pfevést celou Fadu dalSich maticovych rovnic. Postup ilustrujeme pFikladem.

Je tedy

Priklad 1.14 Re&te maticovou rovnici 2AX — B = A + X, kde
-2 1 -5 4 -1
0 O 2 4 2

A=

P RN
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ReZeni. Rovnici upravimenatvar 2AX —X = A+B, odkud vytknutim dostaneme (2A—E)X = A+B.
Vzniklou rovnici 1ze po vypoctu matic 2A — E a A + B feSit Gaussovou—Jordanovou eliminaci:

3 -4 2 -3 2 0
2A-E=|2 1 2], A+B= 1 5 -5 |;
2 0 -1 3 4 2
3-4 2|-3 2 O 2 0-1 3 4 2 1 0 0|1 2 O
21 21 5-5}~10 1 3|-2 1 -7}]~10 1 0 1 1-1
2 0-1| 3 4 2 0 031|-31 0-62 0O 0 1|-1 0-2
Je tedy
1 2 0
X = 1 1 -1
-1 0 -2

1.4 Elementarni matice

Elementarni operace byly plivodné zavedeny jako poCetni prostfedek pro zjednoduSeni soustav linearnich
rovnic a pak rozSifeny i na matice. Nyni uvidime, Ze kazdou ze tfi elementéarnich operaci bude mozné
ekvivalentné nahradit nasobenim vhodné zvolenou matici.

Definice. Matici L nazyvame elementéarni, jestlize vznikla ngakou elementarni operaci z jednotkové
matice.

Podobné jako elementarni operace je mozné i lementarni matice rozdélit na fadkové a sloupcové. Pri
feSeni maticovych rovnic obvykle vystatime stadkovymi Upravami atedy i sfadkovymi elementarnimi
maticemi. Pfivlastek fadkova budeme proto v téchto situacich vynechéavat.

Véta1l.17 Necht L, je elementarni matice m-tého radu, ktera vznikla elementarni radkovou operaci
01, necht L, je elementéarni matice n-tého Fadu, ktera vznikla elementéarni sloupcovou operaci O, a
necht A je maticetypu (m,n). Pak L1A je matice, kteravznikne z matice A Fadkovou operaci O, a
AL, jematice, ktera vznikne z matice A sloupcovou operaci O-.

Kazdou elementarni Ffadkovou operaci |ze tedy ekvivaentné nahradit vynasobenim odpovidajici ele-
mentarni matici Zeva a kazdou elementarni sloupcovou operaci 1ze ekvivaentné nahradit vynasobenim
odpovidajici elementarni matici zprava.

Dikaz. Stafi pouze vypoCist souGiny L;A a AL, pro jednotlivé elementarni matice. Tento snadny
Ukon pfenechavame Ctendri. A
Priklad 1.15

100 010 100 100
Ly=1 210}, L,=f{100])], Lz3=| 010 a l,=|1013
001 001 00 4 001

jsou priklady elementéarnich matic tfetiho fadu. Matice L, reprezentuje pricteni dvojnasobku prvniho
fadku ke druhému, matice L, prohozeni prvniho a druhého fadku, matice L3 vynasobeni tfetiho Fadku
Ctyfmi, matice L, pficteni trojnasobku druhého sloupce ke sloupci tfetimu.
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Z véty 1.17 bezprostfedné plyne nasledujici tvrzeni. Pomoci néj budeme moci odvodit dlileZitou asnadno
ové&itelnou podminku pro to, kdy je matice Ffadkové (pfipadné sloupcové) ekvivalentni s jednotkovou
matici.

Véta 1.18 Matice A je Fadkové (resp. sloupcové) ekvivalentni s jednotkovou matici pravé tehdy, je-li
soucinem fadkovych (resp. sloupcovych) elementarnich matic.

V zhledem k tomu, Ze ke kazdé elementarni operaci existuje operace inverzni, ktera je opét el ementarni
operaci, nepfekvapi, ze kazda dementarni matice je regularni.

Véta 1.19 Kazdaelementarni matice je regularni a matice k ni inverzni je opét elementarni.

Dlkaz. Pro zjednoduSeni zapisu uvedeme pouze inverzni matice k tém elementarnim maticim, které
reprezentuji operace s prvnim nebo druhym fadkem:

10...0 10..0
a 1 0 1 —a 1 ... 0
L1= . s LI = . .
00 1 00 1
01...0
10...0 1
Lo = . , Ly" =L
00..1
a 0 0 1/ O 0
01...0 0 1 0
Lea=| . . . .| Lyt = )
00..1 0O 0 ...1
Analogicky vypotteme inverzni matice i pro ostatni pripady. A

Véta 1.20 Ctvercovamatice A jeregularni pravétehdy, je-li Fadkovéekvivalentni sjednotkovou matici.

Dikaz. Necht matice A je fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici E. Pak je podle véty 1.18
soucinem fadkovych elementarnich matic, které jsou na zékladé véty 1.19 regularni. Protoze sou€in
regularnich matic je opét regularni matice (véta 1.12, strana 10), jei matice A regularni. Obraceng, je-li
A regularni matice, pak je podle véty 1.16 Fadkove ekvivaentni s jednotkovou matici. A

Spojenim posledni véty s vétou 1.18 pak dostaneme dalsi charakterizaci regularnich matic.

Véta 1.21 Kazdaregularni matice je soucinem konetné mnoha elementéarnich matic.
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1.5 Cviceni

1.1 Pro matici _
R(@) = < cosa —Sna )

sna  cosa
vypottéte R?(«) ainverzni matici R~1(«) aukazte, ze R?(a) = R(2x) a R 1(a) = R(—«).

1.2 Odlvodnéte, Ze soutinem diagonadnich matic A = diag(as,...,a,) a B = diag(by, ..., b,) je
diagonéni matice C = diag(a1b1, . . ., a,b,). Dale ukazte, ze A* = diag(at, ..., a).

1.3 Vypoctéte inverzni matici k diagonani matici D = diag(dy, ....d,), kded; #0, i =1,...,n.

1.4 Odlvodnéte, Ze soucinem dvou hornich (resp. dolnich) trojlhelnikovych matic stejného Fadu je opét
matice horni (resp. dolni) trojUhelnikova

1.5 Ukazte, Ze pro libovolnou matici A jsou matice AAT a ATA symetrické.

1.6 Pro matici
00 01
10 00
s=]101 01
00 - 10
n-tého fadu vypottéte S?, S°, ..., S".
1.7 Necht A jelibovolna ¢tvercova matice n-tého fadu, jeiz fadky jsou a,, ao, ..., a, anecht
010...0
0o01...0
U=| : : : . :
00O0...1
00O0...0
jerovnéz n-tého fadu. PresvédCte se, Ze matice UA maftadky ay, as, ..., a,, O.

1.8 Vypoctéte véechny matice B, pro které AB = BA, kde

11
A ( ' )
1.9 Ukazte priklad ttvercovych matic A, B, pro které (A + B)? £ A? 4+ 2AB + B2

1.10 Odlvodnéte, Ze pokud pro dvé symetrické matice A a B plati AB = BA, pak soucin AB
bude opét symetrickou matici. Dale uvedte priklad takovych symetrickych matic, jejichz soucin nebude
symetrickou matici.

1.11 Ukazte, ze pokud jsou A a B regularni komutujici matice, potom jsoui A~ a B~ komutujici.

1.12 Ukazte, Ze pro soucin matice A typu (m,n), jegiz sloupce jsou ag, a,, ..., a, a soupcového
vektoru b = (bq, b, ..., b,)T plati

Ab = biag +brap + -+ + byad,.
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1.13 UkaZte, Ze pokud pro matici A plati A> — A+ E = O, pak A jeregularni.

1.14 VypoCtéte inverzni matici k matici A, je-li:

0001 -1 1 1 1
0010 1-1 1 1
dA=lo100| P A= 1 1.1 1
1000 1 1 1-1
1.15 Vypoctéte inverzni matici k matici A sudého fadu, je-li:
111 1 110 0
011 -1 011 0
a A=l 001 ..-1], b A=|001 0
000 1 000 1
1.6 ReSeni
1.3 D' =diag(1/dy, ..., 1/d,).
15 Podlevéty 1.7je (ATA)" = ATA.
00 .---010 010...00
00 .---001 001 00

, 10--000 9 000...00

16=| ¢ 1 000 I ,ogt= : , §=S
N 00O .01
00 .---100 100 ...00

a b
1.8(0 a+b>, a,beR.

. R . _ 11 11
1.9 Libovolné dvé matice, pro néz AB # BA, napr.A:(O 2), B:(1 1).
1.10 (AB)" =BTA” = BA = AB.

111 A-B'=BA 1= @AB1=B1AL

1.13 Vypottéte A(E — A).

114 @ Al=A; b Al=2ZA
1 -1 0---0 1 -1 1 -1 -1
0 1 -1-.-0 0 1 -1 1 1

1158 At=|0 0 1 .- 0 by Al=| 0 0 1 -1 -1
0 0 O 1 0O 0 0 O 1
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Vektory a vektorove prostory

Jednoradkové ajednosloupcové matice jsme v predchazejici kapitole nazvali vektory. Radky a sloupce
matic |ze tedy rovnéz povazovat za vektory. Vlastnostmi vektor{l se nyni budeme zabyvat a vyuzijeme
jich pro doplnéni dalSich viastnosti matic. Neomezime se v&ak pouze na tento speciani typ vektord.

vvvvvv

fadkovych a sloupcovych Giselnych vektorll a zachoval pritom jejich hlavni prednost, tedy moznost
popsat kazdy vektor pomoci ,, soufadnic”.

Realny vektorovy prostor V' jeneprazdnamnozinaprvku, nazyvanych vektory, vekteréjedefinovana
operace stitani, kterakazdedvojici vektorli u € V, v € V prifazujevektor u+v € V aoperace nasobeni
vektorli redlnym Cislem, ktera kazdé dvojici « € R, u € V prifazuje vektor au € V, pricemz tyto
operace maji nasledujici vliastnosti.

(1) u+v=v+u provéechnau, ve V.

2 U+Vv)+w=u+ (V+Ww) proviechna u, v, we V.

(3) Existuje vektor 0 € V, zvany nulovy vektor, tak, Ze v+ 0=V provéechna ve V.

(4) Kekazdému vektoru v € V existuje jednoznatné uréeny vektor —v tak, ze v+ (—v) = o.
5) (@p)v=a(BV) proviechna o, § € R avdchnave V.

(6) 1v=v provsechnave V.

(7) (@+B)v=av+pBvprovéchna o, 8 € R avéechnave V.

8 a(U+V)=au+av proviechna o € R avsechna u, ve V.

Analogicky se definuje komplexni vektorovy prostor. Vlastnosti redlnych a komplexnich vektorovych
prostor{l budeme vySetfovat najednou pod spoletnym nazvem vektorovy prostor. Termin ¢islo pak bude
v pripadé realného vektorového prostoru znamenat realné cislo, v pripadé komplexniho vektorového
prostoru &slo komplexni. Cisla budeme také nazyvat skalary.

Operace stitani vektorll anasobeni vektord &isly umoziuji zavést pojem linearni kombinace vektorU.
Jsou-li a, ..., a, libovolnacdidaa vy, ..., Vv, libovolné vektory, pak vektor

a1Vi - oV
nazyvame linearni kombinaci vektorll vi, ..., V, (skoeficienty aq,...,a,).

23
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Nejdllezitgsimi priklady vektorovych prostorli jsou prostory realnych akomplexnich n-rozmérnych
aritmetickych vektordl. Jimi rozumime n-tice reanych nebo komplexnich €isel ve sloupcovém uspora
dani, tedy matice typu (n, 1) se sCitanim definovanym stejné jako pro matice typu (n, 1) anasobenim
Cidy také definovanym jako u matic typu (n,1). Véy 1.3 a 1.4 zgiuji splnéni vSech vlastnosti
(1)«(8) z definice vektorového prostoru. Prostor redlnych aritmetickych vektorll znatime R” a prostor
komplexnich aritmetickych vektorll znatime C” .

Priklad 2.1 Uvedme jeité nékolik dalSich prikladll vektorovych prostorll. U v&ech jsou operace stitani
anasobeni Cidem zavedeny jiz dfive a splfiuji vliastnosti (1)—(8) z definice vektorového prastoru.

a) MnoZzina vsech redlnych matic typu (m, n) tvori redny vektorovy prostor.

b) MnoZina P v&ech polynomi srednymi koeficienty tvori redlny vektorovy prostor, mnozinavsech
polynomt s komplexnimi koeficienty tvori komplexni vektorovy prostor.
¢) Mnozinavsech redlnych (resp. komplexnich) funkci se spoleGnym definiénim oborem tvori realny
(resp. komplexni) vektorovy prostor.
Pokud je podmnoZina W vektorového prostoru V' také vektorovym prostorem, budeme ji nazyvat
podprostorem vektorového prostoru V. Ekvivalentné to vyjadfuje nasledujici definice.

Definice. PodmnoZinu W vektorového prostoru V nazveme jeho podprostorem, pokud matyto vlast-
nosti:

@ oeWw,
(b) provsechny vektory u, ve W jeu+ve W,
(c) prokazdy skalar o akazdy vektor ve W je ave W.

Priklad 2.2 Snadno rozpoznatelné jsou nasledujici pfiklady podprostor.

a) Mnozina P, vsech polynoml stupné mensiho nebo rovného n je podprostorem vektorového
prosoru P vdech polynomdl.

b) MnoZina vsech symetrickych matic n-tého ¥adu je podprostorem vektorového prostoru vsech
Ctvercovych matic fadu 7.

¢) MnoZinavsech spojitych funkci naintervalu (a, b) je podprostorem vektorového prostoru vech
funkci definovanych na (a, b).

Priklad 2.3 Vyznamnym pfikladem podprostoru je mnozinavsech feSeni libovol né homogenni soustavy
linearnich rovnic. Pro matici A typu (m,n) avektor b € R™ oznalme N(A) = {Xx € R": Ax = 0}.
Pak

(8) evidentné o € N(A);
(b) jsou-li X, y € N(A), pak AX = 0 a Ay = 0, odkud seCtenim a vytknutim dostavame
AX+Yy) =0, tedy X+ye NA);
(© jeli e R axe N(A), pak Ax =0, odkud cAx = A(eX) = 0, tedy ax € N(A).
N(A) jetedy podprostorem R”. Nazyva se nulovym prostorem nebo jadrem matice A.
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2.1 Linearni zavidost a nezavidost vektor (i

Kli¢ovym pojmem pro vySetfovani vlastnosti vektorll je jejich linearni zavisost a nezavislost.

Definice. Vektory vq, Vs, ..., V, nazyvame linearné zavidé, pokud existuji ¢ida a1, ay, ..., «, tak, ze
aspon jedno z nich je rtizné od nuly a

aV1 +asVo + -+ - + o, Vv, = 0. (2.1

V opatném pripadé se vektory vq, Vo, ..., V, nazyvai linearné nezaviseé.

Vektory vi, Vo, ..., V, jsou tedy linearné nezavidé prave tehdy, kdyz rovnost (2.1) plati pouze pro

op=ar=---=q, =0.

Priklad 2.4 Vektory

2 1 2
VvV, = 0 Vo = 3 V3 = 4
0 0 -2
jsou linearné nezavidé, nebot rovnost
a1V, + aoVo + agV3 = 0 (2.2)
vede na soustavu
2000 +op + 203 =0
30o + 43 =0
— 20[3 = 0,
jgimz jedinym feSenim je oy = o, = a3 = 0.
Naopak, vektory
1 -1 -3
Vi = 2 Vo = 2 V3 = -2
1 3 1

jsou linearné zavislé, nebot rovnost (2.2) vede na soustavu

o1 — Ol2—30l3=0
2001 + 2000 — 203 =0
a1+ 32+ az3=0

snenulovym feSenim oy = 2¢t, ap=—f, az3=t, teR.
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08 X = X161 + X2€

Obr. 2.1 Soufadna soustava a soufadnice v R?

2.2 Souradna soustava a baze

V kazdém vektorovém prostoru je mozné zavést soufadnou soustavu a prvky vektorového prostoru pak
popisovat soufadnicemi. Jako motivace pro zavedeni soufadné soustavy v obecném vektorovém prostoru
nam miize slouZit prostor R?. Nejcastgji pouZivanou soufadnou soustavu tam reprezentuji dva vektory
e a e akazdy vektor x € R? je mozné vyjadfit jako jejich linearni kombinaci:

X = X161 + Xx26€5.

Koeficienty xq1, xp Vv této linearni kombinaci jsou pak soufadnicemi vektoru x v soufadné soustavé
E = (e, &) avektor x jednoznatné popisuji —viz obr. 2.1.

Tatédz my3enka je pouzitelna v libovolném vektorovém prostoru V. Soufadna soustava bude tvo-
Fena takovymi vektory bq, b, ..., b,, které umozni vyjadfit libovolny vektor x jako jegjich linearni
kombinaci, a to jednoznatnym zplisobem:

X = x1b1 + x2b + - - - + x,b,. (2.3)

To znamena, Ze mnoZzina véech linearnich kombinaci vektorli by, b, ..., b, musi splyvat s V anavic
musi byt pro kazdy vektor x € V Kkoeficienty xi, xo, ..., x,, vevyjadreni (2.3) urCeny jednoznatné. Pie-
svédtme se, Ze tuto jednoznatnost zgjisti linearni nezavisost vektorl by, by, ..., b,. Pfedpoklademe,
Ze pro linearné nezévidé vektory by, by, ..., b, avektor x € V plati

X = x1b1 +x002 + - - - + x,0, = y1b1 + Yoo + - - - + y,b0,.

Pak

(x1 = yDb1 + (x2 — y2)b2 + - - - + (x, — y)b, = 0. (24
Odsud podle definice linearni nezavidosti (strana 25) plyne, Ze vdechny koeficienty v linearni kombinaci
nalevé strané (2.4) musi byt rovny nule;

xl_)’1=0,x2—y2=0,...,xn—yn:O, tajy

X1= Y1, X2=Y2, ...y Xpn = Yn-

Pro zjednoduSeni formulace definice soufadné soustavy zavedme nejdrive pojem linearniho obalu.
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Definice. Jsou-li vy, ..., Vv, vektory z vektorového prostoru V, pak jejich linearnim obalem nazyvame
mnoZzinu v&ech jgich linearnich kombinaci, tedy mnoZinu vsech vektorl tvaru vy + - - - + a,,V,, kde
ay, ..., q, jsoulibovolnadida. Znatime jg

(V1, ..., V).
Véta2.1 Jsou-li va, ..., V, vektory z vektorového prostoru V, pak linearni obal W = (v, ...,V,) je
podprostorem V.
Dlkaz. Ové&ime, ze W mavsechny tfi vlastnosti z definice podprostoru (strana 24).
@ oeW, néboft 0=0-vi+---4+0-v,.

(b) Pokud u, v e W, pak existuji €ida aq,...a,, B1, ..., B, t&K, 26 U = a1V1 + --- + Vv, @
V=p8Vi+ -+ BV, odkud U+ Vv = (a1 + B)V1 + -+ + (@, + B,)V,, COZ znamena, ze

ut+veWw.
() Jeliuew, pk u=ayvs +---+ a,V, projistacisda as, ...a,, odkud pro libovolné €islo B
plyne fu = Boayvi + - - - + Ba,V, atedy fue W. A
Definice. Usporadanou mnozinu vektortl B = (by, ..., b,) nazyvame soufadnou soustavou nebo baz

ve vektorovém prostoru V, je-li B linearné nezavidaa (B) = V.

Nazev soufadna soustava se pouzivatémeér vyhradné v geometrickych Gvahach, kdezto baze sevaze spise
k algebraickému prostfedi. Jde vSak o naprosto ekvivalentni pojmy. NaSe definice je omezena pouze na
pfipad bazi o konetné mnoha prvcich; vektorové prostory, v nichz existuje konecna baze, se nazyvaji
konetné dimenzionalni. Pokud nebude v dalSim uvedeno jinak, budeme pod pojmem vektorovy prostor
vzdy rozumét konecné dimenzionani vektorovy prostor.

Priklad 2.5 Bazi vektorového prostoru R" tvori vektory

1 0 0
0 1 0
e=|of| e=|o| . ea=]o0
0 0 1

Jgjich linearni nezavidost je patrnaihned akazdy vektor x = (x1,...x,)" € R" mlzeme vyjadrit jako
linearni kombinaci

X=x1€1 + -+ x,€,.
Jetedy (e1,...e,) = R" avektory e, ... e, tvofi bazi R". Tuto bazi budeme nazyvat standardni.

Otézku existence baze ve vektorovém prostoru v podstaté fesi tvrzeni, Ze kazdou linearné nezavisiou
mnoZinu Ize doplnit nabazi. | kdyz plati pro libovolny vektorovy prostor, nas dilkaz bude omezen pouze
na prostory konetné dimenze.

Véta2.2 Necht S je linearné nezévisla mnoZina vektor(l ve vektorovém prostoru V. Pak existuje
mnoZina S, C V tak, Ze S U S, jebézi prostoru V.
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Dlkaz. Necht S c V jelinearné nezavisamnozinavektorll. Pokud je S bazi V, vezmeme S1 =
ajsme hotovi. Neni-li S béazi V, pak (S) # V ave V tedy existuje aspon jeden nenulovy prvek uq,
ktery nelezi v (S). Protoze u; neni linearni kombinaci prvkli mnoziny S, jemnozina S; = S U {uy}
linearné nezavida Pokud je (S1) = V, jsme hotovi. V opatném pripadé opakujeme predchozi postup.
Po konecné mnoha krocich tak dospgeme k bazi prostoru V. A

Zakladni motivaci pro definici baze vektorového prostoru byl pozadavek popisovat vektory pomaoci
jgjich soufadnic — viz vztah (2.3). Mlizeme tedy vydovit formalni definici souradnic vektoru vzhledem
k usporadané bazi (to je bazi s pevné uréenym poradim jejich prvkd).

Definice. Necht B = (by, ..., b,) jeuspofadana baze vektorového prostoru V. Soufadnicemi vektoru
X € V vbazi B nazyvame uspofadanou n-tici €isel (xi, ..., x,), pro ktera plati

X =xby + -+ x,b,.

Soufadnice jsou tedy aritmetické vektory a na zakladé vahy pred definici baze (strana 26) jsou v dané
bazi urCeny jednoznatné. Je vsak zigimé, pii zméné baze dojde i ke zméné soufadnic. Pokud bude tfeba
zdUraznit k jaké bazi jsou soufadnice vektoru x vztazeny, pouzijeme nasledujiciho oznaeni:

X1
Xls=1| : | (2.5)

Xn

Vektor na pravé strané (2.5) budeme nazyvat vektor soufadnic x a vzhledem k dalSimu vyuziti jg
budeme vzdy zapisovat jako sloupec.

Priklad 2.6 Ze prikladu (2.5) vyplyva, Ze ve standardni bézi E prostoru R” plati pro kazdy vektor
X= (X]_, e xn)T

X1

[X]e =
Xp
Nyni ukazeme, Ze ve vektorovém prostoru s n-prvkovou bazi nemlize existovat vice nez n linearné

nezavidych vektorll. Na zakladé tohoto tvrzeni pak odvodime, Ze vechny baze vektorového prostoru
maji stejny podet prvkll, coz umozni zavést pojem dimenze vektorového prostoru.

Véta2.3 Necht V je vektorovy prostor s bazi by, ..., b, anecht vq,...,v,, kde m > n, jsou
libovolnévektory z V. Pak vy, ..., V,, jsoulinearné zavislé.

Dikaz. Z vlastnosti bazevyplyva, zekazdy zvektorll va, ..., Vv, |zevyjadritjako linearni kombinaci
vektorll by, ..., b,. Budetedy

Vi = allbl +---+ an]_bn
Vo = a12b1 +---+ anzb,,

: (2.6)
Vip = almbl + -+ apm bn

Uvazme nyni, kdy bude
oV + - + oV = 0.
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Dosazenim do tohoto vztahu za vy, ..., v,, z (2.6) dostaneme po Upravé

(allal + -+ almam) bl + -+ (anlal + -+ anmam) bn = 0.

Protoze vektory by, ..., b, jsou lineérné nezavisle, musi byt vdechny koeficienty v této linearni kombi-
naci rovny nule:

ayoy + - +ayo, = 0

101+ -+ Gy, = 0.

V této homogenni soustavé n rovnic pro m neznamych a4, ..., j€ m > n, takZe podle pFikladu
(1.8) matato soustava nenulové feSeni. To v&ak znamena ze vektory vy, ..., V,, jsoulinedrné zavide. A

Véta 2.4 Kazdé dvé baze vektorového prostoru V- maji tyZ pocet prvkdl.

Dikaz. Predpokladejme, Zze by, ..., b, acy,...,c, jsoulibovolné dvé baze prostoru V. Protoze
vektory kazdé z bazi jsou linearné nezavidé, dostavame dvojnasobnym pouZzitim predchazejici véty

m<n a n<m.

Odtud plyne, Ze m = n aobé baze maji stejny potet prvk. A
| kdyZ baze vektorového prostoru neni nikdy uréena jednoznatné, nezavisi pocet jejich prvkl najgim
vybéru. Nasledujici definice je tedy korektni.
Definice. Potet prvkl baze vektorového prostoru V nazyvame dimenzi V aznafime dim V.
Pfipomeime znovu, Ze jsme se omezili pouze naty vektorové prostory, v nichz existuji baze o konetné

mnoha prvcich. Z véty 2.3 vyplyva, Ze dimenze vektorového prostoru V je rovna maximanimu poctu
linearné nezavidych vektorli ve V.

Priklad 2.7 Z prikladu 2.5 dostavame téméf samozigimy vysledek: dimR” = n.

Nazavér tohoto odstavce jesté dokazeme, Ze pfi znamé dimenzi vektorového prostoru je nalezeni jeho
baze vyrazné jednodusSim problémem a dale dvé véty o zachovani linearni zavidosti, resp. nezavid osti
pfi nasobeni matici.

Vé&a 25 Necht V jevektorovy prostor dimenze n anecht v, ..., V, jsou lineérné nezavislé vektory
z V. Pakvektory v4, ...,v, tvofibazi V.

Dikaz. Vzhledem k linearni nezavidosti vektorll vi, ..., V, stati ukazat, Ze jejich linearni obal je
roven V. Polozme W = (vq,...,V,) aukazme, ze W = V. Jezigmg, ze W C V, takze stati ovéit,
ze V. c W. Zvolmelibovolné u € V. Protoze dmV = n, jsou podle véty 2.3 vektory u, vy, ..., V,
linearné zavidé, nebat jich je n + 1. Existuji tedy ¢ida g, a1, .. ., a, tak, ze

ool +oqV1+---+a,Vv, =0, 2.7

pfi¢emz aspon jedno z nich je nenulové. Pokud by bylo «q = 0, pak by vektory va, ..., v, bylylinearné
zavidé, coz podle predpokladu véty neni mozné. Jetedy ag # 0 az (2.7) dostavame

1
U= ——(avi+ -+ V),
(o7

neboli vektor u jakozto linearni kombinace vektorll vy, ..., Vv, patfido W. Toznamena, ze V. C W a
diikaz je hotov. A
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Véta2.6 Necht A jematicetypu (m,n) anecht Xq, ..., X, jsou linearné zavislé vektory z C". Pak
vektory AXy, ...AX, jsourovnéz linearné zavislé.

Dikaz. Z linearni zavidosti vektorll X4, ..., X, vyplyva, Ze existuji ¢ida oy, ..., ax, nevsechna
nulova, tak, ze
01Xy + - - + X = 0.

Odtud dostavame po vynasobeni obou stran matici A zleva:
0=A0=A(a1Xg 4+ - + o X)) = a1AX1 + - - - + a AXg,
€0z znamena, ze vektory AXj, ...AX; jSOU rovnéz linearné zaviseé. A

Véta 2.7 Necht A jeregularni matice n-tého fadu anecht x., ..., X; jsou linearné nezavidé vektory
z C". Pak vektory AXq, ...AX; jsourovnézlinearné nezavislé.

Dikaz. VySetfeme, pro ktera o, . ..oy plati
01AX1 + - - - + o AXy = 0. (2.8)

Upravou podle vztahtl (d) z vé&t 1.3 a 1.4 dostavame A(a1X1 + - - - + axX;) = 0, odkud vynasobenim
obou stran matici A~ zleva plyne

a1X1 + - FoXp = 0.

Vzhledem k predpokladu linearni nezavislosti vektorll X, ..., X, je posledni rovnost, atedy i rovnost
(2.8) splnéna pouze pro a1 = - -- = &, = 0. To v&ak znameng, Ze vektory AXq, ..., AX; jsou linearné
nezavisé. A

2.3 Skalarni soucin

Uvahy o skalarnim souginu omezime pouze na aritmetické vektory. Narozdil od obecného pristupu
tak budeme pracovat s konkrétné definovanym vzorcem pro vypotet skalarniho soucinu, ktery bude
navic mozné prevést i do maticové podoby. Je v&ak tfeba zdlraznit, Ze pljde nejen o realng, de i
komplexni aritmetické vektory a definice skalarniho soucinu musi tento poZadavek zohlednit. Skalarni
soutin vektorll x a y budemev dal&im znagit (x, y).

Definice. Pro libovolné vektory X = (x1,...,x)7, Y= (y1...,v.)7 z C" nebo R" definujeme
jegjich skalarni soucin vztahem

X Y) =) X (29
k=1

Véta 2.8 Skalarni soucin(2.9) mav C" i R" nadedujici vlastnosti:
1) X, y) = (y,Xx) provsechny vektory X,Yy.
(2 xX+VY,2 = (X,2 + (Y, 2 provsechny vektory XY, z.

(3) (ax,y) = a(x,y) provsechny vektory X,y avsechnacisla a.
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(4) (x,x) > 0 provsechny vektory x; rovnost plati jen pro x = o.

Dlkaz. Vlastnosti (1) — (3) vyplyvaji pfimo z (2.9) avlastnost (4) ze vztahu

X, X) = Zxk X = Z |xk|2. (210)
k=1 k=1
Dlsledek 2.1 Pro libovolny vektor x alibovolné ¢islo a plati

X, ay) = (X, y).
Dlkaz. Je kombinaci vlastnosti (1) a(3). A

Uvedené Ctyfi vlastnosti 1ze také povazovat za zaklad axiomatické definice skalarniho soucinu v libo-
volném linearnim prostoru (ne nutné konecné dimenze). Jsou-li nékteratvrzeni v této kapitole vyslovena
pro obecny linearni nebo vektorovy prostor V. misto C" nebo R”, pak skalarnim soucinem ve V
rozumime jakékoliv zobrazeni V x V — C, majici Ctyfi vySe uvedené viastnosti. Povimnéme g, ze
skalarni soutin vektorli x ay v C" i R" |ze vyjadfit téZ pomoci maticového nasobeni:

x,y) =x'y. (2.12)
Zdey= (y,...,y,)". Dllezity je vztah skalarniho soucinu a nasobeni redlnou matici.
Véta2.9 Necht A jeredlnactvercovamatice n-tého fadu a x,y € C". Pak
(AX,y) = (x, ATy).
Dilkaz. Nazakladé (2.11) je (Ax,y) = (Ax)Ty = (X" AT)y = x7 (ATy) = (x, ATy). A
Dldedek 2.2 Pro libovolnou redlnou symetrickou matici A alibovolné vektory x,y € C" plati
(AX,y) = (X, Ay). (2.12)

Pomoci skalarniho soucinu zavedeme nyni pojem velikosti vektoru a ortogonanosti (kolmosti)
vektord.
Definice. Cislo +/(X, X) nazyvame velikosti vektoru x a znatime ||x||. Vektory X,y se nazyvaji
ortogonalni, jestlize (x,y) = 0. Vektory Xq, X, ..., X; Senazyvaji ortonormalni, jestlize
1 pro i=j
(X, X)) =< .
! O pro i#]j
Bézi tvofenou ortonormalnimi vektory nazyvame ortonormalni bazi.

Prikladem ortonormalni bazev C" a R" je standardni baze E. Nyni ukazeme, ze ortonormalni baze
existuje v kazdém nenulovém vektorovém prostoru se skalarnim soucinem. Nejdfive odvodime linearni
nezavidost libovolné konetné ortonormalni mnoziny.

Véta 2.10 KaZzdakoneCna ortonormélni mnoZinaje linearné nezévisla
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Dlkaz. Necht {Xq, ..., Xt} tvori ortonormani mnozinu a necht
a1X1+ -+ apXy = 0. (2.13)

Vynasobme obé strany rovnice 2.13 skalarné vektorem x;, 1 <[ < k. ProtoZze (X;,x;) =0 pro i #1,
dostavame o; (X;, X;) = 0. Odtud, vzhledem k tomu, ze (x;,x;) = 1, plyne a; = 0prol =1, ...k,
coz znamenalinearni nezavisost vektorll X, . .., Xk. A

Véta2.11 Necht ay, ..., a, jsou linearné nezavislé vektory v C". Pak existuji ortonormélni vektory
Qu, ..., 0 tak, Ze (a1, ..., &) = (O, ..., Oi).

Dikaz. Existenci ukaZzeme matematickou indukci podle k. Tvrzeni je ziggmé pro k = 1: tadi

poloZit g, = a;/||as||. Necht nyni tvrzeni plati pro k — 1 vektorll a necht vektory ay, ..., a; jsou
linearné nezéavislé. Podle indukéniho predpokladu existuji ortonormalni vektory qu, ..., Qi_1 tak, ze
(@, ..., &%-1) = (01, . .., Qk—1). Oznalme
re=(Q,a) po i=1...,k—1 (2.149)
apolozme
k—1
G =2 — Zrik Q- (215
i=1

Prol=1...,k—1pakije

k=1

(@, Go) = (@ &) — Y (G, &), §) = (0, &) — (0, &) = 0. (2.16)

i=1

Kromé toho G # O, nebo, jinak by na z&kladé (2.15) byl vektor a; linearni kombinaci vektorl

Oi, ..., 0 atedy také linearni kombinaci vektorll ay, ..., &, coz vzhledem k linearni nezavisosti
vektorll ag, ..., & neni mozné. Polozime-li nyni g, = G/||Gcl|, je nazakladé (2.15) (qq,..., Q) =
(a, ..., &) az(2.16) vyplyva ortogonalnost vektorll qg, ..., O. A

Postupu, ktery byl pouzit v tomto dikazu sefika Gramiv—Schmidtliv ortonormalizaéni proces. Umoziuje
,ortonormalizovat libovolnou linearné nezavisiou mnoZzinu vektory, t.j. nahradit libovolnou lingarné
nezavidou mnoZzinu mnoZzinou ortonormalni, ktera ma stejny linearni obal jako mnoZzina plivodni, a to
ngenv C", adev jakémkoli linearnim prostoru se skalarnim sou¢inem. Dillkaz véty 2.11 je soucasné
navodem, jak hledané ortonormalni vektory vypoc€ist. Klicovou roli zde hragje vztah (2.15).

Priklad 2.8 K vektorlim
al = (1a l’ l’ _1)7 a2 = (07 03 _l’ 1)7 a3 = (1a _2s Os 3)

vypoCtéte ortonormalni vektory q, 0z, gz tak, aby (ai, ap, az) = (qs, O, O3)-



2.3. Skalarni soucin 33

Redeni. Vypotet probiha podie pravé provedeného dilkazu. Pro usnadnéni porovnani pouzivame stejné
symboliky jako v dikazu.
1) PoloZime qu = ay/|las]| = 3(1, 1,1, —1).
2) Vektor @, hledame vetvaru
G2 = @ — 1201, (2.17)

kde koeficient ri, bude takovy, aby (g1, G2) = 0. Vynasobme obé strany rovnosti (2.17) skalarné
vektorem ¢;. Pak bude

0= (q, @) —r12(dy, o) = —1 —rpo.

Odtud vychazi ri; = —1 a = &+ u = 3(1, 1, —1, 1). ProtoZe |[G;|| = 1, bude g, = .
3) Vektor Gz hledame ve tvaru
O3 = ag — r1301 — r230p, (2.18)

kde koeficienty ri13 a rp3 budou takové, aby (g1,Gz) = 0 a (gp, §3) = 0. Vynasobme nejdfive obé
strany rovnosti (2.18) skalarné vektorem ¢;. Dostaneme

0= (01, @) — r13(Q1, Q1) — r23(d1, U2) = —2 — 113,

odkud ri13 = —2. Vynasobme déle obé strany rovnosti (2.18) skalarné vektorem g,. Dostaneme
0= (Gg, @) — r13(02, O1) — r23(G2, O2) = 1 — ras,
odkud vychazi rp3 = 1. Pak §s = as + 291 — g = (3, —3, 3, 3). Protoze |[Gs]] = 3, je
g=3(1-111).
Cekemtedy je
w=3(111-1), ¢=3(11-11), g=3(1-111).
Uplatnime-li Gramtiv—Schmidtiiv proces na béazi vektorového prostoru, dostavame:

Dldedek 2.3 V kazdém nenulovém vektorovém prostoru, ve kterém je definovan skalarni soucin,
existuje ortonorméalni béaze.

V&mnéme si, Ze vzorec (2.15) je velice podobny vzorci pro maticové nasobeni; po malych Gpravach
jg opravdu |ze do maticového tvaru prevést. Predpokladejme, Ze linearné nezavisé vektory ag, ..., a,
postupné nahrazujemeortogonal nimi vektory qg, ..., g, tak,zepro k = 1, ..., m plati (2.15). Polozme
jeste

r = |lGell pro k=1,....m a ryg=0 pro i=k+1,...,m. (2.19)
Pak z (2.15) dostavame

k-1 k—1 m

& :ak+zrikqi =rkak+Zriin = Zriin-

i=1 i=1 i=1
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Pro j -tou soufadnici aj, vektoru a, pak je

m

m
ajk = E Tikqji = E qji Vik-
i=1

i=1

To presné odpovida maticovému soucinu
A = QR,

kde doupce matice A tvori vektory ay, ..., a,, soupce matice Qvektory q,...,0. a R jetroji-
helnikova matice fadu m, j€jiz prvky jsou (jednoznatné) ureny vztahy (2.14) a(2.19). Dostavame tim
vétu o QR rozkladu.

Véta2.12 Necht A je maticetypu (n, m) Slinearné nezavislymi sloupci. Pak existuje matice Q typu
(n, m) sortonorménimi sloupci atrojahelnikovamatice R radu m tak, Ze plati

A=0QR.

Priklad 2.9 Vydedek prikladu 2.8 |ze zapsat ve tvaru A = QR, kde

1 0 1 1 1 1
2 -1 -2

1 0 -2 1l 1 1 -1
A= , Q== , R=|l0 1 1
1 -1 0 ol 1 -1 1 o o 3

-1 1 3 -1 1 1

2.4 Cviceni

2.1 Vypoctéte véechna o € R, pro néz budou linearné nezavislé vektory
u=(1,3,49, v=(2_8 -2, w=(@G11 o).

2.2 Vypoctéte, pro kterd x, y, z € R budou linearné nezavidé vektory
u=Lx,x3), v=1yy3), w=(11z272%

2.3 Zjistéte, zdajsou linearné nezavidé vektory u+v, v+w a w+ u pokud vite, Ze vektory u, v, w
jsou linearné nezavidé.

2.4 Zjistéte, zdajsou linearné zavisé matice

1 2 -1 2 3 -2
ne(i0) =5 5) A-()

2.5 Dokazte, zevektory ug, . ..U, jsoulinearnézavisé pravétehdy, je-li jeden z nich linearni kombinaci
ostatnich.

2.6 Dokazte, Ze mnozinavsech matic téhoz typu s operacemi maticového stitani anasobeni Cisdlem tvori
linearni prostor dimenze mn. Naleznéte ngakou jeho bazi.

2.7 Dokazte, zemnozina T,, v&ech hornich trojlhelnikovych maticfadu » tvori podprostor vektorového
prostoru v&ech Ctvercovych matic Fadu n aurCete dimenzi T7,,.
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2.8 Ukazte, Ze mnozinavsech matic X, pro které plati AX = XA, kde

2 1
A=(11)
tvori podprostor vektorového prostoru vsech Ctvercovych matic druhého fadu. UrCete jeho dimenzi a
néjakou bazi.

2.9 Dokazte, ze vektory X,y € R" jsou ortogonalni pravé tehdy, je-li [|x||% + ||y]|? = ||x +Y||°>. Dée
ukazte, zev C" toto tvrzeni neplati.

2.10 Dokazte, ze mgji-li vektory x,y € R" stejnou velikost, pak x+Yy a x—Yy jsou ortogonani. Uvedte
geometricky vyznam tohoto tvrzeni v R2.

2.11 Ukaite, Zzev ortonormalni bazi (b4, ..., b,) plati pro soufadnice (xi,...,x,)" vektoru x vztah
Xi=(X,bl'), i=1...,n.

2.12 V prostoru R* jsou dany vektory a=(—1,0,1,2), b= (0, 1,0, —3)
alineérni podprostor
V={xeR* (x,a =0, (x,b)=0}.

Urcete ngjakou ortogonalni béazi V .

2.13 Urtete n&jakou ortogonani bazi podprostoru V = {x € R®; Ax € N(A)}, kde
110
A= 11 2
111

25 ReSeni

2.1 Provsechna a # 2.

2.2 Musi souCasné platit x £y, y #z, x # z.

2.3 Vektory u+v, v4+Ww a w+ u jsou linearné nezavigeé.
2.4 Jsou linearné zavide, nebot 2A; — A, + Az = O.

25 Jeli uy = apup + - - + U, pak (—DuUg + apUs + -+ - + U, = 0 avektory Ui, ...U, jsou
linearné zavidé. Je-li ajui+---+o,u, =0 aay #0, pak u; = —a—ll(azu2+- --+a,Uu,). Anaogicky
proi=2,...,n.

2.6 Bazi tvori napf. mn matic (navzaem rliznych), které maji najediném misté 1 avaudejinde 0.

2.7 Souctem dvou hornich trojuhel nikovych matic je opét horni trojuhel nikova matice a nasobkem horni
nn+1)

trojuhelnikové matice je také matice horni trojuhelnikovg dim7, =1+2+---+n >

. . , . 10 0 1
2.8 Dimenze je 2, baze napr. {(O 1), <1 _1>}.
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29 Prox,ye R" je |Ix+ VI = (x+Y), X+Y) = [IX|[*+ 2(x, y) + |lyl|?>, kdeZto pro x,y € C"
plati pouze [Ix + YII2 = [IX|[2 + (X, ) + (¥, X) + [IVl|%.

2.10 Geometricka interpretace: Ghlopricky v kasottverci jsou na sebe kolmé.
2.11 Skalarné vynasobte vektor x = x1b; + --- + x,b, i-tym vektorem baze b;.
212 {(1,0,1,0,),(1,3,-1,1)}.

213 {(1,-1,0), (1, 1, 2)}.



Kapitola 3

Hodnost matice

3.1 Radkovy a sloupcovy prostor matice, hodnost

Guassova eliminace neni jen pocetni prostfedek pro Upravu afeSeni soustav lingarnich rovnic. Jiz vztah
(1.7) naznatuje jgi vyznam i pro zkoumani vlastnosti matic jako takovych. V této kapitole vyuzijeme
Gaussovy eliminace pro vypocet hodnosti matic — pojmu, ktery v sobé obsahuje pohled na fadky a
sloupce z hlediska linearni nezavidosti. Znalost hodnosti matice nam pak kromé jiného umozni elegantni
formulaci kritériafeSitelnosti soustav linearnich rovnic ataké charakterizaci mnoziny vSech jejich feseni.

Definice. Radkovym prostorem matice A nazyvame linearni obal jejich fadktl aznatime R(A), sloup-
covym prostorem linearni oba jejich doupcli; znatime jg S(A).

Je-li tedy A reélna (resp. komplexni) matice typu (m, n), pak R(A) je podprostorem R”" (resp. C")
a S(A) je podprostorem R™ (resp. C™). Je-li matice A symetricka, pak jsou oba prostory totoznég,
pro nesymetrické matice budou odlisné. Vzhledem k vydedku cviceni 1.12 plati pro doupcovy prostor
S(A) matice A typu (m, n)

S(A) ={ueC":u=Av prongaky vektor ve C"}. 3.1

Definice. Hodnosti matice A nazyvame dimenzi jgjiho sloupcového prostoru; znaimeji A(A).

Z definice dimenze (strana 29) az véty 2.3 vyplyva, Zze hodnost matice A je rovna maximanimu poctu
linearné nezavidych sloupcli matice A.

V definici hodnosti matice byl preferovan ,doupcovy” pohled na matici pred , fadkovym®. Neni
pritom viibec samozieimé, Ze dimenze Fadkového prostoru matice je stejna jako dimenze jejiho sloup-
cového prostoru. Pres obecnou odlisnost fadkového a doupcového prostoru matice neni tfeba definovat
take , Fadkovou“ hodnost matice. Vyplyvato z véty, kterou uvedeme bez dilkazu. Lze je nalézt napriklad
v [11, str. 27] nebo [15, str. 92].

Vé&ta 3.1 Pro kaZzdou matici A je h(A) = h(AT).

Odvodme nyni, jaky je vztah hodnosti k dal&im maticovym operacim — sou€inu a fadkovym a
sloupcovym elementarnim Upravam. Ngméné Ize fici o souctu; zde odkazujeme na Ulohu 3.3.

37
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Véta 3.2 Jsou-li A, B matice, pro néZ existuje soucin AB, pak
h(AB) < h(B) a h(AB) < h(A).

Dikaz. Ukazeme, ze matice AB nema Vvétsi pocet linearné nezavislych soupcli nez matice B. To
na zakladé definice hodnosti a poznamky po ni nasledujici zaruci nerovnost 2 (AB) < h(B). Jsou-li
by, ..., b, doupce matice B, pak podle véty 1.1 jsou Ab,, ..., Ab, sloupce matice AB. Véa 2.7
(str. 30) pak zgjifuje, Ze mezi doupci Ab, ..., Ab, nebude méné linearné nezavidych, nez mezi
by, ..., by. Druh&dnerovnost v tvrzeni véty pak plyne z prvni az véty 3.1

h(AB) = h(AB)! = h(BTAT) < h(AT) = h(A).
Vé&a 3.3 Je-li A reguléarni matice a existuje soucin AB, pak h(AB) = h(B). Analogicky, je-li B
regularni matice a existuje soucin AB, pak h(AB) = h(A).

Strucné Ize tedy Fici, Ze nasobeni regularni matici neméni hodnost.

Dikaz. Podle predchazeiici vé&ty plati #(AB) < h(A); z véty 2.6 vyplyva, Ze matice A nemiize
mit vice linearné nezavislych soupcli nez matice AB, coZ znamena, Zze h(AB) > h(A). Celkem tedy
je h(AB) = h(B). Druha Cast tvrzeni véty vyplyva z rovnosti

h(AB) = h(AB)T = h(BTAT) = h(AT) = h(A).
Zde jsme dvakrat pouZili vétu 3.1 a pravé dokazanou prvni Cast. A
Véta 3.4 Jsou-li A, B Fadkové nebo sloupcove ekvivalentni matice, pak h(A) = h(B).

Dikaz. Vzhledem k platnosti vé&ty 3.1 staGi tvrzeni ovéit pro matice fadkoveé ekvivaentni. Je-li
A ~ B, pak existuji elementarni matice Lq,...,L; tak, Ze B = L ---L;A. Kazda z lementéarnich
matice je regularni (véta 1.19, str. 20), tedy podle véty 3.3 je h(A) = h(B). A

Vyznam podedni v&ty spociva v moznosti pouzit fadkové nebo doupcové elementarni operace pfi
vypoctu hodnosti matice. V hodné volenymi operacemi pfevedeme danou matici do takového tvaru, aby
»Vynikly* v&echny linearné nezavidlé radky, resp. sloupce. Postup ukazeme pouze na prikladé.

Priklad 3.1
4 3-5 2 3 4 3-5 2 3 4 3-5 2 3
A 8 6-7 4 2| |00 3 0 -4} |00 3 0-4
14 3 1 2-5 0O 0 6 0 -8 0O 0 0 0 O
8 6-1 4-6 0 0 9 0-12 0 0 0 0 O

Posledni matice maevidentné hodnost rovnu 2, jetedy i h(A) = 2.

Z prikladu 2.3 na strané 24 jiz vime, ze feSeni homogenni soustavy rovnic tvofi podprostor, ktery
nazyvame nulovy prostor matice A. Nyni mlizeme urcit jeho dimenzi a ziskat tak informaci o ,, poctu
FeSeni“ homogenni soustavy rovnic. Uvedeme ji pro redlné matice, v anadogickém znéni plati i pro
matice komplexni. Jde o vétu zasadniho vyznamu a budeme se ni v dalSich kapitolach €asto odvolavat.
Elegantni my3enka dilkazu pochazi z [6]; jeji prednosti je, Ze nevyzaduje komplikovanou analyzu
procesu Gaussovy €liminace.
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Véta3.5 Necht A jematicetypu (m,n) shodnosti h. Pak pro dimenzi jejiho nulového prostoru
NA) = {xeR": Ax =0}

plati
dmNA) =n —h.

Dikaz. Predpokladejme, Ze dimN(A) = r azvolmev N(A) bazi tvofenou vektory us,...U,.

Podlevéty 2.21zevektory ug, ...u, doplnit n—r vektory u,.s, ..., U, nabéz prostoru R". Uk&zeme,
Ze vektory Au, ., ..., Au, tvori bazi prostoru S(A), odkud jiz vyplyne, Ze h =dimS(A) =n —r.
Presvédtme se ngjdfive, Ze vektory Au, .1, ..., Au, jsou linearné nezavislé. Necht

a,+1Au,+1 + -4+ OlnAu,, = 0.

Pak také
A(ar+1ur+l +---+ anun) =0,

takze
ar+1ur+1 +--- 4+ oyUy, € N(A)

Existuji tedy Cida «q, ..., a, tak, ze
QryaUpyr + - - F Uy, = Uy + - + o Uy,
nebot vektory ug, ..., U, tvofi bazi N(A). Z posedni rovnosti plyne
aUs + -+ o, U — a1l — -0 — Uy, =0,

odkud z linearni nezavidosti vektorll Uy, ..., u, vyplyva ay = --- = a,, = 0, coz znamena linearni
nezavidost vektorll Au,,1, ..., Au,. Daeukazme, Zze (AuU,,1, ..., Au,) = S(A). Podle(3.1) je S(A)
mnozinou v3ech vektorll Av, v € R". ProtoZe kazdy vektor v € R” je ngakou linearni kombinaci
bazovych vektorll Uy, ..., U,, je

S(A) = <Aulv R Aun> = (Aur+lv R Aun>7

nebof Au; = --- = Au, = 0. Vektory Au, ., ..., Au, tedy mai obé vlastnosti poZzadované definici
(strana 27) ajsou bazi prostoru S(A). Odtud plyne, Zze h = dimS(A) =n —r =n —dimN(A) atedy
dmNA) =n—h. A

Pravé dokazanou vétu vyuzijeme prfi odvozeni tvrzeni, které miize vzhledem k vété 3.2 vypadat
prekvapive. Jeho vyznam se projevi v nasledujicich kapitolach.

Vé&a 3.6 Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati

h(A) = h(ATA) = h(AAT). (3.2
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Dlkaz. Stati dokazat prvni z rovnosti; druha vyplyne ze vztahu h(A) = h(AT) (v&a3.1). Piedpo-
kladgime, Ze matice A je n-tého Fadu. Pak i ATA je n-tého Fadu arovnost (3.2) bude na zakladé véty
3.5 ekvivalentni rovnosti dimenzi nulovych prostorli obou matic:

dmN(A) = dimN(ATA).

Ukazeme, Ze dokonce plati N(A) = N(ATA). Pfipomenme, Zze N(A) = {x € R": Ax = 0.} Jeli
tedy x € N(A), pak Ax = 0 avynasobenim obou stran této rovnosti matici A’ zleva dostaneme
ATAX = 0, coz znamen3, ze X € N(ATA). Naopak, je-li x e N(ATA), pak ATAx = o, odkud plyne

(ATAX, x) = 0.
Pouzitim véty 2.9 odtud dostaneme (Ax, Ax) = 0, tedy
|IAX||? = 0.
To podle vé&ty 2.8, tvrzeni (4) znameng, Zze Ax = o, takze x € N(A). Celkem jsme dokéazali, ze
N(A) C N(ATA) a N(A) D NATA),
z ¢ehoz plyne N(A) = N(ATA). A

Hodnost matice je rovnéz uzitetnym nastrojem pro zjisténi feSitelnosti soustavy linearnich rovnic
tvaru Ax = b. V Geské literatufe se uvadi pod nazvem Frobeniova véta. Vyuziva porovnani hodnosti
matice soustavy A ahodnosti rozgifene matice A (viz strana 11).

Vé&ta 3.7 Necht A je libovolna matice typu (m,n), b sloupcovy vektor z C* a necht A znaci
rozsirenou matici soustavy Ax = b. Pak soustava Ax = b mé&reSeni pravé tehdy, je-li

h(A) = h(A).

Dikaz. Z(3.1) vyplyva, Zesoustava Ax = b mareSeni pravétehdy, patii-li vektor b do sloupcového
prostoru matice A, coz znamena, ze b jelinearni kombinaci sloupcli matice A. Je-li v&ak vektor b je
linearni kombinaci sloupcll matice A, pak jeho pridani jako dal&iho sloupce k matici A nezmeéni jgji
hodnost. Obréaceng, pokud maji matice A a A stejnou hodnost, pak pfidany sloupec b musi byt linearni
kombinaci sloupcti matice A. A

3.2 Cviceni
3.1 Rozhodnéte, které z vektorli by, b,, bs patfi do sloupcového prostoru matice

2-1 3 9 -4 1
A=|3-5 1|, b= -4 ], b= 1], bg=1[1].
4 -7 1 5 2 1

3.2 Vypoctéte ngakou bazi sloupcového prostoru matice

1 1 2 O
A=12 -1 -1 -1 ].
1 -2 -3 -1



3.3. Reseni

3.3 Ukazte priklad nenulovych matic A, B, pro které
a h(A+B)=0;
b) h(A+B) = h(A) + h(B).

3.4 Vypottéte hodosti nasledujicich matic

1 3 5-1 3-1 3 2
2-1-3 4 5-3 2 3
d A=l5 1.1 7 b A=11_ 3.5 o-
7 7 9 1 7-5 1 4
3.5 Vypoctéte, pro ktera o, B € R bude hodnost matice

o 1 2 3
1 2 1 2
A=l2 o« o0 1
1 0 B -4

minimalni atuto hodnost stanovte.
3.6 Vypoctéte dimenzi angakou bazi nulového prostoru matice

2 -1 1 -1 2

3 -3 5 0 5
1 1 -3 -2 -1
3 0 -2 -3 1

3.7 Vypocltéte véechna a € R, pro néz masoustava AX = 0 s matici

1 2 1 2
2 -3 0 2
A=13 5 .1 1
4 2 6 «

aspon jedno nenulové Feseni.

3.8 UrCetevsechna a, B8 € R, pro néz nemareSeni soustava s rozsifenou matici

B =R

111
a 111
1 1|8

3.3 Reeni

P~ A O

3.1 Pouze by; b; patfi do S(A) pravé tehdy, existuje-li FeSeni rovnice Ax = b;.

3.2 Napriklad B = {(1,2, )T, (1, -1, —2)7}.
3.3 Regeni neni jednoznatne, napriklad
a A=E, B=—E.
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o a=(19) as=(29)

34 @ h(A)=3, b) hA) =3.

35Proea=3ap=-3jehA) =2

36 dimN(A) = 3, baze N(A) jenapt. B ={(2,7,3,0,0,)", (-1,4,0,0,3)", (1,1,0,0,1,0)" }.
37 a =11

38 a=2 B#£3 nboa=1 B#1




Kapitola 4

Deter minanty

Pojem determinantu matice se historicky vyvinul jako nastroj pro feSeni soustavy rovnic AX = b
sregularni matici A. Je-li

A:(all 6112)’ X:<X1> a b:<b1>,
a» ax X2 by

pak snadno ové&fime, ze

biraz — brazo bra1r — biaxn
X=—"" a xp=——"—""
ay1az — aixdaz; aj1az — aya
Definujeme-li
det A = ayiaxn — apar 4.1
aoznatime

b1 app ain b
A = a A = s
! ( by ax ) ? ( azn by )
pak miizeme pro FeSeni psat

det Al det A2
= Xo = .
det A 27 detA

X1

Analogické vztahy bychom dostali (byt se znatné vétsi pocetni namahou) pro soustavu sregularni matici
tfetiho Fadu, pokud bychom pro matici
ajl a4z ais
A=| an axn ax

asy dazx dass

definovali

detA = a11a22a33 + A12a023a31 + A13021032 — A13022031 — A11023032 — (A12021033. (42)

43
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4.1 Definice avlastnosti

Pokus o zobecnéni vztahll (4.1) a (4.2) na matice Etvrtého a vySSich fadll metodou popisu Fegeni pri-
dudnych soustav rovnic narézi na znatnou zdlouhavost a komplikovanost vypottl. Obecna definice
determinantu bude zal 0Zena na vlastnostech, které jsou spoletné pro vySe uvedené determinanty matic
druhého atretiho Fadu. VEmnéme si, Ze v obou pripadech je determinant souctem soucinli prvkd matice,
vybranych tak, aby z kazdého doupce i fadku byl zvolen pravé jeden prvek. Byly utvoreny vSechny
takové vybéry, odpovidajici souciny byly opatfeny znaménky podle zakonitosti, kterou dale objasnime
avsechny souciny byly seCteny. Pro matici r-tého fadu tedy vybereme:

v prvnim fadku prvek ve sloupci ji

ve druhém Fadku prvek ve sloupci j,

v n-tém fadku prvek ve sloupci j,
tak, Zze kazde z Cisdl i1, jo, ..., j, jerovno nékterému z Cisel 1,2,...,n avSechna jsou navzgem
riizna To znamena, ze &ida ji, jo, ..., j, jSOu permutaci &isel 1,2,...,n. Je znamo, Ze takovych
permutaci existujecelkem n! =n(n — H(n —2)---2- 1.

Dvojici (ji, jx) nazvemeinverZi v permutaci = = (j1, jo, ..., ja), jetlize j; > jr ai < k. Jeli
p celkovy pocet inverzi v permutaci 7 = (1, j2, ..., ju), pak €ido (—1)? nazyvame znaménkem
permutace © aznafime sigr.

Priklad 4.1 V permutaci (3,1, 2,5,4) Cisd (1, 2,3,4,5) jsou tfi inverze: (3,1), (3,2), a (5,4).
Jgji znamenko tedy je —1.

Vé&ta 4.1 Vznikne-li permutace m, prehozenim dvou prvkl permutace nr1, pak sigm, = —Sigmy.
Dikaz. Spo€ivav porovnani pottu inverzi obou permutaci. Viz napr. [15, str. 123].
Definice. Necht A = (a;;) je Ctvercovamatice n-tého fadu. Determinantem matice A nazyvame €islo
detA= > SQ(j1 ... Jjn) Q1jplzs - nj,- (4.3)

Determinant matice A znaimetéz |A|.

Presvédtme se ngjdfive, Ze pro matice druhého atfetiho Fadu dava uvedena definice stejny vysledek jako
jiZz uvedené vztahy (4.1) a(4.2).

Priklad 4.2 Necht
A = ( ajl aip )
daz1 4z
MnozZina (1,2) ma 2 permutace: (1,2) a (2,1). Jetedy

det A = Sig(L, 2) a1z az + S9(2, 1) a1p azx = a1 az — ap as;.

lpermutaci mnoziny (L, 2,..., n) rozumime libovolnou uspofadanou n-tici jejich prvkll (j1, jo, ... jn). Prvky
J1» j2s - .. jn jSOU pFitom navzaem rlizné.
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Priklad 4.3 Necht
aix di2 aiz
A=\ an axn az
az azy asj
Je celkem 3! = 6 permutaci mnoziny (1, 2, 3). Jsou znazornény v nasledujici tabulce, véetné jim
prisludnych soudind, pottu inverzi p aznamének sig.

b/ souCin | p | Sigw
1,2,3) | a1naxasz | O 1
(1,3,2) | ai1axazp | 1 -1
(2,1,3) | arpaxass | 1 -1
(2,3,1) | arpazzaz | 2 1
3,12 | aizanazp | 2 1
3,2,1) | a1zaxazn | 3 -1

Opravdu tedy po preusporadani stitancli vychazi
det A = ai1axazs + a12a23a31 + A13a21a3 — A13022031 — 411023032 — A12021033.

Pro snadng&j&i zapamatovani vztahll pro vypocet determinantli matic druhého a tfetiho fadu Ize pouZit
nasledujicich obrazkll. V nich jsou spojeny prvky, jejichZ soucin se objevuje v determinantu; spojeni
plnou ¢arou znamena, ze znaménko odpovidajici permutaceje 1, prerusovana spojovaci ¢ara odpovida
permutaci se znaménkem —1.

Uvedeny zplisob vypoctu determinantu matice tfetiho Fadu se nazyva Sarrusovo pravidlo. Na vypocet
determinantli matic vySich fadll v&ak analogii tohoto pravidia nelze pouZit. V nasledujicich vétach
ukazeme, Ze vypocet determinantu matice libovolného fadu | ze zal oZit na pfevodu matice do trojuhelni-
kovéhotvaru pomoci elementarnich operaci. Nejdfive uvedme, jak sevypotte determinant trojuhel nikové
matice.

Véta 4.2 Je-li A = (a;;) trojuhelnikovamatice n-tého radu, pak
detA =aqax---a,,.

Dikaz. Pro horni i dolni trojihelnikovou matici je jedingm nenulovym CElenem v (4.3) soutin
a11a2s - - - ayy,. Protoze znaménko odpovidajici permutaceje (—1)° = 1, je detA = ar1as - - dpn. A
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Priklad 4.4

D¥ive, nez odvodime pravidla pro vypocet determinantu obecné Etvercové matice, ukazeme, ze transpo-
zice matice neméni hodnotu determinantu. Tim bude u determinantti ,, zrovnopravnén“ pohled natadky
a sloupce matice a viechna tvrzeni o determinantech dokazana pro fadky budou platit i pro sloupce.

Véta 4.3 Pro kazdou Ctvercovou matici plati
det AT = det A.

Dlkaz. Uvazujme Etvercovou matici A = (a;;) n-tého fadu. V transponované matici A” bude na
pozici (i, j) prvek a;;, takze pro jeji determinant bude podle definice platit:

detAT = Z Sg(]l, ,]n) Aj14j52** Ajn-

(J1seesin)

Prevedeme-li vhodnymi zaménami permutaCi @ = (j1, j2..., j.) Na (1, 2,...,n), pak tytéz zamény
pfevedou zakladni permutaci (1,2, ...,n), najistou permutaci 7’ = (kq, ko, ..., k,). Protoze obé
permutace = a ' vznikly stefnym poctem zaménz (1, 2, ..., n), mai stejnou signaturu. Je tedy

det AT = Z Sg(jl, ey Jn) Aj110j,2 Ajp = Z Sg(kl, oy ky) A1) A2y * * * Ak, = det A.
(J1s-eesdn) (k1yees kn)

Nyni postupné ov&ime, jaky vliv maji na hodnotu determinantu elementarni fadkové operace.

Véta 4.4 Necht A je Ctvercovamatice n-tého Fadu a necht matice A’ vzniknez A vyménou i-tého a
j-téhotadku (i # j).Pak detA’ = — detA.

Dlkaz. V3echny soutiny aij,azj, - - - a,j, Zdeterminantu matice A seobjevi i v determinantu matice
A, podle véty 4.1 vak vyménou dvou Fadkt zméni vechny permutace sva znaménka. Odtud vysledek
plyne. A

Véta 4.5 Mé&li Ctvercovamatice A dvasteinéradky, je det A = 0.

Dikaz. Po vyméneé stejnych fadkll v matici A dostavame z predchazejici véty det A = — detA,
odkud plyne det A = 0. A

Véta 4.6 Necht A = (a;;) jeCtvercovamatice n-téhoraduanecht matice A’ vzniknez A vynéasobenim
i -tého fadku Cislem «. Pak det A’ = o detA.

Dikaz. Podle definice determinantu je

detA’” = Z S901, - - -5 Jn) 14 a2), + - Xy o Ay, =

i)
= o S9(jn, - Jn) Q1jsa2), - Gijy -+ Gyj, = o QLA
(o)
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Véta 4.7 Necht A = (a;;) jeCtvercovamatice n-téhoraduab = (by, ..., b,) radkovy vektor. Pak pro
kazdé i, 1 <i <n, plati

ail aig ce ain ail (2 N ) ail (25 R )
aj—11 ai—12 -+ di—1n aji—11 4di—-12 - di—1n aj—11 dji—12 - di—1na
ai1+b1 ap+by - a,+b, |=| an a2z - a, |+| b1 by -+ b,
ai+1,1 diy12 - ditin dj+11 4di+12 - diyin ajy11 di412 *° diyin
anl ap2 e Apn anl an2 e App (2%} ap2 e Apn

Dikaz. Ozname B matici, ktera vznikne z matice A nahrazenim jgjiho i-tého Fadku vektorem b
a C matici, ktera vznikne pfictenim vektoru b k i-tému fadku matice A. Mame dokazat, ze

det C = det A + det B.

Podle definice determinantu je

detC = Z Slg(]]_, ey ],,) azj,azj, - - - (a,'j,. + b,/i) Ceclpj, =
(jl ----- jn)
= Z Sg(]l, ey jn) alj1a2j2 e aiji T a”jn +
(J1s-+e5Jn)
+ SI9(j1s -+ Ju) 1jsG2jy - - bj - anj, =
(jl ----- jll)
= detA+ detB.

Véta 4.8 Necht A = (a;;) je Ctvercovamatice n-tého radu a necht matice A’ vzniknez A priCtenim
a-nasobku jejiho k-tého fadku k radku i-tému (k # i). Pak det A’ = detA.

Dikaz. Pri vypottu det A’ postupné pouzijeme tfi predchazejicich vét. Dostaneme

a.ll ape aZ.I.n
dA - a1 +:Olakl app+oag -+ apy +:01akn B
al%,l Qg2 T ak:,n
a}ll ay2 ar‘m
ail.l aig - ail.n Cl‘11 ayp --- a}n
Cl;']_ ajp - a;'n al;l ag2 -+ al‘cn
= | Lt =
Cl/fl ak2 - Cllfn alfl ag2 - a/fn
a;’ll ap2 - a;m al:ll ap2 - ar.m

= detA+ a-0=deA.
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| kdyz tedy fadkové ekvivaentni matice nemusgji mit stejné determinanty, |ze pfevodu matice do
trojuhelnikového tvaru pomaci e ementarnich operaci pouZzit k vypoctu determintu libovolné ctvercové
matice.

Priklad 4.5
2 -3 4 1lin=mr 1 1 1 1irm=n
1 1 1 lr2:=r1__2—3 4 1lirpi=ra—2rn _
4 -2 3 2|rgi=r3 |4 -2 3 2|rz:i=r3—4rg
3 -1 4 3 Vg :=7rg 3 -1 4 3 rg .= 7‘4—3}’1
1 1 1 1iri= n 1 1 1 lirmi= n
_ 0 -5 2 -1 roi= rp __} 1— 0 -5 2 -1 ro = I» _
- 0 -6 -1 —-2|r3:= 51"3—67'2_ 55 0 0-17 -4irs:= r3 -
0 -4 1 0 ra .= 5rs —4r; 0 0 -3 4\ry = 17}’4—31’3
1 1 1 1
_ 1 1 jo-5 2-1|_ 1.(5 (180 _
25 17 |0 0 —17 —4 |~ 25.17 B
0O O 0 80

Jinou moznosti vypoctu determinantu libovolné Etvercové matice je rozvoj podle nékterého fadku,
pripadné s oupce. Pred formulaci adiikazem véty o vypoctu determinantu rozvojem podlefadku zavedme
pojmy subdeterminantu a doplhku.

Definice. Necht A = (g;;) je Ctvercova matice n-tého fadu, n > 2. Subdeterminantem A;; matice A
prislusnym pozici (i, j) nazyvame determinant matice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého
fadku a j-tého sloupce. Doplitkem D;; matice A prislusnym pozici (i, j) nazyvame ciso

Di; = (=1 Ay;.
Véta 4.9 Necht A = (a;;) je Ctvercovamatice n-tého radu n > 2. Pak prokazdé i =1,...,n plati
detA =a;1Di1+ -+ aiyDin = ZaikDik- (4.4)
k=1

Dikaz. Uvazujme negjdiive matici A, jeiiz prvni fadek je (a11, 0, ..., 0). Z definice determinantu
pak podle (4.3) dostavame

detA = Z SI9(j1s - -+ Ju) @1jyG2)p -+ + Anj, = An1 Z S92, -+ Jn) A2jp3js " njy =
(jl ----- Jn) (./2 ----- jn)

= ap Ay = anDi.
Daleuvazme matici A, jgiz i-ty fadek je

(O,...,O,aij,O,...,O). (45)
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Pak pomoci j — 1 sloupcovych zaména i — 1 fadkovych zameén prevedeme prvek a;; napozici (1, 1)
aprotoze pro vzniklou matici A’ je

det A’ = (=) ldet A = (=1t detA,
je na zakladé predchoziho vypoctu
detA = (—1)7i7jaiinj = (—1)i+ja,»inj = ClijD,'j.

Libovolny fadkovy vektor a;1, ..., a;, jepak souctem celkem n Fadkl tvaru (4.5), takZze n-nasobnym
pouzitim véty 4.7 dostaneme (4.4). A

Priklad 4.6 PouZijme vétu o rozvoji determinantu podle Fadku na vypocet determinantu matice

2 -1 3 -2
0 0 4 0
A=l3 o 21 o
1 -3 5 2

Pro rozvoj je vhodné zvolit fadek s maximalnim poctem nulovych prvki, tedy druhy. Pak bude

-1 3 -2
detA=0-(-1)%*| 0 -1 0|40 (=1?*?
-3 5 2

+

= WwN
01O w
NODN

2 -1 -2 2 -1 3
+4.(=)**3(3 0 O0[|+0-(-D**|3 0 -1|=
1-3 2 1-3 5

= -4 =—4.3. (-1

= WN

-1 —
0
-3

NONDN

-1 -2
-3 2

‘ —12(—2—6) = —96.

Pouze pomocny charakter matvrzeni, které sevzorci pro rozvoj determinantu opticky podobéa. Vyuzijeme
je pri diikazu véty 4.13 tykajici se vypoCtu inverzni matice vyuzitim determinantd.

Véta4.10 Necht A = (a;;) je Ctvercovamatice n-tého fadu n > 2. Pak prokazdé i, j = 1,...,n,
i # j, plati
ailel + - +ainDjn = Zaiijk =0.
k=1

Dikaz. Uvazujme matici B, ktera ma stejné prvky jako matice A, kromé j-tého fadku; ten je
stejny jako fadek i-ty (j #i). Podlevéty 4.5 je det B = 0. Kromé toho podle véty 4.9, kde rozvijime
podle j-tého fadku, je

detB =a;1Dj1+--- +ai, Dj, = Z ajx D j.
k=1
Porovnanim obou vyslekll dostavame tvrzeni véty. A
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Na zavér tohoto oddilu uvedeme duleZitou v&tu o determinantu soucinu dvou matic. V literatufe
existuje nékolik pristupll k jejimu diikazu, ani jeden vak nel ze povazovat zajednoduchy. Nejpristupngjsi
diikaz 1ze nalézt v [13, strana 49].

Véta4.11 Jsou-li A a B Ctvercové matice téhoz radu, pak

det(AB) = det A - det B.

4.2 Soustavy linearnich rovnic sregularni matici

Determinanty umoznuji nahlédnout hloubgji do vlastnosti regularnich matic, hraji vyznamnou roli pfi
rozpoznani regularnich matic a vypottu matic inverznich. Lze jimi explicitné popsat feSeni libovolné
soustavy rovnic s regularni matici.

Véta4.12 Je-li A regularni matice, pak det A #£ 0 a

1
detA™! =

—_ m . (4.6)

Dikaz. K regularni matici A existuje inverzni matice A~* aplati AA~! = E. Odtud je s vyuzitim
véty 4.11
1=detE = detAA™t = detAdetA™L.

To znamena, Zejak det A tak i det A= jsou nenulové aplati (4.6). A

Véta 4.13 Méli matice A nenulovy determinant, je regularni a plati

Al— det#A(Du)T. @4.7)

Dlkaz. Oznatme B = (D;;)", kde D;; je doplnék k pozici (i, j) v matici A a vypottéme
AB=C= (Cij)- Je
cij=ayiDij+---+a,;D,;.

Pro i = j jepodlevéty orozvoji determinantu (4.9) ¢;; = det A, kdezto pro i # j je podie véty 4.10
c;;j = 0. Tedy C = (detA) E. Stejné se spotita, ze BA = (det A) E, odkud plyne (4.7). A

Nyni jiZz snadno odvodime, Ze pro existenci a vypoCet inverzni matice k libovolné ¢tvercové matici A
staci vyresit jedinou rovnici: AX = E.

Véta4.14 Necht A je Ctvercova matice, k niz existuje matice X tak, Ze plati bud AX = E nebo
XA = E. Pak matice A jeregularnia X = A~L.

Dikaz. Zevztahu AX = E i XA = E plyne stejnym zplisobem jako ve vété 4.12, Ze det A # 0.
Podle pfedchazejici véty je tedy matice A regularni, coz umoziuje pouzit vétu 1.9 na strané 10. Z ni
plyne X = A~L. A
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Gaussova eliminatni metoda je sice univerzalnim prostfedkem k vypoctu feSeni soustavy linearnich
rovnic, neumoznuje v3ak feSeni popsat explicitnim vzorcem ani udat jeho vlastnosti. Je tudiz Gcelné se
zabyvat i jinymi moznostmi pro vypoCet feSeni soustav linearnich rovnic. Je-li matice soustavy regularni,
miizeme vyuZit matice k ni inverzni. Obé strany rovnice Ax = b vynasobime zleva matici A~*, cozZ
davéa ekvivaentni rovnost

x =A"1b. (4.8)

A protoZe inverzni matice k regularni matice je urena jednoznatné (véta 1.10), plati

Vé&ta4.15 Necht A jeregularni matice n-tého radu. Pak soustava Ax = b mapro kazdy vektor b € C”
jediné feSeni dané vztahem x = A~1b.

Pro homogenni soustavu (b = 0) sregularni matici tak dostavame jedinéfeSeni x = 0. Jetfebas vsak
uvédomit, Ze vzorec (4.8) nepfindsi Zadné zjednodudeni vypottu FeSeni soustavy. Pro vypoCet matice
A~ pouzijeme UpIné stejného postupu, jakym bychom FeSeni x dostali primo: Gaussovy—Jordanovy
eliminace. V (4.8) v&ak musime jeité navic vektor b vynasobit matici A~L.

Znalost determinantu ajeho souvislost sinverzni matici nam dovoluje se navrétit k moznosti vyjadrit
feSeni soustavy rovnic sregularni matici pomoci determinanttl. V zorec, ktery v nasledujici vété odvodime,
senazyva Cramerovo pravidlo. ProtoZe bylo znamo dfive nez Gaussova eliminace, stalo se hned po svém
objeveni velice popularni. Dnes je jeho vyznam hlavné teoreticky.

Véta4.16 Necht A je regularni matice n-tého fadu a b libovolny sloupcovy vektor z C". Oznatme
A; matici, ktera vznikne z matice A nahradou jejiho i-tého sloupce vektorem b, i = 1,...,n. Pak

Fesenim soustavy Ax = b jevektor x = (x1, ..., x,)", kde
_deA
Xl_detA, i=1,...,n.

Dikaz. Proregularni matici A marovnice Ax = b feSeni x = A~'b. Dosadime-li za A~* z (4.9),
dostaneme

X1 An Az ... An by
X2 1 A Axn ... Ap b
| T detA| o :
X, Ay, Ao ... A b,
Odtud pak
Ayby+ Agiby+ -+ Ayb,  detA;
M= detA = detA’
nebot v Citateli je rozvoj determinantu matice A; podle i-tého fadku. A

Celkoveé Ize vlastnosti regularnich a singularnich matic shrnout do nasledujicich dvou prehlednych vét.

Véta4.17 Necht A je Ctvercovamatice n-tého radu. Pak nasledujici viastnosti jsou ekvivalentni:
(@ A jeregulérni;
(b) detA # 0,

() A jeradkoveé ekvivalentni s jednotkovou matici;
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(d) A(A) =n;
(e) radky matice A jsou linearné nezéavislé
(f)y doupce matice A jsou linearné nezavislé;
(g) soustava Ax = 0 majedinéreSeni x = o;
(h) soustava Ax = b méajediné reSeni pro kazdy vektor b € C".
Dlkaz. Postup diikazu bude nasledujici:
@<« b), @@ @©=d), D=6, @@= ©O=00 ©@=h, h=(@.
1) [(& < (b)] Ekvivalence tvrzeni (a), (b) je obsahem vét 4.12 a4.13.
2) [(d) < (c)] Ekvivaence tvrzeni (a), (c) je obsahem véty 1.20.

3) [(c)= (d)] Je-li A~ E, pak obé matice mgji podle véty 3.4 stejnou hodnost. ProtoZze matice E
ma lineérné nezévidé fadky, je jeji hodnost rovna n (viz poznamku ze definici hodnosti matice).
Hodnost matice A jetedy rovnéz rovna n.

4) [(d) = (e)] Plyne z definice hodnosti matice (strana 37) a po ni nasledujici poznamky.

5) [(e) = (f)] Plynezrovnosti h(A) = h(AT) (v&a3.1).

6) [(f)= ()] Necht ay, ..., a, jsou sloupce matice A. Pro X = (x1,...,x,)! jepak
AX = x1a1 + -+ - + X, Q.

Z linearni nezavidosti sloupcll ay, ..., a, plyne ze x1a; + --- + x,a, = 0 jediné pokud plati
X1=xp=---=x,=0, tedy x=0.

7) [(g) = (h)] Plati-li (g), pak podlevéty 1.15jematice A Fadkove ekvivaentni sjednotkovou matici
apodlejiz dokazané ekvivalence (a) « (c) jematice A regularni; vektor x = A~1b jepak FeSenim
rovnice Ax = b. Necht vektory u a v jsou feSenimi soustavy Ax = b. Jetedy

Au=b a Av=nh.

Odectenim dostavame po Upravé A(u —v) = o, odkud z pfedpokladu (g) plyne u —v = o atedy
u = v. To znameng, Ze FeSeni soustavy Ax = b je ureno jednoznacné.

8) [(h) = ()] M&li soustava Ax = b FeSeni pro libovolny sloupcovy vektor b, pak existuji vektory

vektory Xi,...,X,, pronéz Ax, =€, i = 1,...,n, kde ey, ..., e, jsou sloupce jednotkové
matice E. Podle véty 1.2 tedy plati AX = E, kde X je matice se doupci Xy, ..., X,, z ¢ehoz
podle véty 4.14 plyne, Zze matice A je regularni. A

Analogické vlastnosti singularnich matic pak dostaneme negaci odpovidajicich vlastnosti matic regul ar-
nich.

Véta 4.18 Necht A je Ctvercovamatice n-tého radu. Pak nasledujici viastnosti jsou ekvivalentni:
(@ A jesingularni;
(b) detA =0;
(© h(A) <m;
(d) Fadky matice A jsou linearné zavislé;
(e) Sloupce matice A jsou linearné zavidé;
(f) soustava Ax = 0 maaspori jedno nenulové rfeSeni.
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4.3 CvicCeni

4.1 Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni o determinantech jsou pravdiva

a) Prokazdé dveé Ctvercové matice A, B stgjného fadu plati det (A + B) = det A + det B.
b) Pro kazdou Ctvercovou matici A akazdé €ido « plati det (¢A) = o det A.
¢) Prokazdé dveé Ctvercové matice A, B stgjného fadu plati det (AB) = det A - det B.
d) Pro kazdou &tvercovou matici A plati det AT = det A.
€) Prokazdou regularni matici A plati detA~1 = 1/ det A.
f) Pro kazdou ¢tvercovou matici A lichého fadu plati det (—A) = — det A.
g) Prokazdou Etvercovou matici A akazdé pfirozené n plati det A" = (det A)".
h) Elementarni operace neméni hodnotu determinantu.
i) Determinant regularni matice je nenulovy.
j) Determinant singularni matice je roven nule.
k) Mé&li matice nenulovy determinant, jsou jei fadky i sloupce linearné nezéavideé.
I) M&li matice nulovy determinant, jsou jgji fadky i sloupce linearné zavisle.
4.2 Vypoctéte nasledujici determinanty:
1 1 1 1 3 -3-2-5 0520
a) 1—111’ b) 2546’ 9 8354.
1 1-1 1 5 5 8 7 7241
1 1 1-1 4 4 5 6 0410
4.3 Vypoctéte determinant (nazyva se Jacobian)
cosp SNy —rsingsiny  r COSe COSYr
J(@r,p,¢¥) = | dnpsiny  rcosgsiny  rsSingcosy
cosyr 0 —rsiny

4.4 Vypoctéte determinanty nasledujicich matic n-tého fadu

1 n n n 00 .--01 1—n 1 1 1
n2mn - n 00 .--10 1 1—-n 1 1
a_) nn3 - n , b) s coo , C) 1 1 1—n 1
SRR 0100 S :
nnon n 10 - 00 1 1 1 1—n
4.5 Vypottéte determinant
apg dai ax ay—1 ay
-1 x O 0 O
0 -1 A 0 O
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44 ReSeni

4.1 Vechnakromé a), b), h).

42 3 —8, b) 9, c) 60.

43 J(r, @, ¥) = r?siny.

44 @ (—=D)" ! Db) (=1)% prosude n, (-1)*Z prolicheé n, ¢) O.

45 apM" + a A+ - a1k +a,.
Navod: Prvni doupec vynasobte A a prictéte ke druhému. Vznikly sloupec vynasobte A a pfictéte ke
tfetimu, atd. Nakonec determinant rozvifte podle posledniho sloupce.



Kapitola 5

L inear ni zobr azeni

Matice jsou ngien UCinnym nastrojem pro popis a feSeni soustav linearnich rovnic, ale umoznuji i popis
jakychkaliv linearnich zavidosti mezi vektorovymi prostory. Dostavame setak k pojmu, v némz spojime
vyuziti matic a vektorovych prostordi: linearni zobrazeni.
Definice. Necht V a W jsou vektorové prostory, bud oba redné nebo oba komplexni. Zobrazeni
A: 'V — W nazyvame linearnim zobrazenim, jestlize pro vSechny vektory X,y € V avsechnacida «
plati
@ AXX+y) = AKX + A(y)
(b) A(aX) = aA(X).
V technickych aplikacich se misto nazvu linearni zobrazeni pouziva take linearni systém.
Podminky (a), (b) z definicelinearniho zobrazeni sedaji nahradit jedinou podminkou pro vSechny vektory
X,y € V avéechnacida «, 8 :
Aax + By) = aA(X) + BA(Y) (5.3)
nebo podminkou pro obraz jakékoliv linearni kombinace
AaaXy + - -+ ogXg) = a1 AXy) + - -+ + ap AXg).- (5.2

Vztah (5.2) se také nazyva princip superpozce.

Z geometrickych zobrazeni patfi mezi linearni zobrazeni napiiklad rotace kolem potatku v R? nebo
R3, kolma projekce do roviny prochézejici potatkem v R3, & symetrie kolem pfimky nebo roviny
prochazejici potatkem v R3.

5.1 Maticelinearniho zobrazeni

Vztah mezi linearnimi zobrazenimi a maticemi popisuji nasledujici dvé véty. Struénym zplisobem Ize
jejich obsah charakterizovat takto: Kazda matice typu (m, n) urcuje linearni zobrazeni mezi prostory
n-rozmérnych a m-rozmérnych aritmetickych vektorli a kazde linearni zobrazeni mezi dvéma konetné
dimenzionalnimi vektorovymi prostory |ze charakterizovat matici.

Véta5.1 Necht A jerednamaticetypu (m,n). Pak zobrazeni A definované vztahem
AX) =AX, xeR” (5.3

jelinearnim zobrazenimz R" do R™.

55
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Dikaz. Vlastnosti (), (b) z definice linearniho zobrazeni jsou pro uvedené zobrazeni ekvivalentni
tvrzeni (d) vevétach 1.3a1.4. A

V ztah (5.3) definuje rovnéz linearni zobrazeni z C* do C™. Stejnétak pro kazdou komplexni matici A
typu (m, n) urcuje (5.3) linearni zobrazeni z C" do C™.

Nasledujici véta ukazuje obraceny pohled: k danému linearnimu zobrazeni A sestrojime matici A,
ktera bude A popisovat vztahem analogickym k (5.3). Pfipomenlme, ze symbolem [X]z oznafujeme
sloupcovy vektor soufadnic X v bazi B.

Vétab5.2 Necht V je vektorovy prostor s bazi B = (by,...,b,) a W vektorovy prostor s bazi
C = (C,...,Cp). Necht A jelinearni zobrazeni V. do W anecht A je matice, jejiz sloupce tvori
vektory [A(by)]c, ..., [AD,)]c. Pak pro kazdy vektor x € V plati

[AX)]c = AlX] 5.

Podle této véty je zobrazeni A charakterizovano matici typu (m, n), j€jiz sloupce tvofi soufadnice
obrazli bazovych vektorl. Tuto matici nazyvame matici zobrazeni A vzhledem k bazim B a C. Slovy
pak miizeme obsah této dlileZité véty vyjadrit takto: Souradnice (v bazi C ) obrazu libovolného vektoru
x € V dostaneme jako soucin matice zobrazeni a vektoru soufadnic x (v bézi B).

Dilkaz. Zvolme x € V apopidme jej soufadnicemi v béazi B :
X=xiby + -+ x,b,.
Je tedy
[X]g = (x1, ..., x).
Zevztahu (5.2) pak vyplyva
AX) = x1A(by) + - - - + x, A(b,)

apro souradnice tedy plati
[AX)], =x[Aby)]. + - +x[AD)],.

Nazakladé véty 1.2 1ze podedni rovnost prepsat do tvaru [A(X)] ¢ = A[X] 5, ¢imZjevétadokazana. A

Z tvrzeni véty 5.2 vyplyva, Zev pevné zvolenych bazich prostorli V a W je matice linearniho zobrazeni
A:V — W urCenajednoznatng, avsak pfi zméné baze v prostoru V nebo W se matice zobrazeni A
zméni. V nasledujicim oddilu ukazeme, jaké zakonitosti tato zména podléha.

Priklad 5.1 UkaZme, jak vypadaji maticedvou nejjednodusSich prikladlilinearniho zobrazeni, zobrazeni
nulového a zobrazeni identického. Nulové zobrazeni pfifazuje véem vektorlim svého defini¢niho oboru
vektor nulovy. Protoze nulovy vektor mav libovolnébazi nul ové souradnice, je matici nulového zobrazeni
pro jakoukoliv volbu bazi v prostoru V' nulovamatice O.

Identické zobrazeni 1: V — V jebez ohledu navolbu baze definovano vztahem

I(X) =x prokazdy vektor x € V.
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Zvolime-li v prostoru V libovolné bézi B a na identické zobrazeni pohliZime jako na zobrazeni
Z prostoru V sbéazi B do prostoru V stouz bézi B, pak je snadné si uvédomit, Ze jeho matici je
jednotkova matice E. Jinak bude vypadat matice identického zobrazeni 1, pokud je uvazujeme jako
zobrazeni z prostoru V' sjednou bazi do prostoru V sbéazi jinou. Zvolmetedy v prostoru V dvériizné
béze B = (by,...,b,) a B"= (b}, ..., b)) aspocitgme, jakou matici bude mit identické zobrazeni 7
z prostoru V sbézi B’ do prostoru V sbazi B. Podle véty 5.2 budou sloupce této matice tvofit
soufadnice vektorll 7 (b)), ..., I(b,) vzhledemk bazi B. Protoze (b)) = b/ prokazde i =1,...,n,
bude kazdy ze sloupcti matice identického zobrazeni tvoren soufadnicemi vektorli by, ..., b, vzhledem
k bézi B. Dostaneme je z nasledujicich rovnic:

b, = pubi+ pabo+---+ pub,
b, = pubi+ poby+ -+ puob,

b;l = plnb1+p2nb2+"’+pnnbn
Matici zobrazeni I pak bude P = (p;;).
V da8im prikladu vypoCteme matici zobrazeni, které se velmi Casto vyskytuje ve fyzikanich i
geometrickych aplikacich.

PFiklad 5.2 Definujme zobrazeni A: R?> — R? jako ,oto¢eni kolem potatku o Uhel o« v kladném
smyslu“ avypottéme jeho matici vzhledem ke standardni bazi R2.

A(X)
sne | _______ A(e)

|

|

|

:

|

X |

o o :
cosa €
Obr. 5.1 Ototeni o Uhel @ v R2. Obr. 5.2 Otoceni vektoru e;.

Redeni. Podle véty 5.2 budou sloupce hledané matice A tvofit soufadnice obrazll vektorl standardni
béaze, tedy vektorll A(e;) a A(ep). Pfitom A(e;) vznikne otoGenim vektoru e; olhel o (vizobr.5.2) a
A(ey) jevektor e, ototeny o Uhel «. Vypotet soufadnic jejednoduchym trigonometrickym problémem
apro vektor A(ey) jg zndzorhuje jg obr. 5.2. Vyplyvaz ng, ze

A(e)) = cosa e, +Shae apodobnévyjde A(e) = —sSina€; + CoSux €.
Pro vyslednou matici A tedy dostavame
Ao < cos« —sna )
Sna  cosa
Pomoci matice A vypotteme soufadnice libovolného ototeného vektoru x = (x1, xo)7 :

A(X) = cosa —Sha x1\ _ [ x1C0Sa — xpSNo
~ \ snae cosa x> )\ x18na +x,cosa )’
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5.2 Transformace souradnic

Uvazujme ve vektorovem prostoru V dvé rlizné baze B = (by,...,b,) a B = (b},...,b) a
vyjadieme pro kazdy vektor x € V jeho soufadnice v obou bazich:

X=xiby+---+x,b, a X' =xibj+---+xb

n-n*

Oznatme

X=[X]B=<x;1> a x=p, =7 (5.4)

Vy&etfuime nyni, jak |ze popsat zménu soufadnic vektoru x pfi pfechodu od baze B k bazi B’.
Vyjadiime-li véechny vektory baze B’ jako linearni kombinace vektorli baze B :

b, = pubi+ pabo+---+ pub,

D, = pbi+ poby+ -+ puob, (5.5)
b:l = plnb1+p2nb2+'”+pnnbn
aoznatime-li P = (p;;), pak sloupce matice P tvori soufadnice vektorli b}, ..., b, vzhledemkbazi B.

To znamena, Zze P je matici identického zobrazeni prostoru V sbézi B’ do prostoru V sbhazi B (viz
priklad 5.1) atudiZ pro kazdy vektor x € V plati

X=[x], =[10], =P[x], =PX" (5.6)

Matice P nazyvame matici pfechodu od baze B k bazi B’. Nazev je motivovan vztahy 5.5, nikoliv
rovnici 5.6. Protoze sloupce matice P tvori souradnice vektorll baze, jsou linearné nezavisé. To podie
véty 4.17 (a), (g) nastrané 51 znamena, Zze P jeregularni aexistuje k ni matice inverzni. Ze vztahu 5.6
tak dostavame rovnost, umoziujici vypocist ,,nové"* soufadnice X’ z , plivodnich® soufadnic X:

X' =P71X. (5.7)

Nyni jiz mlizeme odvodit vztah, ktery popiSe jak se zméni matice linearniho zobrazeni A: V — W
pfi zméné bazi v prostorech V. a W. Pro zjednoduSeni zépisu budeme uvazovat pouze nejCastgji se
vyskytujici pfipad V = W. Predpokladejme tedy, Zze V je vektorovy prostor shazi B = (bq, ..., b,)
a uvazujme linearni zobrazeni A: V. — V. OznaCme matici tohoto zobrazeni (vzhledem k béazi B)
jako A. Zvolmedaev prostoru V jinou bézi B’ = (b}, ..., b)) aoznalme matici prechodu od baze
B kbazi B’ jako P. Pro popis soufadnic vektorll x, y v obou bazich pouzijme oznateni podle (5.4).
Je-li nyni y = A(x), pak Y = AX. Dosazenim z (5.6) dostaneme

PY' = APX/,
odkud vynasobenim obou stran matici P~ zlevaplyne
Y = P7APX = A'X/,

kde jsme oznatili

A =P AP (5.8)
Vidime tedy, Ze pii zménébazez B na B’ se plivodni matice A zméni namatici A’ = P~1AP, kde P
je matice prechodu od baze B kbazi B'.
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5.3 Cuviceni

5.1 Linearni zobrazeni A: R? — R? jedano vztahy
AL 2) =@,
A(2,3) = (6, 2).

Vypoctéte matici tohoto zobrazeni v bazi B = {(1, 2), (2, 3)}.
5.2 Necht A jelinearni zobrazeni z R® do RS, jehoz maticev bazi B = {by, by, b3} je
50 2
A=| 2 1 3
4 30
UrCete matici zobrazeni A v bazi B’ = {by, by, bs}.

5.3 Oznatme M, linearni prostor vSech Ctvercovych matic druhého fadu a zvolme v ném bézi

B— 10 01 00 00
o 0 0) 00) 10) 01/
Necht T jezobrazeni, které kazde matici Az M, prifadi transponovanou matici A’ :
T(A) = AT,

Ukazte, ze T jelinearni avypoctéte matici zobrazeni T vzhledem k bazi B.

5.4 Zobrazeni Z: R? — R? je definovano jako symetrie kolem pfimky p prochazejici potatkem a
svirgjici s, kladnou osou x1“ Ghel « (tj. Z je zrcadleni podle pfimky p). Naleznéte jeho matici Z
ve standardni bazi R?.

5.5 Zobrazeni P: R® — R3 jedefinovano jako ortogonalni projekce narovinu 7 prochazejici osou x3
asvirgjici sosou x; Uhel «. Vypottéte jeho matici P ve standardni bazi R3.

5.6 Linearni zobrazeni A: R? — R% mave standardni bazi R? matici

1 1
A ( L )
Vypottéte jeho matici v bazi tvorené vektory b, = (3, )7 a b, = (2, 1)7.

5.7 Dokazte, Ze linearni zobrazeni A: V — V je prosté pravé tehdy, méli v ngaké bézi prostoru vV
regularni matici.

5.8 Ukazte, ze matice slozeného zobrazeni je soucinem matic jednotlivych zobrazeni, t.j. ze plati:
Jsou-li By, By, Bz béaze vektorovych prostorll Vi, Vo, Vi, A linearni zobrazeni Vi do V,, jehoz
matice vzhledem k bazim B, a B, je A a B jelinearni zobrazeni V, do V3, jehoz matice vzhledem
k bazim B, a Bz je B, pak dozené zobrazeni BA :

BA(X) = B(A(X)), xeWV1
mavzhledem k bazim B; a Bz matici BA.

5.9 Ukazte, Ze matice inverzniho zobrazeni jeinverzni matice k matici zobrazeni plivodniho.
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54 ReSeni
—7 -14
siam( 1 4)
1 2 3
52 A = 05 2].
340
1 0 0O
0010
53T=10100
0 001
547 _ cgsZa sin2ua .
Sn2a — CoS2ux
cos?a  cosasSinae O
55 P=| cosasne snfa O
0 0 1

(01
son=(22)

5.7 A je prosté prave tehdy, kdyz pro libovolné vektory x # y plati A(X) # A(y), takzev bazi B
prostoru V bude platit

X#Y < AKX) #A) < AX—-Y) #0 < A[X—Yy]lp#0 < Au#0 pro u#o.
Tojepodle véty 4.14 (g) ekvivalentni regularnosti matice A.

58 [B(A(X))],, = B[AMX)],, = BA[X], .

59 Jeli y= A"1(x), pak x = A(y) atedy [x] = A[y], odkud plyne [y] = A~Y[X].
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transponovana, 8
trojuhelnikova, 3, 45

daolni, 3

horni, 3

zaménna, 7

mochnina matice, 8

nulovy prostor, 24

ortogonalni vektory, 31



Rejstrik

63

ortonormalni baze, 31

ortonormani vektory, 31

permutace, 44
podprostor, 24

princip superpozice, 55
QRrozklad, 34
rozvoj determinantu, 48

fadkoveé ekvivalentni matice, 13

fadkovy prostor matice, 37

Sarrusovo pravidlo, 45
skalarni soucin, 30
sloupcovy prostor matice, 37
soufadna soustava, 26, 27
souradnice, 28

standardni baze, 27, 28

subdeterminant, 48

vektor, 3, 23
vektorovy prostor, 23
konetné dimenzionalni, 27

velikost vektoru, 31

znaménko permutace, 44



