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Předmluva

Tento text byl sepsán za t́ım účelem, aby poskytl středoškolským student̊um, které matema-
tika zaj́ımá a zaj́ımaj́ı je metody, které matematika použ́ıvá ve fyzice, určitý pokročilý přehled.
Ćılem tohoto textu je podat v́ıceméně ucelený výklad o matematické discipĺıně souhrnně zvané
kalkulus, jehož aparát je pro fyziku pravděpodobně nejd̊uležitěǰśı. Do tohoto oboru spadá
diferenciálńı a integrálńı počet, teorie diferenciálńıch rovnic, variačńı počet, teorie metrických
prostor̊u a daľśı obory. Pro velkou část student̊u je sice problém č́ıst vysokoškolská skripta,
středoškolské učebnice jim však svým rozsahem nevyhovuj́ı. Proto jsem se rozhodl sepsat
tento text, který svou úrovńı lež́ı kdesi mezi středńı a vysokou školou. V žádném př́ıpadě to
však neznamená, že by byl nevhodný pro běžné studenty středńıch škol – pokročileǰśı partie,
které běžný student nemuśı znát, jsou vysázeny menš́ım ṕısmem, či je zmı́nka o pokročilosti
kapitol uvedena př́ımo na počátku dané kapitoly.

Text je logicky členěn tak, aby na sebe jednotlivé kapitoly navazovaly, žádná kapitola
nevyžaduje znalost spadaj́ıćı zaměřeńım do tohoto textu, která by nebyla v předchoźıch
kapitolách vysvětlena. Na konci velké části kapitol jsou samostatné kapitoly nazvané

”
ri-

gorózńı dodatky“1. Tyto kapitoly nemuśı čtenář č́ıst, pokud mu jde pouze o nabyt́ı v́ıceméně
středoškolských znalost́ı – obsah běžného textu se nikde neodvolává na tyto malé kapitoly.
Vřele však všem čtenář̊um přečteńı těchto kapitol doporučuji, jejich obsah prohlubuje pocho-
peńı běžně vykládané látky a většinou tyto dodatky nejsou př́ılǐs náročné na pochopeńı.

Opožděné
”
vydáńı“

Původně měl tento text zahrnout také letmý úvod do teorie diferenciálńıch rovnic a variačńıho
počtu a pár daľśıch zaj́ımavých obor̊u spadaj́ıćıch do matematické analýzy. Z časových d̊uvod̊u
jsem však sepsáńı př́ıslušných kapitol odložil na neurčito. Nyńı, když jsem se k textu vrátil
již jako student MFF, zjistil jsem, že bych celý text koncipoval poněkud jinak, než jak jsem
učinil při jeho tvorbě během studia septimy na gymnáziu. Proto jsem se rozhodl již daľśı
kapitoly nedotvářet, ale pouze jsem provedl pár malých korektur v již hotovém textu, který
tak z̊ustává v́ıceméně v p̊uvodńı podobě (kromě sekce 1.6.2, kde jsem se nechal poněkud unést
motivováńım čtenáře, a několika dodělávek v části o integrováńı).

Jakub Marian, 9. srpna 2009

1Slovo
”
rigorózńı“ znamená

”
přesný“,

”
precizńı“.
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Kapitola 1

Diferenciálńı počet

V této kapitole bude zavedeno určité základńı minimum z diferenciálńıho počtu. Většina
vykládané látky koresponduje s výukou diferenciálńıho počtu na středńıch školách, naleznete
zde však také některé kapitoly, které středoškolský výklad přesahuj́ı. Čtenáři však doporučuji,
aby si je přečetl také, źıská tak větš́ı přehled o tom, jaký smysl vykládaná látka má.

1.1 Motivace

Začněme t́ım, č́ım matematické učebnice většinou nezač́ınaj́ı – vysvětleńım, k čemu se dife-
renciálńı počet použ́ıvá. Diferenciálńı počet totiž neńı jen bezduchá kapitola, jej́ımž ćılem by
bylo

”
zaplácnout“ mezeru v učivu a zt́ıžit studentovi život, je to jeden ze základńıch stavebńıch

kamen̊u moderńı matematiky. Bez diferenciálńıho počtu si neńı možné představit moderńı fy-
ziku, chemii, ekonomii, stavebnictv́ı, stroj́ırenstv́ı, ba dokonce ani biologii. Umožňuje nám
totiž zaznamenat, jak se veličiny (poloha, hmotnost, rychlost apod. ve fyzice, cena zbož́ı v
ekonomii, množstv́ı buněk v biologii. . . ) měńı v čase. Jak uvid́ıte, tato informace (jak se daná
veličina měńı) je jedna z nejd̊uležitěǰśıch informaćı, které o veličině můžeme źıskat.

Aplikujeme-li diferenciálńı počet ve fyzikálńıch discipĺınách, které znáte již ze středńı
školy, jsme schopni dosáhnout neuvěřitelných výsledk̊u. V klasické mechanice je možné d́ıky
diferenciálńımu počtu vybudovat mechaniku kontinua, jež popisuje kompletně mechanicky
chováńı velké části tuhých (i pružných) těles, kapalin a plyn̊u. Pokud máte rádi poč́ıtačové
hry, jistě jste už hráli nějakou, kde se pohybovaly všude kolem předměty po výbuchu granátu,
či se rozvlnila vodńı hladina po dopadu těla zastřeleného nepř́ıtele. Vězte, že všechny tyto
efekty jsou založené na fyzikálńıch výpočtech vycházej́ıćıch z klasické mechaniky a určitých
velmi pokročilých partíı diferenciálńıho počtu. Co např́ıklad taková termodynamika? Kon-
struováńı moderńıch automobilových a letadlových motor̊u by se bez metod moderńıho kal-
kulu naprosto neobešlo. V elektřině a magnetismu je to obdobné – základńı rovnice elektro-
magnetismu jsou totiž určité velmi specifické diferenciálńı rovnice (které bez nástroj̊u kalkulu
nejsou řešitelné, či, lépe řečeno, ani nedávaj́ı smysl). Z těchto rovnic se teprve vše odv́ıj́ı,
elektromagnetické vlněńı bylo dokonce vypočteno teoreticky o mnoho let dř́ıve, než ho byl
schopen kdokoliv změřit. Dá se tedy ř́ıci, že bez kalkulu by neexistovaly žádné moderńı tech-
nologie založené na elektromagnetismu, se kterými se denně setkáváme – televize, poč́ıtače,
mikrovlnné trouby. . . Nemůžeme samozřejmě opomenout nejpokročileǰśı discipĺıny moderńı
fyziky – kvantovou mechaniku a obecnou teorii relativity. Ty nám v současnosti umožňuj́ı
hluboké poznáńı toho, jak náš svět ve skutečnosti funguje, a umožňuj́ı nám na základě těchto
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informaćı kostruovat extrémně pokročilé technologie a účinně źıskávat energii. Obě tyto dis-
cipĺıny je však nemožné vybudovat bez velmi pokročilých metod kalkulu (ovšem kvantová
mechanika také ukazuje, že d̊uležitou, ba dokonce dominantńı roli v moderńı fyzice hraje také
obecná a lineárńı algebra).

Snad vás tento motivačńı úvod přesvědčil, že kalkulus neńı jen výplň v učivu čtvrtého
ročńıku, ale že je to v d̊usledku velmi užitečná věc, která je schopna poskytnout nám dechbe-
roućı výsledky. Přesuňme se tedy do taj̊u zájkadńı discipĺıny kalkulu – diferenciálńıho počtu.

1.2 Trocha historie

Minuly doby Koperńıkovy, Keplerovy a Galileiovy a fyzici si začali uvědomovat, že k popisu
našeho světa nestač́ı pouze fyzikálńı poučky o tom, že dva předměty r̊uzného složeńı puštěné
z věže dopadnou na zem ve stejnou chv́ıli, či astronomické poučky o pohybu hvězd po ob-
loze. Fyzici si uvědomili, že fyzikálńı svět je možné popsat matematicky. Prvńım, kdo s t́ımto
systematickým popisem začal, byl Sir Isaac Newton. Jeho jméno jistě znáte, newtonovská
mechanika se uč́ı již v prvńım ročńıku středńıch škol. Newtonovská mechanika však stav́ı na
diferenciálńım a integrálńım počtu, bez kterých neńı možné vybudovat smysluplnou (a ze
studentského hlediska ne úplně nudnou) teorii. Sir Newton si uvědomil, že jednou z hlavńıch
věćı, kterou se muśı fyzika zabývat, je pohyb (či obecněji: změna nějaké veličiny v čase1).
A právě ke studiu pohybu vybudoval základy teorie, kterou se budeme zabývat v této kapi-
tole. To mu umožnilo mnohé – společně z gravitačńım zákonem mohl např́ıklad spoč́ıtat, po
jakých drahách se pohybuj́ı planety kolem slunce. Nejen že t́ım dokázal známe tři Keplerovy
zákony, ale popsal obecně pohyby planet. Tento popis pohybu planet z̊ustal v platnosti až do
zveřejněńı Einsteinovy obecné teorie relativity roku 1915. Uvědomı́me-li si, že Newton tyto
výpočty provedl v 17. stolet́ı, zjist́ıme, jaký obrovský intelektuálńı počin to byl. Newtonova
mechanika se však nezaměřuje jen na pohyby vzdálených nebeských těles, dokáže popsat
jakékoliv mechanické soustavy. Spoč́ıtat, kam dopadne vystřelená dělová koule či jakou t́ıhu
ponese nosńık stavby, přestalo být neřešitelným problémem. To umožnilo obrovský rozvoj v
mnohých vědeckých i

”
inženýrských“ oborech.

Daľśım, kdo se zabýval diferenciálńım a integrálńım počtem (a nejen j́ım), byl německý
matematik a filosof Gottfried Wilhelm Leibniz. Leibniz vedl s Newtonem nesmǐritelný
spor o to, kdo že je vlastně prvńım objevitelem diferenciálńıho počtu (tato otázka je poněkud
sporná, v jistém smyslu jsou objeviteli Leibniz i Newton). Jejich pojet́ı diferenciálńıho počtu se
lǐsilo hlavně v př́ıstupu (Newtonovo bylo sṕı̌se fyzikálńı, Leibnizovo matematické). Ovšem ani
Newton, ani Leibniz nepodal skutečně matematicky rigorózńı popis problematiky, moderńı
epsilon-delta definice se objevuje teprve v 19. stol. v pracech Karla Weierstrasse. Nicméně
symbolika, kterou zavedl Leibniz (např. zápis derivace df/dx) se použ́ıvá doposud.

Po Leibnizovi přǐsli mnoźı daľśı matematikové, kteř́ı aparát kalkulu dále rozv́ıjeli. Dnes
je to robustńı teorie, kterou nemá jeden člověk nejmenš́ı šanci celou zvládnout. My se však
zaměř́ıme pouze na základy, které většinou nepřesáhnou ani to, s č́ım přǐsli již Newton a
Leibniz.

1Ovšem už se nezabýval otázkou, co vlastně onen čas je; byla to pro něj pevná stále plynoućı veličina. Na
skutečné

”
vysvětleńı“ tohoto pojmu si budete muset počkat daľśıch v́ıce než 300 let.



KAPITOLA 1. DIFERENCIÁLNÍ POČET 6

1.3 Základńı pojmy

V této části si zadefinujeme některé pojmy nutné pro výklad daľśıch část́ı. Jsou to pojmy
obecně známé a nikterak složité, proto tato část bude stručná. Opravdu neńı nutné se tuto
část učit zpaměti jako telefonńı seznam, je pouze potřeba mı́t určité povědomı́ o tom, co daný
pojem znamená. Neznámá by čtenáři mohla být snad jen definice funkce v́ıce proměnných,
která je uvedena na konci této sekce.

Definice 1.3.1.
”
Předpis“ f , který některým (nebo i všem) reálným č́ısl̊um přǐrazuje nějaké

daľśı (klidně i to samé) reálné č́ıslo, nazýváme (reálnou) funkćı jedné proměnné. Č́ıslo,
které funkce přǐrazuje č́ıslu x, znač́ıme f(x). To, že funkce zobrazuje množinu A do množiny
B zapisujeme f : A → B.

Poznámka. T́ım, že funkce zobrazuje prvky množiny A do množiny B mı́ńıme, že
”
vyb́ırá“

jednotlivé prvky z A a přǐrazuje jim nějaké prvky z B. Neznamená to ovšem, že by nutně
musela

”
využ́ıt“ všechny prvky z množiny B, např. pro funkci f(x) = x2 plat́ı: f : R → R,

ale také f : R → 〈0;∞)

Poznámka. Často bývá v matematické literatuře zvykem mluvit o funkci f(x), nikoliv o funkci
f , ačkoli f(x) znač́ı funkčńı hodnotu, nikoliv funkci jako takovou. My tento zápis budeme
použ́ıvat v některých mı́stech také, protože má určité výhody, např. je z něj zřejmé, zda jde
o funkci jedné či v́ıce proměnných, a jak nazýváme argument (tj. většinou x) funkce.

Definice 1.3.2. Množinu A č́ısel, z ńıž funkce f
”
vyb́ırá“ prvky, nazýváme definičńım oborem

funkce f a znač́ıme ji Df .

Definice 1.3.3. Množinu Hf č́ısel, v ńıž lež́ı funkčńı hodnoty funkce f , nazýváme oborem
hodnot funkce f : A → B. Vždy plat́ı Hf ⊆ B.

Definice 1.3.4. O funkci f : A → B řekneme, že je prostá, pokud pro každé y ∈ B existuje
právě jedno x ∈ A, pro které plat́ı f(x) = y. Jinak řečeno – funkce je prostá, pokud nepřǐrazuje
žádným dvěma bod̊um z definičńıho oboru to samé č́ıslo.

Definice 1.3.5. O funkci f : A → B řekneme, že je na, resp. že zobrazuje množinu A na

množinu B, pokud pro každé y ∈ B existuje alespoň jedno x ∈ A pro které f(x) = y. Jinými
slovy – pokud funkce f využ́ıvá celou množinu B, neboli Hf = B.

Definice 1.3.6. O funkci f řekneme, že je vzájemně jednoznačné zobrazeńı, neboli
bijekce množiny A na množinu B, pokud je zároveň prostá i na. To znamená, že každému
prvku x ∈ A přǐrazuje právě jeden prvek y ∈ B.

Př́ıklad 1.3.1. Vezměme funkci f : R → R, f(x) = x2. Oborem hodnot této funkce je
〈0;∞), tedy tato funkce neńı na. Spočteme-li hodnoty funkce např. v bodech -2 a 2, zjist́ıme,
že f(−2) = f(2) = 4. Tedy dvěma r̊uzným bod̊um přǐrazuje stejné č́ıslo a neńı tedy prostá.

Př́ıklad 1.3.2. Naopak funkce f : R → R, f(x) = x3

”
využ́ıvá“ celá reálná č́ısla, je tedy na.

Je také prostá, protože pro každé y ∈ R můžeme jednoznačně určit x ∈ R, pro které f(x) = y,
je totiž x = 3

√
y. Tato funkce je tedy bijekćı z R do R.

Definice 1.3.7. Necht’ f(x) je prostá funkce. Sestroj́ıme-li funkci g(x), která má tu vlastnost,
že f(g(x)) = g(f(x)) = x, pak tuto funkci g(x) nazýváme inverzńı funkce k f(x) a znač́ıme
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g(x) = f−1(x). Upozorňujeme výslovně, že horńı index −1 nemá nic společného s mocněńım
ve smyslu násobeńı reálných č́ısel, je to pouze symbol, který označuje, že vytvář́ıme funkci
inverzńı. Jinými slovy – v́ıme-li hodnotu (prosté) funkce y = f(x0) v bodě x0, ”

řekne“ nám
funkce f−1(y), jaké je ono x0.

Př́ıklad 1.3.3. Sestrojte inverzńı funkce k funkćım x2 na intervalu 〈0,∞), sin(x) na intervalu
〈
−π

2 , π
2

〉
a k funkci 2x + 1 pro x ∈ R.

Řešeńı. Čtenář jistě snadno urč́ı inverzńı funkce k všem třem funkćım. K funkci x2 je to
√

x,
k funkci sin(x) je to arcsin(x) a z funkce y = 2x + 1 snadno vyjádř́ıme x jako x = (y − 1)/2.
Záměnou symbol̊u x a y dostaneme funkci inverzńı, a tou je (x − 1)/2.

Nyńı zadefinujeme funkci v́ıce proměnných. Ačkoli je tento text určen primárně jako di-
ferenciálńı počet funkćı jedné proměnné, v některých částech bude nutné použ́ıt i určité mi-
nimum z teorie funkćı v́ıce proměnných. Proto je zde uvedena následuj́ıćı

Definice 1.3.8. Funkćı n-proměnných nazveme zobrazeńı f : Rn → R, kde Rn znamená
kartézský součin R × R × · · · × R n-krát, neboli množinu všech uspořádaných n-tic reálných
č́ısel, které každému prvku Rn přǐrazuje určité reálné č́ıslo. Hodnotu, kterou funkce přǐrazuje
danému bodu (x1, x2, . . . , xn), znač́ıme f(x1, x2, . . . , xn).

Poznámka. Pokud n = 2, resp. n = 3, źıskáme funkci dvou, resp. tř́ı proměnných. V takovém
př́ıpadě často znač́ıme parametry x, y, resp. x, y, z mı́sto x1, x2, resp. x1, x2, x3

Př́ıklad 1.3.4. Pokud je n = 2, źıskáme zobrazeńı f : R2 → R, neboli funkci dvou
proměnných. Tu můžeme zadat funkčńım předpisem např. f(x, y) = x · y. Pokud si tuto
funkci představ́ıme jako zadáńı

”
výšky“ bodu nad rovinou xy, tj. z = f(x, y), zjist́ıme, že

daný předpis vytvář́ı plochu ve tvaru paraboloidu. Tato geometrická interpretace, kde funkce
pouze zadává z-ovou souřadnici v trojrozměrném prostoru, může být velmi užitečná v geo-
metrických úvahách.

1.4 Limita

Pojem limity je jedńım ze základńıch pojmů matematické analýzy. Pro zvládnut́ı daľśı látky
je však většinou nutné hlavně intuitivńı pochopeńı tohoto pojmu a určité povědomı́ o prak-
tických metodách výpočtu, ne deśıtky trik̊u na výpočty limit, j́ımž je většinou na vysokých
školách věnována až přemrštěná pozornost při úvodńıch kurzech matematiky.

1.4.1 Intuitivńı zavedeńı limity

Začněme konkrétńım př́ıkladem. Představme si funkci f(x) = x
x
. To je přeci rovno jedné,

řeknete si. Ale pamatujete na to, jak jste v prvńım ročńıku na středńı škole právě u této
funkce museli v bodě nula kreslit prázdné kolečko, protože tam funkce neńı definována (viz
obr. 1.1)? Nezdálo by se přirozené, že i v bodě 0 by funkce měla mı́t hodnotu 1, když na všech
ostatńıch č́ıslech má taktéž hodnotu 1?

Právě k tomuto přirozenému
”
dodefinováńı“ funkce v bodech, kde funkce neńı definována,

slouž́ı pojem limita. Jak uvid́ıme později, limita v̊ubec neńı závislá na tom, zda je funkce
v daném bodě definována. Limitu zapisujeme takto:

lim
x→x0

f(x) = a



KAPITOLA 1. DIFERENCIÁLNÍ POČET 8

Obrázek 1.1: Funkce x/x v intervalu (−1, 1)

Tento zápis znamená, že bĺıž́ıme-li se nekonečně k bodu x0, bĺıž́ı se hodnota funkce f(x)
nekonečně hodnotě a. Např. u funkce f(x) = x/x je zřejmé, že jakkoliv se bĺıž́ıme nule, má
funkce pořád hodnotu 1. Tedy:

lim
x→0

x

x
= 1

1.4.2 Matematické zavedeńı limity

V předchoźı sekci jsme si zavedli pojem limity intuitivně, pokusme se ho nyńı zavést mate-
maticky.

Definice 1.4.1. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 vlastńı limitu L, je-li:

∀ε > 0∃δ > 0 : x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\{x0} ⇒ |f(x) − L| < ε (1.1)

Toto č́ıslo L pak nazýváme limitou funkce v bodě x0 a znač́ıme:

lim
x→x0

f(x) = L

Předchoźı zavedeńı limity bylo poněkud abstraktńı, proto ho zkusme popsat slovně. Zápis
(1.1) znamená, že pro každé ε > 0 muśı existovat (maličké) δ > 0 takové, že lež́ı-li x ve
vzdálenosti menš́ı než δ od bodu x0, je vzdálenost f(x) od č́ısla a menš́ı než ε. Jinými slovy,
č́ım v́ıce se přibližujeme k bodu x0, t́ım méně nám funkce f(x)

”
odb́ıhá“ pryč od bodu L, a

když se přibĺıž́ıme nekonečně, hodnota funkce f(x) se také nekonečně bĺıž́ı L.
Všiměte si toho, že v definici 1.4.1 jsme použili množinu (x0 − δ, x0 + δ)\{x0}, nikoliv celý

interval (x0 − δ, x0 + δ). To znamená, že limita nijak nezáviśı na hodnotě funkce f(x) v bodě
x0. Tato funkce tam může mı́t zcela jinou hodnotu, než jaká je jej́ı limita v tomto bodě, popř.
v̊ubec nemuśı být v tomto bodě definována. Použijeme-li př́ıklad funkce f(x) = x/x a pouze
ji

”
dodefinujeme“ v bodě 0 tak, že f(0) = 59, na jej́ı limitě v bodě 0 to nic nezměńı - stále

bude 1.
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Dále zavád́ıme také tzv. nevlastńı limity, kde limitou funkce neńı reálné č́ıslo, ale +∞
nebo −∞. Typickým př́ıkladem funkce, jež má ve vlastńım (konečném) bodě nevlastńı limitu
je funkce:

f(x) =
1

|x|
pro x → 0. Přibližujeme-li se nule, bĺıž́ı se hodnota funkce neomezeně +∞. Precizujme tedy
pojem nevlastńı limity:

Definice 1.4.2. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 nevlastńı limitu +∞, pokud k
libovolně velkému č́ıslu K existuje δ > 0 takové, že:

∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)\{x0} : x > K

Jinak řečeno, funkce má nevlastńı limitu +∞, pokud k libovolně velké konstantě můžeme
naj́ıt okoĺı (viz. definice 1.4.4) bodu x0, ve kterém je funkce větš́ı než daná konstanta. A tedy
zákonitě muśı j́ıt f(x) s t́ım, jak se bĺıž́ıme k x0, k nekonečnu. Tuto limitu pak znač́ıme:

lim
x→x0

f(x) = +∞

Analogicky definujeme i nevlastńı limitu −∞.

Poznámka. Analogicky k pojmu limita se zavád́ı i tzv. jednostranné limity, neboli limity
zleva a zprava. Princip z̊ustává stejný, pouze nepožadujeme, aby byl výsledek limity stejný,
at’ se k bodu x0 bĺıž́ıme z jakéhokoliv směru, ale může se obecně lǐsit, když se bĺıž́ıme zleva či
zprava. (Oboustranná) limita pak existuje právě tehdy, když existuj́ı obě jednostranné limity
a maj́ı obě stejnou hodnotu. My však pojem jednostranných limit nebudeme dále potřebovat,
proto mu zde nebudeme věnovat větš́ı pozornost. Zmı́ńıme pouze, že limita zleva k bodu x0

se znač́ı připsáńım − a limita zprava připsáńım +. Např́ıklad funkce 1/x jde evidentně pro
x → 0 k nekonečnu. Když ovšem dosazujeme malá záporná č́ısla x, dostáváme velká záporná
č́ısla 1/x, když dosazujeme č́ısla kladná, dostáváme č́ısla kladná. Je tedy:

lim
x→0−

1

x
= −∞

lim
x→0+

1

x
= +∞

a oboustranná limita neexistuje.

Posledńı typ limity, jež si zde uvedeme, je limita v nevlastńım bodě. Nevlastńım bodem
nazýváme +∞ nebo −∞. Definice limity funkce v nevlastńım bodě je zcela analogická definici
limity posloupnosti.

Definice 1.4.3. Řekneme, že funkce f(x) má v nevlastńım bodě +∞ limitu L, plat́ı li:

∀ε > 0 ∃x0 : x > x0 ⇒ |f(x) − L| < ε

Slovy: Č́ım v́ıce se x bĺıž́ı nekonečnu, t́ım v́ıce se hodnota f(x) bĺıž́ı L. Při nekonečném
přibĺıžeńı f(x) a L splývaj́ı. To zapisujeme:

lim
x→+∞

= L

Definice limity pro x → −∞ je zcela analogická.
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1.4.3 Rigorózńı dodatek k definici limity

Při zaváděńı obecného pojmu limita se většinou pracuje s tzv. okoĺım bodu. Okoĺı bodu je totiž pojem
obecný, který můžeme aplikovat i na jiné prostory než je prostor reálných č́ısel. Zavedeńı teorie tzv.
metrických prostor̊u je však již výrazně nad rámec této publikace, proto jej zde uvádět nebudeme.
Můžeme však definovat okoĺı pomoćı pojmu vzdálenosti, který se ukáže jako přirozeným rozš́ı̌reńım
pojmu okoĺı na plochu a prostor.

Definice 1.4.4. ε-okoĺım bodu x0 nazýváme množinu všech bod̊u x, pro které plat́ı: ρ(x, x0) < ε,
kde ρ(x, x0) je vzdálenost bodu x od bodu x0. Toto okoĺı znač́ıme Uε(x0).

Redukovaným ε-okoĺım bodu x0 nazýváme množinu Uε(x0)\{x0} a znač́ıme U∗

ε (x0), je to tedy
okoĺı bodu x0, ze kterého je bod x0 vyjmut.

Př́ıklad 1.4.1. Na reálných č́ıslech plat́ı ρ(a, b) = |b − a| = |a − b| (Je-li b > a, pak evidentně
vzdálenost těchto bod̊u na reálné ose je b − a. Absolutńı hodnotu použ́ıváme pro př́ıpad, že by bylo
b < a.) ε-okoĺım bodu x0 je pak interval (x0 − ε, x0 + ε).

Na množině všech uspořádaných dvojic reálných č́ısel je vzdálenost bod̊u A[x1, y1] a B[x2, y2]
dána vztahem ρ(A,B) = |AB| =

√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2, což je vlastně klasická Pythagorova věta.
ε-okoĺım bodu S je pak vnitřek kruhu o poloměru ε a středu S.

Po zavedeńı pojmu okoĺı můžeme definici limity přepsat do následuj́ıćıho tvaru:

Definice 1.4.5. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 limitu L, je-li:

∀ε > 0∃δ > 0 : x ∈ U∗
δ (x0) ⇒ f(x) ∈ Uε(L) (1.2)

Slovy: Funkce f(x) má v bodě x0 limitu L právě tehdy, když pro libovolně malé okoĺı bodu L můžeme
naj́ıt takové okoĺı bodu x0, že pro všechny hodnoty x z tohoto okoĺı lež́ı hodnoty f(x) v tomto libovolně
malém okoĺı bodu L. (Vágně řečeno - neuteče-li nám nikam funkce na dostatečně malém intervalu,
neuteče nám ani v daném konkrétńım bodě).

Pro úplnost uved’me ještě následuj́ıćı větu:

Věta 1.4.1 (Heineho). Necht’ posloupnost (an)∞n=1 konverguje k hodnotě x0 (an → x0) a zároveň an 6=
x0 pro všechna přirozená n, limita limx→x0

f(x) existuje právě tehdy, když existuje limita limn→∞ f(an)
pro každou posloupnost (an)∞n=1 a má pro všechny posloupnosti s danou vlastnost́ı stejnou hodnotu.

Důkaz této věty čtenář najde např. v [KI, str. 58]. Zněńı předchoźı věty se také někdy považuje

za definici spojitosti (kterou pak nazýváme Heineho definice spojitosti).

1.4.4 Praktické výpočty limit

V předchoźı části jsme definovali jednotlivé pojmy spojené s limitami. Neukázali jsme však
žádné praktické postupy, jak limity poč́ıtat. Definice limity nám žádné praktické informace
o výpočtech limit nepodá – ř́ıká totiž jen, zda je dané č́ıslo limitou funkce v daném bodě,
neř́ıká však, jak toto č́ıslo zjistit. Viz následuj́ıćı

Př́ıklad 1.4.2. Určete hodnotu limity:

lim
x→1

x2 − 1

x − 1
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Řešeńı. Dosad’me hodnoty bĺızké 1. Zkusme např́ıklad 1,01: (1, 012 − 1)/(1, 01 − 1) = 2, 01,
nebo 0,99: (0, 992−1)/(0, 99−1) = 1, 99. Zdá se tedy, že daná limita má hodnotu 2. Dokažme
to. Z definice limity muśı platit:

∀ε > 0∃δ > 0 : x ∈ (1 − δ, 1 + δ)\{1} ⇒
∣
∣
∣
∣

x2 − 1

x − 1
− 2

∣
∣
∣
∣
< ε

V na celé množině (1 − δ, 1 + δ)\{1} je výraz (x2 − 1)/(x − 1) definován, můžeme ho tedy s
klidným svědomı́m pokrátit na (x2 − 1)/(x− 1) = (x + 1)(x− 1)/(x− 1) = x + 1. Dosazeńım
do předchoźı rovnice dostaneme podmı́nku:

∣
∣
∣
∣

x2 − 1

x − 1
− 2

∣
∣
∣
∣
= |x + 1 − 2| = |x − 1| < ε

která muśı platit pro každé x z množiny (1− δ, 1+ δ)\{1}. Najdeme-li ke každému ε takové δ,
že tato podmı́nka plat́ı, dokážeme t́ım, že námi

”
uhodnutá“ limita 2 je skutečně limitou dané

funkce pro x → 1. Co když ale zvoĺıme např. δ = ε/2? Maximálńı hodnota výrazu |x− 1| pak
může být pouze |(1+ δ)− 1| = |δ| = ε/2, jelikož x nikdy nemůže mı́t větš́ı hodnotu než 1+ δ.
Ale ε/2 je určitě menš́ı než ε pro každé kladné epsilon. T́ım je tedy dokázáno, že jsme limitu
uhodli správně.

Tento zp̊usob poč́ıtáńı limit se však skutečně nejev́ı jako praktický. Povšimneme-li si však,
že jsme v předchoźım př́ıkladu výhodně využili faktu, že výraz (x − 1) je nenulový na celé
množině, na které jsme problém řešili, a d́ıky tomu jsme jednoduše daný zlomek pokrátili,
můžeme doj́ıt k následuj́ıćı větě:

Věta 1.4.2. Poč́ıtáme-li limitu funkce f(x) pro x → x0, m̊užeme nejdř́ıve provést libovolné
ekvivalentńı algebraické úpravy na množině (a, b) \ {x0}, kde (a, b) je libovolný interval obsa-
huj́ıćı x0, a pokud je výsledný výraz definován v bodě x0, urč́ıme hodnotu limity t́ım, že do
výsledného výrazu dosad́ıme x0 za x.

Uved’me bez d̊ukazu ještě několik daľśıch vět, které nám pomohou s výpočty limit (agilńı
čtenář si může zkusit provést d̊ukazy sám, k většině postač́ı hrátky s trojúhelńıkovou nerov-
nost́ı):

Věta 1.4.3. Předpokládejme, že funkce f(x) a g(x) maj́ı v bodě x0 vlastńı limitu. Pak plat́ı:

lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = lim
x→x0

f(x) + lim
x→x0

g(x) (1.3)

lim
x→x0

(f(x) · g(x)) =

(

lim
x→x0

f(x)

)

·
(

lim
x→x0

g(x)

)

(1.4)

Předpokládejme dále, že limx→x0
g(x) 6= 0, pak:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

limx→x0
f(x)

limx→x0
g(x)

(1.5)

Má-li f(x) vlastńı limitu a limx→x0
g(x) = ±∞, pak plat́ı:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0 (1.6)

lim
x→x0

f(x) · g(x) = ±∞ (1.7)

kde znaménko nekonečna záviśı na znaménku f(x) a g(x).
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Všimněme si, že věty 1.4.2 a 1.4.3 nic neř́ıkaj́ı o tom, jak určit hodnotu limit, pokud i
po všech úpravách dojdeme k výraz̊um ve tvaru 0

0 , 0 · ∞, ∞
∞ , 00, ∞0, 1∞ apod. To jsou tzv.

neurčité výrazy. Některé z těchto výraz̊u je možné spoč́ıtat pravidlem uvedeným v následuj́ıćı
větě (kterou při prvńım čteńı můžete klidně přeskočit):

Věta 1.4.4 (l’Hospitalovo pravidlo). Plat́ı-li limx→x0
f(x) = 0 a limx→x0

g(x) = 0, nebo
limx→x0

f(x) = ±∞ a limx→x0
g(x) = ±∞, pak:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)

kde f ′(x) a g′(x) jsou derivace funkćı f(x) a g(x).

Jelikož pojem derivace je zaveden až v kapitole 1.5, neńı pro čtenáře, který neńı s pojmem
derivace obeznámen, zat́ım možné tuto větu využ́ıt. Z d̊uvodu pozděǰśıch referenćı je však
logické uvést tuto větu společně s ostatńımi větami o limitách.

Uvěd’me nyńı nějaké př́ıklady, na kterých demostrujeme předešlé věty:

Př́ıklad 1.4.3. Spočtěte limitu:

lim
x→1

x3 − 1

x − 1

Řešeńı. Podle věty 1.4.2 plat́ı:

lim
x→1

x3 − 1

x − 1
= lim

x→1

(x − 1)(x2 + x + 1)

x − 1
= lim

x→1
(x2 + x + 1)

Posledńı výraz můžeme podle věty 1.4.3 rozložit na součet tř́ı limit, z nichž každá má hodnotu
1. Výsledná limita je tedy:

lim
x→1

x3 − 1

x − 1
= 3

Př́ıklad 1.4.4. Spočtěte limitu:

lim
x→1

5x3 + 7x + 3

x3 + 2x2 − 1

Řešeńı. Podle věty 1.4.2 můžeme čitatele i jmenovatele vydělit x3 a hodnota limity se
nezměńı:

lim
x→∞

5x3 + 7x + 3

x3 + 2x2 − 1
= lim

x→∞

5 + 7
x2 + 3

x3

1 + 2
x
− 1

x3

Aplikujeme-li nyńı vzorec (1.6) (limx→∞ xn = +∞ pro všechna n > 0) na zlomky v jednot-
livých částech pod́ılu, źıskáme:

lim
x→∞

5x3 + 7x + 3

x3 + 2x2 − 1
=

5 + 0 + 0

1 + 0 + 0
= 5

Poznámka. Z př́ıkladu 1.4.4 je zřejmé, jakým zp̊usobem určovat limity v pod́ılu, pokud jde
x k nekonečnu. Vyděleńım zlomku xn, kde n je nejvyšš́ı vyskytuj́ıćı se mocnina, se vyruš́ı
všechna č́ısla s mocninou menš́ı. Maj́ı li tedy polynomy v čitateli i jmenovateli stejný stupeň,
je limita tohoto pod́ılu rovna pod́ılu koeficient̊u u nejvyšš́ı mocniny x. Má-li čitatel stupeň
vyšš́ı než jmenovatel, je limita nevlastńı a má-li čitatel stupeň nižš́ı než jmenovatel, je limita
0.
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Uved’me nyńı ještě jeden velmi d̊uležitý pojem a s ńım souvisej́ıćı věty:

Definice 1.4.6. O funkci f(x) řekneme, že je spojitá v bodě x0, je-li funkce f(x) v bodě x0

definována a plat́ı:
lim

x→x0

f(x) = f(x0)

Neformálně řečeno – to, že je funkce spojitá, si můžeme představit tak, že jej́ı graf je možné
nakreslit jedńım tahem. Proto tedy muśı být v bodě x0 definována. Pokud by definována byla,
ale měla jinou hodnotu, než od ńı

”
očekáváme“, taktéž ji nemůžeme jedńım tahem nakreslit.

Pro spojité funkce plat́ı následuj́ıćı věty:

Věta 1.4.5. Jsou-li f(x) a g(x) spojité funkce v bodě x0, jsou i f(x) + g(x), f(x) · g(x) a
f(x)/g(x) (kde g(x) 6= 0) funkce spojité v bodě x0

Věta 1.4.6. Je-li g(x) funkce spojitá v bodě x0 a f(x) funkce spojitá v bodě A = g(x0), pak
je i funkce f(g(x)) spojitá v bodě x0.

Poznámka. Věta 1.4.5 plyne př́ımo z věty 1.4.3. Věta 1.4.6 plyne z věty o limitě složené
funkce, kterou uvád́ıme v následuj́ıćım rigorózńım dodatku k této části.

1.4.5 Rigorózńı dodatek k větám o limitách

Jak již bylo řečeno, zde bude uvedena věta (resp. věty) o limitě složených funkćı. Jednodušš́ı verze,
které je možné poměrně snadno uvěřit a která se většinou v aplikaćıch využ́ıvá, je:

Věta 1.4.7. Necht’ limx→x0
g(x) = A a funkce f(x) je spojitá v bodě A. Pak plat́ı:

lim
x→x0

f(g(x)) = f

(

lim
x→x0

g(x)

)

(1.8)

Tuto větu udáváme až v rigózńım dodatku proto, že mnohdy neńı funkce f v bodě A ani definovaná,
natož pak spojitá. V takovém př́ıpadě je nutné použ́ıt následuj́ıćı větu, pro jej́ıž platnost je potřeba
splnit jistý ne zcela zjevný předpoklad:

Věta 1.4.8. Necht’ pro funkce f(x) a g(x) plat́ı: limx→x0
g(x) = A, limx→A f(x) = B. Jestlǐze existuje

takové okoĺı U∗(x0), že g(x) 6= A pro všecha x ∈ U∗(x0), pak funkce f(g(x)) má v bodě x0 limitu a
plat́ı:

lim
x→x0

f(g(x)) = lim
y→limx→x0

g(x)
f(y) = lim

y→A
f(y) = B (1.9)

Požadavek ∀x ∈ U∗(x0) : g(x) 6= A a je d̊uležitý, pokud ho nevezmeme v úvahu, může se stát, že

formálńım aplikováńım vzorce (1.9) źıskáme limitu i u funkce, jež limitu nemá. Důkaz věty a př́ıklad,

proč je daný požadavek d̊uležitý, najde čtenář v [KI, str. 68].

1.5 Derivace

Pojem derivace patř́ı k naprosto základńım pojmům matematické analýzy. V nějaké formě
zasahuje prakticky do všech obor̊u matematiky, proto je nanejvýše vhodné se s t́ımto pojmem
seznámit. Co to tedy ona derivace je? Derivováńı funkce f(x) je jakýsi

”
proces“, který pro-

vedeme s funkćı, abychom źıskali funkci jinou. Tato nově vzniklá funkce pak vyjadřuje to, jak
se p̊uvodńı funkce měńı (resp. jak v daném bodě roste). Zkusme to trochu lépe geometricky
znázornit.
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Obrázek 1.2: Funkce −(x − 3)2 + 2 a jej́ı tečna v bodě 2,5.

1.5.1 Intuitivńı zavedeńı derivace

Na obrázku 1.2 je zobrazena funkce (v tuto chv́ıli nezálež́ı na konkrétńım předpisu) a jej́ı
tečna. Nyńı se pozastavme nad t́ım, co vlastně znamená pojem tečna. Čtenář obeznámený
pouze se

”
základoškolskou“ definićı tečny předpokládá, že tečna má v daném bodě stejný

”
směr“, jako daný geometrický útvar (v našem př́ıpadě funkce) a tento bod je jediný bod, ve

kterém se tečna daného útvaru dotýká. Pro naše úvahy je však pojem tečny potřeba zobecnit,
a to tak, že upust́ıme od požadavku, že tečna procháźı pouze jedńım bodem geometrického
útvaru. Definujme tedy (zat́ım pouze intuitivně) tečnu:

Definice 1.5.1. Tečna ke grafu funkce f(x) je př́ımka, která procháźı nějakým bodem
[x, f(x)] funkce a má v tomto bodě stejný směr jako funkce f(x).

Předně si povšimněme jedné d̊uležité věci - to, že tečna je př́ımka znamená, že (pokud
bychom ji chtěli zapsat jako funkci), muśı to být funkce lineárńı, tj. funkce ve tvaru t(x) =
ax+ b (jiná než lineárńı funkce nemá jako sv̊uj graf př́ımku). Sklon této př́ımky je plně zadán
č́ıslem a; b znač́ı pouze posunut́ı ve směru osy y. A právě tento sklon je to, co nás zaj́ımá.
Urč́ıme-li sklon tečny v určitém bodě, urč́ıme t́ım i sklon funkce f(x) v tomto bodě. Pod́ıvejme
se nyńı, jak tento sklon vypoč́ıtat. Obvykle se tento sklon nazývá směrnice, definujme tedy
přesně tento pojem:

Definice 1.5.2. Necht’ f(x) = ax + b je lineárńı funkce, pak č́ıslo a nazveme směrnićı této
funkce.

1.5.2 Matematické zavedeńı derivace

Nejdř́ıve potřebujeme vyřešit problém, jak určit konstantu a u funkce s(x) = ax + b, v́ıme-li,
že funkce procháźı body [x1, y1] a [x2, y2]. Rozepǐsme daný problém jako soustavu rovnic:

s(x1) = y1

s(x2) = y2
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Tyto dvě rovnice rozeṕı̌seme, č́ımž źıskáme soustavu dvou lineárńıch rovnic:

ax1 + b = y1

ax2 + b = y2

Odečteńım prvńı rovnice od druhé źıskáme:

a(x2 − x1) = y2 − y1

⇒ a =
y2 − y1

x2 − x1
=

∆y

∆x

Symboly ∆y a ∆x jsme označili př́ıslušné rozd́ıly y2 − y1 a x2 − x1. Zamysleme se nyńı
nad problémem, jak určit směrnici (tj. konstantu a) sečny funkce f(x), jež procháźı body
[x1, f(x1)] a [x2, f(x2)]. Ale to je ve skutečnosti stejný problém, který jsme právě vyřešili –
sečna je totiž taková lineárńı funkce s(x) = asx + b, která procháźı zadanými dvěma body.
Jediné, co potřebujeme dosadit do předchoźıho výpočtu, je: y1 = f(x1) a y2 = f(x2). Pro
směrnici sečny tedy plat́ı:

as =
f(x2) − f(x1)

x2 − x1
=

∆f

∆x
(1.10)

Ted’ už zbývá učinit posledńı krok - určit směrnici tečny ke grafu funkce f(x) v daném bodě
x0. Jak bychom postupovali, kdybychom se snažili tečnu přibližně napodobit? Můžeme např.
zvolit nějaké dva bĺızké body x1 = x0 a x2 = x0 + ∆x, kde ∆x je nějaké malé č́ıslo, v těchto
dvou bodech zjist́ıme funkčńı hodnoty funkce f(x) a sestroj́ıme sečnu. Směrnice této sečny
bude dána výrazem:

as =
f(x2) − f(x1)

x2 − x1
=

f(x0 + ∆x) − f(x0)

x0 + ∆x − x0
=

f(x0 + ∆x) − f(x0)

∆x
(1.11)

Č́ım menš́ı č́ıslo ∆x bude, t́ım v́ıce se tato sečna bude bĺıžit tečně. Ale matematický aparát
zavedený v sekci o limitách nám umožňuje považovat ∆x za nekonečně malé. Dostáváme se
tedy k následuj́ıćı definici:

Definice 1.5.3. Derivaćı funkce f(x) v bodě x0 nazýváme směrnici jej́ı tečny v tomto
bodě. Tuto směrnici znač́ıme f ′(x0) a je dána výrazem:

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆f

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x) − f(x0)

∆x

Tuto limitu můžeme zapsat v ekvivalentńım tvaru, který odpov́ıdá rovnici (1.10):

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0

Ukažme nyńı, že derivace neńı pouze jakýsi
”
matný“ pojem, ale jedná se u některých

funkćı o věc relativně snadno spočitatelnou.

Př́ıklad 1.5.1. Určete derivaci konstantńı funkce f(x) = c v bodě x0.

Řešeńı. Již z geometrického názoru je zřejmé, že konstantńı funkce má nulový
”
sklon“.

Odvod’me to tedy z definice derivace:

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x) − f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

c − c

∆x
= 0 (1.12)
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Př́ıklad 1.5.2. Určete derivaci funkce f(x) = x2 v bodě x0 pomoćı obou limit uvedených v
definici 1.5.3.

Řešeńı. Zapǐsme nejdř́ıve prvńı limitu:

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x) − f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

(x0 + ∆x)2 − x2
0

∆x

= lim
∆x→0

x2
0 + 2x0∆x + ∆x2 − x2

0

∆x
= lim

∆x→0

2x0∆x + ∆x2

∆x

Což po vyděleńı posledńıho zlomku a aplikaci věty 1.4.3 dá:

f ′(x0) = lim
∆x→0

(2x0 + ∆x) = lim
∆x→0

2x0 + lim
∆x→0

∆x = 2x0 + 0 = 2x0

Nyńı aplikujme celý postup znovu na alternativńı definici derivace:

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0
= lim

x→x0

x2 − x2
0

x − x0
= lim

x→x0

(x + x0)(x − x0)

x − x0

= lim
x→x0

(x + x0) = x0 + x0 = 2x0

Dospěli jsme tedy ke stejnému výsledku o trochu jednodušš́ı cestou. To, jaký tvar je pro
výpočet vhodněǰśı, záviśı vždy na konkrétńım př́ıpadu.

Ćılem této publikace ovšem neńı čtenáře naučit odvozovat derivace jednotlivých funkćı,
ćılem je podat určitý obecný přehled a ukázat základńı metody. Přehled derivaćı r̊uzných fukćı
je možné nalézt ve většině matematicko-fyzikálńıch tabulek, učebnic matematické analýzy, či
středoškolských učebnic diferenciálńıho počtu. Derivace některých vybraných funkćı je možné
nalézt v tabulce 1.1.

Zadefinujme ještě tzv. derivace vyšš́ıch řád̊u:

Definice 1.5.4. Derivaćı n-tého řádu funkce f(x) názýváme funkci, která vznikne, když
n-krát zderivujeme funkci f(x). Derivaci n-tého řádu znač́ıme f (n)(x). Derivaci druhého a
třet́ıho řádu obvykle znač́ıme f ′′(x) a f ′′′(x).

Př́ıklad 1.5.3. Spočtěte třet́ı derivaci funkce f(x) = x5.

Řešeńı. Využijeme vzorce (xn)′ = nxn−1 z tabulky 1.1. Poč́ıtejme po řadě prvńı, druhou a
třet́ı derivaci. Každá daľśı derivace vznikne tak, že znovu zderivujeme funkci předchoźı:

f ′(x) = 5x4

f ′′(x) = (5x4)′ = 20x3

f ′′′(x) = (20x3)′ = 60x2

Výsledek 60x2 je námi hledaná třet́ı derivace funkce x5.

1.5.3 Rigorózńı dodatek k definici derivace

V intuitivńım zavedeńı derivace jsme derivaci nazvali
”
jakýsi proces“. Zkusme nyńı tento pojem trochu

přesněji definovat. Co vlastně derivace s funkćı provede?
”
Vezme“ jednu funkci a

”
vrát́ı“ funkci jinou.

Tento proces se však nikterak nelǐśı od procesu, kdy funkce
”
vezme“ č́ıslo a

”
vrát́ı“ č́ıslo jiné. Tedy

derivace je vlastně funkce, jej́ımž definičńım oborem však nejsou č́ısla, ale funkce. Vybudováńı přesně
té množiny funkćı, jež tvoř́ı definičńı obor derivace, zde rozeb́ırat nebudeme. Zmiňme však, že funkce,
jej́ımž definičńım oborem je nějaká množina funkćı, se obvykle nazývá operátor. Alespoň my budeme
operátor použ́ıvat v tomto smyslu:
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Funkce f(x) Derivace f ′(x) Podmı́nka

c 0
x 1
xn nxn−1 pokud je xα i xα−1 definováno
ex ex

ln(x) 1
x

x > 0
ax ax ln(a)
loga(x) 1

x ln(a) x > 0

sin(x) cos(x)
cos(x) − sin(x)
tg(x) 1

cos2(x)
x 6= π

2 + kπ, k ∈ Z

cotg(x) − 1
sin2(x)

x 6= kπ, k ∈ Z

arcsin(x) 1√
1−x2

x ∈ 〈−1, 1〉
arccos(x) − 1√

1−x2
x ∈ 〈−1, 1〉

arctg(x) 1
1+x2

arccotg(x) − 1
1+x2

Tabulka 1.1: Přehled derivaćı

Definice 1.5.5. Zobrazeńı A : F → M nazveme operátor, je-li F nějaká množina funkćı a M
libovolná jiná množina. Speciálně, je li M množina č́ısel (reálných či komplexńıch) nazýváme operátor
A funkcionál.

Operátory znač́ıme obvykle velkými ṕısmeny a vynecháváme závorky, když označujeme funkčńı
hodnotu. Např́ıklad pokud operátor A aplikovaný na funkci f vrát́ı funkci g, zaṕı̌seme to zápisem:

A(f) = Af = g

operátor derivace se obvykle znač́ı D, nebo d
dx

. To, jaký d̊uvod má druhý zp̊usob zápisu, vyplyne z
definice diferenciálu. Plat́ı tedy např. D(sin) = d(sin)/dx = cos. Operátor derivace má, jak odvod́ıme
v daľśı části, jednu d̊uležitou vlastnost. Je to tzv. lineárńı operátor, tj. plat́ı pro něj D(f + g) =
Df + Dg. Toho lze s výhodou využ́ıt při řešeńı diferenciálńıch rovnic.

Pro čtenáře, který je j́ıž obeznámen s maticovým počtem, ještě podotkněme, že, vznikne-li množina

F funkćı, na nichž derivaci zavád́ıme, jako lineárńı kombinace (tj. součet reálných násobk̊u) nějaké

konečné množiny funkćı, můžeme tuto množinu považovat za vektorový prostor, zvolit bázi a derivaci

pak v této bázi vyjádřit jako zcela obyčejnou matici. Odpověd’ na otázku, kde konč́ı algebra a zač́ıná

analýza, je tedy asi poněkud složitěǰśı, než by se mohlo zdát. . .

1.5.4 Věty o derivaćıch

Odvod’me nyńı derivaci součtu a součinu dvou funkćı:

Př́ıklad 1.5.4. Z definice derivace odvod’te derivaci funkce h(x) = f(x)+g(x), která je dána
součtem dvou funkćı f(x) a g(x).

Řešeńı. Vyjděme z definice derivace:

h′(x) = lim
x→x0

h(x) − h(x0)

x − x0
= lim

x→x0

f(x) + g(x) − f(x0) − g(x0)

x − x0
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Poosledńı zlomek jednoduše přeṕı̌seme na součet dvou zlomk̊u

h′(x0) = lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0
+ lim

x→x0

g(x) − g(x0)

x − x0
= f ′(x0) + g′(x0)

Př́ıklad 1.5.5. Z definice derivace odvod’te derivaci funkce h(x) = f(x)g(x), která je dána
součinem dvou funkćı f(x) a g(x).

Řešeńı. Vyjděme z definice derivace:

h′(x) = lim
x→x0

h(x) − h(x0)

x − x0
= lim

x→x0

f(x)g(x) − f(x0)g(x0)

x − x0

Nyńı použijeme takový malý
”
trik“. K čitateli posledńıho zlomku přičteme výraz f(x0)g(x)−

f(x0)g(x), který je nulový, tedy t́ım nemůžeme nic zkazit. Posléze vytkneme g(x) a f(x0).

h′(x0) = lim
x→x0

f(x)g(x) − f(x0)g(x) + f(x0)g(x) − f(x0)g(x0)

x − x0
=

= lim
x→x0

f(x)g(x) − f(x0)g(x)

x − x0
+ lim

x→x0

f(x0)g(x) − f(x0)g(x0)

x − x0

= lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0
g(x) + lim

x→x0

f(x0)
g(x) − g(x0)

x − x0

= f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0)

Derivaci pod́ılu zde odvozovat nebudeme, čtenář si ji může obdobnými postupy zkusit
odvodit sám. Shrňme źıskané výsledky o derivaćıch do následuj́ıćı věty:

Věta 1.5.1. Pokud maj́ı funkce f(x) a g(x) derivaci v př́ıslušných bodech, pak pro ně plat́ı
následuj́ıćı vzorce:

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x) (1.13)

(f(x) − g(x))′ = f ′(x) − g′(x) (1.14)

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) (1.15)
(

f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

(g(x))2
(1.16)

Speciálně, pokud je g(x) = c konstantńı funkce, dostaneme ze vzorce pro derivaci součinu
(jelikož derivace konstanty je nula):

(c · f(x))′ = c · f ′(x) (1.17)

Demonstrujme tyto věty na několika př́ıkladech:

Př́ıklad 1.5.6. Spočtěte defivaci funkce h(x) = sin(x) cos(x)

Řešeńı. Vyjdeme ze vzorce (1.15), kam dosad́ıme f(x) = sin(x), g(x) = cos(x). Podle tabulky
1.5.2 je f ′(x) = cos(x), g′(x) = − sin(x) a tedy:

h′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) = cos(x) cos(x) − sin(x) sin(x) = cos(2x)

V posledńım kroku jsme pouze použili známou goniometrickou identitu.
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Př́ıklad 1.5.7. Spočtěte defivaci funkce tg(x) = sin(x)
cos(x)

Řešeńı. Pod́ıváme-li se do tabulky 1.5.2, zjist́ıme, že tg(x) se v ńı nacháźı. Mohli bychom
tedy ř́ıci, že jsme s praćı hotovi, ale nevzdávejme se tak snadno a spočtěme tuto derivaci
podle vzorce (1.16):

(tg(x))′ =
(sin(x))′ cos(x) − sin(x)(cos(x))′

cos2(x)
=

cos(x) cos(x) + sin(x) sin(x)

cos2(x)
=

1

cos2(x)

Zde jsme pouze použili vztah sin2(x) + cos2(x) = 1. Jak vid́ıme, náš výsledek se shoduje s
výsledkem v tabulce.

K tomu, abychom dokázali zderivovat prakticky jakoukoliv funkci nám chyb́ı ještě jeden
podstatný vzorec. Je to derivace složené funkce h(x) = f(g(x)). Zkusme nyńı z definice
derivace odvodit derivaci složené funkce:

h′(x) = (f(g(x)))′ = lim
x→x0

f(g(x)) − f(g(x0))

x − x0
(1.18)

Nyńı použijeme podobný trik jako při odvozováńı derivace součinu. Nebudeme však přič́ıtat
výraz s hodnotou nula, ale vynásob́ıme celý zlomek výrazem (g(x) − g(x0))/(g(x) − g(x0)),
který má hodnotu 1:

h′(x) = lim
x→x0

f(g(x)) − f(g(x0))

x − x0
· g(x) − g(x0)

g(x) − g(x0)
= lim

x→x0

f(g(x)) − f(g(x0))

g(x) − (x0)
· g(x) − g(x0)

x − x0

Použijeme-li substituci y = g(x), y0 = g(x0), pak, pokud je g(x) spojitá funkce, plat́ı pro
x → x0 také g(x) → g(x0) a tedy y → y0. Rozeṕı̌seme-li předchoźı výraz na dvě limity,
źıskáme:

h′(x) = lim
y→y0

f(y) − f(y0)

y − y0
· lim

x→x0

g(x) − g(x0)

x − x0
= lim

x→x0

= f ′(y0) · g′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0)

Zde jsme pouze využili toho, že prvńı limita přesně odpov́ıdá definici derivace (pouze s
přeznačeńım y za x a y0 za x0) a poté jsme za y0 dosadili y0 = g(x0). Shrňme tento výsledek
do věty:

Věta 1.5.2 (Derivace složené funkce). Necht’ g(x) má derivaci v bodě x a f(x) má derivaci
v bodě g(x). Pak složená funkce f(g(x)) má derivaci v bodě x a jej́ı hodnota je:

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x) (1.19)

Ukažme si zase pár př́ıklad̊u, které toto pravidlo osvětĺı.

Př́ıklad 1.5.8. Spočtěte derivaci funkce h(x) = sin(x2)

Řešeńı. Použijeme vzorce (1.19), kam dosad́ıme f(x) = sin(x), g(x) = x2. Zapǐsme tedy
postup:

(sin(x2))′ = sin′(x2) · (x2)′ = cos(x2) · 2x

Př́ıklad 1.5.9. Dokažte pomoćı vzorce (1.19), že (x4)′ = 4x3, v́ıte-li, že (x2)′ = 2x.
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Řešeńı. Předně si povšimněme, že označ́ıme-li f(x) = x2, pak x4 = f(f(x)), tedy stač́ı použ́ıt
vzorec (1.19), kde dosad́ıme g(x) = f(x). Plat́ı f ′(x) = 2x, a tedy:

(x4)′ = ((x2)2)′ = (f(f(x)))′ = f ′(f(x))f ′(x) = 2x2 · 2x = 4x3

Zkusme nyńı jeden
”
obecněǰśı“ př́ıklad:

Př́ıklad 1.5.10. Odvod’te vzorec pro derivaci složeńı tř́ı funkćı, tj. vzorec pro defivaci funkce
f(g(h(x))).

Řešeńı. Samozřejmě, že by bylo možné tento vzorec odvodit limitou stejně, jako jsme odvodili
vzorec pro derivaci složeńı dvou funkćı. To však provádět nebudeme, mı́sto toho zase pouze
aplikujeme vzorec (1.19). Označme G(x) = g(h(x)). Pak se nám problém zredukuje na derivaci
funkce f(G(x)), kterou již známe, je to

(f(G(x)))′ = f ′(G(x)) · G′(x)

Derivaci G(x) ovšem také známe, je to totiž podle stejné věty G′(x) = (g(h(x)))′ = g′(h(x)) ·
h(x), což po dosazeńı dá:

(f(G(x)))′ = f ′(g(h(x))) · g′(h(x)) · h(x)

Uved’me ještě jednu větu, kterou je d́ıky zp̊usobu jej́ıho odvozeńı poměrně snadné si
zapamatovat. Odvod’me derivaci funkce f−1(x), která je inverzńı (viz definice 1.3.7) k funkci
f(x) (upozorňujeme, že horńı index −1 neńı exponent, neprob́ıhá tedy žádné děleńı). Vyjdeme
z toho, že pro každé x ∈ Df plat́ı:

f(f−1(x)) = x (1.20)

Jsou-li si rovny funkce na obou dvou stranách rovnosti (1.20), muśı si být logicky rovny i
jejich derivace. Zderivujme tedy obě strany této rovnosti podle věty o derivaci složené funkce:

(f(f−1(x)))′ = f ′(f−1(x)) · (f−1(x))′ = (x)′ = 1 (1.21)

Z rovnice (1.21) pak již snadno vyjádř́ıme (f−1(x))′.

Věta 1.5.3 (Derivace inverzńı funkce). Má-li funkce f(x) inverzńı funkci f−1(x), pak v bo-
dech, kde f ′ 6= 0, plat́ı:

(f−1(x))′ =
1

f ′(f−1(x))

Demonstrujme tuto větu na př́ıkladech:

Př́ıklad 1.5.11. Spočtěte derivaci funkce f−1(x) =
√

x jakožto funkce inverzńı k funkci
f(x) = x2.

Řešeńı. Vyjdeme z věty 1.5.3. Vı́me, že f ′(x) = 2x, a tedy:

(
√

x)′ = (f−1(x))′ =
1

f ′(f−1(x))
=

1

2
√

x

Vyjdeme-li ze vzorce (xn)′ = nxn−1, kde za n dosad́ıme 1
2 , źıskáme výsledek:

(
√

x)′ = (x
1

2 )′ =
1

2
· x− 1

2 =
1

2
√

x

Výsledky źıskané oběma zp̊usoby se tedy shoduj́ı.
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Př́ıklad 1.5.12. Spočtěte derivaci funkce f−1(x) = arcsinx jakožto funkce inverzńı k funkci
f(x) = sin(x).

Řešeńı. Opět vyjdeme z věty 1.5.3. Vı́me, že f ′(x) = cos(x), a tedy:

(arcsin(x))′ = (f−1(x))′ =
1

f ′(f−1(x))
=

1

cos(arcsin(x))

Posledńı výraz nevypadá zrovna moc př́ıvětivě, můžeme ho však ještě poměrně jednoduše
upravit. Vyjdeme ze vztahu sin2(x) + cos2(x) = 1, tedy cos(x) =

√

1 − sin2(x). Po dosazeńı
do předchoźıho vzorce źıskáme výsledek:

1

cos(arcsin(x))
=

1
√

1 − sin2(arcsin(x))
=

1√
1 − x2

Tento výraz odpov́ıdá zápisu v tabulce 1.1.

1.6 Diferenciál

V této části se pokuśıme vysvětlit, co je to tzv. diferenciál. Hlubš́ı vysvětleńı tohoto pojmu
se na středńı škole většinou poněkud zanedbává a studenti o něm maj́ı poněkud matnou
představu. Háček je ovšem v tom, že tento pojem vńımaj́ı r̊uzně i sami matematici a fyzici.
Znač́ı ho však (skoro) všichni stejně – diferenciál funkce f znač́ıme df . Fyzici se na diferenciál
většinou d́ıvaj́ı jako na nekonečně malou změnu toho, čeho je to diferenciál, takže např. při
zápisu derivace je možné vynechat symbol limity, protože dx už samo o sobě představuje
změnu nekonečně malou:

f ′ = lim
∆x→0

∆f

∆x
=

df

dx
Derivaci můžeme zapsat např́ıklad také takto:

f ′(x) =
f(x + dx) − f(x)

dx

Vezmeme-li tedy za definici diferenciálu df , že je to to samé jako ∆f , pouze explicitně
předpokládáme, že hodnota se limitně bĺıž́ı nule, pak jsme hotovi, řekli jsme k tomu vše
potřebné. Poznamenejme ještě, že zápis:

db

da

znač́ı derivaci b podle a, nehledě na to, co je a a co je b. Pomoćı tohoto zápisu můžeme také
snadno

”
odvodit“ derivaci složené funkce F (x) = f(g(x)):

F ′(x) =
dF

dx
=

dF

dg
· dg

dx
=

d(f(g))

dg
· dg

dx
= f ′(g(x)) · g′(x)

Poznámka. Pomoćı
”
déček“ je možné zapsat i derivace vyšš́ıch řád̊u. Přirozeně můžeme dife-

renciál zapsat několikrát za sebou:

f (n)(x) =
d

dx

d

dx
· · · d

dx
f(x)

Tento zápis je však nepohodlný, a proto je použ́ıván zápis jiný, který sice nemá nic společného
s p̊uvodńım významem pojmu diferenciál, je však kratš́ı a přehledněǰśı:

f (n)(x) =
dnf

dxn
(x)
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1.6.1 Rigorózńı dodatek k definici diferenciálu

Zv́ıdavý člověk však s předchoźı definićı diferenciálu nemůže být spokojen. Nezavád́ı totiž žádný ma-
tematický základ pro to, co to onen diferenciál ve skutečnosti je, jaká jsou pravidla pro poč́ıtáńı s ńım
apod. Diferenciál však můžeme zavést také poněkud jinak. Následuj́ıćı definice je inspirována definićı v
[KI, str. 100], kde je možné naj́ıt i přesné definice a d̊ukazy, které jsou zde podávany pouze intuitivně.

Definice 1.6.1. Diferenciál funkce f je taková funkce dvou proměnných x a ∆x (označme ji
df(x,∆x)), pro kterou plat́ı, že je v bodě x nejlepš́ım lineárńım přibĺıžeńım př́ır̊ustku funkce při
posunu o malou vzdálenost ∆x

Jinými slovy požadujeme, aby při nekonečně malém posunut́ı ∆x dal difereciál funkce v bodě x
přesné nekonečně malé posunut́ı ∆f , o kolik se funkce změńı. Tj. známe-li hodnotu funkce f v bodě
x0, a chceme vědět, o kolik se přibližně změńı hodnota funkce f , posuneme li se do bodu, x0 +∆x, pro
nějaké velmi malé ∆x, jednoduše tyto dvě hodnoty dosad́ıme do výše definovaného diferenciálu. Neńı
těžké nahlédnout, že lineárńı r̊ust funkce vyjadřuje jej́ı derivace, a tedy diferenciál můžeme zapsat
jako:

df(x,∆x) = f ′(x) · ∆x

Demonstrujme to na př́ıkladu funkce f(x) = x2. Pro jej́ı diferenciál pak plat́ı:

df(x,∆x) = 2x · ∆x

dosad’me např. x = 2, ∆x = 0,1. Pak snadným dosazeńım urč́ıme, že je:

df(2, 0,1) = 4 · 0,1 = 0,4

Spočtěme nyńı, o kolik se lǐśı hodnoty funkce f v bodech 2 a 2,1:

f(2,1) − f(2) = 4,41 − 4 = 0,41

Jak vid́ıme, diferenciál nám prakticky přesně řekl, o kolik se funkce v těchto dvou bodech lǐśı. Č́ım
menš́ı je ∆x, t́ım přesněǰśı je výsledek. Jak takto zavedený diferenciál souviśı s derivaćı? Pro diferenciál
funkce g(x) = x plat́ı zjevně

dg(x,∆x) = 1 · ∆x = ∆x

Většinou mı́sto dg zapisujeme dx. Když nyńı dosad́ıme do pod́ılu

df(x,∆x)

dx(x,∆x)
=

f ′(x)∆x

∆x
= f ′(x)

zjist́ıme, že pod́ıl takto definovaných diferenciál̊u je roven derivaci funkce f .

1.6.2 Rigorózńı dodatek k rigorózńımu dodatku

Předchoźı rigorózńı dodatek dává určitý vhled do toho, že diferenciál je skutečně matematicky pod-
chytitelnou veličinou. V době, kdy tento pojem zaváděl Leibniz, chápal zápis dx jako nekonečně malé
č́ıslo, což ovšem z hlediska běžného zavedeńı reálných č́ısel nedává smysl (žádná nekonečně malá č́ısla
neexistuj́ı). Teprve v 60. letech dvacátého stolet́ı objevil Abraham Robinson zp̊usob, který umožňuje
zkonstruovat rozš́ı̌reńı reálných č́ısel, ve kterém existuj́ı nekonečně malé i nekonečně velké veličiny.
Na základě tohoto př́ıstupu je poté možné vybudovat zcela matematicky rigorózńı teorii, které se
dnes ř́ıká nestandardńı analýza (non-standard analysis). Ukazuje se, že tato analýza je přinejmenš́ım
stejně silná jako klasická matematická analýza, tedy že jakýkoliv

”
klasický“ problém lze řešit i

”
ne-

standardně“. Jsou ovšem i jisté ind́ıcie, že by nestandardńı analýza mohla být i řešeńım mnohých
problémů moderńı matematiky, předevš́ım existence tzv. neměřitelných množin (v klasické analýze je
možné2 např́ıklad rozdělit kouli v prostoru na několik disjunktńıch množin, ty poté pouze posunovat a

2pokud přijmeme tzv. axiom výběru
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otáčet a výsledkem tohoto procesu budou dvě koule vedle sebe stejně velké jako p̊uvodńı koule3 – to je
ovšem možné jen d́ıky existenci onich neměřitelných množin, tedy množin, u kterých nejsme schopni
změřit jejich objem).

Pojem diferenciálu je ovšem i v
”
klasické“ moderńı analýze mnohem obecněǰśı, než jak byl prezen-

tován v předchoźım rigorózńım dodatku. Je možné jej zavést i pro funkce v́ıce proměnných. Mějme
nějakou funkci dvou proměnných f : R2 → R. Když odhlédneme od možného vnořeńı této funkce
do prostoru, můžeme si definičńı obor a obor hodnot představit jako nezávislé jedno a dvourozměrné
prostory. Diferencál f v bodě (x, y) pak bude funkce, která povede z

”
tečného prostoru“ k R2 v daném

bodě do tečného prostoru k R v bodě f(x, y). Jelikož ale prostory Rn jsou
”
rovné“, je tečný prostor

k nim opět př́ıslušný vhodně rozměrný prostor, v našem př́ıpadě tedy R2 a R. Diferenciál pak bude
funkce, která

”
sežere“ vektor z R2 a vrát́ı hodnotu, o kolik přibližně funkce f ve směru tohoto vektoru

povyroste či klesne.
I tento koncept se ovšem dá dále zobecnit. Př́ıslušná funkce nemuśı vést do R, ale může vést do

v́ıcerozměrného prostoru. Diferenciál dané funkce pak bude dostávat vektor a vrát́ı také vektor, což
ale neńı překvapuj́ıćı – když udává změnu vektorové funkce, muśı vracet vektor. A konečně – zr̊udnost
ve formě tečných prostor̊u v minulém odstavci byla zmı́něna proto, že diferenciál je možné zavést i pro
funkce, které vedou mezi

”
křivými“ prostory. Pak operuje na vektorech právě v tečných prostorech v

daných bodech.
Souvislost pojmu diferenciálu a teorie integrováńı se zavád́ı přes tzv. diferenciálńı formy. Ty pro

diferenciály buduj́ı př́ıvětivou algebru, která s nimi umožňuje dělat zázračné věci – třeba poč́ıtat povrch
koule, nebo i něco zaj́ımavěǰśıho.

Posledńıch několik odstavc̊u, prośım, berte jako pouhou ochutnávku toho, co existuje. Roz-
hodně se nedá předpokládat, že byste zhuštěným pojmům, které jsem zde vychrlil, jen po přečteńı
této kapitolky porozuměli. Doufám však, že vás bude motivovat k tomu, abyste neustrnuli u

”
jed-

noduchých“,
”
středoškolských“ pojmů, které jsou vykládány v tomto textu, ale abyste se ponořili do

neuvěřitelně bohatého světa skutečné matematiky.

1.7 Derivace vektor̊u

V předchoźı kapitole jsme se zaměřili pouze na derivace
”
běžných“ funkćı. Ve fyzice se však

daleko častěji setkáváme s vektorovými veličinami (jako je např. poloha bodu, rychlost, zrych-
leńı, śıla, hybnost...), které se v některých jednoduchých př́ıpadech daj́ı nahradit pouze jed-
nou souřadnićı (funkćı jedné proměnné), např. při svislém vrhu, volném pádu, př́ımočarém
pohybu atd. Pokud však z̊ustaneme v kartézském systému souřadnic (tj. máme dvě nebo tři
souřadnicové osy, jež jsou navzájem kolmé), je zavedeńı derivaćı vektor̊u stejně jednoduché
jako zavedeńı derivace funkce jedné proměnné. Vektor v trojrozměrném prostoru totiž repre-
zentujeme trojićı č́ısel r = (x, y, z). Chceme-li, aby daný vektor nebyl konstantńı, ale byla to
funkce nějakého parametru t (ve fyzikálńıch aplikaćıch se jedná většinou o čas), pak pouze ze
tř́ı složek vektoru uděláme funkce parametru t, tj. r(t) = (x(t), y(t), z(t)). Derivaci vektoru r

pak zavád́ıme zcela analogicky, jako derivaci funkce jedné proměnné:

Definice 1.7.1. Derivaćı vektorové funkce (vektoru) r nazýváme vektor:

r′(t) =
dr

dt
= lim

h→0

r(t + h) − r(t)

h

Poznámka. Pokud derivujeme podle proměnné t, bývá v literatuře zvykem psát mı́sto r′, kde
je derivace označena čárkou, ṙ, kde derivace je značena tečkou nad vektorem.

3tzv. Banach-Tarského paradox
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Uvědomı́me-li si, že pro dva vektory a = (x1, y1, z1) a b = (x2, y2, z2) plat́ı:

a − b = (x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2)

můžeme snadno derivaci vektoru převést na tento tvar:

ṙ(t) = lim
h→0

r(t + h) − r(t)

h
= lim

h→0

(
x(t + h) − x(t)

h
,
y(t + h) − y(t)

h
,
z(t + h) − z(t)

h

)

= (ẋ(t), ẏ(t), ż(t))

Tedy stač́ı, derivujeme-li funkce x(t), y(t) a z(t) jako běžné funkce jedné proměnné, což je
ale věc, kterou jsme řešili celou kapitolu 1.5. Vektory se tedy dervuj́ı

”
po složkách“. De-

finujme nyńı skalárńı a vektorový součin vektor̊u, definićı se nebudeme zabývat hlouběji,
předpokládáme že čtenář je s těmito pojmy již obeznámen, a jejich podrobněǰśı znalost ne-
bude nikde v následuj́ıćım výkladu potřeba:

Definice 1.7.2. Skalárńım součinem vekt̊u u = (u1, u2, u3) a v = (v1, v2, v3) nazýváme č́ıslo:

u · v = u1v1 + u2v2 + u3v3

Př́ıklad 1.7.1. Pro vektory u = (5, 3,−2) a v = (2,−1, 6) plat́ı:

u · v = 5 · 2 + 3 · (−1) + (−2) · 6 = −5

Věta 1.7.1. Pro velikost skalárńıho součinu plat́ı:

|u · v| = |u||v| cos(α)

kde α je velikost úhlu, který vektory sv́ıraj́ı.

Poznámka. Z předchoźı věty mimo jiné plyne, že, jsou-li na sebe vektory u a v kolmé, je jejich
skalárńı součin roven nule.

Definice 1.7.3. Vektorovým součinem vektor̊u u = (u1, u2, u3) a v = (v1, v2, v3) nazýváme
vektor4:

u × v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1)

Př́ıklad 1.7.2. Pro vektory u = (5, 3,−2) a v = (2,−1, 6) plat́ı:

u × v = (3 · 6 − (−2) · (−1), (−2) · 2 − 5 · 6, 5 · (−1) − 3 · 2) = (16,−34,−11)

Věta 1.7.2. Pro vektor w = u × v plat́ı, že že w je kolmý na oba vektory u a v (což lze
ověřit z definice tak, že tento vektor skalárně vynásob́ıme vektory u a v) a pro jeho velikost
plat́ı:

|u × v| = |u||v| sin(α)

kde α je velikost úhlu, který vektory sv́ıraj́ı.

4Ve skutečnosti se nejedná o vektor, ale o tzv. axiálńı vektor, neboli nepravý vektor. Tento vektor se
netransformuje jako vektor při zrcadleńı souřadnicových os. Hlubš́ı výklad této problematiky je však již nad
rámec této publikace
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Zkuśıme-li vektory u · v a u × v derivovat po složkách dojdeme k následuj́ıćımu zjǐstěńı,
které nám práci s derivacemi vektor̊u velmi usnadńı:

Věta 1.7.3. Pro derivace součin̊u vektor̊u u · v a u × v plat́ı:

(u · v)′ = u′ · v + u · v′

(u × v)′ = u′ × v + u × v′

Jak vid́ıme, derivace skalárńıho a vektorového součinu je zcela analogická s derivaćı běžné
funkce.

1.7.1 Rigorózńı dodatek k derivaćım vektor̊u

V předchoźım odstavci jsme jednoduše řekli, že derivaci vektoru r(t) = (x(t), y(t), z(t)) můžeme převést
na tvar ṙ = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t)), tedy, že je zřejmé, že vektory derivujeme po složkách. To, proč to tak je,
má ovšem hlubš́ı d̊uvod. Vysvětleme si to na př́ıkladu vektoru o dvou složkách. Definice 1.4.4 zavád́ı
pojem okoĺı, jenž nám umožňuje pojem derivace zobecnit i do v́ıcerozměrného prostoru. Zformulujme
pojem limity pro vektory v R2:

lim
t→t0

a(t) = b ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : t ∈ U∗

δ (t0) ⇒ a(t) ∈ Uε(b)

Přeformulujeme-li to pomoćı explicitńıho vyjádřeńı pojmu okoĺı, źıskáme:

lim
t→t0

a(t) = b ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < |t − t0| < δ ⇒ |a(t) − b| < ε

Pokud označ́ıme a(t) = (x(t), y(t)) a b = (x0, y0), můžeme tento výraz dále upravit na:

lim
t→t0

a(t) = b ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < |t − t0| < δ ⇒
√

(x(t) − x0)2 + (y(t) − y0)2 < ε

Můžeme vypozorovat (či i později dokázat z toho, až si ukážeme, že odmocnina je tzv. konkávńı), že
plat́ı

√
m + n ≤ √

m +
√

h pro nezáporná reálná č́ısla m a n, tedy plat́ı:
√

(x(t) − x0)2 + (y(t) − y0)2 ≤
√

(x(t) − x0)2 +
√

(y(t) − y0)2 = |x(t) − x0| + |y(t) − y0|
Pokud tedy ke každému ε/2 najdeme δ takové, že |x(t) − x0| < ε/2 a |y(t) − y0| < ε/2, bude to
znamenat, že:

√

(x(t) − x0)2 + (y(t) − y0)2 ≤ |x(t) − x0| + |y(t) − y0| <
ε

2
+

ε

2
= ε

To ale znamená, že:
∀ε′ > 0 ∃δ > 0 : 0 < |t − t0| < δ ⇒ |x(t) − x0| < ε′

kde jsme označili ε′ = ε/2. To ovšem znamená, že:

lim
t→t0

x(t) = x0

a totéž plat́ı i pro y-ovou složku.
Zjistili jsme tedy, že, pokud nalezneme limity jednotlivých složek, nalezneme i limitu celého vek-

toru.

1.8 Vyšetřováńı pr̊uběhu funkce

Zat́ım jsme se naučili derivace poč́ıtat, nenaučili jsme se je však k ničemu praktickému využ́ıt.
Bohužel však nezbývá než konstatovat, že to, co se nauč́ıme v této kapitole, taktéž nebude mı́t
nějaký velký praktický př́ınos, p̊ujde sṕı̌se o to poznat, k čemu se derivace daj́ı využ́ıvat i jen
z čistě matematického hlediska, bez ohledu na jejich fyzikálńı, ekonomické, či jiné aplikace. O
aplikaćıch ve fyzice pak pojednává kapitola 1.12.
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1.8.1 Nalezeńı extrému funkce

V této části si poṕı̌seme, jak zjistit, kde funkce nabývá své
”
extrémńı“, tj. maximálńı nebo

minimálńı hodnoty. Zadefinujme nyńı pojmy, které k tomu budeme potřebovat:

Definice 1.8.1. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 globálńı maximum (resp. minimum),
je-li f(x) ≤ f(x0) (resp. f(x) ≥ f(x0)) pro každé x ∈ Df .

Definice 1.8.2. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 lokálńı maximum (resp. minimum),
je-li f(x) < f(x0) (resp. f(x) > f(x0)) pro x ∈ (x0 − d, x0 + d) \ {x0}, kde d > 0 je nějaké
kladné č́ıslo. Použijeme-li pojmu okoĺı (viz definice 1.4.4), znamená to, že je f(x) < f(x0)
(resp. f(x) > f(x0)) pro x ∈ U∗

d (x0)

Předchoźı definice byly poněkud abstraktńı, zkusme si je trochu osvětlit. Definice 1.8.1
ř́ıká, že x0 je bod, v němž má funkce největš́ı (resp. nejmenš́ı) hodnotu ze zvého definičńıho
oboru. Např́ıklad parabola f(x) = x2 nabývá zjevně své nejmenš́ı hodnoty pro x = 0, kde
je f(0) = 0, jelikož všude jinde je hodnota funkce větš́ı než 0. Bod x = 0 je tedy globálńım
minimem této funkce (viz obrázek 1.3a).
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Obrázek 1.3: Funkce x2 a cos(x)

Naproti tomu definice 1.8.2 ř́ıká, že hodnota f(x0) muśı být největš́ı (nejmenš́ı) jen v
nějakém malém okoĺı okoĺı bodu x0, v̊ubec nic neř́ıká o celé funkci, funkce může mı́t ve větš́ı
vzdálenosti od bodu x0 absolutně libovolné vlastnosti. Jinými slovy, lokálńı extrém má funkce
v bodě, kde tvoř́ı

”
kopeček“ nebo

”
proláklinu“. Např. funkce cos(x) má lokálńı extrém pro

každé x = kπ - viz obrázek 1.3b.

Poznámka. Definice 1.8.1 požaduje, aby hodnota funkce v bodě x0 byla přinejmenš́ım tak
velká (resp. malá), jako v celém definičńım oboru funkce. Globálńıch extrémů tedy může
být nekonečně mnoho, muśı mı́t však ve všech bodech stejnou hodnotu. Př́ıkladem je funkce
cos(x), jej́ıž lokálńı extrémy splývaj́ı s globálńımi.

Odvod’me nyńı poměrně zřejmé podmı́nky pro lokálńı extrém. Má-li být v bodě x0 kopeček
nebo proláklina, nesmı́ v daném budě funkce ani r̊ust, ani klesat. To znamená, že tam muśı
být nulová derivace, neboli nulový sklon tečny v tomto bodě (viz obrázek 1.4a).

Tento výsledek vyjadřuje následuj́ıćı
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-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

(a)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

(b)

Obrázek 1.4: Body s nulovou derivaćı

Definice 1.8.3. Stacionárńım bodem, neboli bodem podezřelým z extrému funkce
f(x) nazveme bod x0, pokud plat́ı f ′(x0) = 0

Je nutné si uvědomit, že to, že je v daném bodě nulová derivace, ještě neznamená, že se v
něm nacháźı lokálńı extrém. Na obrázku 1.4b je zobrazena část grafu funkce x3. Tato funkce
má v bodě 0 nulovou derivaci, lokálńı extrém se zde však nenacháźı. Obecná věta vyjadřuj́ıćı,
zda se v bodě x0 nacháźı lokálńı extrém, je následuj́ıćı:

Věta 1.8.1. Funkce f(x) má v bodě x0 lokálńı extrém, pokud je x0 jej́ı stacionárńı bod (tj.
je f ′(x0) = 0) a pokud plat́ı f ′(x0) = f ′′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0, kde n je
sudé č́ıslo. Pak plat́ı, že:

f (n)(x0) > 0 ⇒ x0 je bodem lokálńıho minima

f (n)(x0) < 0 ⇒ x0 je bodem lokálńıho maxima

Pokud je n liché, pak bod x0 neńı bodem lokálńıho extrému.

Je nutné přiznat, že předchoźı věta je již od pohledu poněkud
”
ošklivá“ a, co je horš́ı,

pro praktické výpočty téměř nepoužitelná. Má smysl ji použ́ıt ve chv́ıli, kdy je nenulová hned
druhá derivace. Pak stač́ı zjistit znaménko druhé derivace, a je-li f ′′(x0) kladné, je x0 bodem
lokálńıho minima, je-li záporné, je x0 bodem lokálńıho maxima. Proč toto plat́ı, se ozřejmı́
po zavedeńı definice konkávńı a konvexńı funkce. Pokud bychom měli poč́ıtat vyšš́ı derivace,
je jednodušš́ı dosadit hodnoty bĺızké hodnotě x0 a z toho určit, zda se jedná o extrém a o
jaký typ extrému se jedná. Demostrujme to na několika př́ıkladech:

Př́ıklad 1.8.1. Určete stacionárńı body funkce f(x) = x3 +x2−x+2 a rozhodněte, zda jsou
to body lokálńıch extrémů. Pokud ano, rozhodněte, zda se jedná o minimum, nebo maximum.

Řešeńı. Spočtěme derivaci funkce f . Plat́ı:

f ′(x) = 3x2 + 2x − 1

Stacionárńı body źıskáme řešeńım rovnice f ′(x) = 0. To je však jednoduchá kvadratická
rovnice, jej́ıž kořeny snadno spoč́ıtáme. Řešeńım rovnice je x ∈ {−1, 1

3}. Spočtěme druhou
derivaci funkce.

f ′′(x) = 6x + 2
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Pro kořen x = −1 dostáváme f ′′(−1) = −4 < 0, jde tedy o bod lokálńıho maxima, pro
kořen x = 1

3 dostáváme f ′′(1
3) = 4 > 0, jde tedy o bod lokálńıho minima. Kdybychom

chtěli určit, zda jde o lokálńı maximum či minimum dosazeńım bĺızkých hodnot, můžeme
dosadit např. hodnoty −1,1, −1 a −0,9 do funkce f(x). Plat́ı: f(−1,1) = 2,979, f(−1) = 3 a
f(−0,9) = 2,981. Funkce tedy v daném bodě muśı tvořit

”
kopeček“, jde tedy o bod lokálńıho

maxima. Pro bod 1
3 by byl postup analogický.

1.8.2 Konvexńı a konkávńı funkce

Snad ze zvyku, snad pro úplnost výkladu zaved’me definici tzv. konkávnosti a konvexnosti.
Tyto pojmy nebudeme nikde v daľśım výkladu použ́ıvat, paťŕı však k základńım charakteris-
tikám pr̊uběhu funkce.

Definice 1.8.4. Funkci f nazveme v bodě x0 konvexńı, pokud lež́ı graf funkce v okoĺı bodu
x0 ”

nad“ tečnou ke grafu funkce f v bodě x0.

Definice 1.8.5. Funkci f nazveme v bodě x0 konkávńı, pokud lež́ı graf funkce v okoĺı bodu
x0 ”

pod“ tečnou ke grafu funkce f v bodě x0.

Př́ıkladem konvexńı funkce (ve všech bodech definičńıho oboru) je funkce na obrázku
1.3a, př́ıkladem funkce konkávńı v bodě, kde je zakreslena tečna, je funkce na obrázku 1.4a.
Konvexńı funkce tedy tvoř́ı v daném bodě jakési

”
údoĺı“, konkávńı funkce tvoř́ı

”
kopeček“.

Poznámka. Dobrou mnemotechnickou pomůckou pro zapamatováńı si, který pojem patř́ı ke
kterému typu funkce je toto: KonVexńı - V tvoř́ı proláklinu, KonkÁvńı - Á tvoř́ı kopeček.

Uved’me nyńı kritéria, která nám umožńı rozhodnout, zda je funkce v daném bodě kon-
vexńı nebo konkávńı:

Věta 1.8.2. Pokud je f ′′(x0) > 0, funkce f(x) je v bodě x0 konvexńı.

Věta 1.8.3. Pokud je f ′′(x0) < 0, funkce f(x) je v bodě x0 konkávńı.

Zamysĺıme-li se nad problémem hlouběji, zjist́ıme, že tato kritéria jsou naprosto zjevná.
Aby funkce v danám bodě tvořila

”
kopeček“, muśı jej́ı sklon postupně klesat. Pokud je sklon

kladný a postupně klesá, dojdeme do fáze, kde je sklon nulový (maximum, vrchol kopečku),
pokut pokračujeme, vytvoř́ıme celý konkávńı kopeček (tečna kopečku lež́ı nad kopečkem).
Pokud se sklon naopak zvětšuje, funkce muśı evidentně tvořit

”
údoĺı“.

Předchoźı věty nám však nic neř́ıkaj́ı o situaci, kdy je druhá derivace v bodě x0 nulová.
Zaved’me následuj́ıćı definici:

Definice 1.8.6. Bod x0 nazýváme inflexńım bodem funkce f(x), pokud tato funkce v bodě
x0 přecháźı z konvexńı do konkávńı (resp. z konkávńı do konvexńı). Je to tedy bod, ve kterém
tečna ke grafu funkce f(x) tuto funkci prot́ıná, nedotýká se j́ı z

”
vněǰsku“.

Uved’me nyńı větu podobného typu, jako je věta 1.8.1:

Věta 1.8.4. Pokud je f ′′(x0) = 0) a pokud plat́ı f ′(x0) = f ′′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0,
f (n)(x0) 6= 0, kde n je liché č́ıslo, pak je x0 inflexńım bodem dané funkce a plat́ı:

f (n)(x0) > 0 ⇒ x0 je bodem přechodu z polohy konkávńı do polohy konvexńı

f (n)(x0) < 0 ⇒ x0 je bodem přechodu z polohy konvexńı do polohy konkávńı

Pokud je n sudé, pak bod x0 neńı inflexńım bodem a funkce f(x) je v tomto bodě bud’ konvexńı
nebo konkávńı.
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Poznámka. Nepoužit́ı čárky před
”
nebo“ v předchoźı větě neńı gramatickou chybou - existuj́ı

totiž i funkce, které jsou zároveň konvexńı a zároveň konkávńı. Takovouto funkćı je funkce
lineárńı či konstantńı.

Praktické využit́ı má předchoźı věta snad jen v př́ıpadě, že n = 3 a tedy f ′′′(x0) 6= 0.
Zjǐst’ováńı vyšš́ıch derivaćı se zpravidla nepouž́ıvá, sṕı̌se se zjǐst’uje chováńı funkce f v okoĺı
bodu x0.

Př́ıklad 1.8.2. Určete
”
největš́ı“ možnou množinu K ⊆ R, na které je funkce f(x) = sin(x)

konkávńı. Jinými slovy, nalezněte množinu všech bod̊u x0 ∈ R, ve kterých je funkce sin(x)
konkávńı.

Řešeńı. Nalezněme nejdř́ıve množinu všech inflexńıch bod̊u. Vyřešme rovnici:

f ′′(x0) = − sin(x0) = 0

Řešeńım této rovnice je evidentně x0 ∈ {kπ; k ∈ Z}. To, že všechny tyto body jsou body
inflexńımi, jednoduše ověř́ıme pomoćı věty 1.8.4. Plat́ı:

f ′′′(x0) = − cos(x0) = − cos(kπ) = ±1 6= 0

Tedy všechny nalezené body x0 jsou skutečně body inflexńımi. Reálnou osu tedy můžeme
rozdělit na intervaly ve tvaru (2kπ, (2k + 1)π) a ((2k − 1)π, 2kπ). Jelikož v inflexńım bodě
přecháźı funkce z konkávńı do konvexńı a naopak, muśı být skutečně na jedné

”
sadě“ interval̊u

konkávńı, na druhé konvexńı. Zbývá pouze určit, která sada je která. Neńı těžké to určit,
uvědomı́me-li si, jak graf funkce sin(x) vypadá. Zkusme to však trochu

”
rigorózněji“. V prvńı

sadě interval̊u zvolme hodnotu (2k + 1/2)π, v druhé sadě hodnotu (2k − 1/2)π. Plat́ı:

f ′′((2k + 1/2)π) = − sin((2k + 1/2)π) = − sin(
π

2
) = −1 < 0

f ′′((2k − 1/2)π) = − sin((2k − 1/2)π) = − sin(−π

2
) = 1 > 0

Zde jsme pouze užili toho, že sin(x+2kπ) = sin(x). Podle vět 1.8.2 a 1.8.3 je tedy funkce sin(x)
v bodě (2k+1/2)π (a tedy v celém intervalu (2kπ, (2k + 1)π)) konkávńı a v bodě (2k−1/2)π
(a tedy v celém intervalu ((2k − 1)π, 2kπ)) konvexńı. Zaṕı̌sme ještě tento výsledek pomoćı
množinové symboliky. Funkce sin(x) je konvexńı pro:

x ∈
⋃

k∈Z

((2k − 1)π, 2kπ)

a konkávńı pro:

x ∈
⋃

k∈Z

(2kπ, (2k + 1)π)

1.9 Derivace funkćı v́ıce proměnných

Ačkoliv tato publikace předeśılá př́ımo ve svém názvu, že pojednává o funkćıch jedné proměnné,
z d̊uvod̊u, které vyjdou najevo v daľśıch kapitolách, je však nutné vysvětlit i určité minimum
z diferenciálńıho počtu funkćı v́ıce proměnných. Čtenář, který čte tuto publikaci pouze za
účelem seznámeńı se s diferenciálńım a integrálńım počtem na středoškolské úrovni, může
tuto i následuj́ıćı kapitoly v části Diferenciálńı počet s klidným svědomı́m přeskočit. (V části
o integrálńım počtu, kterou je zakončen výklad

”
středoškolské úrovně“, nebude využito nic

z této ani z následuj́ıćıch kapitol.) Pro jistý všeobecný přehled je však dobré alespoň letmo
nahlédnout i do následuj́ıćıch část́ı, jejich obsah neńı nijak extrémně náročný.
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1.9.1 Parciálńı derivace

Mějme funkci f(x, y) dvou proměnných (z d̊uvodu větš́ı názornosti). Tuto funkci si můžeme
představit jako plochu ve trojrozměrném prostoru zadanou rovnićı z = f(x, y). Je přirozené
určovat sklon této plochy stejným zp̊usobem, jakým jsme určovali sklon funkce jedné proměnné
– tedy tak, že se pohybujeme ve směru jedné osy a porovnáváme př́ır̊ustky funkce s posunem
po této ose. Zaved’me tedy následuj́ıćı definici derivace:

Definice 1.9.1. Mějme funkci f(x1, ..., xn) n proměnných. Parciálńı derivaćı funkce f
podle proměnné xn v bodě (x̄1, ..., x̄n) nazýváme limitu:

∂f

∂xk

(x̄1, ..., x̄n) = lim
h→0

f(x̄1, ..., x̄k + h, ..., x̄n) − f(x̄1, ..., x̄k, ..., x̄n)

h

Parciálńı derivaci funkce podle proměnné xk znač́ıme ∂f
∂xk

, čteme
”
parciálńı derivace f podle

xk“. Speciálně pro n = 2 znač́ıme x1 = x, x2 = y a plat́ı:

∂f

∂x
(x, y) = lim

h→0

f(x + h, y) − f(x, y)

h
∂f

∂y
(x, y) = lim

h→0

f(x, y + h) − f(x, y)

h

Pro n = 1 definice splývá s definićı derivace funkce jedné proměnné.

Vid́ıme, že jsme pouze pojem derivace zobecnili, nezavedli jsem však žádné nové složité
pojmy. Pro praktické výpočty derivaćı je potřeba si uvědomit, že plat́ı následuj́ıćı

Věta 1.9.1. Necht’ f(x1, ..., xn) je funkce n proměnných. Jej́ı parciálńı derivace podle k-té
proměnné spoč́ıtáme tak, jako bychom derivovali funkci F (xk) = f(x1, ..., xk, ..., xn) jedné
proměnné podle xk. Jinak řečeno, derivujeme-li podle jedné proměnné, derivujeme úplně
stejným zp̊usobem, jako funkci jedné proměnné, pouze ostatńı proměnné považujeme za kon-
stanty.

Př́ıklad 1.9.1. Spočtěte derivace funkćı f(x, y) = xy + x2 a g(x, y) = x2 + y cos(x) podle
proměnných x a y.

Řešeńı. Jak již bylo řečeno v předcházej́ıćı větě, derivujeme jednoduše tak, že proměnné,
podle kterých nederivujeme, považujeme za konstanty. Je tedy:

∂f

∂x
(x, y) = y + 2x

∂f

∂y
(x, y) = x

∂g

∂x
(x, y) = 2x − y sin(x)

∂g

∂y
(x, y) = cos(x)

Poznámka. U funkce v́ıce proměnných se většinou vynechává seznam argument̊u funkce, jsou-
li jasné z kontextu. Tedy např. ∂f

∂x
(x, y) zaṕı̌seme jako ∂f

∂x
. Této konvence budeme dále v textu

využ́ıvat.
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Pro funkce v́ıce proměnných plat́ı obdobná pravidla jako pro funkce jedné proměnné:

Věta 1.9.2. Necht’ f a g jsou funkce n proměnných a maj́ı v bodě (x̄1, ..., x̄n) derivaci podle
proměnné xk. Pak:

∂

∂xk

(f + g) =
∂f

∂xk

+
∂g

∂xk

∂

∂xk

(f · g) =
∂f

∂xk

· g +
∂g

∂xk

· f

A je-li také g(x̄1, ..., x̄n) 6= 0, pak:

∂

∂xk

(
f

g

)

=

∂f
∂xk

· g − ∂g
∂xk

· f
g2

Stejně tak, jako jsme zavedli derivace vyšš́ıch řád̊u funkćı jedné proměnné, můžeme zavést
i derivace vyšš́ıch řád̊u funkćı v́ıce proměnných.

Definice 1.9.2. Mějme funkci f v́ıce proměnných. Derivujeme-li ji postupně podle proměnných
xk1

, xk2
až xkn

, znač́ıme to zápisem:

∂nf

∂xk1
∂xk2

· · · ∂xkn

Speciálně, je-li k1 = k2 = ... = kn, tj. derivujeme n-krát podle stejné proměnné xk, zapisujeme:

∂nf

∂xn
k

Pro úplnost uved’me ještě jednu poměrně d̊uležitou větu:

Věta 1.9.3. Necht’ f(x1, ..., xn) je funkce n proměnných a jej́ı druhé derivace ∂2f
∂xi∂xj

a ∂2f
∂xj∂xi

(povšimněte si prohozených index̊u ia j) jsou v okoĺı bodu (x̄1, ..., x̄n) spojité. Pak plat́ı:

∂2f

∂xi∂xj
(x̄1, ..., x̄n) =

∂2f

∂xj∂xi
(x̄1, ..., x̄n)

Slovy řečeno - při poč́ıtáńı derivaćı m̊užeme libovolně zaměnit pořad́ı proměnných, podle
kterých funkci derivujeme.

Podmı́nka spojitosti obou derivaćı v předchoźı větě je nutná, obecně se totiž derivace v
r̊uzném pořad́ı mohou lǐsit.

T́ımto výklad diferenciálńıho počtu funkćı v́ıce proměnných zakonč́ıme. Teorie funkćı v́ıce
proměnných sice otev́ırá nové obzory, bez kterých si moderńı fyziku prakticky neńı možné
představit, ale ćılem této publikace je poskytnout čtenáři určitý přehled o metodách, jež se
v matematické analýze využ́ıvaj́ı, nikoliv poskytnout ucelený přehled matematické analýzy.
Proto jsme v této kapitole jsme vyložili pouze nutné minimum, jež budeme potřebovat v
následuj́ıćıch kapitolách.
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1.10 Taylor̊uv rozvoj

Zkusme se nyńı zamyslet nad problémem, zda je možné nalézt polynom n-tého stupně tj.
funkci ve tvaru

P (x) = knxn + kn−1x
n−1 + · · · + k1x + k0 (1.22)

kde kn 6= 0, který by
”
vypadal“ stejně, jako nějaká námi zvolená funkce f(x).

Zamysleme se nad t́ım, co muśı funkce P (x) splňovat, aby se v pevně zvoleném bodě
x0 co nejv́ıce podobala funkci f(x). Rozhodně by měla mı́t v daném bodě stejnou hodnotu,
jinak nelze moc hovořit o tom, že se funkce podobaj́ı, tedy P (x0) = f(x0). Dále by měly obě
funkce směřovat stejným směrem, z čehož plyne podmı́nka P ′(x0) = f ′(x0), tj. muśı si být
rovny derivace obou funkćı. Zároveň by měl zač́ıt měnit sklon obou funkćı (tj. jejich derivace)
stejným zp̊usobem. Ale změna derivace je druhá derivace dané funkce, tedy by mělo platit
P ′′(x0) = f ′′(x0). Tyto úvahy nás přivád́ı k následuj́ıćımu

Pozorováńı. Funkce P (x) se funkci f(x) v nějakém pevně zvoleném bodě x0 nejv́ıce podobá
právě tehdy, když maj́ı maj́ı obě funkce co nejv́ıce shodných derivaćı v bode x0. Zapsáno
matematicky, požadujeme, aby P (k)(x0) = f (k)(x0) pro k = 0, 1, 2, ..., n.

Zapǐsme polynom P (x) ve tvaru:

P (x) = an(x − x0)
n + an−1(x − x0)

n−1 + · · · + a1(x − x0) + a0 (1.23)

Derivace tohoto polynomu maj́ı tvar:

P (x) = an(x − x0)
n + an−1(x − x0)

n−1 + ... + a1(x − x0) + a0

P ′(x) = nan(x − x0)
n−1 + (n − 1)an−1(x − x0)

n−2 + ... + 2a2(x − x0) + a1

P ′′(x) = n(n − 1)an(x − x0)
n−2 + (n − 1)(n − 2)an−1(x − x0)

n−3 + ... + 6a3(x − x0) + 2a2

. . .

P (n)(x) = n(n − 1)(n − 2) · · · 1 · an = n! · an

Proč jsme polynom P(x) zapsali ve tvaru (1.23) se objasńı ve chv́ıli, kdy do derivaćı polynomu
P (x) dosad́ıme x = x0. Pak se totiž rovnice P (k)(x0) = f (k)(x0), k = 0, 1, 2, ..., n redukuj́ı na:

P (x0) = an · 0n + an−1 · 0n−1 + ... + a1 · 0 + a0 = a0 · 0! = f(x0)

P ′(x0) = nan · 0n−1 + (n − 1)an−1 · 0n−2 + ... + 2a2 · 0 + a1 = a1 · 1! = f ′(x0)

P ′′(x0) = n(n − 1)an · 0n−2 + (n − 1)(n − 2)an−1 · 0n−3 + ... + 2a2 = a2 · 2! = f ′′(x0)

. . .

P (n)(x) = n(n − 1)(n − 2) · · · 1 · an = an · n! = f (n)(x0)

Jelikož (x − x0) je pro x = x0 nulové. Odtud již tedy můžeme snadno źıskat koeficienty ak:

ak =
f (k)(x0)

k!
(1.24)

Na základě toho můžeme vyslovit následuj́ıćı definici:
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Definice 1.10.1. Taylorovým polynomem (rozvojem) stupně n funkce f(x) v okoĺı bodu
x0 nazveme polynom

Tn(x) =
n∑

k=0

f (k)

k!
(x − x0)

k (1.25)

za předpokladu, že všechny derivace funkce f(x) až do řádu n včetně existuj́ı a jsou spojité.

Označme:
T (x) = lim

n→∞
Tn(x)

pokud tato limita existuje a je konečná pro všechna x z definičńıho oboru funkce f .
Za určitých předpoklad̊u , které zde nebudeme přesně specifikovat, plat́ı následuj́ıćı

Věta 1.10.1. Pro funkci f(x) a jej́ı Taylor̊uv rozvoj T (x) kolem bodu x0 plat́ı:

f(x) = T (x)

pro všechna x z nějakého intervalu (x0 − r, x0 + r), kde r je nějaké nezáporné reálné č́ıslo.

To tedy znamená, že mocninná řada ve tvaru (1.25) pro n → ∞ přesně koṕıruje chováńı
funkce f . Největš́ı č́ıslo r, pro které předchoźı věta plat́ı, nazýváme poloměr konvergence
Taylorovy řady. V této publikaci nebudeme uvádět metody výpočtu r. U pěkných funkćı,
jako je sin(x), ex apod., je r = ∞, tj. plat́ı, že f(x) = T (x) na celém R. Uved’me nyńı pro
ilustraci několik př́ıklad̊u:

Př́ıklad 1.10.1. Rozviňte funkci cos(x) v okoĺı bodu 0 Taylorovým rozvojem stupně 2 a
stupně 4.

Vše, co potřebujeme určit jsou derivace funkce cos(x) v bodě 0 až po derivace čtvrtého
řádu. Postupným derivováńım źıskáme:

cos(0) = 1

cos′(0) = − sin(0) = 0

cos′′(0) = − cos(0) = −1

cos′′′(0) = sin(0) = 0

cos(4)(0) = cos(0) = 1

Pro cos(x) tedy máme Taylor̊uv rozvoj:

T2(x) =
1

0!
· x0 +

0

1!
· x1 + − 1

2!
· x2 = −1

2
x2 + 1

T4(x) = T2(x) +
0

3!
· x3 +

1

4!
· x4 =

1

24
x4 − 1

2
x2 + 1

Grafy všech tř́ı funkćı jsou zobrazeny na obrázku 1.5. Tento př́ıklad by nám měl demonstrovat
smysl pojmu Taylorova rozvoje – Taylor̊uv rozvoj nám umožňuje převést výpočet hodnot
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Obrázek 1.5: Taylorovy rozvoje funkce cos(x)

”
těžko uchopitelných“ funkćı, jako jsou např́ıklad funkce goniometrické, na pouhé násobeńı a

sč́ıtáńı. Plat́ı např.:

cos
(π

4

)

=

√
2

2
≈ 0,7071

T4

(π

4

)

=
1

24

(π

4

)4
− 1

2

(π

4

)2
+ 1 ≈ 0,7074

Źıskali jsme tedy polynom takový, že výsledná chyba se objevuje až na čtvrtém desetinném
mı́stě, což je velmi dobrý výsledek. Polynom je totiž tak malého stupně, že by bylo možné
provedené výpočty provést čistě pomoćı tužky a paṕıru.

Př́ıklad 1.10.2. Zapǐste nekonečnou Taylorovu řadu pro funkci ln(x).

Řešeńı. Zde naráž́ıme na problém, že funkce ln(x) neńı v bodě 0 definována, budeme muset tedy tuto
funkci rozvinout v okoĺı bodu jiného. Pod́ıvejme se, co se stane, když se pokuśıme tuto funkci rozvi-
nout kolem bodu x0. Výsledná řada bude (čtenář může tento výsledek ověřit spoč́ıtáńım jednotlivých
derivaćı):

T (x) = ln(x0) +

∞∑

k=1

(−1)k−1(k − 1)!

xk
0

· 1

k!
· (x − x0)

k = ln(x0) +

∞∑

k=1

(−1)k−1

xk
0

· 1

k
· (x − x0)

k

Zvolme x0 = 1. Řada, kterou źıskáme, je:

T (x) = ln(1) +

∞∑

k=1

(−1)k−1

1k
· 1

k
· (x − 1)k =

∞∑

k=1

(−1)k−1

k
· (x − 1)k

Ta je ovšem konvergentńı jen pro x ∈ (0, 2〉, pro x > 2 je divergentńı (např. pro x = 3
”
zabije“

exponenciálńı r̊ust 2k bezmocné k ve jmenovateli). Můžeme tedy zkusit x0 > 1. Rozborem tohoto
př́ıpadu bychom však dospěli k tomu, že řada by byla konvergentńı jeno pro x ∈ (x0 − 1, x0 + 1〉.
Uzevřeme to tedy konstatováńım, že ln(x) nemůžeme Taylorovou řadou rozvinout na celém definičńım
oboru. Ve skutečnosti, je možné odvodit, že poloměr konvergence této řady je 1 (nezávisle na volbě x0).
Chceme-li numericky poč́ıtat hodnotu logaritmu, muśıme vždy zvolit vhodné x0, aby řada v zadaném
bodě konvergovala.
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1.11 Taylor̊uv rozvoj funkce v́ıce proměnných

Zdá se býti logické, že i funkce v́ıce proměnných by mělo být možno rozvinout v nějakou
mocninnou řadu obdobným zp̊usobem, jako tomu bylo u funkce jedné proměnné. Odvozeńı
tohoto obecného vztahu je však již výrazně nad rámec tohoto textu, proto je zde nebudeme
provádět. Podotkněme pouze, že pro funkci n proměnných f(x1, x2, ..., xn) obsahuje tato
mocninná řada členy ve tvaru a1a2 · · · an(x1− x̄1)

p1 · · · (xn − x̄n)pn , kde (x̄1, x̄2, ..., x̄n) je bod,
kolem kterého provád́ıme rozvoj a kde koeficienty ak až an záviśı na pk-té derivaci funkce f
podle proměnné xk děleného faktoriálem př́ıslušné mocniny, tj. děleného pk!.

My však v daľśım textu budeme potřebovat pouze Taylor̊uv rozvoj funkce tř́ı proměnných
(označmě je nyńı x, y a z) a zaj́ımat nás bude pouze jeho lineárńı část. Uved’me tedy z d̊uvodu
budoućı reference tento rozvoj:

f(x, y, z) = f(x0, y0, z0)+
∂f

∂x
(x0, y0, z0)·(x−x0)+

∂f

∂y
(x0, y0, z0)·(y−y0)+

∂f

∂z
(x0, y0, z0)·(z−z0)

+
1

2

∂2f

∂x2
(x0, y0, z0) · (x − x0)

2 +
∂2f

∂x∂y
(x0, y0, z0) · (x − x0)(y − y0) + ... (1.26)

Zamysĺıme-li se pouze nad lineárńı část́ı, je daný výsledek naprosto zjevný. Označme ∆x =
x − x0, ∆y = y − y0, ∆z = z − z0. Pak můžeme lineárńı část přepsat jako:

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y, z0 + ∆z) ≈ f(x0, y0, z0) +
∂f

∂x
(x0, y0, z0) · ∆x +

∂f

∂y
(x0, y0, z0) · ∆y +

+
∂f

∂z
(x0, y0, z0) · ∆z (1.27)

což je velmi logický výsledek - hodnota funkce v bodě (x0 +∆x, y0 +∆y, z0 +∆z) je přibližně
rovna hodnotě funkce v bodě (x0, y0, z0) plus sklon (derivace) funkce ve směru osy x krát
to, o kolik jsme se ve směru osy x posunuli, plus sklon funkce ve směru osy y krát posun ve
směru osy y plus ... Tento výsledek neńı nikterak zarážej́ıćı a naprosto odpov́ıdá lineárńımu
př́ır̊ustku funkce jedné proměnné.

1.12 Význam diferenciálńıho počtu ve fyzice

Diferenciálńı počet nám umožňuje zaznamenat, jak se veličina měńı – nejd̊uležitěǰśı je pro nás
většinou informace, jak se měńı v čase. Vı́me-li, jak se veličina měńı v každém okamžiku a jaká
byla jej́ı p̊uvodńı hodnota, zdá se býti přirozené, že d́ıky tomu můžeme určit hodnotu dané
veličiny v každém okamžiku. Ve skutečnosti je k tomu potřeba velmi robustńı a složitý mate-
matický aparát (určitá část z něj bude v této publikaci probrána), pro formulováńı princip̊u
si však vystač́ıme s t́ım, co již známe.

1.12.1 Rychlost, zrychleńı, Newtonova pohybová rovnice

Asi každý středoškolák v́ı, co je to rychlost a zrychleńı (hmotného bodu). Urazilo-li těleso
dráhu s za čas t, byla jeho pr̊uměrná rychlost na této dráze:

v̄ =
s

t
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Poč́ıtáme-li rychlost tělesa v nějakém krátkém časovém okamžiku, zapisujeme to obvykle
výrazem:

v̄ =
∆s

∆t

Č́ım kratš́ı je doba ∆t, t́ım přesněji zjist́ıme rychlost tělesa v danou chv́ıli. Proč tedy nevźıt
tuto dobu nekonečně malou? Matematický aparát již k tomu máme! Stač́ı pouze dosadit
∆t → 0:

v(t) = lim
∆t→0

∆s

∆t
=

ds

dt
= ṡ(t)

Neboli, velikost rychlosti bodu se rovná derivaci dráhy podle času (viz poznámka k defi-
nici 1.7.1 o tom, že derivaci podle času znač́ıme tečkou). Stejně tak známe dobře vzorec, že
pr̊uměrné zrychleńı hmotného bodu je dáno vztahem:

ā =
v

t

Aplikujeme-li stejný
”
limitńı přechod“ jako u rychlosti, dojdeme k výsledku:

a(t) = lim
∆t→0

∆v

∆t
=

dv

dt
(t) = v̇(t) =

d2s

dt2
(t) = s̈(t)

kde posledńı dva symboly znamenaj́ı druhou derivaci dráhy podle času (viz definice 1.5.4).
Ukažme nyńı, jak z tohoto zobecněńı plynou r̊uzné vzorce, které čtenář pravděpodobně zná.

Př́ıklad 1.12.1. Pro dráhu rovnoměrně zrychleného pohybu s počátečńı rychlost́ı v0 a zrych-
leńım a plat́ı známý vzoreček:

s(t) = v0t +
1

2
at2

určete rychlost a zrychleńı tohoto bodu.

Řešeńı. Jak jsme odvodili v předchoźıch odstavćıch, rychlost bodu je pouhou derivaćı jeho
dráhy podle času. Tedy:

v(t) = ṡ(t) = v0 + at

Abychom źıskali zrychleńı, stač́ı pouze zderivovat rychlost:

a(t) = v̇(t) = a

Jak vid́ıme, źıskané výsledky odpov́ıdaj́ı nám již dobře známým vzorc̊um.

Př́ıklad 1.12.2. Určete rychlost a zrychleńı hmotného bodu kmitaj́ıćıho harmonicky, tj.
bodu, jehož

”
výška“ (výchylka, poloha, dráha) je dána vztahem (počátečńı fázi φ0 pro jedno-

duchost neuvažujeme):
y(t) = A sin(ωt)

Řešeńı. Znovu budeme pouze aplikovat pravidla derivováńı, jež byla vyložena v předchoźı
kapitole. Nezapomeňme, že sin(ωt) muśıme derivovat jako složenou funkci:

v(t) = ṡ(t) = Aω cos(ωt)

a(t) = v̇(t) = −Aω2 sin(ωt)

Tyto výsledky znovu odpov́ıdaj́ı znamým středoškolským vzorečk̊um.
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Pojmy rychlosti a zrychleńı však obvykle zavád́ıme jako vektorové veličiny - rychlost i
zrychleńı maj́ı směr. Jak předchoźı definice zobecnit i na vektory? Naprosto jednoduše. Je-li
r(t) = (x(t), y(t), z(t)) tzv. polohový vektor hmotného bodu, tj. vektor, jehož souřadnice
udávaj́ı polohu hmotného bodu, pak rychlost a zrychleńı vypočteme zcela analogicky jako v
př́ıpadě dráhy a velikosti rychlosti:

v(t) = ṙ(t) =
dr

dt

a(t) = v̇(t) =
dv

dt
(t) =

d2r

dt2
(t) = r̈(t)

Doted’ jsme dělali pouze to, že jsme derivovali známé vzorce pro dráhu a tak źıskali rychlost
a zrychleńı. Na tomto postupu však neńı něco v pořádku - kde se ony vzorce pro dráhu
vzaly? Přeci se nespokoj́ıme s t́ım, že prostě plat́ı. Že vzorce odpov́ıdaj́ı experiment̊um? A
jakým? Mysĺıte si, že někdo ověřoval experimentálně každý takovýto vzoreček, co kdy vznikl?
Nikoliv! Stač́ı ověřit pouze jeden jediný vzorec a vše ostatńı už vyplyne z měřeńı a př́ıslušné
matematiky. T́ımto vzorcem je:

Newton̊uv pohybový zákon (pohybová rovnice)

Působ́ı-li na těleso śıla o velikosti F , pak pro jeho zrychleńı plat́ı:

F = ma = m s̈

neboli, formulováno vektorově:
F = ma = m r̈

Jak tohoto zákona využ́ıt? Známe-li śılu F (určenou experimentem či nějakým výpočtem) a
počátečńı rychlost a polohu tělesa můžeme pomoćı této rovnice přesně určit, kde se bude těleso
v danou chv́ıli nacházet. Jedná se o tzv. obyčejnou diferenciálńı rovnici, kde neznámá
neńı č́ıslo, nýbrž funkce s(t) resp. r(t). Tato pohybová rovnice je pro nás velmi silný nástroj
- umožňuje nám spoč́ıtat dráhy planet, pohyby družic kolem země, dokonce je možné de
facto z této jednoduché pohybové rovnice vybudovat tzv. mechaniku kontinua, jež se zabývá
vlastnostmi pevných, kapalných a plynných látek. Matematický aparát mechaniky kontinua
je však ještě výrazně náročněǰśı než matematický aparát prezentovaný v této publikaci. Roz-
hodně však stoj́ı za to ho nastudovat - pomoćı něj je možné kompletně simulovat tok kapaliny,
pohyby letadla, chováńı r̊uzných staveb, stroj̊u atd... Zkusme využ́ıt znalost́ı, co už máme,
abychom vyřešili alespoň jeden velmi jednoduchý př́ıklad:

Př́ıklad 1.12.3. Pro závaž́ıčko zavěšené na pružině plat́ı, že śıla na něj p̊usob́ıćı je F = −ky,
kde k je tzv. tuhost pružiny a y výchylka z rovnovážné polohy. Toto vyjádřeńı je poměrně
přirozené - představte si, že postupně natahujete pružinu. Č́ım v́ıce je natažená, t́ım větš́ı
klade odpor. My pouze předpokládáme, že tento odpor roste lineárně. Znaménko mı́nus je
zde proto, že śıla p̊usob́ı proti směru natažeńı. Náš úkol zńı: Určete z pohybové rovnice
výchylku y(t) závaž́ı v čase t z rovnovážné polohy.
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Řešeńı. Sestavme pohybovou rovnici závaž́ıčka:

ma = F

mÿ = −ky

ÿ = − k

m
y

hledáme tedy funkci y(t) takovou, že jej́ı druhá derivace je rovna záporně vzaté p̊uvodńı funkci
vynásobené konstantou. Prohlédneme-li si znovu př́ıklad 1.12.2, zjist́ıme, že daný problém už
jsme vyřešili. Jedńım možným řešeńım je funkce:

y(t) = A sin(ωt) = A sin

(√

k

m
t

)

kde

ω =

√

k

m

Prostým derivováńım můžeme ověřit, že jsme skutečně našli řešeńı:

ẏ(t) = (A sin(ωt))′ = A

√

k

m
cos(

√

k

m
t)

ÿ(t) = −A

√

k

m

√

k

m
sin

(√

k

m
t

)

= −A
k

m
sin

(√

k

m
t

)

= − k

m
y(t)

Toto řešeńı sice neńı úplně obecné, v této publikaci se ovšem obecněǰśımi postupy k řešeńı
takovýchto rovnic zabývat nebudeme.

Jak vid́ıme, abychom zjistili, jak se daný fyzikálńı jev
”
chová“, stač́ı, naṕı̌seme-li dife-

renciálńı rovnici, která tento jev popisuje, a tuto rovnici následně vyřeš́ıme. Problémem však
je, že většinu v praxi se vyskytuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic neńı možné řešit přesně a je nutné
využ́ıt ke zjǐstěńı přibližného řešeńı pro danou situaci poč́ıtač.



Kapitola 2

Integrálńı počet

Integrálńı počet je s diferenciálńım počtem neodmyslitelně spjat. Jakmile se pust́ıte do řešeńı
složitěǰśıho fyzikálńıho problému, pravděpodobně budete potřebovat nejen znalost diferenciál-
ńıho počtu, ale také znalost počtu integrálńıho. Co to tedy onen integrál je? Možná si někteř́ı
z vás při čteńı kapitoly 1 ř́ıkali, zda je možné naj́ıt funkci f(x), známe-li jej́ı derivaci f ′(x).
Odpověd’ neńı nikterak jednoduchá – pohybujeme-li se pouze v množine elementárńıch funkćı
(zahrnuj́ıce funkce jako axn, ax, lnx, goniometrické funkce a daľśı

”
běžné“ funkce a funkce

vzniklé součtem, rozd́ılem, součinem, pod́ılem či skládáńım konečného počtu těchto funkćı),
zjist́ıme, že k některým funkćım je možné naj́ıt funkci, jej́ıž derivaćı danou funkci źıskáme
(tuto funkci budeme posléze nazývat primitivńı funkce k dané funkci), k některým ne.
Neńı však nikterak jednoduché odhadnout, zda k dané funkci primitivńı funkce (v

”
řeči“

elementárńıch funkćı) existuje, např́ıklad funkce e−x2

či sin(x)/x vypadaj́ı poměrně jednoduše,
jejich primitivńı funkce však neńı vyjádřitelná pomoćı elementárńıch funkćı (d̊ukaz tohoto
tvrzeńı je však výrazně nad rámec této publikace).

2.1 Motivace

Jak již bylo naznačeno v úvodu, podstatnou část integrálńıho počtu tvoř́ı právě aparát, který
nám umožńı naj́ıt primitivńı funkci k nějaké dané funkci. To samo o sobě zńı sṕı̌se jako pouhá
matematická hř́ıčka, ale neńı tomu tak. Existuje nespočet zp̊usob̊u, jak integrálńı počet apli-
kovat. Integrálńı počet nám umožňuje spoč́ıtat obsah pod grafem funkce (což nám umožňuje
spoč́ıtat obsah r̊uzných útvar̊u, jako je např́ıklad kruh či elipsa), umožňuje nám poč́ıtat ob-
jemy a povrchy těles (koule, kuželu, elipsoidu,

”
sinusoidu“, toru (americké koblihy) a mnohých

daľśıch), momenty setrvačnosti těchto těles, hmotnosti těles (pokud nemaj́ı konstantńı hus-
totu) atd. Umožňuje nám také poč́ıtat fyzikálńı veličiny, jako je vykonaná práce, množstv́ı
přijatého tepla apod. Mimo to – znalost zp̊usobu, jak naj́ıt primitivńı funkci, je nezbytná,
chcete-li řešit diferenciálńı rovnice (což je nutné při řešeńı mnoha fyzikálńıch problémů).

Nyńı, když tuš́ıme, k čemu se integrálńı počet použ́ıvá, pust’me se do jeho matematické
formulace.

2.2 Neurčitý (Newton̊uv) integrál

Začněme definićı, kterou jsme neformálně provedli již v úvodu:

39
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Definice 2.2.1. Funkci F (x) nazveme primitivńı funkćı k funkci f(x) na intervalu (a, b),
má-li F (x) na (a, b) derivaci a plat́ı-li ∀x ∈ (a, b) : F ′(x) = f(x).

Primitivńıch funkćı k dané funkci existuje nekonečné množstv́ı - derivace konstanty je
totiž 0 a plat́ı tedy:

(F (x) + C)′ = F ′(x) + C ′ = f(x) + 0 = f(x)

Je-li tedy F (x) primitivńı funkćı k funkci f(x), je také F (x)+C, kde C je libovolná konstanta,
taktéž primitivńı funkćı k funkci f(x). Zaved’me následuj́ıćı definici, která tento poznatek
shrnuje:

Definice 2.2.2. Neurčitým integrálem (též Newtonovým integrálem, integrálem v

Newtonově smyslu či antiderivaćı) funkce f(x) nazveme množinu všech primitivńıch
funkćı k funkci f(x). Tento neurčitý integrál znač́ıme symbolem:

∫

f(x) dx (2.1)

kde dx určuje, že integrujeme podle proměnné x.

Poznámka. V rovnici 2.1 jsme použili jako argument funkce symbol x. Na tomto symbolu však
samozřejmě nezálež́ı, můžeme použ́ıt jakýkoliv jiný, např. t. Muśıme pak však samozřejmě
také změnit tento symbol za znakem d v integrálu. Zápis:

∫

f(t) dt (2.2)

tedy znamená totéž co zápis 2.1, pouze proměnnou nazýváme jinak.

Ilustrujme zavedený pojem na př́ıkladu:

Př́ıklad 2.2.1. Nalezněte integrál funkce cos(x) na jej́ım definičńım oboru.

Řešeńı. Definičńım oborem funkce cos(x) jsou celá reálná č́ısla1. Podle tabulky 1.5.2 je
derivaćı funkce sin(x) funkce cos(x), definičńım oborem sinu jsou taktéž celá reálná č́ısla, je
tedy: ∫

cos(x) dx = sin(x) + C

Konstantu ṕı̌seme do výsledku proto, aby bylo jasné, že každá funkce v daném tvaru (s
libovolnou volbou konstanty) je primitivńı funkćı k funkci, kterou integrujeme. Psańı konstant
se při řešeńı integrál̊u jev́ı jako nadbytečné, a pokud je při výpočtech vynecháte a pouze
tuto

”
neurčitost“ zaṕı̌sete pomoćı jedné konstanty až ve výsledku, pravděpodobně t́ım nic

nezkaźıte a pouze si usnadńıte práci. Důsledné zapisováńı konstant je nutné až při řešeńı
diferenciálńıch rovnic, kdy se po několikanásobné integraci a r̊uzných substitućıch z konstanty
vyklube záludná funkce, která už konstantou rozhodně neńı.

1Definičńım oborem jsou dokonce celá komplexńı č́ısla, ćılem této publikace je však vysvětlit analýzu funkćı
reálné proměnné
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Funkce f(x) Integrál
∫

f(x) dx Podmı́nka

0 C
a ax

xn, n 6= 0 xn+1

n+1 pokud je xn i xn+1 definováno

ex ex

1
x

ln |x| x 6= 0
cos(x) sin(x)
sin(x) − cos(x)
tg(x) − ln(| cos(x)|) x 6= kπ, k ∈ Z
cotg(x) ln(| sin(x)|) x 6= (k + 1/2)π, k ∈ Z

1√
1−x2

arcsin(x) x ∈ (−1, 1)
1√

1+x2
argsinh(x)

1
1+x2 arctg(x)

1
1−x2 argtgh(x) x ∈ (−1, 1)

Tabulka 2.1: Přehled integrál̊u

Jak jsme viděli, jedńım ze zp̊usob̊u výpočtu integrál̊u je jednoduše výsledek
”
uhádnout“.

Uhádnete-li výsledek, stač́ı prostým derivováńım ověřit, že daný výsledek je skutečně správný.
Postup, kdy výsledek uhádneme, je naprosto korektńı a nelze proti němu nic namı́tat. Obvykle
však neńı nikterak jednoduché výsledek uhádnout, proto se použ́ıvaj́ı r̊uzné metody, jak daný
integrál převést na integrál jednodušš́ı. Tyto metody aplikujeme do té doby, než jsme schopni
řešeńı integrálu uhádnout. K tomu, abyste byli schopni

”
hádat“ řešeńı integrál̊u, je nutné

mı́t v zásobě dostatečné množstv́ı
”
tabulkových integrál̊u“, tj. integrál̊u, jejichž řešeńı znáte

zpaměti.
V tabulce 2.2 je uveden přehled neurčitých integrál̊u některých elementárńıch funkćı (pro

zkráceńı zápisu nejsou uváděny konstanty). Jak vid́ıte, tabulka integrál̊u zcela koresponduje
s tabulkou derivaćı (zderivujete-li funkci v druhém sloupečku tabulky, dostanete funkci v
prvńım sloupečku tabulky).

2.2.1 Rigorózńı dodatek - Bližš́ı vhled do zápisu integrál̊u

Možná jste si všimli, že symbol dx v zápisu integrálu je de facto identický se zápisem diferenciálu, který
byl zaveden v kapitole 1.6. Neńı to náhoda, skutečně se o diferenciál jedná. Toho budeme s výhodou
využ́ıvat při použit́ı substitučńı metody (viz následuj́ıćı kapitola). Naznačme historický kontext, který
k tomuto zápisu vedl. Původńı úlohou integrálu (v počátćıch vývoje kalkulu Newtonem a Leibnizem)
bylo spoč́ıtáńı obsahu pod grafem funkce (tj. obsahu mezi grafem funkce a osou x). Jak uvid́ıme později,
poč́ıtáńı tohoto obsahu je nejjednodušš́ı a nejpřirozeněǰśı aplikace integrálu. To, že tento

”
obsahový“

integrál lze vyjádřit pomoćı primitivńıch funkćı však bylo objeveno až později. A tak Leibniz̊uv zápis
vycházel primárně z definice integrálu jakožto obsahu pod grafem funkce. Představme si nyńı, že
interval 〈a, b〉, na kterém chceme obsah spoč́ıtat, rozděĺıme na obrovské množstv́ı n (nekonečně) malých
d́ılk̊u 〈a, a + dx), 〈a + dx, a + 2dx), 〈a + 2dx, a + 3dx), ..., 〈a + (n − 1)dx, b〉, každý tento d́ılek má
tedy délku dx = (b − a)/n. Tyto d́ılky jsou tak malé, že hodnotu funkce f(x) můžeme považovat
na každém z těchto interval̊u za konstantńı. Vezmeme-li tedy tuto hodnotu f(x) a vynásob́ıme-li ji
délkou onoho malého intervalu, źıskáme obsah obdélńıčku o výšce f(x) a š́ı̌rce dx. Sečteme-li obsahy
všech těchto obdélńıčk̊u, źıskáme přibližný obsah pod grafem funkce. Označme S(f,a,b,n) takto źıskaný
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obsah na intervalu 〈a, b〉:

S(f, a, b, n) =
n∑

i=1

f(xi) · dx, xi = a + i · dx, dx =
b − a

n

Jak uvid́ıme později, tato konstrukce se velmi podobá konstrukci tzv. Riemannova integrálu. My však
chceme tuto sumu spoč́ıtat přes nekonečně malé d́ılky dx. Proto Leibniz vyměnil znak sumy za znak
jiný, který tuto skutečnost podchycoval. Je to znak

∫
, který vyjadřuje, že

”
sč́ıtáme přes všechny

hodnoty x“, ne pouze přes diskrétńı2 hodnoty xi. Znak
∫

je však ve skutečnosti pouze stylizované
ṕısmeno S (podle latinského výrazu sum, neboli suma, součet).

Tato intuitivńı definice integrálu však neńı přijatelná. Matematicky korektńı definici určitého in-
tegrálu (tj. integrálu, kterým se

”
poč́ıtá obsah“) podal až Riemann. Je však možné nějakým matema-

ticky korektńım zp̊usobem interpretovat zápis neurčitého integrálu? Odpověd’ zńı: Ano, je.

Poznámka. V následuj́ıćım výkladu budeme použ́ıvat pojem operátor tak, jak je zaveden v kapitole
1.5.3 a diferenciál podle definice v kapitole 1.6.1.

Zaved’me následuj́ıćı alternativńı definici integrálu:

Definice 2.2.3. Integrál je operátor
∫

: Dif → Der (Dif znač́ı množinu všech diferenciál̊u, Der
množinu všech diferencovatelných (derivovatelných) funkćı), který diferenciálu df přǐrad́ı funkci f .
(Konstantu voĺıme třeba tak, aby funkce v bodě 0 procházela nulou).

Poznámka. V definici 2.2.2 jsme zavedli integrál jakožto množinu všech primitivńıch funkćı, nyńı však
zvoĺıme definici jinou, kdy integrál přǐrazuje konkrétńı primitivńı funkci. Velmi se t́ım totiž zjednoduš́ı
následuj́ıćı výklad. Pro čtenáře by neměl být výrazněǰśı problém modifikovat všechny vzorce tak, aby
odpov́ıdaly p̊uvodńı definici integrálu.

Všimněte si, že argument integrálu neńı běžná funkce jedné proměnné, ale diferenciál funkce, tedy
velmi specifická funkce dvou proměnných. Jak ale v́ıme, operátor d neńı prostý (všem funkćım lǐśıćım
se pouze o konstantu přǐrad́ı stejný diferenciál), tedy k němu neexistuje operátor inverzńı. Je nutné
nějakým zp̊usobem zúžit definičńı obor operátoru d tak, aby byl prostý. Vezměme tedy za tento de-
finičńı obor množinu všech elementárńıch funkćı (včetně funkćı vzniklých součtem, součinem, rozd́ılem,
pod́ılem a skládáńım těchto funkćı3), které pocháźı počátkem souřadnic (t́ım jsme nic d̊uležitého ne-
odebrali - stále můžeme každou funkci źıskat posunut́ım). Konkrétńı podoba této množiny však pro
nás neńı d̊uležitá, pro nás je d̊uležitý pouze fakt, aby byl diferenciál na této množině prostý. Na takto
zúženém diferenciálu tedy plat́ı:

d−1 =

∫

,

∫
−1

= d, d−1d(f) =

∫ ∫
−1

(f) =

∫

df = f

Jste-li zvykĺı pracovat s integrálem pouze jako se symbolem, který
”
vyplivne“ funkci, pravděpodobně

vám předchoźı zápis připadá poněkud podivný, je však naprosto korektńı.
Stále jsme však nevysvětlili, co znamená zápis:

∫

f(x) dx

Rozeberme ho tedy podrobně. Zápis dx je zkrácený zápis pro dg, g(x) = x, je to tedy funkce dvou
proměnných x a ∆x:

dx = dx(x,∆x) = (x)′ · ∆x = ∆x

Vynásob́ıme-li tento diferenciál funkćı f(x), dostaneme:

f(x) · dx = f(x) · dx(x,∆x) = f(x) · ∆x

2Slovo
”
diskrétńı“ je v matematice synonymem pro

”
nespojitý“,

”
nesouvislý“

3Ve skutečnosti by stačilo uvést součet, součin a skládáńı funkćı, zbylé dvě operace jsou pak speciálńı
př́ıpady aplikace těchto tř́ı.
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Jak v́ıme z kapitoly 1.6.1, plat́ı:
dF (x,∆x) = F ′(x) · ∆x

Pokud zjǐst’ujeme integrál nějakého diferenciálu, hledáme takovou funkci, jej́ıž diferenciál je argumen-
tem integrálu. Zapsáno matematicky:

∫

f(x) dx = F (x), Na obě strany aplikujeme diferenciál (*)

f(x) dx = dF, Diferenciál rozeṕı̌seme jako funkci dvou proměnných

f(x) · ∆x = F ′(x) · ∆x Pokrát́ıme ∆x

f(x) = F ′(x)

Co tedy dokazuje předešlá série rovnost́ı? Dokazuje, že definujeme-li integrál pomoćı definice 2.2.3,
neznamená zápis ∫

f(x) dx

nic jiného než primitivńı funkci k f(x). Což je přesně to, co od neurčitého integrálu požadujeme.

Poznámka. Diferenciál jsme mohli na obě dvě strany rovnice (*) aplikovat, jelikož jsme definičńı obor
diferenciálu zúžili tak, aby to byla prostá funkce, jinak bychom tuto úpravu provést nemohli (museli
bychom diskutovat nejednoznačnost konstanty).

Důležitou vlastnost́ı integrálu je jeho linearita (integrál je lineárńı operátor), která plyne př́ımo
z toho, že integrál je inverzńım operátorem k diferenciálu, což je také lineárńı operátor (zamysĺıte-li
se nad t́ım, co to znamená, že je operátor lineárńı (je to př́ımá analogie k lineárńım funkćım reálné
proměnné), zjist́ıte, že inverzńı operátor k lineárńımu operátoru muśı být také lineárńı):

∫

(a · df + b · dg) =

∫

d(a · f + b · g) = a · f + b · g = a ·
∫

df + b ·
∫

dg

Slovy řečeno předchoźı vzorec vyjadřuje, že integrál součinu konstanty a funkce je součin konstanty a

integrálu funkce a integrál součtu (rozd́ılu) funkćı je součet (rozd́ıl) integrál̊u daných funkćı.

2.2.2 Metody výpočtu neurčitého integrálu

V předchoźı kapitole jsme se seznámili s definićı integrálu. Ta nám však moc nenapov́ı, jak v
praxi integrály poč́ıtat. Uved’me na úvod větu o integrálu součtu funkćı a součinu funkce a
konstanty (zcela formálně odvozenou již na konci předchoźıho rigorózńıho dodatku).

Věta 2.2.1. Necht’ f(x) a g(x) jsou integrovatelné funkce, c ∈ R, pak plat́ı:

∫

c · f(x) dx = c ·
∫

f(x)dx
∫

(f(x) + g(x)) dx =

∫

f(x) dx +

∫

g(x) dx

Formálńı d̊ukaz můžeme provést tak, že zderivujeme obě strany těchto rovnic (s ohledem
na to, že plat́ı (f + g)′ = f ′ + g′ a (cf)′ = c · f ′).

Poznámka. Pojmem
”
integrovatelné“ ve větě 2.2.1 mı́ńıme, že dané funkce maj́ı integrál v

Newtonově smyslu. Obecně totiž nemuśı mı́t ani jedna z funkćı integrál, i když jejich součet
integrál má (viz př́ıklad v následuj́ıćım rigorózńım dodatku).
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Př́ıklad 2.2.2. Spočtěte integrál:

∫
x2 + x sin(x) + 1

x
dx

Řešeńı. Nejdř́ıve rozeṕı̌seme vnitřek na součet tř́ı člen̊u, ty následně převedeme na součet
tř́ı integrál̊u (jež byste měli umět spoč́ıtat, pokud umı́te derivovat či znáte zpaměti tabulku
2.2):

∫
x2 + x sin(x) + 1

x
dx =

∫

(x + sin(x) +
1

x
) dx =

∫

xdx +

∫

sin(x) dx +

∫
1

x
dx

=
x2

2
− cos(x) + ln(x) + C

(Nezapomeňme připsat konstantu)

Metoda per partes

Možná nyńı očekáváte, že bude následovat věta o integrálu součinu a pod́ılu. Bohužel tomu
tak neńı – taková věta totiž neexistuje. Neexistuje žádný obecný zp̊usob jak určit integrál
součinu nebo pod́ılu dvou funkćı, známe-li integrály obou činitel̊u či dělence a dělitele. Existuj́ı
pouze několik metod, které v dané situaci mohou (ale nemuśı) fungovat. Začněme metodou
zvanou integrace per partes (v překladu integrace po částech):

Věta 2.2.2 (Integrace per partes). Necht’ f(x) a g(x) jsou diferencovatelné (tj. derivovatelné)
funkce, pak plat́ı:

∫

f(x) · g′(x) dx = f(x) · g(x) −
∫

f ′(x) · g(x) dx

Tato věta je př́ımým d̊usledkem věty o derivaci součinu. Plat́ı totiž:

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)

f(x) · g′(x) = (f(x) · g(x))′ − f ′(x) · g(x)

Přiṕı̌seme-li k oběma stranám posledńı rovnosti integrál, dostaneme větu 2.2.2. Spočtěme
nyńı několik př́ıklad̊u, na kterých budeme demonstrovat použit́ı metody per partes.

Př́ıklad 2.2.3. Spočtěte integrál funkce x · cos(x).

Řešeńı. Označme f(x) = x, g′(x) = cos(x), pak aplikaćı věty 2.2.2 dostaneme:

∫ f(x)
︷︸︸︷
x ·

g′(x)
︷ ︸︸ ︷

cos(x) dx =

f(x)
︷︸︸︷
x ·

g(x)
︷ ︸︸ ︷

sin(x)−
∫ f ′(x)

︷︸︸︷

1 ·
g(x)

︷ ︸︸ ︷

sin(x) dx = x · sin(x) + cos(x) + C

Tento př́ıklad je typickou ukázkou toho, jak se metoda per partes použ́ıvá – integrujeme-li
funkci ve tvaru xnf(x), n ∈ N , můžeme zkusit n-krát použ́ıt per partes, jsme-li schopni funkci
f(x) n-krát zintegrovat.

Př́ıklad 2.2.4. Spočtěte integrál funkce x2 · cos(x).
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Řešeńı. Označme f(x) = x2, g′(x) = cos(x):

∫
f

︷︸︸︷

x2 ·
g′

︷ ︸︸ ︷

cos(x) dx =

f
︷︸︸︷

x2 ·
g

︷ ︸︸ ︷

sin(x)−
∫ f ′=u

︷︸︸︷

2x ·
g=v′

︷ ︸︸ ︷

sin(x) dx =

= x2 · sin(x) −





u
︷︸︸︷

2x ·(
v

︷ ︸︸ ︷

− cos(x)) −
∫ u′

︷︸︸︷

2 ·(
v

︷ ︸︸ ︷

− cos(x))





= x2 · sin(x) + 2x · cos(x) − 2 sin(x) + C

Při výpočtu jsme pouze dvakrát za sebou aplikovali metodu per partes. Poprvé jsme funkce
označili f a g′, podruhé u a v′.

Př́ıklad 2.2.5. Spočtěte integrál funkce xn ln(x), n ∈ N .

Řešeńı. Řešeńı je (ač se to možná na prvńı pohled nezdá) velmi jednoduché. Derivace funkce
lnx je 1/x. Dı́ky tomu je možné doćılit toho, aby se po prvńım provedeńı per partes logaritmus

”
ztratil“. Muśıme však chytře zvolit funkce f a g′. Pokud bychom je zvolili stejně jako v

předchoźıch př́ıkladech, museli bychom logaritmus integrovat, ale to nechceme. Zvoĺıme tedy
f(x) = ln(x), g′(x) = xn:

∫ g′

︷︸︸︷

xn ·
f

︷ ︸︸ ︷

ln(x) dx =

g
︷ ︸︸ ︷

xn+1

n + 1
·

f
︷ ︸︸ ︷

ln(x)−
∫

g
︷ ︸︸ ︷

xn+1

n + 1
·

f ′

︷︸︸︷

1

x
dx =

=
xn+1

n + 1
· ln(x) − 1

n + 1

∫

xn dx =
xn+1

n + 1

(

ln(x) − 1

n + 1

)

+ C

Př́ıklad 2.2.6. Kdybychom v minulém př́ıkladu vzali funkce opačně, potřebovali bychom
umět zintegrovat funkci ln(x). Možná jste si všimli, že tato funkce neńı uvedena v tabulce
integrál̊u. Zkusme ji tedy zintegrovat.

Řešeńı. Zat́ım jediná metoda, kterou známe, je per partes, zkusme tedy použ́ıt ji. Že v daném
integrálu neńı součin dvou funkćı? Ale je, zvolme funkce f(x) = ln(x), g(x) = 1:

∫ g′

︷︸︸︷

1 ·
f

︷ ︸︸ ︷

ln(x) dx =

g
︷︸︸︷
x ·

f
︷ ︸︸ ︷

ln(x)−
∫ g

︷︸︸︷
x ·

f ′

︷︸︸︷

1

x
dx = x ln(x) − x + C

Bonbónek k per partes - integrály xk sin(x) a xk cos(x)

Na závěr této sekce si ukážeme takový
”
bonbónek“ nav́ıc - jak integrovat funkce ve tvaru

xn sin(x) a xn cos(x). Použijme výsledky źıskané v př́ıkladech 2.2.3 a 2.2.4:

(x sin(x) + cos(x) + C)′ = (x cos(x) + sin(x)) − sin(x) + 0 = x cos(x)
(
x2 sin(x) + 2x cos(x) − 2 sin(x) + C

)′
=

(
x2 cos(x) + 2x sin(x)

)
+

+ (2x(− sin(x)) + 2 cos(x)) − 2 cos(x) + 0

= x2 cos(x)
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Všimli jste si, jakým zp̊usobem se členy, které ve výsledku
”
nemaj́ı být“, ruš́ı? Daný člen

ve tvaru xk sin(x) (resp. cos(x)) zderivujeme, což nám dá xk cos(x) + kxk−1 sin(x). Chceme-
li vyrušit druhý člen, muśı v p̊uvodńı funkci následovat člen, který nám po derivaci vy-
hod́ı −kxk−1 sin(x). T́ımto členem je kxk−1 cos(x). Ten nám však po derivaci nechá člen
k(k − 1)xk−2 cos(x). Chceme-li ho vyrušit, muśı v p̊uvodńı funkci následovat člen −k(k −
1)xk−2 sin(x)... Takto postupujeme do té doby, než se všechny nadbytečné členy vyruš́ı. Tento
fakt je možné shrnout takto:

Pozorováńı. Integrál funkce xk cos(x) m̊užeme zapsat v tomto tvaru:
∫

xk cos(x) dx = xk sin(x) + kxk−1 cos(x) − k(k − 1)xk−2 sin(x)

− k(k − 1)(k − 2)xk−3 cos(x) + k(k − 1)(k − 2)(k − 3)xk−4 sin(x) + · · · + 0

Začneme tedy členem xk sin(x), n-tý člen obsahuje na prvńım mı́stě (n-1)-ńı derivaci xk,
funkce sinus a cosinus se pravidelně stř́ıdaj́ı a pokud přecháźıme

”
z cosinu do sinu“, změńıme

znaménko.
Pro funkci xk sin(x) je výsledek naprosto analogický, pouze prvńım členem výsledného in-

tegrálu je −xk cos(x) a znaménko se tedy měńı hned u druhého členu (druhým členem je
kxk−1 sin(x).

Osvětleme tento postup na několika konkrétńıch př́ıpadech:
∫

x3 cos(x) dx = x3 sin(x) + 3x2 cos(x) − 6x sin(x) − 6 cos(x) + C
∫

x3 sin(x) dx = −x3 cos(x) + 3x2 sin(x) + 6x cos(x) − 6 sin(x) + C
∫

x4 cos(x) dx = x4 sin(x) + 4x3 cos(x) − 12x2 sin(x) − 24x cos(x) + 24 sinx + C
∫

x4 sin(x) dx = −x4 cos(x) + 4x3 sin(x) + 12x2 cos(x) − 24x sin(x) − 24 cos x + C

Metoda
”
vyjádřeńı integrálu“, přičteńı nuly

Daľśı metodu, kterou si ukážeme, je možné použ́ıt v kombinaci s per partes, využijeme-li
nějaké vlastnosti funkćı, se kterými poč́ıtáme. Princip metody objasňuje následuj́ıćı

Věta 2.2.3. Podař́ı-li se postupnými ekvivalentńımi úpravami źıskat rovnici:
∫

f(x) dx = · · · = g(x) −
∫

f(x) dx

pak hledaný integrál je roven:
∫

f(x) dx =
g(x)

2
+ C

Obecněji - podař́ı-li se nám źıskat rovnici
∫

f(x) dx = · · · = g(x) + p

∫

f(x) dx, p 6= 1

hledaný integrál je roven
∫

f(x) dx =
g(x)

1 − p
+ C
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Ve skutečnosti neděláme nic jiného, než to, že integrál převedeme na druhou stranu

”
vyjádř́ıme“ ho pomoćı strany pravé. Předved’me si to na konkrétńım př́ıkladu:

Př́ıklad 2.2.7. Spočtěte integrál
∫

sin2(x) dx.

Řešeńı. Nejdř́ıve si sin2(x) naṕı̌seme jako sin(x) sin(x) a spočteme pomoćı per partes (nyńı
skutečně nezálež́ı na tom, který sinus budeme integrovat a který derivovat). Posléze vyjádř́ıme
cos2(x) jako 1 − sin2(x):
∫

sin2(x) dx = − cos(x) sin(x) −
∫

(− cos(x) cos(x)) dx = − cos(x) sin(x) +

∫

cos2(x) dx =

= − cos(x) sin(x) +

∫

(1 − sin2(x)) dx = − cos(x) sin(x) + x −
∫

(sin2(x)) dx

Převedeme-li nyńı integrál na pravé straně na levou stranu rovnice a vyděĺıme dvěma, najdeme
řešeńı: ∫

sin2(x) dx =
1

2
(x − sin(x) cos(x)) + C

Daľśı metoda, kterou si ukážeme, je
”
přičteńı nuly“, neboli přičteńı výrazu 1 − 1, či

nějakého podobného výrazu. Tuto metodu si ukážeme na jednom integrálu, který se v r̊uzných
výpočtech vyskytuje poměrně často (a proto, aby toho nebylo málo, ho v daľśı kapitole
spoč́ıtáme také substitućı):

Př́ıklad 2.2.8. Spočtěte integrál
∫ √

1 − x2 dx.

Řešeńı. Jak již bylo řečeno, tento př́ıklad demonstruje použit́ı metody nazvané
”
přičteńı

nuly“. Spočtěme nejdř́ıve daný integrál pomoćı per partes (integrujeme jedničku, derivujeme
danou funkci):

∫
√

1 − x2 dx = x
√

1 − x2 −
∫ −x2

√
1 − x2

dx (2.3)

Všimněte si znaménka mı́nus před x2 – vzniklo derivaćı
√

1 − x2. Úmyslně jsme toto mı́nus
nevytkli před integrál – uděláme totiž jednu kouzelnou úpravu - přičteme k čitateli v posledńım
integrálu výraz 1 − 1:

∫ −x2

√
1 − x2

dx =

∫
1 − x2 − 1√

1 − x2
dx =

∫
1 − x2

√
1 − x2

dx −
∫

1√
1 − x2

dx

=

∫
(√

1 − x2
)2

√
1 − x2

dx − arcsin(x) =

∫
√

1 − x2 dx − arcsin(x)

Nyńı tento výsledek dosad́ıme do rovnice 2.3
∫

√

1 − x2 dx = x
√

1 − x2 −
(∫

√

1 − x2 dx − arcsin(x)

)

= x
√

1 − x2 + arcsin(x)+

−
∫

√

1 − x2 dx

Převedeme-li nyńı integrál na levou stranu a vyděĺıme dvěma, dostaneme:
∫

√

1 − x2 dx =
1

2

(

x
√

1 − x2 + arcsin(x)
)

Jak vid́ıte, metody výpočtu integál̊u se na sebe postupně
”
nabaluj́ı“. Č́ım v́ıce jich znáte,

t́ım větš́ı šanci máte, že se vám povede integrál spoč́ıtat. Zat́ım jsme však nevyložili jednu z
nejd̊uležitěǰśıch metod v̊ubec, přesuňme se tedy směle do daľśı kapitoly.
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Substitučńı metoda

S pojmem substituce je čtenář jistě dobře obeznámen. Běžné substituce, se kterými přijde
středoškolák do styku, většinou slouž́ı pouze ke zvýšeńı přehlednosti zápisu. U integrál̊u však
substituce maj́ı zásadńı význam - je jimi možné převést jeden integrál na jiný (obvykle jed-
nodušš́ı, ale neńı to pravidlem). Jelikož naš́ım ćılem při integrováńı je upravovat integrál
tak dlouho, než ho rozlož́ıme na integrály, které umı́me

”
uhádnout“, je možnost, že umı́me

převést integrál z jednoho tvaru na jiný, pro nás zásadńı. Začněme tedy větami o substituci v
neurčitém integrálu. Pravděpodobně se vám budou zdát poněkud abstraktńı a nesrozumitelné,
vše však bude vysvětleno v následuj́ıćıch př́ıkladech.

Věta 2.2.4 (Prvńı substitučńı metoda). Necht’ f má primitivńı funkci na nějakém intervalu
J a φ : I → J zobrazuje interval I do intervalu J a má všude na I derivaci. Označme
t = φ(x). Pak plat́ı:

∫

f(φ(x))φ′(x) dx =

∫

f(t) dt (2.4)

To je logické, uvědomı́me-li si, že t je funkce proměnné x a plat́ı:

dt

dx
= φ′(x) ⇒ dx =

dt

φ′(x)

Formálńım dosazeńım do levé strany rovnice 2.4 za φ(x) a dx dostaneme pravou stranu rovnice
2.4. Př́ınos této substituce spoč́ıvá v tom, že integrál na pravé straně můžeme spoč́ıtat, aniž by
bylo nutné uvažovat, co proměnná t vyjadřuje, jednoduše podle ńı integrujeme. Do výsledku
pak pouze dosad́ıme t = φ(x). Jediné, čeho je nutné si všimnout, je fakt, že φ(x) nemuśı
být na, tedy nemuśı

”
využ́ıt“ celý interval J . Integrál na pravé straně rovnice 2.4 totiž pak

nemuśıme řešit pro celé J (obvykle to znamená např. pro celá reálná č́ısla), ale pouze pro
nějaký jeho podinterval, č́ımž se může výpočet zjednodušit.

Zamysleme se nyńı nad čistě formálńım procesem integrace substitućı. Co se po substituci
změńı? dx přejde v dt, celou integrovanou funkci vyděĺıme φ′(x) = t′(x) a x muśı zmizet, tj.
muśıme všechny výrazy obsahuj́ıćı x vyjádřit pomoćı t (jinak by nebylo možné dále integrovat,
protože z̊ustavš́ı x záviśı na t, nemůžeme ho tedy brát jako konstantu a substituce by ničemu
nepomohla).

Př́ıklad 2.2.9. Spočtěte integrál funkce xex2

použit́ım substituce t = x2.

Řešeńı. Provedeme nyńı všechny kroky popsané v předchoźım odstavci. dt
dx

= 2x ⇒ dx = dt
2x

.
Dosad́ıme do daného integrálu:

∫

xex2

dx =

∫

xet dt

2x
=

1

2

∫

et dt =
1

2
et =

1

2
ex2

+ C

Zderivováńım výsledku se můžeme přesvědčit, že zadaný postup je správný. Při tomto deri-
vováńı si možná uvědomı́te, že substitučńı metoda je

”
opačný“ postup k derivováńı složené

funkce.

V předchoźım př́ıkladu bylo př́ımo uvedeno, jakou substituci máme použ́ıt. Při řešeńı
př́ıklad̊u vám však nikdo neřekne, jaká substituce je nejlepš́ı, muśıte na to přij́ıt sami. Neexis-
tuje žádný obecný postup, který by ř́ıkal, jakou substituci použ́ıt. Jediné, co při volbě substi-
tuce pomáhá, je zkušenost. Zkusme však alespoň neformálně naznačit, jak substituci hledat.
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Sestává-li integrovaná funkce ze součinu dvou r̊uzných funkćı, je nasnadě použit́ı substituce
t(x) jej́ıž derivace je jedna z těchtou dvou funkćı (po provedeńı substituce tato funkce totiž
zmiźı). Je dobré si pamatovat, že derivaćı některých funkćı źıskáme funkce, kde se nějakou
běžnou funkćı proměnné x děĺı, nikoliv násob́ı, takovou funkćı je např. lnx, či tg x. Někdy je
také nutné celý zlomek rozš́ı̌rit zlomkem o hodnotě jedna a provést daľśı úpravy, než je možné
substituci použ́ıt. Demonstrujme tyto postupy na př́ıkladech:

Př́ıklad 2.2.10. Spočtěte integrál funkce 2x
x2+1

.

Řešeńı. Pravděpodobně prvńı, co vás napadne, je:
”
V čitateli máme derivaci x2, zvoĺıme

tedy substituci t = x2“. T́ım se však nezbav́ıme jedničky ve jmenovateli. Můžeme však zvolit
substituci jinou, a to t = x2 + 1. Derivace stále z̊ustane 2x (derivace konstanty je nula), ve
jmenovateli nám však z̊ustane pouze t:

∫
2x

x2 + 1
dx

∣
∣
∣
∣
t=x2+1

=

∫
1

t
dt = ln |t| + C = ln |x2 + 1| + C

Poznámka. Symbolem
∫

. . .dx
∣
∣
t=f(x)

označujeme, že použ́ıváme substituci t = f(x) a že v

daľśım výpočtu budeme po vyřešeńı integrálu za t dosazovat f(x). V literatuře bývá někdy
zvykem nepsat substituci t́ımto zp̊usobem za prvńı integrál, ale za všechny následuj́ıćı. My
budeme použ́ıvat toto značeńı, jelikož je kratš́ı a přehledněǰśı.

Př́ıklad 2.2.11. Spočtěte integrál funkce x2 sin(x3).

Řešeńı. Uvědomme si, že derivaćı funkce x3 źıskáme funkci x2 násobenou konstantou. Zvolme
tedy substituci t = x3.

∫

x2 sin(x3) dx

∣
∣
∣
∣
t=x3

=

∫
1

3
sin(t) dt = −1

3
cos(t) + C = −1

3
cos(x3) + C

Př́ıklad 2.2.12. Spočtěte integrál funkce tg(x).

Řešeńı. Rozeṕı̌seme-li si tangens jako pod́ıl sinu a cosinu, je ihned zřejmé, že v čitateli se
nacháźı mı́nus derivace jmenovatele:

∫

tg(x) dx =

∫
sin(x)

cos(x)
dx

∣
∣
∣
∣
t=cos

= −
∫

1

t
dt = − ln |t| + C = − ln | cos(t)|

Uved’me nyńı obecný návod, jak poč́ıtat integrály s lineárńımi členy ax+b, a 6= 0. Derivace
lineárńı funkce je funkce konstantńı, substituci t = ax+b je tedy možné použ́ıt vždy (výhodné
je to samozřejmě pouze ve chv́ıli, kdy se v integrálu vyskytuje člen ve tvaru ax + b, jinak se
integrál substitućı sṕı̌se zesložit́ı. Označme F funkci primitivńı k f . Pak plat́ı:

∫

f(ax + b) dx

∣
∣
∣
∣
t=ax+b

=
1

a

∫

f(t) dt =
1

a
F (t) + C =

1

a
F (ax + b) + C

demonstrujme použit́ı lineárńı subsituce na př́ıkladu:

Př́ıklad 2.2.13. Spočtěte integrál funkce 1
2x+3 .
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Řešeńı. Zavedeme lineárńı substituci t = 2x + 3 (Neboli dt = 2dx ⇒ dx = dt
2 ). Pak:

∫
1

2x + 3
dx

∣
∣
∣
∣
t=2x+3

=
1

2

∫
1

t
dt =

1

2
ln |t| + C =

1

2
ln |2x + 3| + C

Lineárńı substituce je nejjednodušš́ı typ substituce a s trochou praxe se ji nauč́ıte použ́ıvat
naprosto intuitivně zpaměti, bez jakéhokoliv rozepisováńı pomoćı daľśıch symbol̊u. Pod́ıvejme
se nyńı na trochu záludněǰśı substituce:

Př́ıklad 2.2.14. Spočtěte integrál funkce 1
cos(x) .

Řešeńı. Na prvńı pohled neńı zřejmá žádná substituce. Rozšǐrme však daný zlomek vhodným
zlomkem o hodnotě 1:

∫
1

cos(x)
dx =

∫
1

cos(x)

cos(x)

cos(x)
dx =

∫
cos(x)

cos2(x)
dx =

∫
cos(x)

1 − sin2(x)
dx

Nyńı je substituce nasnadě. Provedeme substituci t = sin(x), výsledkem bude tabulkový
integrál.

∫
cos(x)

1 − sin2(x)
dx

∣
∣
∣
∣
t=sin(x)

=

∫
1

1 − t2
dt = argtgh(t) + C = argtgh(sin(x)) + C

Př́ıklad 2.2.15. Spočtěte integrál funkce cos3(x).

Řešeńı. Tento př́ıklad na prvńı pohled také nevypadá jako př́ıklad na substituci. Funkci
cos3(x) si však můžeme napsat jako cos2(x) cos(x) =

(
1 − sin2(x)

)
cos(x):

∫

cos3(x) dx =

∫
(
1 − sin2(x)

)
cos(x) dx

∣
∣
∣
∣
t=sin(x)

=

∫

(1 − t2) dt = t − t3

3
+ C

= sin(x) − 1

3
sin3(x) + C

Př́ıklad 2.2.16. Spočtěte integrál funkce ln(x)
x

.

Řešeńı. Je nutné si uvědomit, že po zavedeńı substituce t = ln(x) budeme integrovanou
funkci dělit funkćı 1

x
. Můžeme tedy tuto substituci bez problému použ́ıt:
∫

ln(x)

x
dx

∣
∣
∣
∣
t=ln(x)

=

∫

t dt =
t2

2
+ C =

1

2
ln2 |x| + C

Doted’ jsme použ́ıvali substituci, ve které jsme zavedli nějakou novou funkci proměnné
x. Lze však zvolit o postup opačný, tj. substituci, kde za x dosazujeme nějakou funkci jiné
proměnné. Shrňme to v následuj́ıćı větě:

Věta 2.2.5 (Druhá substitučńı metoda). Necht’ φ : I → J je spojitá a prostá funkce a má na
svém definičńım oboru nenulovou derivaci a f je funkce integrovatelná na J . Pak (dosad́ıme-li
x = φ(t)) plat́ı:

∫

f(x) dx =

∫

f(φ(t))φ′(t) dt

∣
∣
∣
∣
t=φ−1(x)

Kde φ−1(x) znač́ı funkci inverzńı k φ(x). Označ́ıme-li F (x) funkci primitivńı k f(x) a G(x)
funkci primitivńı k f(φ(x))φ′(x), m̊užeme předchoźı rovnost přepsat takto:

F (x) = G(φ−1(x))
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Důkaz. Důkaz této věty je jednoduchý, proved’me ho tedy. Funkce φ(t) je prostá, tedy k
ńı existuje inverzńı funkce φ−1(t). Derivace φ′(t) je nenulová, podle věty 1.5.3 tedy plat́ı:
(φ−1(t))′ = 1

φ′(φ(t)) , tedy:

(G(φ−1(x)))′ = G′(φ−1(x))
(
φ−1(x)

)′
= G′(t)

1

φ′(t)
= f(φ(t))φ′(t)

1

φ′(t)
= f(φ(t)) = f(x)

Q.E.D.

V tomto formálńım zápise pro vás pravděpodobně věta 2.2.5 bude poněkud abstraktńı.
Zkusme si v́ıce přibĺıžit, co vlastně ř́ıká. Formálně tuto větu źıskáme dosazeńım x = φ(t),
jelikož pak plat́ı dx = φ′(t)dt. To, aby funkce φ byla prostá, požadujeme proto, aby k ńı
existovala inverzńı funkce. Pak tedy zjevně plat́ı x = φ(t) ⇒ t = φ−1(x). Zintegrujeme-li tedy
funkci f(φ(t))φ′(t) a posléze do výsledku dosad́ıme t = φ−1(x), źıskáme t́ım hledaný integrál.
Demonstrujme to na př́ıkladech:

Př́ıklad 2.2.17. Spočtěte integrál funkce xex2

.

Řešeńı. Pozorný čtenář si jistě všimne, že tento integrál jsme spoč́ıtali již v př́ıkladu 2.2.9 jako
ukázku použit́ı prvńı substitučńı metody. Nyńı ho tedy zkuśıme poč́ıtat substitućı opačnou.
V př́ıkladu 2.2.9 jsme zavedli substituci t = x2, zaved’me nyńı tedy substituci x =

√
t, která

muśı zákonitě fungovat také (ovšem pouze pro x > 0). Plat́ı: dx
dt

= 1
2
√

t
⇒ dx = dt

2
√

t
. Z toho

plyne:
∫

xex2

dx

∣
∣
∣
∣
x=

√
t

=

∫ √
te(

√
t)2 dt

2
√

t
=

1

2

∫

et dt =
1

2
et + C =

1

2
ex2

+ C

V posledńım kroku jsme pouze využili toho, že plat́ı
√

t = x ⇒ t = x2. Muśıme však mı́t na
paměti, že t́ımto postupem jsme neźıskali obecné řešeńı, ale pouze řešeńı na intervalu 〈0,∞),
kdybychom chtěli źıskat obecné řešeńı, museli bychom použ́ıt také substituci x = −

√
t a pak

obě řešeńı
”
slepit“. Shodou okolnost́ı však oba integrály v tomto př́ıpadě daj́ı stejný výsledek,

obecně to však neplat́ı, proto je nutné hĺıdat interval, na němž řešeńı provád́ıme. Mimo jiné
to ukazuje na to, proč je v tomto konkrétńım př́ıpadě lepš́ı použ́ıt prvńı substitučńı metodu,
tou źıskáme obecné řešeńı rovnou.

Poznámka. Stejným zp̊usobem, jako jsme zavedli ozančeńı
∫

. . . dx
∣
∣
t=f(x)

pro prvńı sub-

stitučńı metodu, zavád́ıme označeńı
∫

. . . dx
∣
∣
x=φ(t)

pro druhou substitučńı metodu.

Př́ıklad 2.2.18. Spočtěte integrál funkce
√

1 − x2.

Řešeńı. Jak bylo sĺıbeno již v př́ıkladu 2.2.8, kde byl tento integrál spoč́ıtán metodou per
partes, spočteme ho nyńı substitućı. Spočteme ho substitućı, která nám umožńı zbavit se
odmocniny - touto substitućı je goniometrická substituce x = sin(t) nebo x = cos(t) Zvolme
druhou substituci x = cos(t). Muśıme si uvědomit, že věta 2.2.5 požaduje, aby funkce, kterou
dosazujeme, byla prostá. To však cos(t) neńı,

”
zužme“ tedy cos t́ım zp̊usobem, že za jeho

definičńı obor zvoĺıme interval 〈0, π〉. Na tomto intervalu je funkce cos prostá a nabývá hodnot
−1 až 1, což přesně vyhovuje zadáńı úlohy (aby měla odmocnina smysl, muśı být x ∈ (−1, 1)).
Pust’me se tedy konečně do integrace:

∫
√

1 − x2 dx

∣
∣
∣
∣
x=cos(t)

=

∫
√

1 − cos2(t) (− sin(t)) dt = −
∫ √

sin2(t) sin(t) dt =

= −
∫

|sin(t)| sin(t) dt
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Posledńı integrál je poněkud ošklivý. Neńı neřešitelný, ale jeho řešeńı je poměrně náročné.
Uvědomı́me-li si však, že daný integrál řeš́ıme na intervalu 〈0, π〉, můžeme využ́ıt fakt, že
sin(t) je na celém tomto intervalu nezáporný, tedy plat́ı |sin(t)| = sin(t). T́ım se nám integrál
zredukuje na −

∫
sin2(t) dt. Tento integrál jsme již však vyřešili v př́ıkladu 2.2.7:

−
∫

sin2(t) dt = −1

2
(t − sin(t) cos(t)) + C =

1

2

(√

1 − cos2(t) cos(t) − t
)

+ C

Nyńı za t dosad́ıme arccos(x):

1

2

(√

1 − cos2(t) cos(t) − t
)

+ C =
1

2

(

x
√

1 − x2 − arccos(x)
)

+ C

Což je hledaný výsledek.

2.2.3 Rigorózńı dodatek

Jak bylo sĺıbeno, zde bude uveden př́ıklad funkćı, z nichž ani jedna neńı integrovatelná, ale jejich
součet již je. Zamysleme se nyńı nad problémem obecněji. Máme-li funkci f(x), o které v́ıme, že neńı
integrovatelná v Newtonově smyslu, a funkci g(x), o které v́ıme, že je integrovatelná v Newtonově
smyslu, pak zcela určitě neńı integrovatelná ani funkce g(x)−f(x), jelikož jelikož by pro jejich integrál
muselo platit (z linearity operátoru integrálu):

∫
(g(x) − f(x)) dx =

∫
g(x) dx −

∫
f(x) dx, f(x) však

integrovatelná neńı, tedy neńı integrovatelná ani p̊uvodńı funkce. Součet těchto dvou funkćı, tj. f(x)+
(g(x) − f(x)) = g(x) již však integrovatelná funkce je. Stač́ı nám tedy ukázat, že existuje nějaká funkce
f(x), která neńı integrovatelná v Newtonově smyslu. Zd̊urazněme, že upřesněńı

”
v Newtonově smyslu“

je nutné, jelikož existuje několik zobecněńı pojmu integrálu a v tzv. Lebesgueově (čti Lebegově) smyslu
(o němže se ještě zmı́ńıme v některém z daľśıch rigorózńıch dodatk̊u) je již integrovatelná i funkce,
kterou zde uvedeme jako př́ıklad.

Definujme funkci D(x) takto:

D(x) =

{

1 pro x racionálńı

0 pro x iracionálńı

Tato funkce se nazývá Dirichletova funkce a z hlediska svých vlastnost́ı ji můžeme označit za př́ı̌seru.

Je všude definována, ale nemá nikde derivaci, jelikož pro každé ε > 0 leži v ε-ovém okoĺı bodu každého

bodu nekonečně mnoho bod̊u, kde má funkce hodnotu 0 a nekonečně mnoho bod̊u, kde má hodnotu

1. (Tedy v žádném př́ıpadě nemůže existovat limita, kterou je definována derivace. Ba dokonce tato

funkce neńı ani nikde spojitá.) K této funkci však neexistuje ani primitivńı funkce. Kdyby existovala,

muselo by pro ni platit (označme ji F ): F ′(x) = D(x). Byla-li by někde tato derivace definována v

nějakém bodě x0, mohla by se v diferenciálně malém okoĺı bodu x0 změnit jen diferenciálně málo (to

je př́ımo definice derivace limitou), což je však spor s t́ım, že D(x) má v tomto okoĺı nekonečně mnoho

bod̊u s hodnotou 0 a nekonečně mnoho s hodnotou 1.

2.2.4 Pokročilé metody výpočtu neurčitého integrálu

V tomto odd́ıle pohovoř́ıme o některých metodách výpočtu neurčitého integrálu, které patř́ı
k běžně použ́ıváným, přesahuj́ı však již rámec středoškolského výkladu. Čtenář, jenž chce
źıskat pouze přehled ve středoškolském učivu, může tento odd́ıl s klidným svědomı́m přeskočit,
znalosti zde źıskané nebudeme nikde dále př́ımo požadovat. Pokud však chcete źıskat určitý
přehled o metodách, které se ve výpočtech běžně použ́ıvaj́ı, vřele vám doporučuji si tuto
kapitolu nastudovat.

Tato kapitola bude doplněna později.
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