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Predmluva

Tento text byl sepsdn za tim tcelem, aby poskytl stfedoskolskym studentium, které matema-
tika zajimé a zajimaji je metody, které matematika pouzivé ve fyzice, ur¢ity pokrocily ptehled.
Cilem tohoto textu je podat viceméné uceleny vyklad o matematické discipliné souhrnné zvané
diferencialni a integralni pocet, teorie diferencialnich rovnic, variacni pocet, teorie metrickych
prostoru a dalsi obory. Pro velkou ¢dst studentt je sice problém ¢ist vysokoSkolska skripta,
stredoskolské ucebnice jim v8ak svym rozsahem nevyhovuji. Proto jsem se rozhodl sepsat
tento text, ktery svou trovni lezi kdesi mezi stiedni a vysokou skolou. V zadném piipadé to
vSak neznamend, ze by byl nevhodny pro bézné studenty stfednich skol — pokrocilejsi partie,
které bézny student nemusi znat, jsou vysdzeny menSim pismem, ¢i je zminka o pokrocilosti
kapitol uvedena pifimo na pocatku dané kapitoly.

Text je logicky ¢lenén tak, aby na sebe jednotlivé kapitoly navazovaly, zadna kapitola
nevyzaduje znalost spadajici zaméfenim do tohoto textu, kterd by nebyla v pfedchozich
kapitolach vysvétlena. Na konci velké ¢asti kapitol jsou samostatné kapitoly nazvané ,ri-
gorézni dodatky“!. Tyto kapitoly nemusi étendf ¢ist, pokud mu jde pouze o nabyti viceméné
stredoskolskych znalosti — obsah bézného textu se nikde neodvolava na tyto malé kapitoly.
Viele vsak vSem ¢tenaitum pirecteni téchto kapitol doporucuji, jejich obsah prohlubuje pocho-
peni bézné vykliddané latky a vétsinou tyto dodatky nejsou piili§ naro¢né na pochopeni.

Opozdéné ,,vydani“

Ptvodné mél tento text zahrnout také letmy dvod do teorie diferencidlnich rovnic a varia¢niho
poctu a par dalsich zajimavych oboru spadajicich do matematické analyzy. Z ¢asovych duvodu
jsem vSak sepsani piislusnych kapitol odlozil na neuré¢ito. Nyni, kdyz jsem se k textu vratil
jiz jako student MFF, zjistil jsem, ze bych cely text koncipoval ponékud jinak, nez jak jsem
ucinil pii jeho tvorbé béhem studia septimy na gymnaziu. Proto jsem se rozhodl jiz dalsi
kapitoly nedotvéret, ale pouze jsem provedl par malych korektur v jiz hotovém textu, ktery
tak zustavéd viceméné v puvodni podobé (kromé sekce 1.6.2, kde jsem se nechal ponékud unést
motivovanim ¢tenare, a nékolika dodéldvek v ¢asti o integrovani).

Jakub Marian, 9. srpna 2009

1 . P .
Slovo ,rigor6zni“ znamend ,presny“,,precizni®.
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Kapitola 1

Diferencialni pocet

V této kapitole bude zavedeno urcité zdkladni minimum z diferencidlniho poctu. Vétsina
vyklddané latky koresponduje s vyukou diferencidlniho poétu na stfednich skoldch, naleznete
zde vak také nékteré kapitoly, které stredoskolsky vyklad piesahuji. Ctenafi véak doporucuj,
aby si je precetl také, ziskd tak vétsi prehled o tom, jaky smysl vykladana latka ma.

1.1 Motivace

Zatnéme tim, ¢im matematické ucebnice vétsinou nezacinaji — vysvétlenim, k ¢emu se dife-
rencidlni pocet pouziva. Diferencidlni pocet totiz neni jen bezduchd kapitola, jejimz cilem by
bylo ,,zaplacnout“ mezeru v uc¢ivu a ztizit studentovi zivot, je to jeden ze zakladnich stavebnich
kament moderni matematiky. Bez diferencidlniho poc¢tu si neni mozné predstavit moderni fy-
ziku, chemii, ekonomii, stavebnictvi, strojirenstvi, ba dokonce ani biologii. Umoziiuje nam
totiz zaznamenat, jak se veli¢iny (poloha, hmotnost, rychlost apod. ve fyzice, cena zbozi v
ekonomii, mnozstvi bunék v biologii. .. ) méni v ¢ase. Jak uvidite, tato informace (jak se dana

Aplikujeme-li diferencialni pocet ve fyzikdlnich disciplindch, které znate jiz ze stifedni
skoly, jsme schopni dosdhnout neuvéritelnych vysledki. V klasické mechanice je mozné diky
diferencidlnimu poctu vybudovat mechaniku kontinua, jez popisuje kompletné mechanicky
chovéni velké ¢asti tuhych (i pruznych) téles, kapalin a plynu. Pokud mate radi pocitacové
hry, jisté jste uz hrali néjakou, kde se pohybovaly vSude kolem pfedméty po vybuchu granétu,
¢i se rozvlnila vodni hladina po dopadu téla zastieleného nepftitele. Vézte, ze vSechny tyto
efekty jsou zalozené na fyzikalnich vypocétech vychéazejicich z klasické mechaniky a urcitych
velmi pokrocilych partii diferencidlntho poctu. Co napiiklad takova termodynamika? Kon-
struovani modernich automobilovych a letadlovych motort by se bez metod moderniho kal-
kulu naprosto neobeslo. V elektiiné a magnetismu je to obdobné — zakladni rovnice elektro-
magnetismu jsou totiz urc¢ité velmi specifické diferencidlni rovnice (které bez nastroju kalkulu
nejsou fesitelné, ¢i, lépe teceno, ani neddvaji smysl). Z téchto rovnic se teprve vse odviji,
elektromagnetické vinéni bylo dokonce vypocéteno teoreticky o mnoho let dfive, nez ho byl
schopen kdokoliv zméfit. D4 se tedy Tici, Ze bez kalkulu by neexistovaly zddné moderni tech-
nologie zalozené na elektromagnetismu, se kterymi se denné setkavame — televize, pocitace,
mikrovlnné trouby. .. Nemluzeme samoziejmé opomenout nejpokrocilejsi discipliny moderni
fyziky — kvantovou mechaniku a obecnou teorii relativity. Ty nam v soucasnosti umoznuji
hluboké poznani toho, jak nas svét ve skutec¢nosti funguje, a umoznuji nam na zdkladé téchto
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informaci kostruovat extrémné pokrocilé technologie a u¢inné ziskdvat energii. Obé tyto dis-
cipliny je vsak nemozné vybudovat bez velmi pokrocilych metod kalkulu (ovSsem kvantova
mechanika také ukazuje, ze dilezitou, ba dokonce dominantni roli v modernf fyzice hraje také
obecnd a linedrni algebra).

Snad vas tento motivacni tvod presvédcil, ze kalkulus neni jen vyplii v uéivu étvrtého
ro¢niku, ale Ze je to v dusledku velmi uzitecnd véc, kterd je schopna poskytnout ndm dechbe-
rouci vysledky. Presunime se tedy do taju zajkadni discipliny kalkulu — diferencidlniho poctu.

1.2 Trocha historie

Minuly doby Kopernikovy, Keplerovy a Galileiovy a fyzici si zacali uvédomovat, ze k popisu
naseho svéta nestaci pouze fyzikalni poucky o tom, ze dva predméty ruzného slozeni pusténé
z véze dopadnou na zem ve stejnou chvili, ¢i astronomické poucky o pohybu hvézd po ob-
loze. Fyzici si uvédomili, ze fyzikdlni svét je mozné popsat matematicky. Prvnim, kdo s timto
systematickym popisem zacal, byl Sir Isaac Newton. Jeho jméno jisté znate, newtonovska
mechanika se uci jiz v prvnim ro¢niku stfednich skol. Newtonovska mechanika v8ak stavi na
diferencidlnim a integralnim poc¢tu, bez kterych neni mozné vybudovat smysluplnou (a ze
studentského hlediska ne tiplné nudnou) teorii. Sir Newton si uvédomil, ze jednou z hlavnich
véci, kterou se musi fyzika zabyvat, je pohyb (& obecnéji: zména néjaké veliciny v ¢casel).
A prévé ke studiu pohybu vybudoval zéklady teorie, kterou se budeme zabyvat v této kapi-
tole. To mu umoznilo mnohé — spole¢né z gravitacnim zakonem mohl naptiklad spocitat, po
jakych drahéach se pohybuji planety kolem slunce. Nejen zZe tim dokazal zname tii Keplerovy
zékony, ale popsal obecné pohyby planet. Tento popis pohybu planet zistal v platnosti az do
zvefejnéni Einsteinovy obecné teorie relativity roku 1915. Uvédomime-li si, ze Newton tyto
vypocty provedl v 17. stoleti, zjistime, jaky obrovsky intelektualni pocin to byl. Newtonova
mechanika se vSak nezaméfuje jen na pohyby vzdalenych nebeskych téles, dokaze popsat
jakékoliv mechanické soustavy. Spocitat, kam dopadne vystielend délova koule ¢i jakou tihu
ponese nosnik stavby, pfestalo byt nefesSitelnym problémem. To umoznilo obrovsky rozvoj v
mnohych védeckych i ,inzenyrskych“ oborech.

Dalsim, kdo se zabyval diferencidlnim a integralnim po¢tem (a nejen jim), byl némecky
matematik a filosof Gottfried Wilhelm Leibniz. Leibniz vedl s Newtonem nesmifitelny
spor o to, kdo Ze je vlastné prvnim objevitelem diferencidlniho poctu (tato otdzka je ponékud
spornd, v jistém smyslu jsou objeviteli Leibniz i Newton). Jejich pojeti diferencidlniho po¢tu se
lisilo hlavné v pfistupu (Newtonovo bylo spiSe fyzikdlni, Leibnizovo matematické). Ovsem ani
Newton, ani Leibniz nepodal skutecné matematicky rigorézni popis problematiky, moderni
epsilon-delta definice se objevuje teprve v 19. stol. v pracech Karla Weierstrasse. Nicméné
symbolika, kterou zavedl Leibniz (napf. zapis derivace df/dz) se pouziva doposud.

Po Leibnizovi pfisli mnozi dalsi matematikové, ktefi aparat kalkulu dale rozvijeli. Dnes
je to robustni teorie, kterou nemad jeden ¢lovék nejmensi Sanci celou zvladnout. My se vsak
zaméiifme pouze na zdklady, které vétsinou nepfesdhnou ani to, s ¢im ptisli jiz Newton a
Leibniz.

!Ovsem uz se nezabyval otdzkou, co vlastné onen ¢as je; byla to pro néj pevna stale plynouci veli¢ina. Na
skutecné ,vysvétleni“ tohoto pojmu si budete muset pockat dalsich vice nez 300 let.
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1.3 Zakladni pojmy

V této ¢asti si zadefinujeme nékteré pojmy nutné pro vyklad dalsich ¢asti. Jsou to pojmy
obecné znamé a nikterak slozité, proto tato ¢ast bude strué¢nd. Opravdu neni nutné se tuto
Cast ucit zpaméti jako telefonni seznam, je pouze potieba mit urcité povédomi o tom, co dany
pojem znamenda. Neznama by ¢tendfi mohla byt snad jen definice funkce vice proménnych,
ktera je uvedena na konci této sekce.

Definice 1.3.1. ,Predpis“ f, ktery nékterym (nebo i véem) redlnym ¢islum pfifazuje néjaké
dalsf (klidné i to samé) redlné &fslo, nazyvame (redlnou) funkei jedné proménné. Cislo,
které funkce piitazuje ¢islu z, znac¢ime f(x). To, ze funkce zobrazuje mnozinu A do mnoziny
B zapisujeme f: A — B.

Pozndmka. Tim, ze funkce zobrazuje prvky mnoziny A do mnoziny B minime, Ze ,vybird“
jednotlivé prvky z A a pfifazuje jim néjaké prvky z B. Neznamend to ovSem, Ze by nutné
musela ,,vyuzit“ véechny prvky z mnoziny B, napt. pro funkci f(z) = 22 plati: f : R — R,
ale také f: R — (0;00)

Pozndmka. Casto byva v matematické literatuie zvykem mluvit o funkci f(x), nikoliv o funkci
f, atkoli f(x) zna¢i funkéni hodnotu, nikoliv funkeci jako takovou. My tento zapis budeme
pouzivat v nékterych mistech také, protoze ma urcité vyhody, napf. je z néj ziejmé, zda jde
o funkei jedné ¢i vice proménnych, a jak nazyvame argument (tj. vétsinou z) funkce.

Definice 1.3.2. Mnozinu A ¢isel, z niz funkce f ,vybira“ prvky, nazyvame definiénim oborem
funkce f a znacime ji Dy.

Definice 1.3.3. Mnozinu Hy cisel, v niz lezi funkéni hodnoty funkce f, nazyvdme oborem
hodnot funkce f: A — B. Vzdy plati Hy C B.

Definice 1.3.4. O funkci f : A — B fekneme, Ze je prosta, pokud pro kazdé y € B existuje
pravé jedno x € A, pro které plati f(x) = y. Jinak fe¢eno — funkce je prostd, pokud nepfifazuje
zédnym dvéma bodum z definiéniho oboru to samé ¢islo.

Definice 1.3.5. O funkci f : A — B fekneme, Ze je na, resp. ze zobrazuje mnozinu A na
mnozinu B, pokud pro kazdé y € B existuje alespon jedno x € A pro které f(x) = y. Jinymi
slovy — pokud funkce f vyuzivd celou mnozinu B, neboli Hy = B.

Definice 1.3.6. O funkci f fekneme, Ze je vzadjemné jednoznaéné zobrazeni, neboli
bijekce mnoziny A na mnozinu B, pokud je zdroven prostd i na. To znamend, Ze kazdému
prvku x € A pfitazuje praveé jeden prvek y € B.

Piiklad 1.3.1. Vezméme funkci f : R — R, f(z) = 2. Oborem hodnot této funkce je
(0; 00), tedy tato funkce neni na. Spocteme-li hodnoty funkce napt. v bodech -2 a 2, zjistime,
ze f(—2) = f(2) = 4. Tedy dvéma ruznym bodum piifazuje stejné ¢islo a neni tedy prosta.

Piiklad 1.3.2. Naopak funkce f: R — R, f(z) = 2® ,vyuziva® celd redlnd éisla, je tedy na.
Je také prostd, protoze pro kazdé y € R muzeme jednoznacné urcit € R, pro které f(z) =y,
je totiz x = y. Tato funkce je tedy bijekci z R do R.

Definice 1.3.7. Necht f(z) je prosta funkce. Sestrojime-li funkci g(z), kterd m4 tu vlastnost,
ze f(g(z)) = g(f(x)) = x, pak tuto funkci g(z) nazyvame inverzni funkce k f(z) a zna¢ime
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g(z) = f~1(x). Upozoriiujeme vyslovné, ze horn{ index —1 nem4 nic spole¢ného s mocnénim
ve smyslu nasobeni realnych ¢isel, je to pouze symbol, ktery oznacuje, ze vytvaiime funkci
inverzni. Jinymi slovy — vime-li hodnotu (prosté) funkce y = f(zo) v bodé xg, ,fekne“ nam
funkce f~1(y), jaké je ono z.

Piiklad 1.3.3. Sestrojte inverzni funkce k funkcim z2

<—g, %> a k funkci 2z + 1 pro z € R.

na intervalu (0, 00), sin(x) na intervalu

Reseni. Ctenar jisté snadno uréf inverznf funkce k viem tfem funkeim. K funkei 22 je to v/,
k funkei sin(x) je to arcsin(z) a z funkce y = 2z + 1 snadno vyjddiime = jako x = (y — 1)/2.
Zaménou symbolu x a y dostaneme funkci inverzni, a tou je (z — 1)/2.

Nyni zadefinujeme funkci vice proménnych. Ackoli je tento text uréen primarné jako di-
ferencialni pocet funkci jedné proménné, v nékterych ¢astech bude nutné pouzit i urcité mi-
nimum z teorie funkci vice proménnych. Proto je zde uvedena nésledujici

Definice 1.3.8. Funkci n-proménnych nazveme zobrazeni f : R — R, kde R znamena
kartézsky soucin R X R X --- X R n-krat, neboli mnozinu vSech uspoiradanych n-tic redlnych
Cisel, které kazdému prvku R"™ prifazuje urcité realné ¢islo. Hodnotu, kterou funkce prirazuje
danému bodu (x1, 9, ..., x,), znaé¢ime f(x1,x9,...,Ty).

Pozndmka. Pokud n = 2, resp. n = 3, ziskame funkci dvou, resp. tii proménnych. V takovém
piipadé casto znac¢ime parametry x, y, resp. X, y, z misto x1, xa, resp. x1, T2, 3

Piiklad 1.3.4. Pokud je n = 2, ziskdme zobrazeni f : R?> — R, neboli funkci dvou
proménnych. Tu muzeme zadat funkénim ptredpisem napi. f(z,y) = x - y. Pokud si tuto
funkci predstavime jako zadani ,vysky*“ bodu nad rovinou xy, tj. z = f(z,y), zjistime, ze
dany predpis vytvari plochu ve tvaru paraboloidu. Tato geometricka interpretace, kde funkce
pouze zaddva z-ovou soufadnici v trojrozmérném prostoru, muze byt velmi uzite¢na v geo-
metrickych tvahach.

1.4 Limita

Pojem limity je jednim ze zdkladnich pojmii matematické analyzy. Pro zvladnuti dalsi latky
je v8ak vétsinou nutné hlavné intuitivni pochopeni tohoto pojmu a urcité povédomi o prak-
tickych metodach vypoctu, ne desitky trikti na vypocty limit, jimz je vétSinou na vysokych
skolach vénovana az premrsténd pozornost pri ivodnich kurzech matematiky.

1.4.1 Intuitivni zavedeni limity

Zacnéme konkrétnim pifkladem. Piedstavme si funkei f(x) = 7. To je pfeci rovno jedné,
feknete si. Ale pamatujete na to, jak jste v prvnim ro¢niku na stiedni skole pravé u této
funkce museli v bodé nula kreslit prazdné kolecko, protoze tam funkce neni definovéna (viz
obr. 1.1)? Nezdélo by se pfirozené, ze i v bodé 0 by funkce méla mit hodnotu 1, kdyz na vsech
ostatnich ¢islech m4 taktéz hodnotu 17

Praveé k tomuto prirozenému ,,dodefinovani“ funkce v bodech, kde funkce neni definovana,
slouzi pojem limita. Jak uvidime pozdgji, limita vibec neni zavislda na tom, zda je funkce
v daném bodé definovana. Limitu zapisujeme takto:

lim f(z)=a

Tr—T0
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X/

0.5 B

Obrazek 1.1: Funkce x/x v intervalu (—1,1)

Tento zdpis znamend, ze blizime-li se nekone¢né k bodu g, blizi se hodnota funkce f(x)
nekonecné hodnoté a. Napt. u funkce f(z) = z/z je ziejmé, ze jakkoliv se blizime nule, ma
funkce porad hodnotu 1. Tedy:

1.4.2 Matematické zavedeni limity

V piredchozi sekci jsme si zavedli pojem limity intuitivné, pokusme se ho nyni zavést mate-
maticky.

Definice 1.4.1. Rekneme, ze funkce f(x) mé v bodé xo vlastni limitu L, je-li:
Ve>030>0:2 € (zg— 0,20+ 6)\{zo} = |f(x) —L| <e (1.1)
Toto ¢islo L pak nazyvame limitou funkce v bodé z( a znacime:

lim f(z)=1L
r—x0

Ptedchozi zavedeni limity bylo ponékud abstraktni, proto ho zkusme popsat slovné. Zapis
(1.1) znamend, ze pro kazdé ¢ > 0 musi existovat (malické) 6 > 0 takové, ze lezi-li = ve
vzdalenosti mensi nez 6 od bodu zy, je vzdalenost f(x) od ¢isla a mensi nez €. Jinymi slovy,
¢im vice se priblizujeme k bodu xg, tim méné ndm funkce f(x) ,odbihd“ pry¢ od bodu L, a
kdyz se priblizime nekone¢né, hodnota funkce f(z) se také nekoneéné blizi L.

Vsimeéte si toho, ze v definici 1.4.1 jsme pouzili mnozinu (zg — 6§, 2o+ §)\{zo}, nikoliv cely
interval (zo — 0,29 + 0). To znamend, ze limita nijak nezdvisi na hodnoté funkce f(z) v bodé
xo. Tato funkce tam muze mit zcela jinou hodnotu, nez jaka je jeji limita v tomto bodé, popft.
vibec nemusi byt v tomto bodé definovana. Pouzijeme-li piiklad funkce f(z) = x/z a pouze
ji ,dodefinujeme* v bodé 0 tak, ze f(0) = 59, na jeji limité v bodé 0 to nic nezméni - stéle
bude 1.
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Déle zavadime také tzv. nevlastni limity, kde limitou funkce neni reilné cislo, ale +oo
nebo —oo. Typickym piikladem funkce, jez mé ve vlastnim (konetném) bodé nevlastni limitu

je funkce:
1

f(l‘):m

pro x — 0. Priblizujeme-li se nule, blizi se hodnota funkce neomezené +oo. Precizujme tedy
pojem nevlastni limity:

Definice 1.4.2. Rekneme, ze funkce f(z) mé v bodé x¢ nevlastni limitu +oo, pokud k
libovolné velkému ¢islu K existuje § > 0 takové, ze:

Vo € (xg — 6,20 +0)\{zo} : 2 > K

Jinak fe¢eno, funkce méa nevlastni limitu 4o0, pokud k libovolné velké konstanté muzeme
najit okoli (viz. definice 1.4.4) bodu zg, ve kterém je funkce vétsi nez dand konstanta. A tedy
zadkonité musi jit f(z) s tim, jak se blizime k z¢, k nekone¢nu. Tuto limitu pak znacime:

lim f(z) =400

r—x0
Analogicky definujeme i nevlastni limitu —oo.

Poznamka. Analogicky k pojmu limita se zavadi i tzv. jednostranné limity, neboli limity
zleva a zprava. Princip zlstava stejny, pouze nepozadujeme, aby byl vysledek limity stejny,
at se k bodu zg blizime z jakéhokoliv sméru, ale miiZe se obecné ligit, kdyZz se blizime zleva ¢i
zprava. (Oboustrannd) limita pak existuje pravé tehdy, kdyz existuji obé jednostranné limity
a maji obé stejnou hodnotu. My vsak pojem jednostrannych limit nebudeme déale potiebovat,
proto mu zde nebudeme vénovat vétsi pozornost. Zminime pouze, ze limita zleva k bodu x
se zna¢i pfipsdnim — a limita zprava pfipsanim +. Napiiklad funkce 1/x jde evidentné pro
x — 0 k nekone¢nu. Kdyz ovSsem dosazujeme mala zdporné ¢isla x, dostavame velka zaporna
¢isla 1/2, kdyz dosazujeme ¢isla kladnd, dostavéame ¢isla kladnd. Je tedy:

. 1

lim — = -
r—0— T

lim — =4+
z—0+ 2

a oboustrannd limita neexistuje.

Posledni typ limity, jez si zde uvedeme, je limita v nevlastnim bodé. Nevlastnim bodem
nazyvame +o00 nebo —oo. Definice limity funkce v nevlastnim bodé je zcela analogicka definici
limity posloupnosti.

Definice 1.4.3. Rekneme, ze funkce f(x) mé v nevlastnim bodé +oo limitu L, plat{ li:
Ve>03xg:2>x0=|f(z)—L|<e

Slovy: Cifm vice se z blizi nekoneénu, tim vice se hodnota f(z) blizi L. Pii nekonecném
ptiblizeni f(x) a L splyvaji. To zapisujeme:

lim =1L

r——+400

Definice limity pro & — —oo je zcela analogicka.
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1.4.3 Rigordézni dodatek k definici limity

Pii zavadéni obecného pojmu limita se vétsinou pracuje s tzv. okolim bodu. Okoli bodu je totiz pojem
obecny, ktery muzeme aplikovat i na jiné prostory nez je prostor realnych ¢isel. Zavedeni teorie tzv.
metrickych prostoru je vsak jiz vyrazné nad rdmec této publikace, proto jej zde uvadét nebudeme.
Muzeme vSak definovat okoli pomoci pojmu vzdédlenosti, ktery se ukdze jako pfirozenym rozsifenim
pojmu okoli na plochu a prostor.

Definice 1.4.4. e-okolim bodu zy nazyvdme mnozinu vSech bodu x, pro které plati: p(z,x0) < e,
kde p(z, o) je vzdalenost bodu = od bodu xy. Toto okoli znatime U, (zo).

Redukovanym e-okolim bodu x¢ nazyvame mnozinu U, (xo)\{zo} a znacime UZ(zo), je to tedy
okoli bodu z¢, ze kterého je bod zy vyjmut.

Piiklad 1.4.1. Na redlnych ¢islech plati p(a,b) = |b —a| = |a — b (Je-li b > a, pak evidentné
vzdalenost téchto bodu na redlné ose je b — a. Absolutni hodnotu pouzivame pro piipad, ze by bylo
b < a.) e-okolim bodu z¢ je pak interval (zo — €,z + €).

Na mnoziné vsech usporddanych dvojic redlnych éisel je vzddlenost bodu Alzi,y1] a Blza,ys]
déna vztahem p(A, B) = |AB| = \/(z2 — 21)% + (y2 — y1)?, coz je vlastné klasickd Pythagorova véta.
g-okolim bodu S je pak vnitiek kruhu o poloméru ¢ a stiedu S.

Po zavedeni pojmu okoli muzeme definici limity pfepsat do néasledujiciho tvaru:

Definice 1.4.5. Rekneme, ze funkce f(x) ma v bodé zo limitu L, je-li:
Ve > 030 > 0: 2 € Us(xo) = f(z) € Us(L) (1.2)

Slovy: Funkece f(x) ma v bodé zg limitu L praveé tehdy, kdyz pro libovolné malé okoli bodu L muzeme
najit takové okolf bodu xg, Ze pro vSechny hodnoty x z tohoto okol{ lez{ hodnoty f(z) v tomto libovolné
malém okoli bodu L. (Vigné fec¢eno - neutece-li ndm nikam funkce na dostatecné malém intervalu,
neutece ndm ani v daném konkrétnim bode).

Pro tdplnost uvedme jesté nasledujici vétu:

Véta 1.4.1 (Heineho). Necht posloupnost (a,,)5<, konverguje k hodnoté xq (a, — o) a zdroveri a,, #
xo pro vSechna prirozend n, limita limy_.., f (x) existuje prdvé tehdy, kdyz existuje limita lim,, . f(an)
pro kaZdou posloupnost (a,)52 1 a md pro vsechny posloupnosti s danou vlastnosti stejnou hodnotu.

Diukaz této véty ¢tendr najde napi. v [KI, str. 58]. Znéni predchozi véty se také nékdy povazuje
za definici spojitosti (kterou pak nazyvdme Heineho definice spojitosti).

1.4.4 Praktické vypocty limit

V predchozi ¢asti jsme definovali jednotlivé pojmy spojené s limitami. Neukdzali jsme vsak
zadné praktické postupy, jak limity pocitat. Definice limity nam zadné praktické informace
o vypoctech limit nepoda — tikd totiz jen, zda je dané ¢&islo limitou funkce v daném bodé,
nefika vsak, jak toto ¢islo zjistit. Viz nésledujici

Piiklad 1.4.2. Urcete hodnotu limity:




KAPITOLA 1. DIFERENCIALNI POCET 11

Reseni. Dosad'me hodnoty blizké 1. Zkusme napifklad 1,01: (1,012 —1)/(1,01 — 1) = 2,01,
nebo 0,99: (0,992 —1)/(0,99—1) = 1,99. Zd4 se tedy, Ze dand limita m4 hodnotu 2. Dokazme
to. Z definice limity musi platit:

21
Ve>030>0:z2¢€ (1—-0,14+0)\{1} = ‘2_1 2' <e
V na celé mnoziné (1 — 6,1 + §)\{1} je vyraz (z?> —1)/(z — 1) definovan, miizeme ho tedy s
klidnym svédomim pokrétit na (22 —1)/(z —1) = (z+1)(x — 1)/(z — 1) = 2 + 1. Dosazenim

do predchozi rovnice dostaneme podminku:

x?—1

r—1

—2’:\x+1—2\:]a:—1]<5

ktera musi platit pro kazdé x z mnoziny (1 — 4,14 9)\{1}. Najdeme-li ke kazdému & takové 0,
Ze tato podminka plati, dokdzeme tim, ze nami ,,uhodnutd® limita 2 je skute¢né limitou dané
funkce pro x — 1. Co kdyz ale zvolime napf. 6 = £/2? Maximélni hodnota vyrazu |z — 1| pak
muze byt pouze |(1+ ) — 1| = || = €/2, jelikoz = nikdy nemuze mit vétsi hodnotu nez 1+ 4.
Ale €/2 je urcité mensi nez € pro kazdé kladné epsilon. Tim je tedy dokédzano, ze jsme limitu
uhodli spravné.

Tento zpusob pocitani limit se vsak skuteéné nejevi jako prakticky. Povsimneme-li si vak,

ze jsme v predchozim piikladu vyhodné vyuzili faktu, ze vyraz (x — 1) je nenulovy na celé
mnoziné, na které jsme problém fesili, a diky tomu jsme jednodusSe dany zlomek pokratili,
muzeme dojit k nasledujici vété:
Véta 1.4.2. Pocitdme-li limitu funkce f(z) pro x — xo, muZeme nejdiive provést libovolné
ekvivalentni algebraické ipravy na mnoziné (a,b) \ {zo}, kde (a,b) je libovolny interval obsa-
hujici xg, a pokud je vysledny vyraz definovdn v bodé xq, urcéime hodnotu limity tim, Ze do
vysledného vijrazu dosadime g za x.

Uved'me bez dikazu jesté nékolik dalsich vét, které ndm pomohou s vypoécty limit (agilnf
Ctenar si muze zkusit provést diukazy sdm, k vét§iné postaci hratky s trojihelnikovou nerov-
nosti):

Véta 1.4.3. Predpokldidejme, Ze funkce f(x) a g(x) maji v bodé xo vlastni limitu. Pak plati:

Jim (f(2) +g(2)) = lim f(z) + lim g(z) (1.3)
i (7(0) - 9(0) = (Jim 7(0)) - Jim o(o)) (1.4

Predpoklddejme ddle, Ze limg_.4, g(x) # 0, pak:
flx)  limg .z f(2)

lim = - 1.5
z—zo g(x)  lmy .z, g(x) (1.5)
Ma-li f(z) vlastni limitu a lim,_.,, g(x) = +oo, pak plati:
A (1.6)
2 o)
lim f(z)- g(x) = +o0 (1.7)
T—XT0

kde znaménko nekonecna zdvisi na znaménku f(z) a g(x).
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Vsimnéme si, ze véty 1.4.2 a 1.4.3 nic nefikaji o tom, jak ur¢it hodnotu limit, pokud i
po vSech upravach dojdeme k vyrazam ve tvaru %, 000, 2, 0%, 00?, 1% apod. To jsou tzv.
neurcité vyrazy. Nékteré z téchto vyrazu je mozné spocitat pravidlem uvedenym v nésledujici

vété (kterou pii prvnim ¢teni muzete klidné preskocit):

Véta 1.4.4 (I'Hospitalovo pravidlo). Plati-li lim, .5, f(z) = 0 a lim,_.5, g(x) = 0, nebo
limy ., f(z) = o0 a limy_.,, g(x) = o0, pak:
!/
@ S

lim ——= =
w0 g(x)  ==wo g (2)

kde f'(z) a ¢'(x) jsou derivace funkei f(x) a g(z).

Jelikoz pojem derivace je zaveden az v kapitole 1.5, neni pro ¢tendie, ktery neni s pojmem
derivace obezndmen, zatim mozné tuto vétu vyuzit. Z duvodu pozdéjsich referenci je vsak
logické uvést tuto vétu spoleéné s ostatnimi vétami o limitach.

Uvéd'me nyni néjaké piiklady, na kterych demostrujeme predeslé véty:

Priklad 1.4.3. Spoctéte limitu:

o1
lim
z—1 z— 1
Reseni. Podle véty 1.4.2 plati:
31 —1)(2? 1
lim =~ = lim (z- D@ +o+ ):lim(x2+x+1)
z—1 1 — rx—1 r—1 r—1

Posledni vyraz muzeme podle véty 1.4.3 rozlozit na soucet ti{ limit, z nichz kazda ma hodnotu
1. Vysledna limita je tedy:

3 _
im &L — 3
z—1 x —1
Priklad 1.4.4. Spoctéte limitu:
523 4+ Tx + 3

im ——————
a—1 3 + 222 — 1

Reseni. Podle véty 1.4.2 muzeme citatele i jmenovatele vydélit 23 a hodnota limity se
nezmeni: . 5
5xd+Tx+3 . St opts

1 — < 5 o — l1m
z—o0 3 4+ 222 — 1 x_mol—i_%_m%

Aplikujeme-li nyni vzorec (1.6) (lim;_,o ™ = 400 pro vSechna n > 0) na zlomky v jednot-
livych ¢astech podilu, ziskdme:

. b3+ T7r+3 54040
lim = =
oo g3 4+222—-1 14040

Poznamka. 7 piikladu 1.4.4 je ziejmé, jakym zpusobem urcovat limity v podilu, pokud jde
x k nekonetnu. Vydélenim zlomku z", kde n je nejvyssi vyskytujici se mocnina, se vyrusi
v8echna ¢isla s mocninou mensi. Maji li tedy polynomy v ¢itateli i jmenovateli stejny stupen,
je limita tohoto podilu rovna podilu koeficientii u nejvyssi mocniny x. M&a-li ¢itatel stupen
vyS8s8i nez jmenovatel, je limita nevlastni a ma-li ¢itatel stupen nizsi nez jmenovatel, je limita

0.
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Uved'me nyn{ jesté jeden velmi dileZity pojem a s nim souvisejici véty:

Definice 1.4.6. O funkci f(z) fekneme, Ze je spojitda v bodé xg, je-li funkce f(z) v bodé xg
definovana a plati:

lim f(z) = f(w0)

Neformélné feceno — to, Ze je funkce spojitd, si muzeme predstavit tak, ze jeji graf je mozné
nakreslit jednim tahem. Proto tedy musi byt v bodé zy definovdna. Pokud by definovana byla,
ale méla jinou hodnotu, nez od ni ,,otekavame*, taktéz ji nemuzeme jednim tahem nakreslit.
Pro spojité funkce plati nasledujici véty:

Véta 1.4.5. Jsou-li f(x) a g(z) spojité funkce v bodé xy, jsou i f(x)+ g(x), f(x)-g(x) a
f(z)/g(x) (kde g(x) # 0) funkce spojité v bodé xg

Véta 1.4.6. Je-li g(x) funkce spojitd v bodé x¢ a f(x) funkce spojitd v bodé A = g(x¢), pak
je i funkce f(g(x)) spojitd v bodé xy.

Pozndmka. Véta 1.4.5 plyne piimo z véty 1.4.3. Véta 1.4.6 plyne z véty o limité slozené
funkce, kterou uvadime v nasledujicim rigoréznim dodatku k této ¢asti.

1.4.5 Rigorozni dodatek k vétam o limitach

Jak jiz bylo fe¢eno, zde bude uvedena véta (resp. véty) o limité slozenych funkci. Jednodussi verze,
které je mozné pomérné snadno uvérit a ktera se vétsinou v aplikacich vyuziva, je:

Véta 1.4.7. Necht lim,_,,, g(x) = A a funkce f(x) je spojitd v bodé A. Pak plati:

i flo(a)) = 7 ( Jim o(o)) (18)

T—xo T—xg

Tuto vétu uddvame az v rigéznim dodatku proto, ze mnohdy neni funkce f v bodé A ani definovana,
natoz pak spojitd. V takovém piipadé je nutné pouzit nasledujici vétu, pro jejiz platnost je potieba
splnit jisty ne zcela zjevny predpoklad:

Véta 1.4.8. Necht pro funkce f(z) a g(x) plati: lim, ., g(z) = A, lim,_, 4 f(x) = B. JestliZe existuge
takové okoli U*(x¢), Ze g(x) # A pro viecha x € U*(x0), pak funkce f(g(x)) md v bodé x¢ limitu a
plati:
lim f(g(z)) =  lim  f(y) = lim f(y) = B (1.9)
T—T0 y—limg . g(x) y—A
Pozadavek Vo € U*(zg) : g(x) # A a je dulezity, pokud ho nevezmeme v tivahu, muze se stit, ze
formélnim aplikovdnim vzorce (1.9) ziskdme limitu i u funkee, jez limitu nemd. Dtkaz véty a piiklad,
pro¢ je dany pozadavek dulezity, najde ¢tendr v [KI, str. 68].

1.5 Derivace

Pojem derivace patii k naprosto zdkladnim pojmum matematické analyzy. V néjaké formeé
zasahuje prakticky do vSech oboru matematiky, proto je nanejvyse vhodné se s timto pojmem
seznamit. Co to tedy ona derivace je? Derivovani funkce f(z) je jakysi ,proces®, ktery pro-
vedeme s funkci, abychom ziskali funkci jinou. Tato nové vznikla funkce pak vyjadiuje to, jak
se puvodni funkce meéni (resp. jak v daném bodé roste). Zkusme to trochu lépe geometricky
znéazornit.
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Obrézek 1.2: Funkce —(z — 3)% + 2 a jej{ te¢na v bodé 2,5.

1.5.1 Intuitivni zavedeni derivace

Na obrézku 1.2 je zobrazena funkce (v tuto chvili nezélezi na konkrétnim ptedpisu) a jeji
tecna. Nyni se pozastavme nad tim, co vlastné znamend pojem tecna. Ctendi obezndmeny
pouze se ,zakladoskolskou“ definici teény predpokladd, ze tetna ma v daném bodé stejny
wsmer“, jako dany geometricky dtvar (v nasem piipadé funkce) a tento bod je jediny bod, ve
kterém se te¢na daného utvaru dotyka. Pro naSe tivahy je vSak pojem tecny potfeba zobecnit,
a to tak, ze upustime od pozadavku, Ze te¢na prochazi pouze jednim bodem geometrického
utvaru. Definujme tedy (zatim pouze intuitivné) teénu:

Definice 1.5.1. Te¢na ke grafu funkce f(x) je pfimka, kterd prochdzi néjakym bodem
[, f(z)] funkce a m& v tomto bodé stejny smér jako funkce f(x).

Piedné si povSimnéme jedné dulezité véci - to, Ze tecna je primka znamend, ze (pokud
bychom ji chtéli zapsat jako funkci), musi to byt funkce linedrni, tj. funkce ve tvaru t(z) =
az +b (jind nez linedrni funkce nem4 jako svuj graf piimku). Sklon této piimky je plné zadén
¢islem a; b znadi pouze posunuti ve sméru osy y. A pravé tento sklon je to, co néds zajima.
Uréime-li sklon te¢ny v ur¢itém bodé, urc¢ime tim i sklon funkce f(z) v tomto bodé. Podivejme
se nyni, jak tento sklon vypocitat. Obvykle se tento sklon nazyva smérnice, definujme tedy
pfesné tento pojem:

Definice 1.5.2. Necht f(z) = az + b je linearn{ funkce, pak ¢islo a nazveme smérnici této
funkce.
1.5.2 Matematické zavedeni derivace
Nejdiive potfebujeme vyfesit problém, jak ur¢it konstantu a u funkce s(z) = ax + b, vime-li,
ze funkce prochazi body [x1,y1] a [x2, y2]. RozepiSme dany problém jako soustavu rovnic:
s(x1) =y
s(x2) = y2
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Tyto dvé rovnice rozepiSeme, ¢imz ziskdme soustavu dvou linedrnich rovnic:

ar1 +b=1y
axro +b=1s

Odecétenim prvni rovnice od druhé ziskame:

a(re — 1) = Y2 — 1
_ -y Ay

=aq =
To— 21 Az

Symboly Ay a Az jsme oznacili ptislusné rozdily ys — y1 a xo — x1. Zamysleme se nyni
nad problémem, jak urc¢it smérnici (tj. konstantu a) se¢ny funkce f(x), jez prochézi body
[x1, f(x1)] a [x2, f(x2)]. Ale to je ve skutecnosti stejny problém, ktery jsme praveé vyfesili —
seCna je totiz takova linedrni funkce s(z) = asx + b, kterd prochdzi zadanymi dvéma body.
Jediné, co potiebujeme dosadit do piedchoziho vypoctu, je: y1 = f(x1) a yo = f(z2). Pro
smérnici secny tedy plati:

- f($2) — f(xl) — ﬂ (110>
Tg — X1 Ax
Ted uz zbyvé ucinit posledni krok - urcit smérnici teény ke grafu funkce f(x) v daném bodé
xo. Jak bychom postupovali, kdybychom se snazili teénu pfiblizné napodobit? Muzeme napft.
zvolit néjaké dva blizké body x1 = zg a x2 = xg + Ax, kde Az je néjaké malé ¢islo, v téchto
dvou bodech zjistime funkéni hodnoty funkce f(z) a sestrojime se¢nu. Smérnice této secny
bude dana vyrazem:

f(@2) = f(w1)  flzo+ Az) — f(zo)  flwo + Ax) — f(z0)

= = = 1.11
s To9 — T ro + Ax — g Az ( )

Cim mensi ¢islo Az bude, tim vice se tato setna bude blizit te¢né. Ale matematicky aparat
zavedeny v sekci o limitdch ndm umoziuje povazovat Ax za nekoneéné malé. Dostdvame se
tedy k nasledujici definici:

Definice 1.5.3. Derivaci funkce f(z) v bodé z( nazyvdme smérnici jeji te¢ny v tomto
bodé. Tuto smérnici zna¢ime f'(xp) a je ddna vyrazem:

, L Af f(xo + Ax) — f(wo)
Fwo) = Jim 7 = Jim Az

Tuto limitu muzeme zapsat v ekvivalentnim tvaru, ktery odpovida rovnici (1.10):
x) — flx
o)t 1) = 10)
T—T0 Tr — X
Ukazme nyni, ze derivace neni pouze jakysi ,matny“ pojem, ale jednd se u nékterych
funkci o véc relativné snadno spocitatelnou.

Priklad 1.5.1. Urcete derivaci konstantni funkce f(z) = ¢ v bodé xy.

ResSeni. Jiz z geometrického nazoru je ziejmé, ze konstantni funkce ma nulovy ,sklon*.
Odvod'me to tedy z definice derivace:

f'(z0) = lim fwo + Ax) — flwo) _ lim €€

= = 1.12
Axz—0 Az Az—0 Az 0 ( )
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Piiklad 1.5.2. Uréete derivaci funkce f(x) = 22 v bodé 29 pomoci obou limit uvedenych v
definici 1.5.3.

ResSeni. ZapiSme nejdiive prvni limitu:

f(zo + Az) — f(x0) (zo + Az)? — 23

/ — 1. — 1.
flao) = fim, Au Am A
~ lim 23 + 200Ax + Ax? — 2 ~ im 2z0Az + Az?
Az—0 Ax Az—0 Ax

Coz po vydéleni posledniho zlomku a aplikaci véty 1.4.3 da:
(o) =

Nyni aplikujme cely postup znovu na alternativni definici derivace:

lim (2 Az) = lim 2 lim Az =2 0=2
Ay (Bro A0 = fm, 2w Jim A =20 +0 =250

_ 2 _ .2 _
T—x0 T — X0 T—x0 X — X T—x0 Tr — X
= lim (z + xy) = xo + o = 220
r—xQ

Dospéli jsme tedy ke stejnému vysledku o trochu jednodussi cestou. To, jaky tvar je pro
vypocet vhodnéjsi, zavisi vzdy na konkrétnim piipadu.

Cilem této publikace ovSem neni ¢tenafe naucit odvozovat derivace jednotlivych funkei,
cilem je podat urcity obecny piehled a ukazat zakladni metody. Piehled derivaci riznych fukei
je mozné nalézt ve vétsiné matematicko-fyzikalnich tabulek, uéebnic matematické analyzy, ¢i
stfedoskolskych ucebnic diferencidlniho poctu. Derivace nékterych vybranych funkei je mozné
nalézt v tabulce 1.1.

Zadefinujme jeSté tzv. derivace vyS8sich radu:

Definice 1.5.4. Derivaci n-tého fadu funkce f(x) ndzyvame funkci, kterd vznikne, kdyz

n-krat zderivujeme funkci f(z). Derivaci n-tého fadu znacime f((zx). Derivaci druhého a
tretiho fadu obvykle znac¢ime f”(x) a f"'(x).
Piiklad 1.5.3. Spoctéte tieti derivaci funkee f(z) = 2°.
Reseni. Vyuzijeme vzorce () = nz" ! z tabulky 1.1. Poéitejme po fadé prvni, druhou a
tieti derivaci. Kazda dalsi derivace vznikne tak, ze znovu zderivujeme funkci predchozi:

f'(w) = 52"

" (z) = (52 = 2023

" (z) = (2023)" = 602>

5

Vysledek 6022 je ndmi hledand tteti derivace funkce z°.

1.5.3 Rigordézni dodatek k definici derivace

V intuitivnim zavedeni derivace jsme derivaci nazvali ,jakysi proces®. Zkusme nyni tento pojem trochu
presnéji definovat. Co vlastné derivace s funkci provede? , Vezme“ jednu funkci a ,vrati“ funkei jinou.
Tento proces se vSak nikterak nelisi od procesu, kdy funkce ,vezme“ ¢&islo a ,vrati“ ¢islo jiné. Tedy
derivace je vlastné funkce, jejimz defini¢cnim oborem vsak nejsou ¢isla, ale funkce. Vybudovéani presné
té mnoziny funkci, jez tvoii defini¢ni obor derivace, zde rozebirat nebudeme. Zminme vsak, ze funkce,
jejimz defini¢nim oborem je néjaka mnozina funkci, se obvykle nazyva operator. Alespon my budeme
operator pouzivat v tomto smyslu:
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| Funkce f(z) | Derivace f/(z) | Podminka
c 0
x 1
z" nx™ ! pokud je 2 i 2! definovéno
e’ e’
In(x) 1 x>0
a® a® In(a)
log, (z) xlI}(a) x>0
sin(x) cos(z)
cos(z) — sin(z)
tg(x) COS%(I) r#5+kmkeZ
cotg(x) —szl(x) x#kr ke Z
arcsin(z) 11—:,;2 z € (—1,1)
1
arccos(x) —m x € (—1,1)
arctg(x) a7
arccotg(z) — TG

Tabulka 1.1: Prehled derivaci

Definice 1.5.5. Zobrazeni A : FF — M nazveme operator, je-li F' néjakd mnozina funkci a M
libovolnd jind mnozina. Specidlng, je li M mnozina ¢isel (redlnych ¢i komplexnich) nazyvéme operator
A funkcion&l.

Operatory znac¢ime obvykle velkymi pismeny a vynechavame zavorky, kdyz oznacujeme funkéni
hodnotu. Napiiklad pokud operator A aplikovany na funkci f vrati funkci g, zapiSeme to zapisem:

A(f)=Af=yg

operator derivace se obvykle zna¢i D, nebo %. To, jaky duvod ma druhy zpusob zdpisu, vyplyne z

definice diferencidlu. Plati tedy napf. D(sin) = d(sin)/da = cos. Operétor derivace mé, jak odvodime
v dalsf ¢asti, jednu dilezitou vlastnost. Je to tzv. linedrni operator, tj. plat{ pro néj D(f + g) =
Df + Dg. Toho lze s vyhodou vyuzit pii feSeni diferencidlnich rovnic.

Pro ¢tenare, ktery je jiz obezndmen s maticovym poctem, jesté podotknéme, Ze, vznikne-li mnozina
F funkei, na nichz derivaci zavddime, jako linedrni kombinace (tj. soucet redlnych ndsobku) néjaké
koneéné mnoziny funkci, miuzeme tuto mnozinu povazovat za vektorovy prostor, zvolit bazi a derivaci
pak v této bazi vyjadrit jako zcela obyéejnou matici. Odpovéd na otdzku, kde konéi algebra a zaéina

vvvvvv

1.5.4 Veéty o derivacich
Odvod'me nyni derivaci souétu a soucinu dvou funkef:

Priklad 1.5.4. Z definice derivace odvod'te derivaci funkce h(z) = f(x)+ g(z), kterd je déna
souc¢tem dvou funkei f(x) a g(x).

Reseni. Vyjdéme z definice derivace:

h/(x) = lim M

T—T0 T — X T—xQ T — To
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Poosledni zlomek jednodusSe prepiSseme na soucet dvou zlomku

Wiag) — tim T@ = IG0) L 0(e) o)

T—x0 T — xg T—zo T — X

= f'(z0) + ¢'(20)
Piiklad 1.5.5. Z definice derivace odvod'te derivaci funkce h(z) = f(z)g(x), kterd je dédna
souc¢inem dvou funkei f(z) a g(z).

Reseni. Vyjdéme z definice derivace:

Wie) = Tim M@ @) - F@)g(e) = flao)g(ao)

T—x0 T — Xo T—x0 Tr — X

Nyni pouzijeme takovy maly ,trik“. K ¢itateli posledniho zlomku pti¢teme vyraz f(xg)g(x)—
f(xo)g(z), ktery je nulovy, tedy tim nemuzeme nic zkazit. Posléze vytkneme g(z) a f(zo).

f()g(x) — f(x0)g(x) + f(20)g(x) — f(20)g(20)

h/(.%'(]) = :ch—gclo e =
_ lim f(x)g(x) — f(x0)g(x) 4 lim f(wo)g(x) — f(x0)g(z0)
T—xQ xr — X T—x0 r — X0

T—T0 T — T T—T( T — X0
= f'(x0)g(x0) + f(w0)g'(x0)

Derivaci podilu zde odvozovat nebudeme, ¢tendr si ji muze obdobnymi postupy zkusit
odvodit sam. Shriime ziskané vysledky o derivacich do nésledujici véty:

Véta 1.5.1. Pokud maji funkce f(x) a g(x) derivaci v prislusnych bodech, pak pro né plati
ndsledujici vzorce:

(f (@) +9(2)) = f'(2) + ¢'(z) (1.13)
(f(2) = g(x)) = f'(x) - ¢'(z) (1.14)
(f(2)9(2))" = f'(2)9(z) + f(x)g'(x) (1.15)

w%;ﬂmm—wm (L16)

Specidlné, pokud je g(x) = c¢ konstantni funkce, dostaneme ze vzorce pro derivaci soucinu
(jelikoz derivace konstanty je nula):

(c- f(@)) =c- f(x) (1.17)
Demonstrujme tyto véty na nékolika ptikladech:
Priklad 1.5.6. Spoctéte defivaci funkce h(z) = sin(x) cos(x)

Reseni. Vyjdeme ze vzorce (1.15), kam dosadime f(x) = sin(x), g(z) = cos(z). Podle tabulky
1.5.2 je f/(x) = cos(x), ¢'(x) = —sin(z) a tedy:

W (z) = f'(x)g(x) + f(x)g'(z) = cos(x) cos(z) — sin(z) sin(x) = cos(2x)

V poslednim kroku jsme pouze pouzili zndmou goniometrickou identitu.
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Priklad 1.5.7. Spoctéte defivaci funkce tg(x) = sin(z)

cos(z)

Reseni. Podivame-li se do tabulky 1.5.2, zjistime, ze tg(z) se v ni nachdzi. Mohli bychom
tedy ftici, Ze jsme s praci hotovi, ale nevzdidvejme se tak snadno a spoctéme tuto derivaci
podle vzorce (1.16):

(sin(z)) cos(x) — sin(x)(cos(x))’  cos(z) cos(z) + sin(z) sin(z) 1

(tg(x))" = = -

cos?(x) cos?(x) cos?(x)

Zde jsme pouze pouzili vztah sin?(z) + cos?(z) = 1. Jak vidime, nas vysledek se shoduje s
vysledkem v tabulce.

.....

podstatny vzorec. Je to derivace slozené funkce h(z) = f(g(x)). Zkusme nyni z definice
derivace odvodit derivaci slozené funkce:

h'(m) _ (f(g(x)))' — lim flg(z)) — f(g(x0))

T—x0 T — X

(1.18)

Nyni pouzijeme podobny trik jako pii odvozovani derivace souc¢inu. Nebudeme vSak pricitat
vyraz s hodnotou nula, ale vynasobime cely zlomek vyrazem (g(x) — g(z¢))/(g(x) — g(z0)),
ktery méa hodnotu 1:

W (x) = lim flg(@) = fl9(w0)) g(x) —g(wo) _ . flg(@)) = flg(xo)) g(z) — g(xo)

220 ) 9(@) —g(wo) @m0 g(x) — (20) T — T

Pouzijeme-li substituci y = g(x), yo = g(zo), pak, pokud je g(z) spojita funkce, plati pro
x — xg také g(x) — g(xo) a tedy y — yo. Rozepiseme-li predchozi vyraz na dvé limity,
ziskame:

We) = tim LW =00 -y, 9@ Z0E0) _ i i a0) = flg(ao)) - o o)
Y—Yo Yy Yo T—T0 T o T—T0

Zde jsme pouze vyuzili toho, ze prvni limita pfesné odpovidd definici derivace (pouze s
preznacenim y za X a Yo za o) a poté jsme za yo dosadili yo = g(xp). Shrime tento vysledek
do véty:

Veéta 1.5.2 (Derivace slozené funkce). Necht g(x) md derivaci v bodé x a f(x) md derivaci
v bodé g(x). Pak slozend funkce f(g(x)) md derivaci v bodé x a jeji hodnota je:

(f(g(x))) = f'(g(x)) ¢'(x) (1.19)
Ukazme si zase par piikladua, které toto pravidlo osvétli.
Piiklad 1.5.8. Spoctéte derivaci funkee h(z) = sin(z?)

Reseni. Pouzijeme vzorce (1.19), kam dosadime f(z) = sin(z), g(z) = z%. Zapisme tedy
postup:
(sin(z?)) = sin’(z?) - (22)' = cos(z?) - 2z

Pi#iklad 1.5.9. Dokazte pomoci vzorce (1.19), ze (z%)" = 423, vite-li, ze (22)' = 2z.
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Reseni. Predné si poviimnéme, ze oznaéime-li f(z) = 22, pak 4 = f(f(x)), tedy staci pouzit
vzorec (1.19), kde dosadime g(x) = f(z). Plati f'(z) = 2z, a tedy:

(@) = (=) = (F(f(@)) = F'(f(2) ' (x) = 22" - 22 = 4a®
Zkusme nyni jeden ,,obecnéjsi“ piiklad:

Piiklad 1.5.10. Odvod'te vzorec pro derivaci slozeni tif funkei, tj. vzorec pro defivaci funkce
fg(h(x))).

Reseni. Samoziejmé, ze by bylo mozné tento vzorec odvodit limitou stejné, jako jsme odvodili
vzorec pro derivaci slozeni dvou funkci. To v8ak provadét nebudeme, misto toho zase pouze
aplikujeme vzorec (1.19). Oznatme G(z) = g(h(z)). Pak se ndm problém zredukuje na derivaci
funkce f(G(z)), kterou jiz zname, je to

(f(G(@))) = f'(G(x)) - G'(2)

Derivaci G(x) ovsem také zndme, je to totiz podle stejné véty G'(z) = (g(h(z))) = ¢'(h(z)) -
h(z), coz po dosazeni dé:

(f(G()) = f'(g(n(x))) - g'(h(x)) - h(x)

Uvedme jesté jednu vétu, kterou je diky zpusobu jejiho odvozeni pomérné snadné si
zapamatovat. Odvodme derivaci funkce f~1(z), kterd je inverzni (viz definice 1.3.7) k funkci
f(x) (upozornujeme, ze horni index —1 neni exponent, neprobiha tedy zadné déleni). Vyjdeme
z toho, Ze pro kazdé x € Dy plati:

f(f @) == (1.20)
Jsou-li si rovny funkce na obou dvou strandch rovnosti (1.20), musi si byt logicky rovny i
jejich derivace. Zderivujme tedy obé strany této rovnosti podle véty o derivaci slozené funkce:

@) = F (@) (FH@) = (2) =1 (1.21)
Z rovnice (1.21) pak jiz snadno vyjadifme (f~1(z)).

Véta 1.5.3 (Derivace inverzni funkce). Md-li funkce f(z) inverzni funkci f=1(z), pak v bo-

dech, kde f' # 0, plati:
1

“1()) —
= p)

Demonstrujme tuto vétu na piikladech:

Piiklad 1.5.11. Spoététe derivaci funkce f~'(x) = /z jakozto funkce inverzni k funkci
f(x) = a2,

Reseni. Vyjdeme z véty 1.5.3. Vime, ze f'(z) = 2z, a tedy:

() 2y
Vyjdeme-li ze vzorce (z")" = nz" !, kde za n dosadime %, ziskdme vysledek:

(V) = @h) = g-a~h = o

N

=5

Vysledky ziskané obéma zptusoby se tedy shoduji.
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Piiklad 1.5.12. Spoctéte derivaci funkece f~!(z) = arcsin z jakozto funkce inverzni k funkci
f(x) = sin(x).
Reseni. Opét vyjdeme z véty 1.5.3. Vime, ze f'(z) = cos(z), a tedy:
1 1
. ! —1 / — —
(aresin(@))” = (/=)' = F7729) = cos(arcsm(@))

Posledni vyraz nevypada zrovna moc privétivé, muzeme ho vsak jesté pomérné jednoduse
upravit. Vyjdeme ze vztahu sin?(z) 4 cos?(z) = 1, tedy cos(z) = /1 — sin®(z). Po dosazen{
do ptedchoziho vzorce ziskame vysledek:

1 1 1

cos(arcsin(z)) /1 — sin?(arcsin(z)) N V1 — 22

Tento vyraz odpovida zapisu v tabulce 1.1.

1.6 Diferencial

V této Casti se pokusime vysvétlit, co je to tzv. diferencidl. Hlubsi vysvétleni tohoto pojmu
se na stfedni Skole vétsinou ponékud zanedbava a studenti o ném maji ponékud matnou
predstavu. Hacek je ovSem v tom, Ze tento pojem vnimaji ruzné i sami matematici a fyzici.
Znaci ho v8ak (skoro) vsichni stejné — diferencidl funkce f znac¢ime df. Fyzici se na diferencial
vétsinou divaji jako na nekoneéné malou zménu toho, ¢eho je to diferencidl, takze napt. pii
zépisu derivace je mozné vynechat symbol limity, protoze dx uz samo o sobé predstavuje
zménu nekonecné malou:
p_ oo Afdf
ff=lim —=—
Az—0 Az dz
Derivaci muzeme zapsat napiiklad také takto:

oy - L)~ f(@)

dx
Vezmeme-li tedy za definici diferencidlu df, ze je to to samé jako Af, pouze explicitné
predpokladame, ze hodnota se limitné blizi nule, pak jsme hotovi, fekli jsme k tomu vse
potfebné. Poznamenejme jesté, ze zapis:

db
da
znaci derivaci b podle a, nehledé na to, co je a a co je b. Pomoci tohoto zdpisu muzeme také
snadno ,,odvodit* derivaci slozené funkce F(z) = f(g(z)):
_dF _dF dg _d(f(9)) dg

F) = =0 = dy e =) @)

Poznamka. Pomoci ,,décek” je mozné zapsat i derivace vyssich fddu. Pfirozené muzeme dife-
rencial zapsat nékolikrat za sebou:

d d d
@) = s ()

T dzdzr
Tento zapis je vSak nepohodlny, a proto je pouzivan zapis jiny, ktery sice nema nic spole¢ného
s puvodnim vyznamem pojmu diferencidl, je v8ak kratsi a prehlednéjsi:

s () = YL (@)

o dan
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1.6.1 Rigordzni dodatek k definici diferencialu

Zvidavy clovék vsak s predchozi definici diferencialu nemuze byt spokojen. Nezavadi totiz zadny ma-
tematicky zaklad pro to, co to onen diferencial ve skute¢nosti je, jaka jsou pravidla pro poc¢itani s nim
apod. Diferencidl vSak muzeme zavést také ponékud jinak. Nésledujici definice je inspirovéna definici v
[KI, str. 100], kde je mozné najit i pFesné definice a dukazy, které jsou zde poddvany pouze intuitivné.

Definice 1.6.1. Diferencidl funkce f je takovd funkce dvou proménnych z a Az (oznacme ji
df(z, Az)), pro kterou plati, ze je v bodé x nejlepsim linedrnim pfiblizenim pfirustku funkce pfi
posunu o malou vzdalenost Ax

Jinymi slovy pozadujeme, aby pfi nekoneéné malém posunuti Az dal difereciél funkce v bodé x
presné nekoneéné malé posunuti Af, o kolik se funkce zméni. Tj. zndme-li hodnotu funkce f v bodeé
Zg, a chceme védét, o kolik se pfiblizné zméni hodnota funkce f, posuneme li se do bodu, x¢+ Az, pro
néjaké velmi malé Az, jednoduse tyto dvé hodnoty dosadime do vyse definovaného diferencidlu. Neni
tézké nahlédnout, ze linedrni rust funkce vyjadiuje jeji derivace, a tedy diferencidl muzeme zapsat
jako:

df(z,Az) = f'(x) - Az

Demonstrujme to na pifkladu funkce f(x) = z2. Pro jeji diferencial pak plati:
df(z,Az) =2z - Ax
dosad'me napf. z = 2, Az = 0,1. Pak snadnym dosazenim uréime, ze je:
df(2,0,1) =4-0,1=0,4
Spoctéme nyni, o kolik se lis{ hodnoty funkce f v bodech 2 a 2,1:
f(2,1)— f(2) =441 —-4=1041

Jak vidime, diferencidl nam prakticky presné fekl, o kolik se funkce v téchto dvou bodech ligf. Cim

vvvvv

funkce g(x) = z plati zjevné
dg(z,Az) =1-Ax = Az

Vétsinou misto dg zapisujeme dz. Kdyz nyni dosadime do podilu

df(z,Az)  f'(x)Ax
de(r,Az) Az )

zjistime, ze podil takto definovanych diferencidlu je roven derivaci funkce f.

1.6.2 Rigordzni dodatek k rigoréznimu dodatku

Predchozi rigorézni dodatek dava urcity vhled do toho, ze diferencial je skute¢né matematicky pod-
chytitelnou veli¢inou. V dobé, kdy tento pojem zavadél Leibniz, chapal zapis dz jako nekone¢né malé
¢islo, coz ovsem z hlediska bézného zavedeni redlnych ¢isel nedédva smysl (zddnd nekoneéné mald ¢isla
neexistuji). Teprve v 60. letech dvacdtého stolet{ objevil Abraham Robinson zptisob, ktery umoziuje
zkonstruovat rozsifeni realnych ¢isel, ve kterém existuji nekoneéné malé i nekonecéné velké veliciny.
Na zékladé tohoto pfistupu je poté mozné vybudovat zcela matematicky rigorézni teorii, které se
dnes k4 nestandardni analyza (non-standard analysis). Ukazuje se, ze tato analyza je pfinejmensim
stejné silnd jako klasickd matematickd analyza, tedy ze jakykoliv , klasicky*“ problém lze fesit i ,ne-
standardné“. Jsou ovSem i jisté indicie, ze by nestandardni analyza mohla byt i feSenim mnohych
problému moderni matematiky, pfedevsim existence tzv. neméfitelnych mnozin (v klasické analyze je
mozné? napifklad rozdélit kouli v prostoru na nékolik disjunktnich mnozin, ty poté pouze posunovat a

2pokud piijmeme tzv. axiom vybéru
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otacet a vysledkem tohoto procesu budou dvé koule vedle sebe stejné velké jako ptivodni koule? — to je
ovSem mozné jen diky existenci onich neméfitelnych mnozin, tedy mnozin, u kterych nejsme schopni
zmérit jejich objem).

Pojem diferencidlu je ovsem i v ,klasické* moderni analyze mnohem obecnéjsi, nez jak byl prezen-
tovan v predchozim rigoréznim dodatku. Je mozné jej zavést i pro funkce vice proménnych. Méjme
néjakou funkci dvou proménnych f : R?> — R. Kdyz odhlédneme od mozného vnofeni této funkce
do prostoru, muzeme si defini¢ni obor a obor hodnot predstavit jako nezavislé jedno a dvourozmérné
prostory. Diferencal f v bodé (z,y) pak bude funkce, ktera povede z ,teéného prostoru® k R? v daném
bodé do tecného prostoru k R v bodé f(x,y). Jelikoz ale prostory R™ jsou ,rovné“, je tecny prostor
k nim opét pifslusny vhodné rozmérny prostor, v nasem piipadé tedy R? a R. Diferencial pak bude
funkce, kters ,sezere“ vektor z R? a vrati hodnotu, o kolik pfiblizné funkce f ve sméru tohoto vektoru
povyroste ¢i klesne.

I tento koncept se ovsem dé déle zobecnit. Piislusnd funkce nemusi vést do R, ale muze vést do
vicerozmérného prostoru. Diferencidl dané funkce pak bude dostavat vektor a vrati také vektor, coz
ale neni prekvapujici — kdyz uddvéa zménu vektorové funkce, musi vracet vektor. A konecné — zrudnost
ve formé teénych prostoru v minulém odstavci byla zminéna proto, ze diferencial je mozné zavést i pro
funkce, které vedou mezi ,kiivymi“ prostory. Pak operuje na vektorech pravé v te¢nych prostorech v
danych bodech.

Souvislost pojmu diferencidlu a teorie integrovani se zavadi pfes tzv. diferencidlni formy. Ty pro
diferencialy buduji piivétivou algebru, ktera s nimi umoznuje délat zazra¢né véci — tfeba pocitat povrch
koule, nebo i néco zajimaveéjsiho.

Poslednich nékolik odstavct, prosim, berte jako pouhou ochutnavku toho, co existuje. Roz-
hodné se neda predpoklddat, ze byste zhusténym pojmum, které jsem zde vychrlil, jen po pfecteni
této kapitolky porozuméli. Doufam vsak, ze vas bude motivovat k tomu, abyste neustrnuli u ,jed-
noduchych*, ,stiedoskolskych® pojmu, které jsou vykladdny v tomto textu, ale abyste se ponofili do
neuvéritelné bohatého svéta skutecné matematiky.

1.7 Derivace vektoru

V predchozi kapitole jsme se zaméfili pouze na derivace ,béznych* funkci. Ve fyzice se vsak
daleko castéji setkdvame s vektorovymi veli¢inami (jako je napi. poloha bodu, rychlost, zrych-
leni, sila, hybnost...), které se v nékterych jednoduchych piipadech daji nahradit pouze jed-
nou soutradnici (funkei jedné proménné), napt. pii svislém vrhu, volném pédu, piimocarém
pohybu atd. Pokud vsak zustaneme v kartézském systému soufadnic (tj. mame dvé nebo tii
soufadnicové osy, jez jsou navzajem kolmé), je zavedeni derivaci vektoru stejné jednoduché
jako zavedeni derivace funkce jedné proménné. Vektor v trojrozmérném prostoru totiz repre-
zentujeme trojici ¢isel r = (x,y, z). Checeme-li, aby dany vektor nebyl konstantni, ale byla to
funkce néjakého parametru t (ve fyzikalnich aplikacich se jednd vétsinou o ¢as), pak pouze ze
ti1 slozek vektoru udélame funkce parametru ¢, tj. r(t) = (z(t), y(t), 2(t)). Derivaci vektoru r
pak zavadime zcela analogicky, jako derivaci funkce jedné proménné:

Definice 1.7.1. Derivaci vektorové funkce (vektoru) r nazyvame vektor:

gy = I g, TEHR) — ()
v =g = h

Pozndmka. Pokud derivujeme podle proménné ¢, byva v literatuie zvykem psat misto r’, kde
je derivace oznacena carkou, 1, kde derivace je znaena teckou nad vektorem.

3tzv. Banach-Tarského paradox
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Uveédomime-li si, ze pro dva vektory a = (x1,y1,21) a b = (22, y2, 22) plati:
a—b=(r1—x2,y1 — Y2, 21 — 22)

muzeme snadno derivaci vektoru prevést na tento tvar:

. r(t+h) —r(t) — lim <m(t +h)—x(t) ylt+h)—yt) z(t+h)— z(t))
h

h—0 h h—0 ’ h ’ h

Tedy staci, derivujeme-li funkce z(t), y(t) a z(t) jako bézné funkce jedné proménné, coz je
ale véc, kterou jsme fesili celou kapitolu 1.5. Vektory se tedy dervuji ,po slozkach®. De-
finujme nyni skaldarni a vektorovy soucin vektoru, definici se nebudeme zabyvat hloubéji,
predpokladame ze ¢tenaf je s témito pojmy jiz obezndmen, a jejich podrobnéjsi znalost ne-
bude nikde v nésledujicim vykladu potieba:

Definice 1.7.2. Skaldrnim souc¢inem vektu u = (u1, us, uz) a v = (v, v, v3) nazyvame cislo:
u-vV =1ujv] + ugv + u3vs
Piiklad 1.7.1. Pro vektory u = (5,3,—2) a v = (2,—1,6) plati:
u-v=>5-2+43-(-1)4+(-2)-6=-5
Véta 1.7.1. Pro velikost skaldrniho soucinu plati:
- v = Jullv| cos(a)
kde a je velikost whlu, ktery vektory sviraji.

Pozndmka. 7 predchozi véty mimo jiné plyne, Ze, jsou-li na sebe vektory u a v kolmé, je jejich
skalarni soucin roven nule.

Definice 1.7.3. Vektorovym souc¢inem vektoru u = (uq,us,u3) a v = (v1,vg, v3) nazyvame
vektor?:
u X v = (ugv3 — u3v2, U3V — UIV3, U1V — U2V1)

Piiklad 1.7.2. Pro vektory u = (5,3,—2) a v = (2, —1,6) plati:
uxv=(3-6—-(-2)-(-1),(-2)-2—-5-6,5-(—1)—3-2) = (16,34, —11)

Véta 1.7.2. Pro vektor w = u x v plati, Ze Ze w je kolmy na oba vektory u a v (coZ lze
ovérit z definice tak, Ze tento vektor skaldrné vyndsobime vektory u a v) a pro jeho velikost
plati:

|lu x v| = |u||v]|sin(«a)

kde a je velikost whlu, ktery vektory sviraji.

4Ve skutecnosti se nejednsd o vektor, ale o tzv. axidlni vektor, neboli nepravy vektor. Tento vektor se
netransformuje jako vektor pii zrcadleni soutadnicovych os. Hlubgi vyklad této problematiky je vSak jiz nad
ramec této publikace
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Zkusime-li vektory u-v a u x v derivovat po slozkich dojdeme k nésledujicimu zjisténi,
které nam préci s derivacemi vektoru velmi usnadni:

Véta 1.7.3. Pro derivace soudint vektori u-v a u X v plati:
(u-v)=u -v+u-v
(uxv)=uxv+uxv

Jak vidime, derivace skalarniho a vektorového soucinu je zcela analogickd s derivaci bézné
funkce.

1.7.1 Rigordézni dodatek k derivacim vektori

V piedchozim odstavci jsme jednoduse fekli, ze derivaci vektoru r(t) = ((t), y(¢), 2(t)) muzeme pievést
na tvar t = (£(t), y(t), 2(t)), tedy, ze je zfejmé, Ze vektory derivujeme po slozkéch. To, pro¢ to tak je,
ma ovSem hlubsi duvod. Vysvétleme si to na pitkladu vektoru o dvou slozkéch. Definice 1.4.4 zavadi
pojem okoli, jenz ndm umoziuje pojem derivace zobecnit i do vicerozmérného prostoru. Zformulujme
pojem limity pro vektory v R2:

lima(t) =b<Ve>036>0:tc Uity = a(t) € U.(b)

t—to
Preformulujeme-li to pomoci explicitniho vyjadfeni pojmu okoli, ziskdme:

tlir?a(t):b@V5>03(5>O:0<|t—t0|<§:>\a(t)—b|<5
—to

Pokud oznaéime a(t) = (z(t),y(t)) a b = (xg,yo), muzeme tento vyraz déle upravit na:

lima(t) =beVe>030>0:0< |t —to] <= (x(t) —z0)2+ (y(t) —wo)2 < ¢

t—to
Muzeme vypozorovat (¢i i pozdéji dokdzat z toho, az si ukdzeme, Ze odmocnina je tzv. konkdvni), ze
plati v/m +n < /m + V'h pro nezéporna realné ¢isla m a n, tedy plati:
V(@) = 20)? + (y(t) — 90)? < V/((t) — 0)2 + v/ (y(t) — y0)? = |2(t) — zo| + [y(t) — ol

Pokud tedy ke kazdému £/2 najdeme § takové, ze |z(t) — x| < €/2 a |y(t) — yo| < /2, bude to
znamenat, ze:

V@) =20 + () — 90)” < [o(t) = @0l +[y(t) —wol < 5 +5 =<

To ale znamena, ze:
Ve' >030>0:0< |t —to] <= |a(t)— x| <&
kde jsme oznacili ' = ¢/2. To ovSem znamena, ze:

tli)r?o z(t) = zo

a totéz plati i pro y-ovou slozku.
Zjistili jsme tedy, ze, pokud nalezneme limity jednotlivych slozek, nalezneme i limitu celého vek-
toru.

1.8 VysSetrovani pribéhu funkce

Zatim jsme se naucili derivace pocitat, nenaucili jsme se je vSak k nicemu praktickému vyuzit.
Bohuzel v8ak nezbyva nez konstatovat, ze to, co se naucime v této kapitole, taktéz nebude mit
néjaky velky prakticky piinos, pujde spiSe o to poznat, k ¢emu se derivace daji vyuzivat i jen
z Cisté matematického hlediska, bez ohledu na jejich fyzikélni, ekonomické, ¢i jiné aplikace. O
aplikacich ve fyzice pak pojednava kapitola 1.12.
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1.8.1 Nalezeni extrému funkce

V této casti si popiseme, jak zjistit, kde funkce nabyva své ,extrémni“, tj. maximalni nebo
minimélni hodnoty. Zadefinujme nyni pojmy, které k tomu budeme potiebovat:

Definice 1.8.1. Rekneme, ze funkce f ma v bodé 2 globdlni maximum (resp. minimum),
je-li f(x) < fxo) (resp. f(x) > f(xo)) pro kazdé x € Dy.

Definice 1.8.2. Rekneme, ze funkce f ma v bodé o lokalni maximum (resp. minimum),
je-li f(z) < f(xo) (resp. f(x) > f(xo)) pro x € (xg —d,xo + d) \ {zo}, kde d > 0 je néjaké
kladné ¢islo. Pouzijeme-li pojmu okoli (viz definice 1.4.4), znamend to, ze je f(z) < f(xo)
(resp. f(x) > f(xg)) pro x € Uj(xo)

Ptedchozi definice byly ponékud abstraktni, zkusme si je trochu osvétlit. Definice 1.8.1
iikd, ze xo je bod, v némz ma funkce nejvétsi (resp. nejmensi) hodnotu ze zvého definiéniho
oboru. Napiiklad parabola f(z) = 22 nabyvé zjevné své nejmensi hodnoty pro z = 0, kde
je f(0) = 0, jelikoz vsude jinde je hodnota funkce vétsi nez 0. Bod x = 0 je tedy globalnim
minimem této funkce (viz obrézek 1.3a).

1 T T 2

| YW
I AVARVARVARY.

15 |

Obrazek 1.3: Funkce 2 a cos(z)

Naproti tomu definice 1.8.2 7ik4, ze hodnota f(xg) musi byt nejvétsi (nejmensi) jen v
néjakém malém okoli okoli bodu xg, viibec nic nefikd o celé funkci, funkce muze mit ve vétsi
vzdalenosti od bodu zy absolutné libovolné vlastnosti. Jinymi slovy, lokdln{ extrém ma funkce
v bodé, kde tvoii ,kopecek* nebo ,proldklinu“. Napf. funkce cos(z) mé lokalni extrém pro
kazdé x = km - viz obrazek 1.3b.

Pozndamka. Definice 1.8.1 pozaduje, aby hodnota funkce v bodé xy byla pfinejmensim tak
velkd (resp. mald), jako v celém definiénim oboru funkce. Globélnich extrému tedy muze
byt nekoneéné mnoho, musi mit vSak ve vSech bodech stejnou hodnotu. P¥ikladem je funkce
cos(x), jejiz lokalni extrémy splyvaji s globdlnimi.

Odvod'me nyni pomérné zfejmé podminky pro lokalni extrém. Ma-li byt v bodé x¢ kopecek
nebo proldklina, nesmi v daném budé funkce ani rust, ani klesat. To znamenad, Ze tam musi
byt nulova derivace, neboli nulovy sklon teény v tomto bodé (viz obrazek 1.4a).

Tento vysledek vyjadiuje nasledujici
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Obrézek 1.4: Body s nulovou derivaci

Definice 1.8.3. Stacionarnim bodem, neboli bodem podezielym z extrému funkce
f(z) nazveme bod z, pokud plati f/(zg) =0

Je nutné si uvédomit, ze to, ze je v daném bodé nulova derivace, jeSté neznamend, ze se v
ném nachéazi lokalnf extrém. Na obrazku 1.4b je zobrazena ¢ast grafu funkce z3. Tato funkce
ma v bodé 0 nulovou derivaci, lokalni extrém se zde v8ak nenachazi. Obecnd véta vyjadiujici,
zda se v bodé zy nachazi lokalni extrém, je nédsledujici:

Véta 1.8.1. Funkce f(x) md v bodé xg lokdlni extrém, pokud je xo jeji staciondrni bod (1j.
je f'(z0) = 0) a pokud plati f'(xo) = f"(z0) = ... = f" V(o) = 0, £ (x0) # 0, kde n je

sudé ¢islo. Pak plati, Ze:
F™ (20) > 0 = xo je bodem lokdlniho minima

£ (20) < 0= zg je bodem lokdlniho mazima
Pokud je n liché, pak bod x¢ neni bodem lokdlniho extrému.

Je nutné pfiznat, ze pfedchozi véta je jiz od pohledu ponékud ,o08kliva“ a, co je horsi,
pro praktické vypocty téméf nepouzitelnd. M4 smysl ji pouzit ve chvili, kdy je nenulovd hned
druhd derivace. Pak staci zjistit znaménko druhé derivace, a je-li f”(zg) kladné, je o bodem
lokalniho minima, je-li zaporné, je xg bodem lokalntho maxima. Pro¢ toto plati, se ozfejmi
po zavedeni definice konkdavni a konvexni funkce. Pokud bychom meéli poc¢itat vyssi derivace,
je jednodussi dosadit hodnoty blizké hodnoté zg a z toho urcit, zda se jedna o extrém a o
jaky typ extrému se jednd. Demostrujme to na nékolika pfikladech:

Piiklad 1.8.1. Uréete staciondrni body funkce f(x) = 23+ 22 — 2 + 2 a rozhodnéte, zda jsou
to body lokélnich extrémii. Pokud ano, rozhodnéte, zda se jedna o minimum, nebo maximum.

Reseni. Spoctéme derivaci funkce f. Plati:
fl(x) =32% + 22— 1

Stacionarni body ziskdme fesenim rovnice f’(x) = 0. To je vSak jednoduchd kvadraticka
rovnice, jejiz kofeny snadno spocitdéme. Resenfm rovnice je z € {—1, %} Spoc¢téme druhou
derivaci funkce.

f"(z) =6z +2
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Pro kofen x = —1 dostdvdme f”(—1) = —4 < 0, jde tedy o bod lokdlniho maxima, pro
kofen z = % dostavame f” (%) =4 > 0, jde tedy o bod lokdlniho minima. Kdybychom
chtéli urcit, zda jde o lokalni maximum ¢i minimum dosazenim blizkych hodnot, muzeme
dosadit napf. hodnoty —1,1, —1 a —0,9 do funkce f(x). Plati: f(—1,1) = 2,979, f(—1) =3 a
f(=0,9) = 2,981. Funkce tedy v daném bodé musi tvorit ,kopecek“, jde tedy o bod lokélniho
maxima. Pro bod % by byl postup analogicky.

1.8.2 Konvexni a konkavni funkce

Snad ze zvyku, snad pro tplnost vykladu zavedme definici tzv. konkdvnosti a konvexnosti.
Tyto pojmy nebudeme nikde v dalsim vykladu pouzivat, patii vSak k zakladnim charakteris-
tikdm prubéhu funkce.

Definice 1.8.4. Funkci f nazveme v bodé xg konvexni, pokud lezi graf funkce v okoli bodu
o ,had“ tecnou ke grafu funkce f v bodé xg.

Definice 1.8.5. Funkci f nazveme v bodé zg konkavni, pokud lezi graf funkce v okoli bodu
o ,pod“ teénou ke grafu funkce f v bodé xy.

Piikladem konvexni funkce (ve v8ech bodech definiéniho oboru) je funkce na obrazku
1.3a, prikladem funkce konkdvni v bodé, kde je zakreslena tecna, je funkce na obrazku 1.4a.
Konvexni funkce tedy tvoii v daném bodé jakési ,idoli“, konkavni funkce tvoii ,kopecek“.

Pozndmka. Dobrou mnemotechnickou pomuckou pro zapamatovam si, ktery pojem patii ke
kterému typu funkce je toto: KonVexni - V tvoii prolaklinu, KonkAvni - A tvor{ kopecek.

Uved'me nyni kritéria, kterd ndm umozni rozhodnout, zda je funkce v daném bodé kon-
vexni nebo konkavni:

Véta 1.8.2. Pokud je f"(xo) > 0, funkce f(z) je v bodé x¢ konvexni.
Véta 1.8.3. Pokud je f"(xg) <0, funkce f(z) je v bodé x¢ konkduni.

Zamyslime-li se nad problémem hloubéji, zjistime, ze tato kritéria jsou naprosto zjevna.
Aby funkce v dandm bodé tvorila , kopecek®, musi jeji sklon postupné klesat. Pokud je sklon
kladny a postupné klesa, dojdeme do faze, kde je sklon nulovy (maximum, vrchol kopecku),
pokut pokracujeme, vytvoiime cely konkdvni kopecek (teéna kopecku lezi nad kopeckem).
Pokud se sklon naopak zvétsuje, funkce musi evidentné tvorit ,,idoli“.

Ptedchozi véty nam vSak nic nefikaji o situaci, kdy je druh& derivace v bodé xg nulova.
Zaved' me néasledujici definici:

Definice 1.8.6. Bod xy nazyvame inflexnim bodem funkce f(z), pokud tato funkce v bodé
xo prechazi z konvexni do konkavni (resp. z konkdvni do konvexni). Je to tedy bod, ve kterém
tecna ke grafu funkce f(x) tuto funkci protind, nedotyka se ji z ,,vnéjsku®.

Uved'me nyn{ vétu podobného typu, jako je véta 1.8.1:

Véta 1.8.4. Pokud je f"(z0) = 0) a pokud plati f'(xo) = f"(x0) = ... = fVD(xg) = 0,
) (zo) # 0, kde n je liché éislo, pak je xo inflexnim bodem dané funkce a plati:

f(”) (xo) > 0 = x¢ je bodem prechodu z polohy konkdvni do polohy konverni
f (n) (x0) < 0=z je bodem prechodu z polohy konvexni do polohy konkdvni

Pokud je n sudé, pak bod x¢ neni inflexnim bodem a funkce f(x) je v tomto bodé bud konvexni
nebo konkdvns.
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Pozndmka. Nepouziti ¢arky pred ,nebo® v pfedchozi vété neni gramatickou chybou - existuji
totiz i funkce, které jsou zaroven konvexni a zaroven konkavni. Takovouto funkci je funkce
linearni ¢i konstantni.

Praktické vyuzit{ mé predchozi véta snad jen v pifpadé, ze n = 3 a tedy f”'(x¢) # 0.
Zjistovani vyssich derivaci se zpravidla nepouziva, spiSe se zjistuje chovani funkce f v okoli
bodu xg.

Piiklad 1.8.2. Urcete ,nejvétsi* moznou mnozinu K C R, na které je funkce f(x) = sin(z)
konkavni. Jinymi slovy, naleznéte mnozinu vsech bodu xy € R, ve kterych je funkce sin(z)
konk&avni.

Reseni. Naleznéme nejdfive mnozinu v8ech inflexnich bodu. VyfeSme rovnici:
1 .
f(zo) = —sin(xg) =0

Resenim této rovnice je evidentné zg € {km;k € Z}. To, ze vSechny tyto body jsou body
inflexnimi, jednoduse ovéfime pomoci véty 1.8.4. Plati:

F" (o) = — cos(xg) = — cos(km) = £1 # 0

Tedy vSechny nalezené body xg jsou skutetné body inflexnimi. Redlnou osu tedy muzeme
rozdélit na intervaly ve tvaru (2km, (2k + 1)7) a ((2k — 1)m, 2kn). Jelikoz v inflexnim bodé
prechazi funkce z konkavni do konvexni a naopak, musi byt skuteéné na jedné ,sadé* intervalu
konkavni, na druhé konvexni. Zbyva pouze urcit, kterd sada je kterd. Neni tézké to urcit,
uvédomime-li si, jak graf funkce sin(x) vypadé. Zkusme to vsak trochu ,rigoréznéji“. V prvni
sadé intervali zvolme hodnotu (2k + 1/2)m, v druhé sadé hodnotu (2k — 1/2)x. Plati:

(
f((2k +1/2)m)
f'((2k —1/2)m)

Zde jsme pouze uzili toho, ze sin(x+2kw) = sin(x). Podle vét 1.8.2 a 1.8.3 je tedy funkce sin(x)
v bodé (2k+1/2)7 (a tedy v celém intervalu (2km, (2k 4+ 1)7)) konkdvni a v bodé (2k —1/2)x
(a tedy v celém intervalu ((2k — 1), 2kw)) konvexni. ZapiSme jesté tento vysledek pomoci
mnozinové symboliky. Funkce sin(z) je konvexni pro:

v e | ((2k - 1)m, 2kn)
keZ

) = —sin((2k + 1/2)7) = —sin(g) =-1<0
) = —sin((2k — 1/2)7) = —sin(—g) =1>0

a konkavni pro:
r e | J (2km, (2k + 1)m)
keZ

1.9 Derivace funkci vice proménnych

Ackoliv tato publikace ptredesila primo ve svém nazvu, ze pojednava o funkcich jedné proménné,
z duvodu, které vyjdou najevo v dalsich kapitolach, je v8ak nutné vysvétlit i urc¢ité minimum
z diferencidlniho poétu funkei vice proménnych. Ctendf, ktery ¢te tuto publikaci pouze za
ucelem seznameni se s diferencidlnim a integralnim poctem na stfedoSkolské drovni, muze
tuto i nasledujici kapitoly v ¢dsti Diferencidlni pocet s klidnym svédomim preskocit. (V ¢ésti
o integrdlnim poctu, kterou je zakoncen vyklad ,stiedoskolské drovné“, nebude vyuzito nic
z této ani z nasledujicich kapitol.) Pro jisty vSeobecny piehled je vsak dobré alespon letmo
nahlédnout i do néasledujicich ¢ésti, jejich obsah neni nijak extrémné narocny.
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1.9.1 Parcialni derivace

Méjme funkei f(z,y) dvou proménnych (z duvodu vétsi nazornosti). Tuto funkci si muzeme
predstavit jako plochu ve trojrozmérném prostoru zadanou rovnici z = f(z,y). Je pfirozené
urcovat sklon této plochy stejnym zptusobem, jakym jsme urc¢ovali sklon funkce jedné proménné
— tedy tak, Zze se pohybujeme ve sméru jedné osy a porovnavame piirustky funkce s posunem
po této ose. Zavedme tedy nésledujici definici derivace:

Definice 1.9.1. Méjme funkci f(z1,...,z,) n proménnych. Parcidlni derivaci funkce f
podle proménné z,, v bodé (Z1, ..., Z,) nazyvame limitu:

_ . (@, T+ Ry ) — (T4, Ty ey Tp)
=1
al'k( 1 7xn) hli,% h

Parcialni derivaci funkce podle proménné x; znacime 6‘%, ¢teme ,,parcidlni derivace f podle
x*. Specidlné pro n = 2 znacéime 1 = =, o = y a plati:

of o (x+hy) f(z,y)
O o tim oy + W)~ f
3y h—0 h

Pro n = 1 definice splyva s definici derivace funkce jedné proménné.

Vidime, Ze jsme pouze pojem derivace zobecnili, nezavedli jsem vSak zadné nové slozité
pojmy. Pro praktické vypocty derivaci je potieba si uvédomit, ze plati nasledujici

Véta 1.9.1. Necht f(x1,...,x,) je funkce n proménnych. Jeji parcidlni derivace podle k-té
proménné spocitame tak, jako bychom derivovali funkci F(xy) = f(x1,..., Tk, .., Tn) jedné
proménné podle xj. Jinak teceno, derivujeme-li podle jedné proménné, derivujeme uplné
stejnygm zpusobem, jako funkci jedné promeénné, pouze ostatni proménné povazujeme za kon-
stanty.

Piiklad 1.9.1. Spoctéte derivace funkei f(z,y) = 2y + 22 a g(z,y) = 2% + ycos(x) podle
proménnych x a y.

Reseni. Jak jiz bylo feceno v piedchazejici vété, derivujeme jednoduse tak, ze promeénné,
podle kterych nederivujeme, povazujeme za konstanty. Je tedy:

o1
oo
0

(o) =

(z,y) =y + 2z

dg
Pt
dg B

gy(ﬂc, y) = cos(z)

x,y) = 2x — ysin(z)

Poznamka. U funkce vice proménnych se vétsinou vynechava seznam argumentu funkce, jsou-
li jasné z kontextu. Tedy napt. %(x, y) zapiSeme jako %. Této konvence budeme dale v textu
vyuzivat.
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Pro funkce vice proménnych plati obdobna pravidla jako pro funkce jedné proménné:

Véta 1.9.2. Necht f a g jsou funkce n proménngjch a magji v bodé (Zy, ..., ZT,) derivaci podle
proménné x. Pak:

9 _of | 99
FrCA Ll il v
9 _of 99

A je-li také g(Z1,...,ZTn) # 0, pak:
of dg
0 i _ a9 Oy f
Ok \ g 92
Stejné tak, jako jsme zavedli derivace vyssich fadu funkei jedné proménné, muzeme zavést
i derivace vyssich radu funkci vice proménnych.

Definice 1.9.2. Mé&jme funkci f vice proménnych. Derivujeme-li ji postupné podle proménnych
Tky, Thy AZ Tf, , znacime to zapisem:
onf
6$k1 8$k2 cee &Tkn

Specialng, je-li k1 = ko = ... = ky, tj. derivujeme n-krat podle stejné proménné xy, zapisujeme:
of
oz}
Pro tplnost uvedme jesté jednu pomérné dilezitou vétu:

Véta 1.9.3. Necht f(x1,...,xy) je funkce n proménnych a jeji druhé derivace %aij a aggmi

(povsimnéte si prohozenych indexi ia j) jsou v okoli bodu (T, ...,Ty,) spojité. Pak plati:

O (a1 otn) = 2L a1,z
8.’1)18117] 1y--e5dn _8.%']81'@ 1y--e5dn

Slovy Tecéeno - pfi poéitdni derivaci muZeme libovolné zaménit potadi proménnijch, podle
kterych funkci derivujeme.

Podminka spojitosti obou derivaci v piredchozi vété je nutnd, obecné se totiz derivace v
ruzném poiadi mohou li8it.

Timto vyklad diferencidlniho po¢tu funkeci vice proménnych zakonéime. Teorie funkci vice
proménnych sice otevird nové obzory, bez kterych si moderni fyziku prakticky neni mozné
predstavit, ale cilem této publikace je poskytnout ¢tenari urcity prehled o metodach, jez se
v matematické analyze vyuzivaji, nikoliv poskytnout uceleny piehled matematické analyzy.
Proto jsme v této kapitole jsme vylozili pouze nutné minimum, jez budeme potifebovat v
nasledujicich kapitolach.
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1.10 Taylortv rozvoj

Zkusme se nyni zamyslet nad problémem, zda je mozné nalézt polynom n-tého stupné tj.
funkci ve tvaru
P(CC) = k,z" + kn_ll‘n_l 4+ -+ ki + kg (1.22)

kde k, # 0, ktery by ,vypadal“ stejné, jako néjakd nami zvolend funkce f(z).

Zamysleme se nad tim, co musi funkce P(z) spliiovat, aby se v pevné zvoleném bodé
xo co nejvice podobala funkeci f(x). Rozhodné by méla mit v daném bodé stejnou hodnotu,
jinak nelze moc hovorit o tom, ze se funkce podobaji, tedy P(z) = f(z¢). Déle by mély obé
funkce sméfovat stejnym smérem, z ¢ehoz plyne podminka P'(xg) = f/(z0), tj. musi si byt
rovny derivace obou funkei. Zaroven by mél zac¢it ménit sklon obou funkei (tj. jejich derivace)
stejnym zpusobem. Ale zména derivace je druhd derivace dané funkce, tedy by mélo platit
P"(x0) = f"(x0). Tyto tivahy nés privadi k nésledujicimu

Pozorovani. Funkce P(x) se funkci f(x) v néjakém pevné zvoleném bodé xg nejvice podobd
prdvé tehdy, kdyZ maji maji obé funkce co mejvice shodnych derivact v bode xg. Zapsdno
matematicky, pozadujeme, aby P® (zo) = f*)(xq) pro k=0,1,2,...,n.

Zapisme polynom P(z) ve tvaru:
P(x) = an(z —20)" + an_1(x — 20)" L+ - 4+ ay(x — x0) + ao (1.23)
Derivace tohoto polynomu maji tvar:

P(z) = an(x — 20)" + an_1(x — 20)" ' 4+ ... + a1(z — x0) + ag
P'(z) = nan(x — 20)" L+ (n — Dap_1(x — 20)" 2 + ... + 2a2(z — 20) + a1
P'(z) =n(n—1Dan(z —20)" 2+ (n—1)(n — 2an_1(z — 20)" > + ... + 6a3(z — z0) + 242

PMz)=nn—1)n—-2)1-a, =n!ap

Pro¢ jsme polynom P(x) zapsali ve tvaru (1.23) se objasni ve chvili, kdy do derivaci polynomu
P(z) dosadime x = xg. Pak se totiz rovnice P*)(z0) = £ (), k =0, 1,2, ...,n redukuji na:
P(zo) =an-0"4ap_1-0"" ... +ay-04+ap=ag-0! = f(x)
P'(x9) = nay, - o+ (n—1)ap—1 - 0" 24 ..4+2-0+a,=a; -1 = 1 (o)
P"(20) =n(n — 1)an - 0" 24 (n — 1)(n — 2)an_1 - 0" 2 4 ... + 2a3 = ay - 2! = f"(x0)

PP (z)=n(n—1)(n—2)-1-ap =ap-n! = f™(x)

Jelikoz (x — x) je pro x = xo nulové. Odtud jiz tedy muzeme snadno ziskat koeficienty ay:

_ ®) (x0)

o (1.24)

a

Na zakladé toho muzeme vyslovit nésledujici definici:
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Definice 1.10.1. Taylorovym polynomem (rozvojem) stupné n funkce f(x) v okoli bodu
o nazveme polynom
f®

Tn() = Z !

k=0

(z — zo)" (1.25)

za predpokladu, ze vSechny derivace funkce f(z) az do fddu n véetné existuji a jsou spojité.

Oznac¢me:

T(x) = lim T,(x)

n—oo

pokud tato limita existuje a je konecnd pro vSechna x z definiéniho oboru funkce f.
Za urcitych predpokladu , které zde nebudeme piesné specifikovat, plati nasledujici

Véta 1.10.1. Pro funkci f(z) a jeji Tayloriv rozvoj T'(z) kolem bodu xo plati:

pro vSechna x z néjakého intervalu (xg — r,xo + 1), kde r je néjaké nezdaporné redlné cislo.

To tedy znamend, Ze mocninnd fada ve tvaru (1.25) pro n — oo presné kopiruje chovéani
funkce f. Nejvétsi ¢islo r, pro které piedchozi véta plati, nazyvame polomér konvergence
Taylorovy fady. V této publikaci nebudeme uvadét metody vypoctu r. U péknych funkci,
jako je sin(z), e apod., je r = oo, tj. plati, ze f(z) = T(x) na celém R. Uvedme nyni pro
ilustraci nékolik ptikladu:

Ptiklad 1.10.1. Rozvinte funkci cos(xz) v okoli bodu 0 Taylorovym rozvojem stupné 2 a
stupné 4.

Vse, co potiebujeme urcit jsou derivace funkce cos(xz) v bodé 0 az po derivace ¢étvrtého
fadu. Postupnym derivovanim ziskame:

cos(0)
cos’(0) = —sm(O) 0
cos”(0) = —cos(0) = —1
cos™(0)

(0)

= sin(0) =0

0) = cos(0) = 1

Pro cos(z) tedy mame Tayloruv rozvoj:

1 0 1o, 1,
Th(z) = o x+i x—i——g 2" =-5 +1
0 1, 1, 1
Ty(x) = To(z) + 3 -z TR e —ix +1

Grafy vsech ti{ funkci jsou zobrazeny na obrazku 1.5. Tento piiklad by ndm mél demonstrovat
smysl pojmu Taylorova rozvoje — Tayloruv rozvoj ndm umoznuje pievést vypocet hodnot
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15 T T

cos(x)
T2
T4 -eeeeees

05 ,

.05

715 -\ -\ -\ Il Il Il Il
Obrézek 1.5: Taylorovy rozvoje funkce cos(z)

»teézko uchopitelnych* funkci, jako jsou napiiklad funkce goniometrické, na pouhé nasobeni a
s¢itani. Plati napi.:
V2

— )= — = 1
cos (4) 5 0,707

T 1 /4 1 /m\2
7 (3) =5 () —5(5) +1=0m0m
1\ o1 \1 5 \1 + 0,707

Ziskali jsme tedy polynom takovy, ze vysledna chyba se objevuje az na ¢tvrtém desetinném
misté, coz je velmi dobry vysledek. Polynom je totiz tak malého stupné, ze by bylo mozné
provedené vypocty provést ¢isté pomoci tuzky a papiru.

Priklad 1.10.2. Zapiste nekone¢nou Taylorovu fadu pro funkei In(z).

Reseni. Zde nardzime na problém, ze funkce In(z) neni v bodeé 0 definovana, budeme muset tedy tuto
funkci rozvinout v okoli bodu jiného. Podivejme se, co se stane, kdyz se pokusime tuto funkci rozvi-

nout kolem bodu zy. Vyslednd fada bude (¢tendr muze tento vysledek ovérit spocitdnim jednotlivych
derivaci):

(DR -1 1 = (—1)F 1
T(x) :ln(xO)JrZ% e (x — xo)" :1n($0)+2% T (z — x0)"
k=1 To ) —1 Yo
Zvolme xo = 1. Rada, kterou ziskdme, je:
o (=DF 1 RN k
= X (= - ANV O |
T(z) = In(1) + ; G @-1) ’; - (@ 1)

Ta je ovSem konvergentni jen pro z € (0,2), pro > 2 je divergentni (napf. pro x = 3 ,zabije®
exponencidlni rist 2¥ bezmocné k ve jmenovateli). Miizeme tedy zkusit zo > 1. Rozborem tohoto
piipadu bychom vsak dospéli k tomu, Ze fada by byla konvergentni jeno pro x € (x9 — 1,x9 + 1).
Uzevieme to tedy konstatovanim, ze In(z) nemuzeme Taylorovou fadou rozvinout na celém defini¢nim
oboru. Ve skute¢nosti, je mozné odvodit, ze polomér konvergence této fady je 1 (nezdvisle na volbé xy).
Chceme-li numericky pocitat hodnotu logaritmu, musime vzdy zvolit vhodné z(, aby fada v zadaném
bodé konvergovala.
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1.11 Taylortv rozvoj funkce vice proménnych

Zda se byti logické, ze i funkce vice proménnych by mélo byt mozno rozvinout v néjakou
mocninnou fadu obdobnym zpusobem, jako tomu bylo u funkce jedné proménné. Odvozeni
tohoto obecného vztahu je vSak jiz vyrazné nad ramec tohoto textu, proto je zde nebudeme
provadét. Podotknéme pouze, ze pro funkci n proménnych f(xi,z2,...,2,) obsahuje tato
mocninnd fada ¢leny ve tvaru ajasg - - - ap(x1 — Z1)P* - - - (2, — Ty )P, kde (21, To, ..., Tp,) je bod,
kolem kterého provadime rozvoj a kde koeficienty a; az a,, zavisi na pg-té derivaci funkce f
podle proménné x; déleného faktoridlem piislusné mocniny, tj. déleného pg!.

My v8ak v dalsim textu budeme potiebovat pouze Tayloruv rozvoj funkce tii proménnych
(ozna€mé je nyni x, y a z) a zajimat nds bude pouze jeho linedrni ¢ast. Uved me tedy z diivodu
budouci reference tento rozvoj:

f(z,y,2) = f(wo, o, Zo)+g£($o7yo, 20)'($—3?0)+g£(960, Yo, Zo)'(y—yo)Jrgﬁ(ﬂfoyyov 20)-(2—20)
0?2 0?2
+ %a—x‘é(xo,yo, 20) - (x — x0)* + axéfy (20, 40, 20) - (x — o) (y — yo) + ... (1.26)

Zamyslime-li se pouze nad linearni ¢dsti, je dany vysledek naprosto zjevny. Ozna¢me Ax =
x —xo, Ay =y — yo, Az = z — z9. Pak muzeme linedrni ¢ast prepsat jako:

0 0
flxo+ Az, yo + Ay, 20 + Az) = f(z0,%0, 20) + 87£(1‘07y0720) Az + 8‘;(%,1/0,20) Ay +

+ g(l‘o,yo, 20) - Az (1.27)
0z
coz je velmi logicky vysledek - hodnota funkce v bodé (xg + Az, yo + Ay, z0 + Az) je priblizné
rovna hodnoté funkce v bodé (xo, o, 20) plus sklon (derivace) funkce ve sméru osy x krét
to, o kolik jsme se ve sméru osy x posunuli, plus sklon funkce ve sméru osy y krat posun ve
sméru osy y plus ... Tento vysledek neni nikterak zarazejici a naprosto odpovida linedrnimu
piirustku funkce jedné promeénné.

1.12 Vyznam diferencialniho poctu ve fyzice

Diferencialni pocet ndm umoziiuje zaznamenat, jak se veli¢ina méni — nejdulezitéjsi je pro nés
vétsinou informace, jak se méni v ¢ase. Vime-li, jak se veli¢ina méni{ v kazdém okamziku a jaka
byla jeji puvodni hodnota, zdd se byti prirozené, ze diky tomu muzeme urcit hodnotu dané
veli¢iny v kazdém okamziku. Ve skutecnosti je k tomu potieba velmi robustni a slozity mate-
maticky apardt (urcitd ¢ast z néj bude v této publikaci probrana), pro formulovani principu
si v8ak vystac¢ime s tim, co jiz zname.

1.12.1 Rychlost, zrychleni, Newtonova pohybova rovnice

Asi kazdy stiedoskoldk vi, co je to rychlost a zrychleni (hmotného bodu). Urazilo-li téleso
drahu s za ¢as t, byla jeho prumérnd rychlost na této draze:
s

V= -
t
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Pocitame-li rychlost télesa v néjakém kratkém casovém okamziku, zapisujeme to obvykle
vyrazem:

As
At
Cim krati je doba At, tim pfesnéji zjistime rychlost télesa v danou chvili. Pro¢ tedy nevzit

tuto dobu nekone¢né malou? Matematicky aparat jiz k tomu mame! Sta¢i pouze dosadit
At — 0:

v =

As ds
t)= lim — = — = §(t
o) = dma =@ 0
Neboli, velikost rychlosti bodu se rovna derivaci drahy podle ¢asu (viz pozndmka k defi-
nici 1.7.1 o tom, ze derivaci podle ¢asu znacime teckou). Stejné tak zname dobfe vzorec, ze

prumeérné zrychleni hmotného bodu je dano vztahem:

_ v
a=—
t

Aplikujeme-li stejny ,limitni pfechod®“ jako u rychlosti, dojdeme k vysledku:

v v 28
at) = Jim 20 = oy = o) = T2 = 50

kde posledni dva symboly znamenaji druhou derivaci drahy podle ¢asu (viz definice 1.5.4).
Ukazme nyni, jak z tohoto zobecnéni plynou riuzné vzorce, které ¢tenar pravdépodobné zna.

Priklad 1.12.1. Pro drahu rovnomérné zrychleného pohybu s pocateéni rychlosti vg a zrych-
lenim a plati znamy vzorecek:

1
s(t) = vot + iatQ

urcete rychlost a zrychleni tohoto bodu.

Reseni. Jak jsme odvodili v predchozich odstavcich, rychlost bodu je pouhou derivaci jeho
drahy podle casu. Tedy:
v(t) = 5(t) = vo + at

Abychom ziskali zrychleni, sta¢i pouze zderivovat rychlost:

Jak vidime, ziskané vysledky odpovidaji ndm jiz dobfe zndmym vzorcum.

Priklad 1.12.2. Urcete rychlost a zrychleni hmotného bodu kmitajictho harmonicky, tj.
bodu, jehoz ,vyska“ (vychylka, poloha, draha) je ddna vztahem (pocatecni fazi ¢y pro jedno-
duchost neuvazujeme):

y(t) = A sin(wt)

Reseni. Znovu budeme pouze aplikovat pravidla derivovani, jez byla vylozena v predchozi
kapitole. Nezapomenme, ze sin(wt) musime derivovat jako slozenou funkci:

v(t) = 5(t) = Aw cos(wt)
a(t) = 0(t) = — Aw?sin(wt)

Tyto vysledky znovu odpovidaji znamym stiedoskolskym vzoreckiam.
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Pojmy rychlosti a zrychleni vSak obvykle zavddime jako vektorové veli¢iny - rychlost i
zrychlen{ maji smér. Jak pfedchozi definice zobecnit i na vektory? Naprosto jednoduse. Je-li
r(t) = (z(t),y(t), z(t)) tzv. polohovy vektor hmotného bodu, tj. vektor, jehoz souradnice
udavaji polohu hmotného bodu, pak rychlost a zrychleni vypocteme zcela analogicky jako v
piripadé drahy a velikosti rychlosti:

_dr

v(t) =r1(t) = rs
dv d?r

a(t) = ¥(t) = (1) = T3 (0) = (1

Doted jsme délali pouze to, Ze jsme derivovali zndmé vzorce pro drédhu a tak ziskali rychlost
a zrychleni. Na tomto postupu vSak neni néco v poifadku - kde se ony vzorce pro drahu
vzaly? Pfeci se nespokojime s tim, ze prosté plati. Ze vzorce odpovidaji experimentiim? A
jakym? Myslite si, ze nékdo ovéroval experimentalné kazdy takovyto vzorecek, co kdy vznikl?
Nikoliv! Stac¢i ovéfit pouze jeden jediny vzorec a vSe ostatni uz vyplyne z méfeni a piislusné
matematiky. Timto vzorcem je:

Newtonuv pohybovy zdkon (pohybova rovnice)

Ptsobi-li na téleso sila o velikosti F', pak pro jeho zrychleni plati:
F=ma=m3s

neboli, formulovdno vektoroveé:
F=ma=mrv

Jak tohoto zdkona vyuzit? Zndme-li silu F' (ur¢enou experimentem ¢i néjakym vypoctem) a
pocatecni rychlost a polohu télesa muzeme pomoci této rovnice piesné urcit, kde se bude téleso
v danou chvili nachazet. Jednd se o tzv. obyéejnou diferencidlni rovnici, kde nezndma
neni ¢islo, nybrz funkce s(t) resp. r(t). Tato pohybova rovnice je pro nas velmi silny néstroj
- umoznuje nam spocitat drédhy planet, pohyby druzic kolem zemé, dokonce je mozné de
facto z této jednoduché pohybové rovnice vybudovat tzv. mechaniku kontinua, jez se zabyva
vlastnostmi pevnych, kapalnych a plynnych latek. Matematicky aparat mechaniky kontinua
hodné vsak stoji za to ho nastudovat - pomoci néj je mozné kompletné simulovat tok kapaliny,
pohyby letadla, chovani ruznych staveb, stroju atd... Zkusme vyuzit znalosti, co uz mame,
abychom vyftesili alespon jeden velmi jednoduchy piiklad:

Piiklad 1.12.3. Pro zdvazicko zavéSené na pruziné plati, ze sila na néj pusobici je F' = —ky,
kde k je tzv. tuhost pruziny a y vychylka z rovnovazné polohy. Toto vyjadieni je pomérné
piirozené - piedstavte si, Ze postupné natahujete pruzinu. Cim vice je natazend, tim vétsi
klade odpor. My pouze predpokladame, ze tento odpor roste linedrné. Znaménko minus je
zde proto, ze sila ptisobi proti sméru natazeni. Na§ tkol zni: Urcete z pohybové rovnice
vychylku y(t) zdvazi v ¢ase t z rovnovazné polohy.
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ResSeni. Sestavme pohybovou rovnici zavazicka:

ma = F
my = —ky
. k
Yy=—-——v
m

hleddme tedy funkci y(t) takovou, ze jeji druhd derivace je rovna zédporné vzaté puvodni funkci
vynasobené konstantou. Prohlédneme-li si znovu piiklad 1.12.2, zjistime, Zze dany problém uz
jsme vyftesili. Jednim moznym feSenim je funkce:

y(t) = Asin(wt) = Asin (\/Ei)

k
w=1/—
m

kde

Prostym derivovanim muzeme ovéfit, ze jsme skutetné nasli fesent:

i(0) = (sinun)) = 41K cos(y[ 2
ii() = _A\/E\/Zsm (@t) _ —A% sin (\/Et) _ —%y(t)

Toto feSeni sice neni iplné obecné, v této publikaci se ovSem obecnéjsimi postupy k feSeni
takovychto rovnic zabyvat nebudeme.

Jak vidime, abychom zjistili, jak se dany fyzikalni jev ,chova“, staci, napiSeme-li dife-
rencidlni rovnici, ktera tento jev popisuje, a tuto rovnici nasledné vytesime. Problémem vsak
je, ze vétsinu v praxi se vyskytujicich diferencidlnich rovnic neni mozné fesit presné a je nutné
vyuzit ke zjisténi pfiblizného feSeni pro danou situaci pocitac.



Kapitola 2
Integralni pocet

Integralni pocet je s diferencidlnim poc¢tem neodmyslitelné spjat. Jakmile se pustite do feseni
niho poctu, ale také znalost poctu integralniho. Co to tedy onen integrél je? Mozna si nékteii
z vés pii ¢teni kapitoly 1 fikali, zda je mozné najit funkei f(x), zndme-li jeji derivaci f/(z).
Odpovéd neni nikterak jednoduchd — pohybujeme-li se pouze v mnozine elementdrnich funkci
(zahrnujice funkce jako ax™, a”, Inz, goniometrické funkce a dalsi ,bézné“ funkce a funkce
vzniklé souctem, rozdilem, souc¢inem, podilem ¢i skladanim konecného poctu téchto funkef),
zjistime, ze k nékterym funkcim je mozné najit funkci, jejiz derivaci danou funkci ziskdme
(tuto funkci budeme posléze nazyvat primitivni funkce k dané funkci), k nékterym ne.
Neni vSak nikterak jednoduché odhadnout, zda k dané funkci primitivni funkce (v ,fecéi®
elementarnich funkci) existuje, naptiklad funkce e & sin(x)/x vypadaji pomérné jednoduse,
jejich primitivni funkce vsak neni vyjadfitelnd pomoci elementdrnich funkei (dukaz tohoto
tvrzeni je v8ak vyrazné nad rdmec této publikace).

2.1 Motivace

Jak jiz bylo naznaceno v ivodu, podstatnou ¢ast integralniho poctu tvoii praveé aparat, ktery
nam umozni najit primitivn{ funkei k néjaké dané funkci. To samo o sobé zni spiSe jako pouhd
matematickd hiicka, ale neni tomu tak. Existuje nespocet zpusobu, jak integralni pocet apli-
kovat. Integralni pocet ndm umoznuje spocitat obsah pod grafem funkce (coz ndm umoznuje
spocitat obsah ruznych dtvaru, jako je napiiklad kruh & elipsa), umoznuje nam pocitat ob-
jemy a povrchy téles (koule, kuzelu, elipsoidu, ,sinusoidu®, toru (americké koblihy) a mnohych
dalsich), momenty setrvacnosti téchto téles, hmotnosti téles (pokud nemaji konstantni hus-
totu) atd. Umoznuje nam také pocitat fyzikalni velic¢iny, jako je vykonand prace, mnozstvi
piijatého tepla apod. Mimo to — znalost zpusobu, jak najit primitivni funkci, je nezbytna,
chcete-li fesit diferencidlni rovnice (coz je nutné pii feSeni mnoha fyzikalnich problému).

Nyni, kdyZ tusime, k éemu se integralni pocet pouziva, pustme se do jeho matematické
formulace.

2.2 Neurcity (Newtonuv) integral

Zacnéme definici, kterou jsme neformélné provedli jiz v ivodu:

39
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Definice 2.2.1. Funkci F(x) nazveme primitivni funkeci k funkci f(x) na intervalu (a,b),
mé-li F(z) na (a,b) derivaci a plati-li Vo € (a,b) : F'(z) = f(x).

Primitivnich funkci k dané funkci existuje nekonetné mnozstvi - derivace konstanty je
totiz 0 a plati tedy:

(F(z) +C) = F'(z) + C" = f(x) + 0= f(x)

Je-li tedy F(x) primitivni funkei k funkei f(x), je také F'(z)+C, kde C je libovolna konstanta,
taktéz primitivn{ funkei k funkci f(z). Zavedme ndsledujici definici, kterd tento poznatek
shrnuje:

Definice 2.2.2. Neurcitym integralem (téz Newtonovym integrilem, integrialem v
Newtonové smyslu ¢i antiderivaci) funkce f(z) nazveme mnoZinu vsech primitivnich
funkei k funkei f(x). Tento neurcity integral zna¢ime symbolem:

/ﬂ@w (2.1)

kde dx urcuje, ze integrujeme podle proménné x.

Pozndamka. V rovnici 2.1 jsme pouzili jako argument funkce symbol x. Na tomto symbolu v8ak
samoziejmé nezalezi, muzeme pouzit jakykoliv jiny, napf. t. Musime pak vSak samoziejmé
také zménit tento symbol za znakem d v integrélu. Zapis:

/ Ft)dt (2.2)

tedy znamena totéz co zdpis 2.1, pouze proménnou nazyvame jinak.

Tlustrujme zavedeny pojem na piikladu:
Priklad 2.2.1. Naleznéte integral funkce cos(x) na jejim definiénim oboru.

Reseni. Definiénim oborem funkce cos(x) jsou celd redlns cisla!. Podle tabulky 1.5.2 je
derivaci funkce sin(z) funkce cos(z), definiénim oborem sinu jsou taktéz celd redlnd cisla, je
tedy:

/cos(q:) dz = sin(z) + C

Konstantu piseme do vysledku proto, aby bylo jasné, ze kazda funkce v daném tvaru (s
libovolnou volbou konstanty) je primitivni funkei k funkei, kterou integrujeme. Psani konstant
se pii Teseni integrali jevi jako nadbytecné, a pokud je pii vypoctech vynechate a pouze
tuto ,neurcitost“ zapiSete pomoci jedné konstanty az ve vysledku, pravdépodobné tim nic
nezkazite a pouze si usnadnite préci. Dusledné zapisovani konstant je nutné az pii feSeni
diferencialnich rovnic, kdy se po nékolikanasobné integraci a ruznych substitucich z konstanty
vyklube zaludna funkce, ktera uz konstantou rozhodné neni.

'Definiénim oborem jsou dokonce celd komplexnf &isla, cilem této publikace je vsak vysvétlit analyzu funkef
realné proménné
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Funkce f(z) | Integral [ f(z)dz | Podminka

0 C

a ax

", n#0 f;: pokud je 2" i 2"t definovano

e’ e’

1

z In |z| x#0

cos(x) sin(z)

sin(x) — cos(x)

tg(x) —In(] cos(x)|) r#kn ke Z

cotg(x) In(| sin(z)] x# (k+1/2)m, ke Z
1£x2 arcsin(z) z e (—1,1)
11}”2 argsinh(x)

e arctg(x)

= argtgh(z) z e (—-1,1)

Tabulka 2.1: Piehled integrélu

Jak jsme vidéli, jednim ze zpusobu vypoctu integrala je jednodusSe vysledek ,,uhddnout*.
Uhédnete-li vysledek, staci prostym derivovanim ovérit, ze dany vysledek je skuteéné spravny.
Postup, kdy vysledek uhddneme, je naprosto korektni a nelze proti nému nic namitat. Obvykle
v8ak neni nikterak jednoduché vysledek uhddnout, proto se pouzivaji ruzné metody, jak dany
integral prevést na integral jednodussi. Tyto metody aplikujeme do té doby, nez jsme schopni
feSeni integralu uhddnout. K tomu, abyste byli schopni ,hddat* feSeni integralu, je nutné
mit v zdsobé dostatetné mnozstvi ,tabulkovych integrdlu®, tj. integrédlu, jejichZ feSeni zndte
zpameéti.

V tabulce 2.2 je uveden ptehled neurcitych integrélu nékterych elementarnich funkei (pro
zkraceni zépisu nejsou uvadény konstanty). Jak vidite, tabulka integralu zcela koresponduje
s tabulkou derivaci (zderivujete-li funkci v druhém sloupecku tabulky, dostanete funkci v
prvnim sloupecku tabulky).

2.2.1 Rigordézni dodatek - Blizsi vhled do zapisu integralia

Mozn4 jste si v§imli, ze symbol dz v zapisu integralu je de facto identicky se zdpisem diferencialu, ktery
byl zaveden v kapitole 1.6. Neni to ndhoda, skutecné se o diferencidl jednd. Toho budeme s vyhodou
vyuzivat pii pouziti substituéni metody (viz nasledujici kapitola). Nazna¢me historicky kontext, ktery
k tomuto zapisu vedl. Puvodni tlohou integralu (v pocétcich vyvoje kalkulu Newtonem a Leibnizem)
bylo spoéitdni obsahu pod grafem funkce (tj. obsahu mezi grafem funkce a osou x). Jak uvidime pozdéji,
pocitani tohoto obsahu je nejjednodussi a nejptirozenéjsi aplikace integralu. To, ze tento ,obsahovy*
integral lze vyjadfit pomoci primitivnich funkei vSak bylo objeveno az pozdéji. A tak Leibniztuv zépis
vychézel primarné z definice integralu jakozto obsahu pod grafem funkce. Pfedstavme si nyni, ze
interval {a, b}, na kterém chceme obsah spocitat, rozdélime na obrovské mnozstvi n (nekonecné) malych
dilku (a,a + dz), (a + dz,a + 2dz), (a + 2dz,a + 3dz), ..., (a + (n — 1)dz,b), kazdy tento dilek md
tedy délku dx = (b — a)/n. Tyto dilky jsou tak malé, ze hodnotu funkce f(z) mizeme povazovat
na kazdém z téchto intervali za konstantni. Vezmeme-li tedy tuto hodnotu f(z) a vyndsobime-li ji
délkou onoho malého intervalu, ziskdme obsah obdélnicku o vysce f(z) a §ifce dz. Secteme-li obsahy
vsech téchto obdélnicku, ziskdme priblizny obsah pod grafem funkce. Ozna¢me S(f,a,b,n) takto ziskany
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obsah na intervalu (a, b):

n

S(ﬁa,b,n):Zf(xi)-dx, x;=a+i-dz, dr=
i=1

b—a
n

Jak uvidime pozdéji, tato konstrukce se velmi podoba konstrukei tzv. Riemannova integralu. My vsak
chceme tuto sumu spocitat pies nekoneéné malé dilky dz. Proto Leibniz vyménil znak sumy za znak
jiny, ktery tuto skutecnost podchycoval. Je to znak [, ktery vyjadiuje, ze ,s¢itdme pres vSechny
hodnoty z*, ne pouze pres diskrétni? hodnoty z;. Znak [ je vSak ve skutecnosti pouze stylizované
pismeno S (podle latinského vyrazu sum, neboli suma, soudet).

Tato intuitivni definice integralu vSak neni pfijatelna. Matematicky korektni definici urcitého in-
tegralu (tj. integrélu, kterym se ,pocitd obsah“) podal az Riemann. Je vSak mozné néjakym matema-
ticky korektnim zpiisobem interpretovat zapis neurcitého integralu? Odpovéd zni: Ano, je.

Poznamka. V nasledujicim vykladu budeme pouzivat pojem operdtor tak, jak je zaveden v kapitole
1.5.3 a diferencidl podle definice v kapitole 1.6.1.

Zavedme ndsledujici alternativni definici integralu:

Definice 2.2.3. Integral je operator [ : Dif — Der (Dif zna¢{ mnozinu vSech diferencidld, Der
mnozinu vsech diferencovatelnych (derivovatelnych) funkci), ktery diferencidlu df pfifadi funkci f.
(Konstantu volime tfeba tak, aby funkce v bodé 0 prochdzela nulou).

Pozndmka. V definici 2.2.2 jsme zavedli integral jakozto mnozinu vsech primitivnich funkei, nyni vsak
zvolime definici jinou, kdy integral pfitazuje konkrétni primitivni funkci. Velmi se tim totiz zjednodusi
nasledujici vyklad. Pro ¢tenare by nemél byt vyraznéjsi problém modifikovat vSechny vzorce tak, aby
odpovidaly puvodni definici integralu.

Vsimnéte si, ze argument integralu neni bézné funkce jedné proménné, ale diferencial funkce, tedy
velmi specifickd funkce dvou proménnych. Jak ale vime, operdtor d neni prosty (vSem funkcim lisicim
se pouze o konstantu pfiradi stejny diferencidl), tedy k nému neexistuje operator inverzni. Je nutné
néjakym zpusobem zuzit definiéni obor operatoru d tak, aby byl prosty. Vezméme tedy za tento de-
finién{ obor mnozinu vSech elementérnich funkef (véetné funkef vzniklych souc¢tem, sou¢inem, rozdilem,
podilem a skldddnfm téchto funkef?), které pochdzi pocatkem soufadnic (tfm jsme nic dilezitého ne-
odebrali - stdle muzeme kazdou funkei ziskat posunutim). Konkrétni podoba této mnoziny vsak pro
nas neni dulezitd, pro nés je dulezity pouze fakt, aby byl diferencidl na této mnoziné prosty. Na takto
zuzeném diferencidlu tedy plati:

=, /_I:d, dld(f)://_l(f)=/df=f

Jste-li zvykli pracovat s integralem pouze jako se symbolem, ktery ,vyplivne“ funkci, pravdépodobné
vam predchozi zapis pripada ponékud podivny, je v8ak naprosto korektni.
Stéle jsme vsak nevysvétlili, co znamend zapis:

/f(x) dx

Rozeberme ho tedy podrobné. Zapis dz je zkrdceny zapis pro dg, g(z) = z, je to tedy funkce dvou
proménnych x a Ax:
dr = dz(z, Azx) = (z) - Az = Az

Vyndsobime-li tento diferencidl funkei f(x), dostaneme:

f(2) - de = f(2) - da(z, Ax) = f(x) - Aa

2Slovo ,,diskrétni“ je v matematice synonymem pro ,nespojity“, ,nesouvisly“
3Ve skutecnosti by sta¢ilo uvést soucet, soucin a sklddéni funkei, zbylé dvé operace jsou pak specidlni
piipady aplikace téchto t¥i.
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Jak vime z kapitoly 1.6.1, plati:
dF(z,Ax) = F'(x) - Ax

Pokud zjistujeme integral néjakého diferencidlu, hleddme takovou funkci, jejiz diferenciél je argumen-
tem integralu. Zapsano matematicky:

/ f(x)dx = F(x), Na obeé strany aplikujeme diferencidl (*)

f(z)dx = dF, Diferencidl rozepiseme jako funkci dvou proménnych

flz) Az = F'(z) - Az Pokratime Az
fz) = F'(z)

Co tedy dokazuje predesla série rovnosti? Dokazuje, ze definujeme-li integral pomoci definice 2.2.3,

neznamend zapis
/ f(z)dx

nic jiného nez primitivn{ funkei k f(z). CoZz je pfesné to, co od neurcitého integrdlu pozadujeme.

Poznamka. Diferencidl jsme mohli na obé dvé strany rovnice (*) aplikovat, jelikoZ jsme defini¢n{ obor
diferencidlu zdzili tak, aby to byla prostd funkce, jinak bychom tuto tpravu provést nemohli (museli
bychom diskutovat nejednoznacnost konstanty).

Dulezitou vlastnost{ integrdlu je jeho linearita (integral je linedrni operator), kterd plyne pifmo
z toho, Ze integrél je inverznim operdtorem k diferencidlu, coz je také linedrni operdtor (zamyslite-li
se nad tim, co to znamend, Ze je operator linedrni (je to pfimé analogie k linedrnim funkcim redlné
proménné), zjistite, ze inverzni operator k linedrnimu operatoru musi byt také linedrni):

/(a~df—|—b-dg):/d(a-f+b~g):a-f+b-g:a-/df—|—b-/dg

Slovy fe¢eno piedchozi vzorec vyjadiuje, ze integral souc¢inu konstanty a funkce je sou¢in konstanty a
integralu funkce a integral souctu (rozdilu) funkef je soucet (rozdil) integralu danych funkei.

2.2.2 Metody vypoctu neurcitého integralu

V piedchozi kapitole jsme se sezndmili s definici integrdalu. Ta ndm v8ak moc nenapovi, jak v
praxi integraly pocitat. Uvedme na ivod vétu o integralu souctu funkei a soucinu funkce a
konstanty (zcela formélné odvozenou jiz na konci predchoziho rigorézniho dodatku).

Véta 2.2.1. Necht f(x) a g(x) jsou integrovatelné funkce, c € R, pak plati:

/c'f(az)dx:c-/f(x)dx
Jt@ + g do = [ f@rdo+ [ gla)as

Formélni diukaz muzeme provést tak, ze zderivujeme obé strany téchto rovnic (s ohledem
na to, ze plati (f +g) = f'+¢ a(cf) =c- f').
Pozndamka. Pojmem integrovatelné“ ve vété 2.2.1 minime, ze dané funkce maji integral v

Newtonové smyslu. Obecné totiz nemusi mit ani jedna z funkci integral, i kdyz jejich soucet
integrdl mé (viz piiklad v nésledujicim rigoréznim dodatku).
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Priiklad 2.2.2. Spoctéte integral:

2 : 1
/1: + xsin(x) + e

T

Reseni. Nejdifve rozepiseme vnitiek na soucet tif ¢lenti, ty nasledné pievedeme na soucet
ti{ integralu (jez byste méli umét spocitat, pokud umite derivovat ¢i znate zpaméti tabulku

2.2):
/x2+xsm(x>+1dm:/(:L‘+sin(1‘)+i)dxz/xdx%—/sin(m)dx—i—/idx

X

22
=5~ cos(z) + In(z) + C

(Nezapomenme pfipsat konstantu)

Metoda per partes

Mozné nyni ocekévate, ze bude néasledovat véta o integralu sou¢inu a podilu. Bohuzel tomu
tak neni — takovd véta totiz neexistuje. Neexistuje zadny obecny zptsob jak urcit integral
souc¢inu nebo podilu dvou funkci, zname-li integraly obou ¢initell ¢i délence a délitele. Existuji
pouze nékolik metod, které v dané situaci mohou (ale nemusi) fungovat. Zaénéme metodou
zvanou integrace per partes (v prekladu integrace po édstech):

Véta 2.2.2 (Integrace per partes). Necht f(x) a g(z) jsou diferencovatelné (tj. derivovatelné)
funkce, pak plati:

[ 1@ g @tz = @) gl0) - [ @) gla) o
Tato véta je pfimym dusledkem véty o derivaci soucinu. Plati totiz:

(f(2) - 9()) = f'(x) - g(z) + f(2) - g' ()
f@)-g'(x) = (f(z) - g(x)) = f'(z) - g(2)

Ptipiseme-li k obéma stranam posledni rovnosti integrédl, dostaneme vétu 2.2.2. Spoctéme
nyni nékolik ptikladd, na kterych budeme demonstrovat pouziti metody per partes.

Priklad 2.2.3. Spoctéte integrél funkce x - cos(x).
Reseni. Oznacme f(z) = z, ¢'(z) = cos(z), pak aplikaci véty 2.2.2 dostaneme:
f(2) g'(x) f(x) g(z) flx) g
/ x " -cos(x) de ="z - sin(x) / 1 -sin(z) de =z - sin(z) + cos(x) + C

Tento ptiklad je typickou ukazkou toho, jak se metoda per partes pouziva — integrujeme-li
funkei ve tvaru 2" f(x), n € N, muzeme zkusit n-krat pouzit per partes, jsme-li schopni funkei
f(z) n-krat zintegrovat.

Piiklad 2.2.4. Spoététe integrél funkce 22 - cos(x).
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Reseni. Oznacme f(z) = 22, ¢'(x) = cos(x):
f g’ f g fl=u g=v
O e SR oI PN
/ z® -cos(z) de = = -sm(x)—/ 2z -sin(z) dz =

v ! v

_ o - sin(z) — ’51:\-(—005(:6))—///2\-(—008(95))

= 22 - sin(z) + 2z - cos(z) — 2sin(z) + C
Pii vypoctu jsme pouze dvakrat za sebou aplikovali metodu per partes. Poprvé jsme funkce
oznacili f a ¢’, podruhé u a v’.

Piiklad 2.2.5. Spoctéte integral funkce 2" In(z), n € N.

Reseni. Resenf je (a¢ se to mozna na prvni pohled nezda) velmi jednoduché. Derivace funkce
Inz je 1/x. Diky tomu je mozné docilit toho, aby se po prvnim provedeni per partes logaritmus
wztratil“. Musime v8ak chytfe zvolit funkce f a ¢’. Pokud bychom je zvolili stejné jako v
predchozich piikladech, museli bychom logaritmus integrovat, ale to nechceme. Zvolime tedy

f(x) =In(x), ¢'(z) = "

) g g £
fg\ /-/f\\ et /-/f\\ et 1
/ z" In(z) dz = -ln(:c)—/ - — dx=
n+1 n+l =z
p 1 P 1
= -1 ——— [ 2"dz = 1 -— C
L A n+1<n(x) n+1>+

Piiklad 2.2.6. Kdybychom v minulém piikladu vzali funkce opaéné, potiebovali bychom
umét zintegrovat funkei In(z). Mozn4 jste si v8imli, ze tato funkce neni uvedena v tabulce
integrali. Zkusme ji tedy zintegrovat.

Reseni. Zatim jedind metoda, kterou zndme, je per partes, zkusme tedy pouzit ji. Ze v daném
integralu neni soucin dvou funkci? Ale je, zvolme funkce f(x) = In(x), g(z) = 1:

f/
A S S
x

AN T A «
/ 1 -In(z) de ="z "-In(x) — x - de =zln(z) —z+C

Bonbének k per partes - integraly ¥ sin(z) a 2" cos(x)
Na zaver této sekce si ukdzeme takovy ,bonbdének“ navic - jak integrovat funkce ve tvaru
z"sin(x) a 2" cos(z). Pouzijme vysledky ziskané v piikladech 2.2.3 a 2.2.4:
(zsin(z) 4 cos(x) + C)" = (x cos(x) + sin(x)) — sin(x) + 0 = x cos(x)
(2? sin(z) + 22 cos(z) — 2sin(z) + C’)/ = (2* cos(z) + 2z sin(z)) +
+ (2z(—sin(x)) + 2 cos(z)) — 2cos(z) + 0

= 22 cos(z)
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Vsimli jste si, jakym zpusobem se ¢leny, které ve vysledku ,nemaji byt*, rusi? Dany ¢len
ve tvaru z¥ sin(z) (resp. cos(z)) zderivujeme, coz ndm dé x* cos(x) + kz¥~!sin(z). Chceme-
li vyrusit druhy ¢len, musi v puvodni funkci nasledovat ¢len, ktery nam po derivaci vy-
hodi —ka*~1sin(z). Timto élenem je kz*~!cos(x). Ten ndm vsak po derivaci nechd ¢len
k(k — 1)2*~2 cos(z). Chceme-li ho vyrusit, musi v pivodni funkci nésledovat clen —k(k —
1)2*~2 sin(z)... Takto postupujeme do té doby, nez se viechny nadbyteéné éleny vyrusi. Tento
fakt je mozné shrnout takto:

Pozorovani. Integrdl funkce x* cos(x) miZzeme zapsat v tomto tvaru:
/xk cos(z) da = 2 sin(z) + kz* ! cos(z) — k(k — 1)zF 2 sin(x)
—k(k —1)(k —2)z" 3 cos(z) + k(k — 1)(k — 2)(k — 3)z**sin(z) + --- + 0

k k

Zacéneme tedy ¢élenem x"sin(x), n-ty célen obsahuje na prvnim misté (n-1)-ni derivaci z”,
funkce sinus a cosinus se pravidelné stiidaji a pokud pfechdzime ,,z cosinu do sinu®, zménime
znaménko.

Pro funkci x¥ sin(x) je vyjsledek naprosto analogicky, pouze prunim clenem vysledného in-

tegralu je —ax¥ cos(z) a znaménko se tedy méni hned u druhého clenu (druhgm clenem je
kx*—1sin(z).

Osvétleme tento postup na nékolika konkrétnich piipadech:
/x3 cos(z) dz = 23 sin(z) + 322 cos(z) — 6z sin(z) — 6 cos(z) + C
/m3 sin(z) dz = —3 cos(z) + 322 sin(x) + 6 cos(x) — 6sin(x) + C
/x4 cos(x) dz = 2t sin(x) + 42° cos(x) — 1222 sin(z) — 24z cos(z) + 24sinz + C

/x4 sin(z) dz = —z? cos(z) + 423 sin(x) + 1222 cos(z) — 24z sin(z) — 24 cosx + C

Metoda ,,vyjadireni integralu‘, pficteni nuly

Dalsi metodu, kterou si ukazeme, je mozné pouzit v kombinaci s per partes, vyuzijeme-li
néjaké vlastnosti funkci, se kterymi pocitame. Princip metody objasiiuje nasledujici

Veéta 2.2.3. Podari-li se postupnymi ekvivalentnimi upravams ziskat rovnici:

[H@yde = =g@) - [ fo)da
pak hledany integrdl je roven:
_g(x)
flx)de = 5 +C
Obecnéji - podaii-li se nam ziskat rovnici
[H@do = =g +p [ f@yde. 21

hledany integrdl je roven
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Ve skutecnosti nedéldme nic jiného, nez to, ze integral prevedeme na druhou stranu
Lvyjadifme® ho pomoci strany pravé. Pfredvedme si to na konkrétnim piikladu:
Piiklad 2.2.7. Spoctéte integrél [ sin?(z)dz.
Reseni. Nejdifve si sin?(z) napiSeme jako sin(x)sin(z) a spoéteme pomoci per partes (nyni

skute¢né nezalezi na tom, ktery sinus budeme integrovat a ktery derivovat). Posléze vyjadiime
cos?(x) jako 1 — sin?(z):

/Sin2(a:) dz = — cos(z) sin(x) — /(— cos(z) cos(x)) dz = — cos(z) sin(z) + /COSQ(.%') dr =
= —cos(x) sin(x) + /(1 —sin?(x)) dz = — cos(z) sin(z) + = — /(sinQ(x)) dz

Prevedeme-li nyni integral na pravé strané na levou stranu rovnice a vydélime dvéma, najdeme
fesSeni:

/sinQ(x) dr = % (x — sin(z) cos(z)) + C

Dalsi metoda, kterou si ukdzeme, je ,pficteni nuly“, neboli pficteni vyrazu 1 — 1, ¢&i
néjakého podobného vyrazu. Tuto metodu si ukazeme na jednom integralu, ktery se v ruznych
vypoctech vyskytuje pomérné casto (a proto, aby toho nebylo mélo, ho v dalsi kapitole
spocitame také substituci):

Priklad 2.2.8. Spoctéte integrdl [v1 — 22 du.

Reseni. Jak jiz bylo feceno, tento pifklad demonstruje pouziti metody nazvané ,prictent
nuly“. Spoctéme nejdiive dany integral pomoci per partes (integrujeme jednicku, derivujeme

danou funkci):
V1—22dz=2vV1— 22— /
/ V1-— xz

Vsimnéte si znaménka minus pred 22 — vzniklo derivaci v/1 — z2. Umyslné jsme toto minus
nevytkli pfed integral — udélame totiz jednu kouzelnou tipravu - pricteme k ¢itateli v poslednim
integralu vyraz 1 — 1:

(2.3)

/—ﬁdx:/md$:/1—x2dx_/1dx

V1 — a2 V1—a? V1— a2 V1—a?
(vi—a)’ _ .

—/mdm—arcsm(aﬁ) —/ﬂdx—arcsm(m)

Nyni tento vysledek dosadime do rovnice 2.3

/\/l—xde:x\/l—xQ— </ \/1—x2d:c—arcsin(w)> =xV/1— 22 + arcsin(z)+
—/\/1—x2dx

Prevedeme-li nyni integral na levou stranu a vydélime dvéma, dostaneme:

/ V1—22dx = % (:L’ 1—22+ arcsin(:n))

Jak vidite, metody vypoctu integalii se na sebe postupné ,nabaluji“. Cim vice jich znéte,
tl'm vétéf Sanci mate, 2e se vam povede integral spoéitat Zatim jsme v8ak nevylozili jednu z

vvvvvv
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Substituéni metoda

S pojmem substituce je ¢tenaf jisté dobfe obeznamen. Bézné substituce, se kterymi piijde
stfedoskoldak do styku, vétsinou slouzi pouze ke zvyseni piehlednosti zapisu. U integrala vsak
substituce maji zdsadni vyznam - je jimi mozné prevést jeden integral na jiny (obvykle jed-
nodussi, ale neni to pravidlem). Jelikoz nasim cilem pii integrovani je upravovat integral
tak dlouho, nez ho rozlozime na integraly, které umime ,,uhddnout”, je moznost, ze umime
prevést integral z jednoho tvaru na jiny, pro nas zasadni. Zacnéme tedy vétami o substituci v
neur¢itém integralu. Pravdépodobné se vam budou zdat ponékud abstraktni a nesrozumitelné,
vSe v8ak bude vysvétleno v néasledujicich piikladech.

Véta 2.2.4 (Prvni substituéni metoda). Necht f md primitivni funkci na néjakém intervalu
Jao: I — J zobrazuje interval I do intervalu J a md vsSude na I derivaci. Oznaéme
t = ¢(x). Pak plati:

[ fond@as= [ s (2.4)
To je logické, uvédomime-li si, Ze t je funkce proménné x a plati:

a Cdt
£:¢(ac):>d:r—¢,<x)

Formélnim dosazenim do levé strany rovnice 2.4 za ¢(z) a dx dostaneme pravou stranu rovnice
2.4. Piinos této substituce spociva v tom, Ze integral na pravé strané muzeme spocitat, aniz by
bylo nutné uvazovat, co proménna ¢ vyjadiuje, jednoduse podle ni integrujeme. Do vysledku
pak pouze dosadime t = ¢(x). Jediné, ¢eho je nutné si vsimnout, je fakt, ze ¢(z) nemusi
byt na, tedy nemusi ,,vyuzit“ cely interval J. Integral na pravé strané rovnice 2.4 totiz pak
nemusime fesit pro celé J (obvykle to znamend napi. pro celd redlnd ¢isla), ale pouze pro
néjaky jeho podinterval, ¢imz se muze vypocet zjednodusit.

Zamysleme se nyni nad ¢isté formalnim procesem integrace substituci. Co se po substituci
zméni? dz prejde v dt, celou integrovanou funkci vydélime ¢'(x) = t/(x) a 2 mus{ zmizet, tj.
musime vSechny vyrazy obsahujici x vyjadiit pomoci ¢ (jinak by nebylo mozné dale integrovat,
protoze zustavsi x zavisi na ¢, nemuzeme ho tedy bréat jako konstantu a substituce by ni¢emu
nepomohla).

Piiklad 2.2.9. Spoctéte integral funkce ze®’ pouzitim substituce ¢t = z2.
S~ , ’ o~ , ~ 3 - dt _ _ dt
Reseni. Provedeme nyni vSechny kroky popsané v predchozim odstavci. g; = 2x = dz = .

Dosadime do daného integralu:

dt 1 1 1
/:L‘exzda::/xet%ZQ/etdt:2et=26$2—|—0

Zderivovanim vysledku se muzeme presvédcit, ze zadany postup je spravny. Pii tomto deri-
vovani si mozna uvédomite, ze substituéni metoda je ,opacny“ postup k derivovani slozené
funkce.

V pfedchozim piikladu bylo pfimo uvedeno, jakou substituci mdme pouzit. Pii feSeni
piiklada vam vsak nikdo nefekne, jakd substituce je nejlepsi, musite na to pfijit sami. Neexis-
tuje zadny obecny postup, ktery by fikal, jakou substituci pouzit. Jediné, co pfi volbé substi-
tuce pomahad, je zkuSenost. Zkusme vsak alespon neforméalné naznacit, jak substituci hledat.
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Sestava-li integrovand funkce ze souc¢inu dvou ruznych funkci, je nasnadé pouziti substituce
t(x) jejiz derivace je jedna z téchtou dvou funkei (po provedeni substituce tato funkce totiz
zmiz{). Je dobré si pamatovat, ze derivaci nékterych funkei ziskdme funkce, kde se néjakou
béznou funkci proménné x déli, nikoliv nasobi, takovou funkci je napf. Inx, ¢i tgx. Nékdy je
také nutné cely zlomek rozsitit zlomkem o hodnoté jedna a provést dalsi upravy, nez je mozné
substituci pouzit. Demonstrujme tyto postupy na piikladech:

Piiklad 2.2.10. Spoctéte integral funkce ngil

Reseni. Pravdépodobné prvni, co vds napadne, je: ,V ¢itateli mdme derivaci 22, zvolime

tedy substituci ¢t = 22“. Tfm se vSak nezbavime jednic¢ky ve jmenovateli. Mizeme vsak zvolit
substituci jinou, a to ¢t = 22 4 1. Derivace stale ziistane 2z (derivace konstanty je nula), ve
jmenovateli nam vsak zlstane pouze t:

2
/ :E dx
2 +1

Pozndmka. Symbolem [ .. .dx‘t:f(m) oznacujeme, ze pouzivame substituci t = f(z) a ze v

1
:/dt:1n|t|+C:1n|:v2+1\—l—C
t=x2+1 t

dalsim vypoctu budeme po vyfeseni integralu za ¢ dosazovat f(z). V literatuie byva nékdy
zvykem nepsat substituci timto zplisobem za prvni integral, ale za vSechny nasledujici. My
budeme pouzivat toto znaceni, jelikoz je kratsi a piehlednéjsi.

Pi#iklad 2.2.11. Spoéctéte integral funkce 22 sin(x?).

Reseni. Uvédomme si, Ze derivaci funkce 22 ziskdme funkci 22 ndsobenou konstantou. Zvolme
tedy substituci t = 3.

/ 2% sin(z?) dz

Piiklad 2.2.12. Spoctéte integral funkce tg(z).

1 1 1
= / 3 sin(t) dt = —3 cos(t) +C = —3 cos(z®) + C

t=x3

ResSeni. Rozepiseme-li si tangens jako podil sinu a cosinu, je ihned ziejmé, ze v Citateli se
nachdzi minus derivace jmenovatele:

sin(x)
tg(x)dr = dz

Jrewar= [
Uved'me nyni obecny névod, jak poéitat integraly s linedrnimi éleny ax+b, a # 0. Derivace
linedrni funkce je funkce konstantni, substituci ¢ = ax+b je tedy mozné pouzit vzdy (vyhodné

je to samoziejmé pouze ve chvili, kdy se v integralu vyskytuje ¢len ve tvaru ax + b, jinak se
integral substituci spiSe zesloziti. Ozna¢me F' funkci primitivni k f. Pak plati:

1
:_/tdt:—lnytHCz—ln\cos(t)\

t=cos

/f(ax +b)dx

_ 1/f(t)dt— e+ c=tr@atv) 0
t=ax+b a a a

demonstrujme pouziti linedrni subsituce na pfikladu:

Piiklad 2.2.13. Spoctéte integrél funkce 2w1+3.
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Reseni. Zavedeme linedrn{ substituci ¢ = 2z + 3 (Neboli dt = 2dz = da = %) Pak:

1 1
d
/éx+3 v

1 1 1
=—[-dt=-In|t|+C==-1In|2 3|+ C
2/t 2n||+ 2n|3:+|+

Linedrni substituce je nejjednodussi typ substituce a s trochou praxe se ji naucite pouzivat
naprosto intuitivné zpameéti, bez jakéhokoliv rozepisovani pomoci dalsich symbolu. Podivejme
se nyni na trochu zaludnéjsi substituce:

t=2x+3

Piiklad 2.2.14. Spoctéte integral funkce ——

cos(x)

Reseni. Na prvni pohled nenf ziejma zadné substituce. Rozsifme vsak dany zlomek vhodnym
zlomkem o hodnoté 1:

/ cosl(fz:) dr = / cosl(:c) Zzzgg dz = / cc(;)sSQ((xx)) dv= / 1—Cossi1(ag;)(x) dr

Nyni je substituce nasnadé. Provedeme substituci ¢ = sin(z), vysledkem bude tabulkovy
integral.

Piiklad 2.2.15. Spoctéte integral funkce cos3(z).

1—¢2

1
= / —— dt = argtgh(t) + C = argtgh(sin(z)) + C

t=sin(z)

Reseni. Tento pifklad na prvni pohled také nevypadd jako pifklad na substituci. Funkei
cos3(z) si viak milzeme napsat jako cos?(z) cos(z) = (1 — sin?(z)) cos(z):

/ cos(z) dz = / (1 - sin’(2)) cos(x) de

t3
_/Q—HML¢—3+C
t=sin(z)
= sin(z) — ésin:s(x) +C

Piiklad 2.2.16. Spoctéte integral funkce %

ReSeni. Je nutné si uvédomit, ze po zavedeni substituce ¢ = In(z) budeme integrovanou
funkci délit funkei % Muzeme tedy tuto substituci bez problému pouzit:

/ In(z)

Doted jsme pouzivali substituci, ve které jsme zavedli néjakou novou funkci proménné
x. Lze vSak zvolit o postup opaény, tj. substituci, kde za x dosazujeme né&jakou funkci jiné
proménné. Shriime to v néasledujici vété:

t2 1.,
= [tdt=—+C==-In"|z|+C
t=In(z) 2 2

Véta 2.2.5 (Druh4 substituéni metoda). Necht ¢ : I — J je spojitd a prostd funkce a md na
svém definiénim oboru nenulovou derivaci a f je funkce integrovatelnd na J. Pak (dosadime-li

x = ¢(t)) plati:
/ f() dz = / F(6(0)6 (1) dt
t=¢~1(x)

Kde ¢~ (x) znaci funkci inverzni k ¢(z). Oznacime-li F(x) funkci primitioni k f(x) a G(x)
funkci primitiond k f(¢(z))¢' (x), miZeme predchozi rovnost prepsat takto:

F(z) = G(¢™!(z))
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Diikaz. Dikaz této véty je jednoduchy, provedme ho tedy. Funkce ¢(t) je prostd, tedy k
ni existuje inverzni funkce ¢~'(t). Derivace ¢'(t) je nenulovd, podle véty 1.5.3 tedy plati:

(¢71(t)>/ = m, tedy:

(G(¢7(2))) = G(¢7 () (¢ (2)) = G'(t)
Q.E.D.

V tomto formalnim zapise pro vas pravdépodobné véta 2.2.5 bude ponékud abstraktni.
Zkusme si vice priblizit, co vlastné fikd. Formalné tuto vétu ziskdme dosazenim z = ¢(t),
jelikoz pak plati dz = ¢'(t)dt. To, aby funkce ¢ byla prostd, pozadujeme proto, aby k nf
existovala inverzni funkce. Pak tedy zjevné plati z = ¢(t) = t = ¢~ !(z). Zintegrujeme-li tedy
funkci f(#(t))¢'(t) a posléze do vysledku dosadime t = ¢~!(x), ziskdme tim hledany integral.
Demonstrujme to na piikladech:

1 1
o)

Piiklad 2.2.17. Spoététe integral funkce ze®

Reseni. Pozorny ¢tenaf si jisté viimne, Ze tento integral jsme spocitali jiz v piikladu 2.2.9 jako
ukédzku pouziti prvni substituéni metody. Nyni ho tedy zkusime pocitat substituci opacnou.
V pitkladu 2.2.9 jsme zavedli substituci t = 22, zavedme nyni tedy substituci T = \f ktera

;o s ) - ,odr _
musi zdkonité fungovat také (ovsem pouze pro x > 0). Plati: G = 5 \[ = dx = W 7 toho

plyne:

V poslednim kroku jsme pouze vyuzili toho, ze plati vt = z = t = 2. Musime viak mit na
paméti, ze timto postupem jsme neziskali obecné Feseni, ale pouze Feseni na intervalu (0, co),
kdybychom chtéli ziskat obecné feseni, museli bychom pouzit také substituci x = —v/t a pak
obé Teseni ,slepit“. Shodou okolnosti vSak oba integraly v tomto piipadé daji stejny vysledek,
obecné to vsak neplati, proto je nutné hlidat interval, na némz feSeni provadime. Mimo jiné
to ukazuje na to, pro¢ je v tomto konkrétnim piipadé lepsi pouzit prvni substituéni metodu,
tou ziskdme obecné feseni rovnou.

a1 1 1
/\f \/>2 N etdtziet—i—C:ger—&-C

Pozndmka. Stejnym zpusobem, jako jsme zavedli ozanceni | ... dx! 1= f(z) PTO prvni sub-

stituén{ metodu, zavddime oznaceni [ ... d:c!x (1) Pro druhou substituéni metodu.

=é(t
Priklad 2.2.18. Spoctéte integral funkce v1 — 2.

Reseni. Jak bylo slibeno jiz v pifkladu 2.2.8, kde byl tento integral spocitén metodou per
partes, spocteme ho nyni substituci. Spo¢teme ho substituci, kterd nam umozni zbavit se
odmocniny - touto substituci je goniometricka substituce x = sin(t) nebo x = cos(t) Zvolme
druhou substituci z = cos(t). Musime si uvédomit, ze véta 2.2.5 pozaduje, aby funkce, kterou
dosazujeme, byla prostd. To vSak cos(t) neni, ,zuzme“ tedy cos tim zpusobem, Ze za jeho
defini¢éni obor zvolime interval (0, 7). Na tomto intervalu je funkce cos prosté a nabyva hodnot
—1 az 1, coz pfesné vyhovuje zadédni lohy (aby méla odmocnina smysl, musi byt x € (—1,1)).
Pustme se tedy koneéné do integrace:

/ V1 2dz _ / /T = cos2(D) (— sin(t)) dt = — / Gin?(t) sin(t) dt —

x=cos(t)
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Posledni integral je ponékud osklivy. Neni nefeSitelny, ale jeho feSeni je pomérné naroc¢né.
Uvédomime-li si vsak, ze dany integral fesime na intervalu (0,7), muzeme vyuzit fakt, ze
sin(t) je na celém tomto intervalu nezdporny, tedy plati [sin(¢)| = sin(¢). Tim se ndm integral
zredukuje na — | sin?(t) dt. Tento integral jsme jiz viak vyfesili v piikladu 2.2.7:

—/sinQ(t) dt = —% (t — sin(t) cos(t)) + C = % ( 1 — cos?(t) cos(t) — t) +C

Nyni za ¢ dosadime arccos(z):

% ( 1 — cos?(t) cos(t) — t) +C = % (:c\/ 1— 22— arccos(x)) +C

Coz je hledany vysledek.

2.2.3 Rigordézni dodatek

Jak bylo slibeno, zde bude uveden piiklad funkci, z nichz ani jedna neni integrovatelna, ale jejich
soucet jiz je. Zamysleme se nyni nad problémem obecnéji. Mame-li funkei f(z), o které vime, Ze nenf
integrovatelnd v Newtonové smyslu, a funkci g(x), o které vime, Ze je integrovatelnd v Newtonové
smyslu, pak zcela urcité nenf integrovatelnd ani funkce g(z) — f(z), jelikoz jelikoz by pro jejich integral
muselo platit (z linearity operdtoru integrélu): [ (g(z) — f(z)) dz = [g(z)dz — [ f(z)dz, f(z) vSak
integrovatelnd neni, tedy nenf integrovatelnd ani puvodni funkce. Soucet téchto dvou funkci, tj. f(x)+
(9(x) — f(x)) = g(x) jiz vsak integrovatelnd funkce je. Staci ndm tedy ukézat, ze existuje néjaka funkce
f(z), kterd neni integrovatelnd v Newtonové smyslu. Zduraznéme, ze upfesnéni ,,v Newtonové smyslu“
je nutné, jelikoz existuje nékolik zobecnéni pojmu integrlu a v tzv. Lebesgueové (¢ti Lebegové) smyslu
(o némze se jesté zminime v nékterém z dalsich rigoréznich dodatka) je jiz integrovatelnd i funkce,
kterou zde uvedeme jako piiklad.

Definujme funkci D(z) takto:

D(z) =

1 pro x racionalni
0 pro x iracionalni

Tato funkce se nazyva Dirichletova funkce a z hlediska svych vlastnosti ji muzeme oznacit za priSeru.
Je vsude definovana, ale nem4 nikde derivaci, jelikoz pro kazdé € > 0 lezi v e-ovém okoli bodu kazdého
bodu nekoneéné mnoho bodi, kde mé funkce hodnotu 0 a nekoneéné mnoho bodi, kde ma hodnotu
1. (Tedy v zaddném piipadé nemuze existovat limita, kterou je definovdna derivace. Ba dokonce tato
funkce nenf ani nikde spojitd.) K této funkci vSak neexistuje ani primitivn{ funkce. Kdyby existovala,
muselo by pro ni platit (oznac¢me ji F): F'(z) = D(z). Byla-li by nékde tato derivace definovéna v
néjakém bodé xg, mohla by se v diferencidlné malém okoli bodu zg zménit jen diferencidlné mélo (to
je pfimo definice derivace limitou), coz je v8ak spor s tim, ze D(z) mé v tomto okoli nekoneéné mnoho
bodu s hodnotou 0 a nekone¢né mnoho s hodnotou 1.

2.2.4 Pokrocilé metody vypoctu neurcitého integralu

V tomto oddile pohovoiime o nékterych metodach vypoctu neurcitého integralu, které patii
k bézné pouzivanym, presahuji vsak jiz rémec stiedoskolského vykladu. Ctendf, jenz chce
ziskat pouze piehled ve stFfedoskolském ucivu, muze tento oddil s klidnym svédomim pieskocit,
znalosti zde ziskané nebudeme nikde dale pfimo pozadovat. Pokud vSak chcete ziskat urcity
prehled o metodach, které se ve vypoctech bézné pouzivaji, viele vam doporucuji si tuto
kapitolu nastudovat.

Tato kapitola bude doplnéna pozdéji.
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